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Allgemeine physikalische Konstanten 
(September 1926) 4). 


a) Mechanische Konstanten. 
Gravitationskonstante. . . 2. 2... 1... 6,65+410-8dyn-cm?.g-2 
Normale Schwerebeschleunigung es «+ + « « 980,665 cm -sec-# 
Schwerebeschleunigung bei 45° Breite ~ & & = = 980,6167Cm =sec-2 
4 Meterkilogramm (mkg). .....4.... .- . 0,980665- 108 erg 
Normale Atmosphiére (atm) ......... - 4,01325,-10® dyn-cm-?2 
Technische Atmosphare .. . - + + - 0,980665 - 108 dyn -cm~2 
Maximale Dichte des Wassers bet 1 ‘atch ne - 0,999973 g-cm~-§ 
Normales spezifisches Gewicht des Quecksilbers > 1355955 


b) Thermische Konstanten. 


Absolute Temperatur des Eispunktes . . . . . . 273,25° 

Normales Litergewicht des Sauerstoffes. . . . . 1,42900g-1-1 

Normales Molvolumen idealer Gase. . . . . . . 22,414, - 10% cm3 

0,8204, - 10? cm3-atm - grad-! 
0,8313, +108 erg - grad~1 
0,8309) - 101 int joule - grad~4 
1,985, cal + grad~} 

4,184, int joule 

1,1623 -10~® int k-watt-st 
4,186, - 107 erg 

4,268, + 10-1 mkg 


c) Elektrische Konstanten. 
4 internationales Ampere (intamp)..... . . 41,0000, abs amp 


Ssaskonsfante: fir et MO) Ss) esi ss) eee wi 


Energieaquivalent der 15°-Kalorie (cal) . . . 


1 internationales Ohm (intohm) . . - « « « 41,0005) abs ohm 

Elektrochemisches Aquivalent des Silbers Se iret t1G00)* 1 Omer Int collins 

Faraday-Konstante fiir ein Mol und Valenz 1. . 0,9649,- 10° int coul 

Ionisier.-Energie/Ionisier.-Spannung. . . .. . . 0,9649,- 10° int joule - int volt-+ 
d) Atom- und Elektronenkonstanten. 

Bicmpemicnt (es Sanerstofis, ©. 5 + = « + » = 16,000 

Atomgewicht des Silbers. . . Se tas eee ee Oe 

LoscuMiptsche Zahl (fiir 1 Mol) eeare te en see OOD er 1Oce 

moLtzmAnNsche Konstante F, . . «= ++. +--+ 41,372-107* erg + grad-* 

1),, der Masse des Sanerstoffatoms....... 1,650-10-%*¢ 


: —19 3 
Elektrisches Elementarquantum eé : { ay nee 230 age coin 


4,774: 10-10 dyn‘/: » cm 
Spezifische Ladung des ruhenden Elektrons e/m. 1,76,+- 10% intcoul-g7-! 


Masse des ruhenden Elektrons m. ...... . 9,02-10-*% g 
Geschwindigkeit von 1-Volt-Elektronen . ... . 5,94,-107 cm-sec™* 
Atomgewicht des Elektrons . . ets nets PA ONeA Oe 


e) Optische und Strahlungskonstanten. 


Lichtgeschwindigkeit (im Vakuum). . pee 2b peiO em > seca 

Wellenlange der roten Cd-Linie (1 atm, 15° C). . 6438,470)-10~* cm 

RypDBERGsche Konstante fiir unendl. Kernmasse . 109737,1 cm~? 

SOMMERFELDsche Konstante der Feinstruktur . . 0,729-+-107 

5,75° 10-7” int watt -cm-*.- grad-# 

1, 37g 10a Calis Cin ssi. Seca s ayaradie. 
Konstante des Wirenschen Verschiebungsgesetzes . 0,288 cm - grad 

Wren-Prancksche Strahlungskonstante c,. .. . 1,43 cm- grad 


STEFAN-BoitzMannsche Strahlungskonstante o. , 


f) Quantenkonstanten. 
Prancxsches Wirkungsquantum 4 ......- - 6,55-10~*" erg - sec 
Quantenkonstante fir Frequenzen B=h/k . . . 4,775+10~** sec - grad 
Durch 1-Volt-Elektronen angeregte Wellenlange . 1,233-10~* cm 
Radius der Normalbahn des H-Elektrons . . . . 0,529-10~* cm 


1) Erlauterungen und Begriindungen s. Bd. II d. Handb. Kap. 10, Sy ey 


A. Die Natur des Lichtes. 


Kapitel 1. 


Klassische und moderne 
Interferenzversuche 
und Interferenzapparate. Elementare 
Theorie derselben. 


Von 
L. GREBE, Bonn. 


Mit 45 Abbildungen. 


I. Interferenzversuche. 


1. Superposition kleiner periodischer Bewegungen. Die Lehre von der 
Interferenz des Lichtes umfaBt diejenigen Erscheinungen, bei denen die gleich- 
zeitige Einwirkung mehrerer Lichterregungen an einer Stelle des Raumes nicht 
die Summe der einzelnen Lichtintensitaten hervorbringt. Am auffallendsten 
werden solche Erscheinungen dann, wenn die gleichzeitige Einwirkung zweier 
Lichtwirkungen zu Dunkelheit fiihrt, also eine gegenseitige Vernichtung der 
beiden Lichtwirkungen eintritt. Aus der Wellentheorie des Lichtes kénnen solche 
Erscheinungen vorausgesagt werden, und ihr Nachweis ist immer als eine unmittel- 
bare Bestatigung der Wellentheorie aufgefaBt worden. Es ist’ bisher nicht zu 
erkennen, wie aus den Vorstellungen der extremen Quantentheorie des Lichtes 
eine befriedigende Erklarung der Interferenzerscheinungen abgeleitet werden 
kann, und wir stellen uns daher in diesem Abschnitt vollstandig auf den Boden 
der klassischen Undulationstheorie. Gleichgiiltig bleibt es dabei, ob wir von den 
Vorstellungen der elastischen oder elektromagnetischen Lichttheorie ausgehen. 

Die Interferenzerscheinungen lassen sich erklaren durch das Prinzip von der 
Superposition kleiner Bewegungen, das, auf die einzelnen Wellenbewegungen 
angewendet, eine geometrische Addition der in demselben Raumpunkte wirksam 
werdenden Lichtvektoren erfordert. Die geometrische Summe liefert den Vek- 
tor der resultierenden Lichtbewegung. Nehmen wir zur Vereinfachung an, die 
betrachteten Lichtwellen seien eben, was durch geniigende Entfernung der aus- 
sendenden Lichtquelle erreicht werden kann, und auBerdem gleichgerichtet und 
in derselben Ebene polarisiert, so ist die Richtung des Lichtvektors in jedem 
Raumpunkte fiir jede der beiden Lichtbewegungen die gleiche gerade Linie und 
die geometrische Addition der beiden Lichtvektoren geht bei der Superposition 
in eine algebraische Addition iiber. Als weitere Vereinfachung wollen wir noch 
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annehmen, die Schwingungsdauer bzw. Wellenlange der beiden Wellenbewegungen 
sel die gleiche, so daf§ sie sich nur durch ihre Amplitude und ihre Phase vonein- 
ander unterscheiden. Die Phasendifferenz bleibt dann im Laufe der Zeit immer 
die gleiche. Man bezeichnet Lichtwellen, die in dieser Weise eine konstante 
Phasendifferenz und einen gegeneinander unveranderlichen Polarisationszustand 
besitzen, als kohdarent. 

Wir stellen die beiden ebenen Lichtwellen, die sich in der x-Richtung eines 
rechtwinkligen Koordinatensystems fortpflanzen mogen und die die gleiche 
Polarisationsebene besitzen, durch die Beziehungen dar: 


: et 
Va Ae SSE — +), 
(1) 
a : t *+O 
Woe a sin2a (7, = +). 


Dabei ist also T die Schwingungsdauer, 4 die Wellenlange, A, und A, sind die 
Amplituden und 6 ist der sog. Gangunterschied der beiden Wellen, also die Strecke 
auf der gemeinsamen Fortpflanzungsrichtung, um die zwei Punkte gleicher Phase 
der beiden Wellen auseinanderliegen. 

Um die Superposition der beiden Wellen (1) durchzufithren, wollen wir die 
Gleichungen etwas umformen. 

Nir schreiben die erste dieser Gleichungen 


3 Pat Le 22 22 2x Ae tak 
yy = Ay sin (2 ae ‘sin t- COS 7° # — A,+ cose +t-sin=— +x. 
Setzen wir nun 
Ae : 2% Wie 5 REG 
Ay— Ay COS #, At — Alesina, 
so ist 
ie Ree PBS oe Qn 
My = Ay: sin +t — AY -cos= +t, (2) 
wobel ae 
AA ae nd Sea ee 
A; A 
ist. 
Fir die zweite der Gleichungen (1) folgt ebenso 
y 2 a 2% ‘ 
es sin * PN OS (as (2a) 


WoO 
Aje4 Ave? = A? und i = 22. (x + 6). 


Die Superposition der beiden Wellen wird durch Addition der beiden Glo gnees 
(2) und (2a) erhalten und liefert 


y = +4. = (A+ AS) + sins t — (47 + AY) - cos « t. 
Das ist wieder eine Gleichung von der Form (2). Um sie in die Form der Glei- 
chungen (1) zu bringen, setzen wir 
AA Ae Aq dog A 


und i 
79 119 ) ti 2 
A? +4 A”? = A?, ar = tg (& + 9) 


Dann erhalten wir 


—A -sin2a(7 — 4). (3) 


Ziff. 2, FRESNELS Spiegelversuch, 3 


Fir die Beziehung zwischen der resultierenden Lichtintensitat und der der sie 
zusammensetzenden Teile interessiert uns die Beziehung zwischen den Ampli- 
tudenquadraten, denen die Intensitat proportional ist. 
Nun ist 
A* = A 4 A”? = (Aj + Ag)? + (AY + AZ)? 


(v +98)) + (41 sin =". % + Ay: sin2* (x +8))'. 


= (A,- cos 7. x-+ Ags: cos 22 
" A A 

Die Ausrechnung ergibt 
At = Ai+ Al + 24,4, - cos, (4) 


Die Amplituden addieren sich also geometrisch, wenn sie als Vektoren mit dem 


Winkel cate gegeneinander aufgetragen werden. Aus der Gleichung (4) ergibt 


sich, daB die Superposition je nach dem Werte von 6 gr6Rere oder geringere Hellig- 
keit liefert. Ist 6 ein ganzes Vielfaches von 2 oder ein gerades Vielfaches von 
4/2, so ist die resultierende Lichtbewegung ein Maximum. Ist 6 ein ungerades 
Vielfaches von 4/2, so ist sie ein Minimum. Sind die Amplituden der interferieren- 
den Lichtbewegungen gleich, so ist A, = A, = B also 

AA 2B i + cos*7°) = 4B? costa +. (5) 
Es tritt also Vervierfachung der Lichtintensitat des einzelnen Biischels ftir den 
Fall ein, daB der Gangunterschied 6 ein gerades Vielfaches von 4/2 und Vernich- 
tung, wenn er gleich einem ungeraden Vielfachen von 4/2 ist. 

2. Fresnets Spiegelversuch. Die Versuchsanordnungen, die ersonnen wor- 
den sind, um Interferenzerscheinungen zu verwirklichen, laufen in der Haupt- 
sache darauf hinaus, koharente Strahlenbiischel herzustellen. Wollte man ein- 
fach das aus zwei beleuchteten Offnungen austretende Licht benutzen, so wiirde 
man niemals Interferenzerscheinungen erhalten, selbst wenn man monochro- 
matisches Licht benutzt. Es ist dann ebensowohl der Phasenunterschied wie 
auch der gegenseitige Polarisierungszustand der beiden Biindel dauernden Ver- 
anderungen infolge der Vorgange in der Lichtquelle unterworfen; die Bedingung 
der Koharenz ist also nicht erfiillt. 

Die erste einwandfreie Anordnung zur Erzeugung von Lichtinterferenzen 
ist von FRESNEL!) angegeben worden in dem beriihmten FRESNELschen Spiegel- 
versuch. Alter ist zwar eine Anordnung von YouNG zur Erzeugung von Inter- 
ferenzen; jedoch sind in dieser Beugungserscheinungen fir die Interferenz- 
erzeugung wesentlich. Wir wollen deshalb 1 
diesen Versuch erst weiter unten besprechen. 

Der FRESNELsche Spiegelversuch benutzt 
folgende Anordnung (Abb. 1): Zwei wenig gegen- 
einander geneigte Spiegel S; und S, werden von 
einer Lichtquelle ZL beleuchtet. Das Licht wird ~ 
von den Spiegeln so reflektiert, als ob es von 
den hinter dem Spiegel liegenden virtuellen 
Lichtquellen ZL, und L, herkaéme. Diese sind in 
unserem Sinne unter allen Umstanden koharent, 
so daB in dem Raume, in dem Licht von beiden 
Quellen L, und L, gleichzeitig auftritt, Inter- Abb. 1. Fresnexscher Spiegelversuch. 


1) Literaturangaben zu den Alteren Interferenzversuchen finden sich vollstandig im 
Handb. d. Phys. von WincKELMANN Bd. 6, Abschnitt , Lnterferenz‘‘, von FEUSSNER. 
2. Aufl. 1906. 
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ferenz entstehen muB. Ist M der Mittelpunkt auf der Verbindungslinie zwischen 
den beiden virtuellen Lichtquellen, so wird MO eine Symmetrieachse fiir die 
auftretenden Interferenzerscheinungen sein miissen. Wir bemerken noch, daf 
L L, L, auf einem Kreise um O als Mittelpunkt 
liegen, was ‘ohne weiteres aus der Konstruktion 
von L, und L, als Spiegelbilder von L folgt. 

Auf einem Schirm W moge die Symmetrie- 
i 3 achse die Spur P haben. Wir wollen die Inter- 

ferenzerscheinung im Punkte P, (Abb. 2) unter- 

suchen. Setzen wir ML, =ML,=a, MP= 1, 
ah PM PR es), SOpuele 


Abb. 2. Zustandekommen der Interferenz- 
erscheinung beim Fresnerschen Spiegel- Tt. ee SO cs 2 
versuch, Ly Py = 6b iE (d a) 


SS 
f [a 
DR 


L,P? = b?+ d+ a). 
Daraus folgt 


TP LPP (LoP, + 1, P,)(1, P= -L, Py) = 4474. 


Da nun wegen der Kleinheit von a und d sehr nahe L, P, + L,P, = 26 ist, so 
wird 
9 
ee iy = Ae (6) 
Das ist aber der Gangunterschied der beiden Strahlen, da die beiden Spiegel- 
bilder L, und L, die gleiche Phase haben — durch die Spiegelung wird beide- 
mal der gleiche Phasenunterschied hervorgebracht — und es mu Dunkelheit ein- 
treten, wenn 
2da__ 2n+1 : 


= 5 As, i = O, le 2 usw. 
oder 
_§, n+ 1)b-4 
emis 4a 


Messen wir a, b und d, so lat sich 4, die Wellenlange des verwendeten Lichts 
berechnen. Die Messung von a und d ergibt sich aus dem Winkel zwischen den 
beiden Spiegeln und der Entfernung LO (Abb. 1). Es ist 
a=LO:-sino, 
wenn w der Winkel zwischen den Spiegeln und 
b=OP+ LO-coso, 


d ist direkt der Messung zuganglich; es ist die Entfernung des ten Dunkel- 
heitsmaximums von der Mitte der Interferenzerscheinung. Besser zu beobachten 
ist der Abstand zweier aufeinanderfolgender Dunkelheitsmaxima, der sich durch 
Einsetzen zweier aufeinanderfolgender Werte fiir ” zu 


Ye ae: 
2a 
ergibt. Helligkeitsmaxima ergeben sich entsprechend an den Stellen 
n+b-h beh 
ame CY ee 


Fiihrt man den Versuch mit weiBem Licht aus, so muB auBer dem Maximum fiir 
n=O, das wegen d=O die Mitte der Interferenzerscheinung liefert, jedes 
weitere Maximum eine Farbenzerlegung zeigen, bei dem der rote Saum auBen, 
der violette innen liegt. 


Ziff. 3. FRESNELS Biprisma. 5 
8. Fresners Biprisma. Die Erzeugung zweier kohirenter Lichtquellen 
durch Verwandlung einer einzigen in eine Doppellichtquelle ist noch auf mannig- 
fache andere Art ausgefiihrt worden. Statt der Spiegelung hat schon FRESNEL 
die Brechung zu diesem Zweck benutzt. Sein Biprisma ist 
ein Doppelprisma aus Glas, dessen Querschnitt senkrecht —— 
zu den brechenden Kanten aus Abb. 3 ersichtlich ist. app.3. Omersdinitt des 
Wird eine spaltférmige Lichtquelle parallel den brechenden — F®#ssexschen Biprismas. 
Kanten in der Symmetrieebene des Biprismas angebracht, 
so-entstehen infolge der Brechung, wenn die brechenden 5’ 
Winkel der Prismen geniigend klein sind, zwei virtuelle 
Bilder des Spaltes in geringem gegenseitigem Abstand. 
Man kann das leicht einsehen, wenn man ein enges 
von einem Punkte S ausgehendes Lichtbiindel betrachtet, 
welches auf die Trennungstlache FF (Abb. 4) zweier Medien 
von verschiedenem Brechungsindex auffallt. Es ist fiir den 
Strahl SA, wenn ¢e der Einfallswinkel, 6 der Brechungs- 
winkel ist: 


sine 


i, 
sin fp : 


wo v das Verhaltnis der Brechungsexponenten der beiden 
Medien ist. Andererseits ist 


Abb. 4. Erzeugung eines 


DA—0S -tes =O0S5'- igf, virtuellen Bildes. 
oder 
<= _tge 

OS 05 toh Ss! 
Ist das Biindel schmal, so sind ¢ und # kleine Winkel, also 

tge sme 

tgp sing ‘ 
oder 

OS’ = OS-r. 2 


In dieser Beziehung sind die Winkel ¢ und f nicht mehr ent- 
halten; man sieht also, daB durch die Brechung ein virtuelles 
Bild S’ von S erzeugt worden ist, das auf der Normalen von 
S auf F liegt und einen gr6Beren oder kleineren Abstand als S 
von F hat, je nachdem y gr6Ber oder kleiner als 1 ist. 

Die Verhaltnisse beim Biprisma sind nun leicht zu uber- 
mc tie erste DBrechune anider Flache FP (Abb. 5) ef a5 4 panecms 
zeugt vor dem Spalt S ein virtuelles Bild S’, das als Gegen- Biprisma. 
stand fiir die zweite Brechung an den Flachen AF dient. Die 
Brechung bewirkt hier eine Verschiebung auf der Normalen S’A auf die 
Flache zu, so daB die symmetrisch liegenden virtuellen Bilder S, und S, entstehen. 

Durch das Biprisma erhalten wir also ebenso wie beim Spiegelversuch 
zwei virtuelle Lichtquellen, die nach der Art ihrer Entstehung koharent sein 
miissen und die in dem gemeinsamen, in der Figur schraffierten Raum Veran- 
lassung zu Interferenzerscheinungen geben. 

Der Abstand der Interferenzfransen ist wieder wie beim Spiegelversuch 
{= 
eee ove 

wenn 0 der Abstand der Mitte der beiden virtuellen Spaltbilder vom Beobachtungs- 
schirm und a der halbe Abstand der beiden Spaltbilder ist. 4 ist wieder die 


? 
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Wellenlainge. a und 0 lassen sich nach den obigen Uberlegungen berechnen und 
2 


5 a 
so aus dem beobachteten 4 das 4 bestimmen. Man kann aber auch ee 
den Winkel, unter dem die beiden Spalte S,; und S, am Beobachtungsort er- 
scheinen, etwa mit einem Goniometer bestimmen. 


Dann ist der Fransenabstand 
} 


Pes 
(a3 
sehr leicht zur experimentellen Wellenlangenbestimmung verwendbar. 

4. Andere Methoden zur Erzeugung zweier koharenter Lichtquellen aus 
einer einzigen. Die hier besprochenen Anordnungen von FRESNEL zur Erzeugung 
zweier kohirenter Lichtquellen sind vielfach modifiziert worden. Wir wollen 
nur einige der verwendeten Methoden hier beschreiben. Bei der Anordnung 
von BILLET wird eine Sammellinse von beilaufig etwa 50 cm Brennweite in zwei 
Teile zerschnitten, und diese beiden 
Teile werden etwas voneinander entfernt 
(Abb. 6). Von einer Lichtquelle L wer- 
den dann zwei reelle oder virtuelle Bilder 
je nach der Lage von L zur Linse erzeugt, 
die als koharente Lichtquellen dienen 
und in dem in der Figur schraffierten 
Raum Interferenz erzeugen. In dem Falle, daB man reelle Bilder erzeugt, ist 
bei dieser Anordnung die Ausmessung der fiir die Interferenz mafgebenden 
Daten besonders einfach. 

FIzEAvU zugeschrieben wird eine Anordnung, die ahnlich den BiLLETschen 
Halblinsen wirkt. Bei ihr ist die Linse unzerschnitten, statt dessen sind aber 

zwei gegeneinander geneigte Glas- 
platten gleicher Dicke davorgesetzt 
m= (Abb. 7), die beiden Bilder L{ und 
Li bilden die koharenten Licht- 
quellen. Nach FEuUSSNER stammt 
Abb. 7. Interferenzanordnung von Jamin. indes dieses Verfahren wahrschein- 
lich von JAMIN. 

MICHELSON hat einen Spiegelversuch beschrieben, bei dem statt der schwach 
gegeneinander geneigten Spiegel FRESNELs solche von ungefahr 45° Neigung 
gegeneinander benutzt werden (Abb. 8). Die durch zweimalige Reflexion er- 
zeugten Bilder L{ und L4 der Lichtquelle L bilden hier die koharenten Lichtquellen, 
deren Strahlen zur Interferenz kommen. L, und L, liegen um so naher zusammen, 
je weniger der Winkel zwischen den beiden 
Spiegeln S, und S, von einem Rechten ab- 
weicht. 

Lioyp hat den FREsNELschen Spiegel- 
versuch dadurch abgeadndert, da er die von 


Abb. 6. Brtietsche Halblinsen. 


Abb. 8. Spiegelversuch yon MicHEtson. Abb. 9. Loypscher Spiegelversuch. 


der Lichtquelle ausgehenden Strahlen an einem Spiegel nahezu streifend reflek- 
tieren und mit den Strahlen der Lichtquelle selbst interferieren lieB (Abb. 9). -Die 
Lichtquelle L und das Spiegelbild L, wirken in diesem Falle als koharente Licht- 


Ziff. 5. Einige Interferenzversuche. 7 


quellen. Bei dieser Anordnung ist aber gegen die vorher beschriebenen der Unter- 
schied vorhanden, da8 die zur Interferenz kommenden Strahlen nicht in optischer 
Beziehung gleich behandelt sind. Der eine hat eine Reflexion erfahren, der andere 
nicht. Da, wie sich aus den Theorien des Lichtes ergibt, bei der Reflexion sowohl 
am dichteren wie am diinneren Medium bei streifender Inzidenz ein Phasensprung 
von z eintritt, so muB im Gegensatz zu den friiheren Versuchen die in der Mittel- 
senkrechten der Verbindungslinie LZ, auftretende Interferenzfranse dunkel 
sein. Da diese Normale die Spiegelebene tangiert, begrenzt sie gleichzeitig den 
Interferenzraum nach der Spiegelseite hin, so daB bei diesem Versuch die Inter- 
ferenzerscheinung im Gegensatz zu den fritheren Anordnungen nicht zweiseitig- 
symmetrisch, sondern nur einseitig ist. Der Versuch bestatigt sowohl fiir Re- 
flexion am dichteren, wie am 
diinneren Medium die oben er- 
wahnten Uberlegungen (QUINCKE, 
MASCART). 

Ein Versuch, bei dem eben- 
falls die beiden interferierenden 
Biindel einen Phasenunterschied 
von a haben, ist der sog. FRES- 
NELsche Dreispiegelversuch. Die 
Anordnung ist in Abb. 10 ange- 
geben. Die drei Spiegel S S, S, 
befinden sich in einer symmetri- 
schen Anordnung, wie sie in der 
Abbildung dargestellt ist. Zur 
Interferenz kommt das Biindel, 
das durch zweimalige Reflexion 
an den Spiegeln S; und ae ent- Abb. 10, Fresneuscher Dreispiegelversuch, 
steht, mit demjenigen, das einmal 
am Spiegel S reflektiert wird. Ersteres geht von dem virtuellen Bildpunkt L;{, 
letzteres von L, aus. Diese beiden bilden also die koharenten Lichtquellen. Da 
das eine Biindel eine zweimalige, das andere eine einmalige Reflexion erfahren 
hat, besteht zwischen beiden eine Phasendifferenz 2, so daB die Mitte der Inter- 
ferenzerscheinung durch einen schwarzen Streifen gebildet wird. 

5. Einige Interferenzversuche, bei denen die interferierenden Biindel durch 
Beugung erzeugt werden. Bei den bisher besprochenen Versuchen wurden 
Reflexions- oder Brechungsvorginge benutzt, um aus einer Lichtquelle die 
Strahlenbiindel zu erzeugen, die die Interferenzerscheinungen liefern sollen. 
Auch in diesen Versuchen kommen die Erscheinungen meist nicht in der Ein- 
fachheit zustande, wie wir sie eben geschildert haben. 7 
Alle Kanten der Spiegel, Prismen oder Linsen wirken 
vielmehr als Beugungsschirme, und die dadurch auftre- 
tenden Beugungserscheinungen geben zu mannigfaltigen 
Stérungen AnlaB. Es gelingt aber bei einiger Ubung leicht, 
die durch die Beugung hervorgerufenen Storungen von 
der eigentlichen Interferenzerscheinung zu unterscheiden. 

Man kann aber auch Beugungserscheinungen ab- 
sichtlich benutzen, um aus einer Lichtquelle mehrere A>? '!- Iterferenzversuch von 
andere herzustellen, die die Bedingung der Koharenz 
erfiillen und so miteinander interferierende Biischel liefern. 

Der Alteste dieser Interferenzversuche stammt von Younc. Durch eine 
Lichtquelle wird eine Offnung S beleuchtet (Abb. 11), von der die Wellen auf zwei 
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weitere enge Offnungen S, und S, fallen. Sie bilden, indem sie nach dem Huy- 
GHENSschen Prinzip als Ausgangspunkte neuer Wellen wirken, in denen bei 
gleichen Entfernungen SS, und SS, die Phase gleich ist, koharente Lichtquellen, 
die auf einem Schirme 4B Interferenzerscheinungen hefern. Da wegen der bei 
der Beugung des Lichtes zu besprechenden Erscheinungen die Spalten S, und S, 
nicht nach allen Richtungen mit gleicher Intensitat strahlen, so zeigen die Inter- 
ferenzfransen unregelmafige Intensitatsunterschiede. Bringt man zwischen die 
beiden Spalten S, und S, und den Schirm AB eine Linse, so andert sich grund- 
satzlich an der Erscheinung nichts. Nur bilden dann die (reellen oder virtuellen) 
Bilder von S, und S, die koharenten Lichtquellen. 

In neuerer Zeit ist der Youncsche Versuch wiederholt worden mit dem Ziel, 
die Grenzen der Koharenz in Abhangigkeit vom Offnungswinkel der Biischel zu 
untersuchen, die von S ausgehen. SCHRODINGER!) hat einen solchen Versuch 
ausgefuhrt, bei dem er den Spalt S durch einen feinen elektrisch geglithten Draht 
ersetzt, um so unmittelbar eine Entscheidung iiber eine etwaige ,,Gerichtetheit™ 
der Elementarprozesse herbeizufiihren, wie die moderne Quantentheorie sie er- 
fordern wiirde. SCHRODINGER selbst auBert dann jedoch wieder Zweifel, ob die 
Versuche wirklich fiir eine solche Entscheidung geeignet waren. Jedenfalls 
liefert der Versuch positive Ergebnisse bis zu Offnungswinkeln von 50 bis 60 Grad, 
bei denen also noch Interferenzerscheinungen beobachtet werden konnten. 

Auch ein Versuch von GERLACH und LANDE?), der nach dem YounGschen 
Prinzip angestellt wird, scheint der von der Quantentheorie geforderten Ge- 
richtetheit der Elementarprozesse zu widersprechen. 

6. Einflu&8 der Objektbreite auf die Interferenzerscheinung. Bei allen 
bisherigen Uberlegungen ist angenommen worden, da die koharenten Licht- 
quellen punktférmig oder wenigstens spaltférmig waren, so da ibre Ausdehnung 
in der Richtung senkrecht zur Interferenzerscheinung zu vernachlassigen war. 
Lassen wir diese Voraussetzung fallen, so treten Modifikationen der beschrie- 
benen Erscheinungen auf. Wir wollen den einfachen Fall betrachten, daB ko- 
harente Lichtquellen eine Breite B besitzen, und daf in dieser Breite die Koharenz 
so verteilt ist, daB etwa die Punkte L, ZL, und 


: Li, Lg gleiche Schwingungszustande haben 

Ly (Abb. 12). Wie wir friher sahen, tritt durch 
{2 die Lichtpunkte L, L, auf einen Schirm SS 
2 a ein Interferenzfransensystem mit der Mitte O 


3 b+} 
und einem Fransenabstand a auf, wenn b 


Ly 2 
[cs die Entfernung //O und a der Abstand L,L, 
ist. Ebenso werden die Punkte L,L, ein 
s Fransensystem von gleichem Abstand er- 
Abb. 12. EinfluB der Objektbreite auf die Inter. Zeugen, das aber seine Mittein O’ hat, wo OO’ 
sete euscheln une: gleich B/2 ist. Ist nun die Verschiebung so 
groB, daB gerade die Minima des ersten 
Systems auf die Maxima des zweiten fallen, so werden sich beide Systeme zu 
gleichmaRiger Helligkeit wberlagern. Das ist zum ersten Male in unserer An- 
ordnung der Fall, wenn die Verschiebung gleich dem halben Streifenabstand 

ist, wenn also gilt 


SS S5o5— eer J == 2. 
2) 


Ze 2a 


Bel eos bed 
2 


1) E. SCHRODINGER, Ann. d. Phys. Bd. 61, S. 69ff. 1920. 
2) W. GERLACH u. A. LANDE, ZS. f. Phys. Bd. 36, S. 169ff. 1926. ~ 
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In diesem Falle werden auch alle anderen Punkte der Lichtquelle 4 einen ent- 
sprechenden der Lichtquelle 2 finden, fiir den diese Uberlagerung zu gleich- 
maBiger Helligkeit eintritt, so daB also die Interferenzerscheinung vollstandig 
verschwindet. Nimmt die Breite der Lichtquellen dann weiter zu, so treten 
wieder Interferenzen auf, die aber dann nur von den die Breite B iiberschreitenden 
Teilen herrithren und auf dem helleren Grunde der friiheren gleichen Helligkeit 
legen. Bei 2 B Breite tritt wieder vollkommenes Verschwinden ein. Man sieht 
ferner, dai auch bei konstanter Breite B ein periodisches Verschwinden und 
Wiedererscheinen der Interferenzstreifen auf- 
treten mu8, wenn der Abstand der Lichtquellen 
L, und L, geandert wird. Je gréBer der Ab- 
stand 2a ist, um so kleiner ist die Breite B, bei 
der zum erstenmal das Verschwinden der Inter- 
ferenzen eintritt. Im Prinzip haben wir hier die 
Methode, die MicHELsoNn!) zur Messung von Stern- 
durchmessern verwendet hat. Nur ist unsere hier 
besprochene idealisierte Interferenzerscheinung 
bei den wirklichen Versuchsanordnungen insofern 
nicht verwirklicht, als bei ihnen die Ausdeh- 
nungen Lj L, und Lj L, keine gerade Linie bilden. 
Beim FRESNELschen Spiegelversuch zeigt das 
Abb. 13. Fiir diesen Fall hat FEUSSNER die Er- 
scheinung durchgerechnet und gezeigt, daf fiir 
o=—@ oder 2y, 3g usw. das Verschwinden der Abb. 13. Fresnexscher Spiegelversuch bei 
Streifen eintritt. Beim Youncschen Versuch ist breiter Lichtquelle. 
bei nicht punktformiger Lichtquelle L fir die 
seitlichen Punkte z. B. L’ (Abb. 14) in ZL, und L, die Phase verschieden, wo- 
durch die Erscheinung ganz entsprechend wird. Diese letztere Anordnung ent- 
spricht derjenigen von MICHELSON fiir die SterngréBenbe- 
stimmung, indem bei ihr vor das Objektiv des Beobach- 
tungsfernrohrs zwei Spaltblenden mit veranderlichem Ab- 
stand gebracht werden. os 

7.Verwendung weiBen Lichtes. Bisher haben wir angenom- Ba 
men, daf einfarbiges Licht einer bestimmten Wellenlange fir 
die Versuche verwendet wiirde. Beiden bisher besprochenen In- ayy. 14. Breite Licht: 
terferenzerscheinungen, bei denen die interferierenden Biischel a a leche ign 
nur kleine Gangunterschiede haben, lassen sich die Erschei- ; 
nungen indes auch noch beobachten, wenn weiBes Licht verwendet wird. Aus der 
Beziehung fae d 

Pane, 

folgt aber, daB z. B. die Maxima der violetten und die der roten Strahlen nicht 
zusammenfallen. Nur fiir die Mitte der Erscheinung ist das der Fall. Die seitlich 
gelegenen Interferenzstreifen bekommen also farbige Rander, sie sind enge Spektra, 
bei denen das Violett innen, das Rot auBen liegt. Allmahlich iiberlagern sich die 
fiir die verschiedenen Farben auftretenden Interferenzstreifen und es entstehen 
Mischfarben, die schlieBlich WeiB bilden. Die Zahl der Interferenzstreifen bei 
weiBem Licht ist infolgedessen gering gegeniiber der bei einfarbigem Licht aut- 
tretenden Anzahl. Nach Gleichung (5) S. 3 ist die im Abstand d von der Mitte 
fiir die Wellenlange auftretende Interferenzintensitat gegeben durch 


A? = 4B costa-5 oderda 6= 7" (GI. (6), S.5], 


1) A. A. MicuEtson, Phil. Mag. (5) Bd. 30, S. 1 ff. 1890. 


Ly 
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so ist 
ogee 2 Bia c-d 
A= 4 BA Cos" 7 Tb 
Liegen alle méglichen Wellenlangen tbereinander, so ist 4 zu variieren und jedes- 
mal fir 
ne Re BER Oe ie 
ee Be Pal 
muB die Intensitat O sein. Bringt man also den Spalt eines Spektroskops an die 
Stelle d, so ist das Spektrum von dunklen Streifen an den Stellen 


nes 2c-d 
O71) 
durchzogen, die parallel zu den FRAUNHOFERschen Linien legen. 

8. Interferenzen an einer planparallelen Platte. Interferenzen gleicher 
Neigung. Lat man Licht auf eine planparallele Platte auffallen, so konnen durch 
die Reflexionen an der Vorder- und Hinterflache der Platte Interferenzerschei- 
nungen auftreten, die wir jetzt betrachten 
wollen. In Abb. 15 sei PP die planparallele 
Platte, Z eine Lichtquelle, von der ein Strahl 
LA auf die Platte auffalle. Ein Teil wird an 
der Vorderflache reflektiert, ein anderer Teil 
an der Rickflache. Die beiden austretenden 
parallelen Strahlen AL, und CL, sind offen- 
bar kohadrent, da sie durch Teilung desselben 
Abb. 415. Idteriereh? an einer planparaileien Ue@nles entstanden sind Sie haben einen Gang. 

AES ESS SUBSEA SUN unterschied, der durch die Differenz der opti- 

schen Wege ABC und AD (CD senkrecht 
AL,) gegeben ist, wobei wie iiblich unter dem optischen Wege das Produkt 
aus dem geometrischen Wege und dem Brechungsexponent des Mediums, 
in dem der Strahl verlauft, verstanden ist. Dazu kommt noch der Gang- 
unterschied von einer halben Wellenlange, der dadurch entsteht, da8 die 
Reflexion einmal am dichteren, das andere Mal am diinneren Medium vor sich 
geht. Ist AS das Einfallslot, « der Einfalls- und f der Brechungswinkel, 7 der 
Brechungsexponent der Platte gegen das umgebende Medium und d die Dicke 
der Platte, so ist AB=BC= ae Ferner ist AD = ANC oShaes navel 
AC = 2dtgB also AD = 2dsina-tgf. Der Gangunterschied ist nun auf das 
die Platte umgebende Medium berechnet 


-2d : 
Hee oi) : 
ay 2dtgp-sing. 


m, so erhalt man daraus nach leichter Umformung 


(AB + BC)-n—-AD=*— 
sinx 
sin 


2d-n-cosB = 2d Yn? — sin2a. 
Dazu kommt also noch der durch den Phasensprung verursachte Gangunter- 
schied von 4/2. 
Der gesamte Gangunterschied ist also 


: a oo A 
O= 2d) n? — sin?a + 5 


Ist dieser Gangunterschied ein gerades Vielfaches von 4/2, so tritt Helligkeit, 
ist er ein ungerades Vielfaches von 4/2, so tritt Dunkelheit ein. Die Interferenz- 
erscheinung wird, da die interferierenden Strahlen parallel sind, im Unendlichen 


itt, 8, Interferenzen an einer planparallelen Platte. 11 


legen. Sie tritt in der Brennebene einer Linse auf, wenn wir eine solche in den 
Gang der interferierenden Strahlen bringen. 

Man erkennt sofort, da die Lage der Interferenzmaxima und Minima nur 
von dem Winkel abhingig ist, unter dem der einfallende Strahl die Platte trifft, 
nicht aber von der Stelle A der Platte, die getroffen wird. Die Richtung der aus- 
tretenden interferierenden Strahlen ist dann immer die gleiche und in der Brenn- 
ebene der sammelnden Linse liegt die Erscheinung an derselben Stelle. Die 
verwendete Lichtquelle L darf also ruhig eine groBe Ausdehnung haben. Jeder 
ihrer Punkte LL’L” usw. (Abb. 16) wird fiir die Strahlen LA, L’A’, LA” 
usw., die untereinander nicht koharent sind, gleiche Interferenzerscheinungen 
an derselben Stelle liefern, die sich gegenseitig addieren. Da auBerdem die Winkel 
gegen die Einfallslote symmetrisch auftreten, so miissen die Interferenzen Kreise 
sein, deren Mittelpunkt durch den Vereinigungspunkt der zur Platte senkrechten 
Strahlen in der Brennebene der abbildenden Linse bestimmt ist. Diese Inter- 
ferenzen im Unendlichen sind zuerst von HAIDINGER!) beschrieben und erklart, 
spater von LUMMER®) genauer untersucht worden. Von letzterem ist fiir diese 
Interferenzkurven der Name _ ,,Kurven 
gleicher Neigung“ eingefiihrt worden, da 
ja von der Neigung gegen die Platte die 


& 


Abb. 16. Ausgedehnte Lichtquelle bei der Inter- Abb.17. Interferenz an einer planparallelen 
ferenz an einer planparallelen Platte. Platte im durchfallenden Licht. 


auftretende Interferenz bestimmt wird. Prinzipiell ist dabei zunachst gleich- 
giltig, ob die verwendete Platte dick oder diinn ist. Nur die GroBenordnung 
des Gangunterschiedes wird durch die Dimension der Platte bestimmt. 
Eine Interferenzerscheinung tritt aber nicht nur, wie bisher betrachtet, 
im reflektierten Licht auf, sondern ist auch im durchgehenden Licht vorhanden. 
Der Gangunterschied der Strahlen LZ, und ZL, ist (Abb. 17) gleich der Differenz 
der optischen Wege BCD — BE oder auf Luft berechnet wie oben 
2dn 
cosB 
Da hier aber L eine doppelte Reflexion am diinneren Medium erfahren hat, so 
ist der Gangunterschied 2 oder, was fiir die Erscheinung dasselbe ist, gar kein 
Gangunterschied hinzuzufiigen, so daB hier Helligkeit fur 


— 2d-tgf-sinag. 


2dn-cosfh = 2d \ n® —sinrta =m-h, 
Dunkelheit fiir = 
2dn-cosB = 2d) n® — sin? 
(m ganze Zahl) eintritt. Die Erscheinung ist also zu der im reflektierten Licht 
auftretenden komplementar. Wo dort Minima sind, sind hier Maxima und um- 
gekehrt. 


1) W. HaipincErR, Pogg. Ann. Bd. 77, S. 219. 1849. 
2) O. LumMMER, Wied. Ann. Bd. 23, S. 49. 1884. 
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Bei den bisherigen Uberlegungen ist angenommen worden, daS nur zwei 
Strahlen zur Interferenz kommen. In Wirklichkeit sind aber die mehrfachen 
Reflexionen in der Platte nicht zu vernachlassigen, besonders dann nicht, wenn 
das Reflexionsvermégen der Plattenoberflache gro ist. Wir wollen die Erschei- 
nung im durchfallenden Lichte betrachten’). 

Die Zusammensetzung zweier Lichtschwingungen vom Gangunterschied 6 
bei gleicher Wellenlange mit den Amplituden A, und A, ergab (Abschn. 1) 


220 


A? = Aj + A} + 24,A,-cos——. 


Man kann diese Superposition nach einem schon von FRESNEL angegebenen 
, . . a0 . . 
Verfahren graphisch auftragen. Setzen wir sai = wy, so stellt die Gleichung 


die geometrische Addition der beiden um den Winkel wy gegeneinander geneigter 
Vektoren A, und A, dar (Abb. 18). w ist die Phasen- 
differenz. Bei mehreren Wellen, die immer um die 
gleiche Phasendifferenz verschieden sind, haben wir 
diese geometrische Addition mehrfach auszufithren. 
Betrachten wir also eine planparallele Platte, deren 
FE ge PR EC Oberflachen ein Reflexionsvermdgen vy haben, und 
zweier Lichtschwingungen. | sei © der Bruchteil des einfallenden Lichtes, der beim 
Durchgang durch eine Plattenoberflache durchgelassen 
wird. Ware in den Platten keine Absorption vorhanden, so ware O +7 = 1. 
Wegen der Absorption ist O+7<1. Der einfallende Strahl SJ, (Abb. 19) 
liefert eine Menge durchgegangener Strahlen K,L,, K,Ll,, K,L; usw., die 
eine immer gréBere Zahl von Reflexionen erlitten haben, also abnehmende 
5 Intensitaten besitzen. Der kte Strahl 
a hat 2 Durchgange durch die Platten- 
oberflache und 2 k-Reflexionen erlitten. 
Ist die Intensitat des einfallenden 
Strahls gleich 1, so wird die Intensitat 
des Aten Strahls wegen der beiden 
Durchgange durch die Oberflachen mit 
©? wegen der 2k-Reflexionen mit 7?* 
zu multiplizieren sein, ist also 


he in he in, Tie 
Abb. 19. Interferenz an einer planparallelen Platte im 


durchfallenden Licht unter Berticksichtigung mehrfacher C2 ° 72k 
Reflexion. 


seineAmplitude ist also proportional O07". 
Der Gangunterschied nimmt von Strahl zu Strahl um den gleichen Betrag 
2nd-cos Pp zu, wo d die Dicke, m der Brechungsexponent der Platte und f# der 
Brechungswinkel ist. Die Phasendifferenz w bildet also eine arithmetische 
Reihe: 
O, w, 2w, 3y usw. 


Die Amplhtuden sind entsprechend 
0, O-r, Or, OF. 
Lassen wir den konstanten Faktor @ zunachst weg, um ihn am SchluB wieder 


einzufihren, und setzen die Amplituden unter Beriicksichtigung der Phasen 
geometrisch zusammen, so erhalten wir einen Linienzug wie in Abb. 20 und 


1) S. z. B. Cu. Fasry, Optique, S. 49ff. Paris 1926. 
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OM ist die resultierende Amplitude. Die Koordinaten des Punktes M in der 
Abbildung sind offensichtlich 


x=1-+7: 


y=o-+?-: 


cosy + y+ cos2y +... =>'r*.cosk- yp, 


siny + 7%-sin2y+.-.-= >y.sink- yp, 
E 


i= (Oe 41a Deliswe 


und da OM?=x?+y 


scheinung. 


Bilden wir z= x + 


2 


, so ist das die Intensitat der resultierenden 4 ichter- 


?y, so wird das 


z= > (cosky + 7i-sink- wy) = >'7*. cikv = Ga, 
& i 


Das ist eine geometrische Reihe mit den Quo- y 


tienten v-e'¥, deren Wert ist 
£ yk ctky _ 4 M 
rt hee | 
Bilden wir ebenso 
2% —1y, 
so erhalten wir 
g*,p tev 4 0 =z 
2, => mere é 
y-e 'P_4 Abb. 20. Geometrische Zusammen- 
setzung der Amplitude bei der multi- 
SS. 9 ard plen Interferenz. 
Da « = 2 -2/, 50 witd 
2k k,—tky kotky 4 2k k 
: — y-™ — x” e —re + { 1+r°" —27”-cosk 
2+ y= OM?= 2 a = pas 
y2— ve *P ye e¥ 44 1+ 72 — 27-cosyp 


Setzen wir noch 


4+ r* — 2r'cosk-w=(1 — 7)? + 27° (14 — cosk- py) = (1 — 7)? + 4resine *¥ 


4 + 72 — 27r-cosp=(1 


so wird das 


2 
w 


—r)? + 2r(1 — cosy) =(1 — 7)? + 4r-sin—=, 


aie uth 

(4 — v*)? + 47*- sin? — 

J 7 9 - 5 WY 
(4—y7)?+4r- sin? + 


Fir k = ov, also unendlich viele austretende Strahlen, wird aus der allgemeinen 


Formel fir /: 


y= — 


\2 1 ~ oY 
(iar? ae «sink 


oder nach leichter Umformung und Wiedereinfithrung des Faktors ©? 


Das ist eine Formel fiir 


(Ole { 


l=—5 


die Interferenzintensitat, die im wesentlichen schon von 


Ary?!) abgeleitet worden ist. 


1) G. B. Airy, Phil. Mag. (3) Bd. 2, S. 20. 1833. Pogg. Ann. Bd. 41, S. 512. 1837. 
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Wir konnen fiir den Fall, daB 7 = 1 ist, also alle interferierenden Strahlen 
gleiche Amplitude haben, folgern: 


opti OO fp a 

] 4-sin oe sin ae 
sin & sin? & 

2 2 


Fir die Amplitude der resultierenden Lichtbewegung ergibt sich also 
k-w 
D 


sin 


sin ae 
2 


Ist die Phasendifferenz zweier aufeinanderfolgender Strahlen klein, so ist 


fae oe 
2 


Sine Sie 
A= a as q 
ca free 
2 2 
Setzen wir aoe =a, also k-w, die Phasendifferenz zwischen dem ersten und 
letzten Strahl gleich 2a, so ist 
__ k-sing 
o: BRagt aria 


oder wenn die urspriingliche Amplitude des einzelnen Strahls nicht 1, sondern a ist, 


Rk+sinn 
X 


Ab i 


Diese Formel werden wir an anderer Stelle verwenden (s. Abschn. Beugung). 
Jetzt kehren wir zur allgemeinen Formel fiir I zuriick, bei der 7 von 1 verschieden 
ist. Man sieht, da Maxima der Intensitat fiir die Minima des Nenners, also fiir 
wy = 0, allgemein wy = 2 ka auftreten, also bei 


QoG 
; -2n-d-cosh = 2kx, 


oder 


2nd-cosp=k-i, 


wo k eine ganze Zahl ist. Sie hegen also an denselben Stellen wie bei der Inter- 
ferenz nur zweier Strahlen. Der Maximalwert der Intensitat hegt im Streifen, 


‘ : : : : CO : 
fiir den y = 0 ist, also im Mittelstreifen. Er ist J) = Gi = ye Setzen wir auBer- 
dem noch 
47 
oS (4 — 7)?’ 
so wird unsere Gleichung 
7; = Sale ome = 


{Crete 
2 


Die konstante C ist gro8, wenn y einen hohen Wert hat. Fur 7 = 0,8 ist C = 80. 
Fiir 7 = 0,9, was aber sehr schwer praktisch zu erreichen ist, ist C = 360. Fir 
y = Oist J = Jy. LaBt man aber wy wachsen, so fallt J sehr schnell ab und zwar 
um so mehr, je gréBer C ist. Die Minima haben eine Intensitat 


und sind um so schwacher, je gréBer C ist. 
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Die folgende Tabelle nach BENorr, Fasry und Perot?) gibt fiir verschie- 
dene Werte des Reflexionskoeffizienten die GréBe der Konstanten C und des 
Intensitatsverhaltnisses Minimum— Maximum im durchfallenden Licht. 


P a Sg anak 
(14 —,r)® max 1+C 
0,0 0,00 1,00 
0,2 1,25 0,44 
0,4 4,44 0,19 
0,6 15 0,063 
0,7 31 0,031 
0,8 80 0,012 
0,9 360 0,003 


Der wesentliche Vorteil der Benutzung multipler Interferenzen ist also die im 
durchfallenden Licht auftretende Scharfe der Interferenzerscheinung. In 
Abb. 21 zeigt Kurve A die Intensitatsver- 

teilung bei der Interferenz zweier Strahlen im C 
reflektierten Licht, Kurve C dieselbe im durch- 
gehenden Licht und Kurve B die letztere bei 
Benutzung multipler Interferenzen. 

Man kann das Reflexionsvermégen der = 
planparallelen Platten durch Versilberung stei- _ Abb. 21. Intensitatsverteilung zwischen 
gern. Diese Silberschichten miissen aber so M@™imum tnd Minimum im Interferenzbild. 
diinn sein, daB noch geniigend Licht durch- 
gelassen wird. Die Interferenzerscheinung im reflektierten Licht ist der hier 
betrachteten wieder komplementér. Es sind also hier scharfe Minima vor- 
handen. Blendet man den ersten an der Oberflache der Platte direkt reflek- 
tierten Strahl ab, so treten auch hier scharfe Maxima auf, worauf LUMMER®) 
zuerst hingewiesen hat. 

9. Grenze der Interferenzfahigkeit des Lichtes. Auflosungsfahigkeit. 
Bei den vorstehenden Betrachtungen haben wir immer streng homogenes Licht 
vorausgesetzt, welches jedoch in der Natur in Wirklichkeit nicht vorkommt. 
Die Interferenzerscheinung einer wirklichen Lichtquelle bildet also immer eine 
Uberlagerung der Erschcinungen, die durch die einzelnen Komponenten hervor- 
gebracht werden. Zwei Wellen mit dem Unterschied 6A, der Klein gegen 
die Wellenlange 4 angenommen werden mége, werden also zwei Systeme von 
Interferenzstreifen erzeugen, die sich iiberlagern. Damit zwei Maxima der beiden 
Systeme zusammenfallen, muf gelten 


m,+ Ay = My° ho 


oder 
A, __ Me dA __ Mz — My ae Ms = g4 ee 
my My A 
Ist etwa 
) ; m a: 
ae = oe F so ist demnach 2 — 1,00001. 
/ 100 000 My, 
Da m, und m, ganze Zahlen sind, so ist diese Bedingung zum erstenmal erfiullt, 


wenn 
Ms = 100001 und m, = 100000 


1) I. R. Benoit, Cu. Fasry u. A. Perot, Nouvelle Détermination du Rapport des. 


Longueurs d’Onde fondamentales avec 1]’Unité métrique. S. 43ff. Paris 1907. 
2) O. LummeEr, Sitzungsber. d. Berl. Akad. d. Wiss. 1900, S. 504—513. 
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ist. Also lefert die hunderttausendste bzw. hunderttausendunderste Interferenz 
eine Koinzidenz der Maxima. Soll das Maximum der einen mit dem Minimum 
der anderen Interferenzerscheinung zusammenfallen, so mu gelten 


2m 1 
mA, = — see Res 
daraus folgt 
1 1 
, owes 1 5A Ms — My se By Ms ae 2 cy) 
a = —— oder oe — oder ——— =— 41. 
hs My y} My, My A 


: Ov 1 
Ist wieder ST = OOO: 
m, zum erstenmal erfillt, wenn m, = m, = 50000 ist. An dieser Stelle loscht 
also das eine Maxima das andere Minimum aus. Ist nun der ganze Wellenlangen- 
bezirk zwischen 2, und 4, kontinuierlich mit Licht erfillt, so legen die Inter- 
ferenzsysteme, die von den zwischen A, und A, liegenden Wellen gebildet werden, 
innerhalb derjenigen, die 
von dA, bzw. A, gebildet 
werden. In Abb. 22, in der 
die Interferenzen von zwei 
Strahlen mit verschiedener 
Abb. 22. Beleuchtung eines Interferenzbildes bei Uberlagerung der Inter- Wellenlange aufgetragen 
ferenzerscheinungen eines endlichen Wellenlangenbezirks. sind und der von den zwi- 
schenliegenden Wellen be- 
lichtete Teil schraffiert ist, sieht man, da nach 4/64 Gangunterschied tiberhaupt 
keine Interferenzerscheinung mehr sichtbar ist, weil jede Periodizitat ver- 
schwunden ist. Ein Wellenlangenbereich 6A gibt also nur bis zu Gangunter- 
schieden von 4/04 Wellenlangen Interferenzen!). Die Kurve bezieht sich auf den 
Fall, daB die Helligkeitsverteilung im Interferenzbild fiir jede Wellenlange 
sinusformig ist. Man sieht aber ohne weiteres ein, da das gleiche Resultat 
auch fiir jede andere periodische Helligkeitsverteilung eintreten muB. 

10. Auflosungsvermogen eines Interferenzapparates’). Das Auflésungs- 
vermogen eines Interferenzapparates ist definiert durch die Wellenlangendifferenz 
Ai zweier Strahlungen, die noch getrennte Interferenzen geben. Als mathe- 
matischen Ausdruck da tir setzt man den Wert 4/42. 

Aus der Gleichung fiir die Intensitat einer Interferenzerscheinung beim 
Zusammenwirken von k Biischeln 


so ist diese Bedingung fiir ganzzahlige m, und 


(14 —7*)? + 47%. sin? =¥ 


L= 


(1—7)?+4r- sin? 


sieht man, dafS die Interferenzerscheinung, wenn & eine nicht zu kleine Zahl ist, 


wegen des kleinen Wertes von 7* Hauptmaxima fiir & = ma und Nebenmaxima 
EARL? ide oe : ; : ue 6 F 
fiir ~* =e liefert, wo m eine ganze Zahl ist. Die Minima liegen bei 
h a wy m 
——— — ots 
D , 
ihr Abstand ist gegeben durch 
25 
Ay =—. 
Cee 


') E, GeuRcKE, Die Anwendung der Interferenzen in der Spektroskopie und Metrologie, 
Braunschweig 1906, S. 25ff. 


2) Lord RAYLEIGH, Phil. Mag. (4) Bd. 47, S. 81, 193. 1874; E. GEHRCKE, l. c. S. 72 4f. 
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Der Abstand der Hauptmaxima ist gegeben durch 
Ay, = 27x: 


Der Abstand der Minima ist also 1/k des Abstandes zweier Hauptmaxima. Da 
das Hauptmaximum selbst an einer Stelle eines Maximums des Nenners liegt, 
so sind also die beiden benachbarten Minima je um 1/& des Abstandes der Haupt- 
maxima vom Maximum entfernt, ihre gegenseitige Entfernung ist demnach 2/k 
dieses Abstandes. Diese GréBe kann als Breite des Hauptmaximums bezeichnet 
werden. Sollen nun die von zwei Wellen 2’ und A gebildeten Hauptmaxima noch 
deutlich getrennt wahrgenommen werden, so diirfen sie sich héchstens zur Halfte 
uberlagern. Die geringste zulaissige Entfernung der Interferenzstreifen ist also 
1/k des Abstandes zweier Hauptmaxima. Es ist also da 


— 226 
Yu ae yy ? 
wo 6 der Gangunterschied ist: 
2x é fel 2x é 6’ 1 
Ay = — FEET ag eget ee ee ei yan eee bias 
y i oder 22- 22; i oder ; 7 A 
Daraus folgt 
O<Ad 4 
i 


wo wegen des kleinen Unterschiedes von 4 und jd’ fiir 1-2’ = 1 gesetzt ist. 
Nun ist aber <7 m der Ordnungszahl, so daB folgt 
A 
qq me (ae 
Das Auflo6sungsvermogen eines Interferenzapparates ist also dem Produkt aus 
Ordnungszahl und Zahl der interferierenden Bischel gleich. 

11. Interferenzen an dunnen Blattchen. Kurven gleicher Dicke. AuBer 
der im Unendlichen gelegenen Interferenzerscheinung, die wir eben fir eine 
planparallele Platte gefunden 5 
haben, erscheinen auch im End- 
lichen gclegene Interferenzen, 
wenn das blattchen genigend 
diinn ist. Es sei (Abb. 23) SS’ s7->s. 
eine ausgedehnte Lichtquelle, 
PP’ das zunachst planparallel 
angenommene Blattchen von der 
Dicke d. Wir betrachten einen 
Lichtstrahl, der vom Punkte S 
der Lichtquelle ausgeht, der in a Abb, 23. Interferenzerscheinung an diinnen Blattchen, 
reflektiert wird und dort mit 
einem Strahl zusammentrifft, der in C reflektiert worden ist. Eine Linse L 
vereinigt diese Strahlen in B. Der Gangunterschied der beiden Strahlen ist 
wie frither 


ee 
awe lyy2 _. ai n2 ee . 
6=2dyn sin?a + a 


wenn « der wegen der geringen Dicke von PP’ fiir die Strahlen Sa und Sb als 
gleich anzunehmende Einfallswinkel ist. Die Strahlen interferieren und liefern 
eine dem Gangunterschied entsprechende Helligkeit. Wegen der GréBe der 
Linse L kommen in der Bildebene aber auch noch andere Strahlen in B zur Inter- 


Handbuch der Physik. XX. Z 


18 Kap. 1. L.Greser: Klassische und moderne Interferenzversuche. Tbibisi, Wb 


ferenz, etwa S’a und S’efa, deren Gangunterschied etwas anders ist. Er ist 
hier 

Of 2dyn2 =sin- a, 
wenn «’ der Einfallswinkel fiir dieses Strahlenpaar ist. Die Differenz beider 
Gangunterschiede ist 


A= 2d(\n2 = Simmer = yn = sin? a). 


Ist d geniigend klein, so wird diese Differenz unterhalb einer halben Wellenlange 
bleiben kénnen selbst fiir die am weitesten divergent auf die Linse auffallenden 
Strahlenbiindel. In diesem Falle wird also die Interferenzerscheinung noch 
wahrnehmbar bleiben. Bei gréBerer Dicke der Platte tritt aber eine Uberlagerung 
ein, die zur Vernichtung der Erscheinung fiihrt. Ubrigens sieht man, daB fiir die 
Begrenzung der Interferenzméglichkeit auch die GréBe der Offnung der abbil- 
denden Linse eine Rolle spielt. Je gréBer diese ist, um so diinner muB die Platte 
sein, damit keine zur Vernichtung fiihrende Uberlagerung der Interferenzen ein- 
tritt. Bei Betrachtung mit bloBem Auge spielt die Offnung der Augenpupille 
diese Rolle. Die Interferenz liefert fiir das ganze Blattchen einen gleichen Grad 
von Helligkeit. 

Anders wird die Erscheinung, wenn die Dicke des Blattchens nicht wberall 
gleich ist. Man sieht, daB unter im iibrigen gleichen Verhaltnissen, also vor allem 
immer noch geringer Dicke der Blattchen, je nach dem Werte von 6 Helligkeit 
oder Dunkelheit herrschen wird. Betrachten wir insbesondere ein keilf6rmiges 
Blattchen mit dem Keilwinkel g, so ist an einer Stelle X in einer Entfernung a 
von der Keilkante (Abb. 24) die Blattchendicke 


(lo eee Ne | d=a-tgy, 
ot also 
Abb. 24. Interferenz an keilférmigen 


, 
is a Sa A 
Blattchen. O—2a- tg@ V n2— sin? « + oe 


Man erkennt, daf als Interferenzerscheinung parallel zur Keilkante verlaufende 
Streifen auftreten miissen. Fur den ersten dunklen Streifen mu8 gelten 


ee 
2a te@. yn sins | 5 oder a=0, 
fiir den zweiten gilt 
see a 
2atgp yn? —sin?a oder a= 


2tep|n® — sinta 

weiterhin folgen die Streifen in gleichen Abstanden, die ebenfalls durch diese 
letztere GroBe gegeben sind. Man hat nach LuMMER diese Interferenzerschei- 
nungen an verschiedenen dicken Blattchen als ,,Kurven gleicher Dicke“ im 
Gegensatz zu den oben besprochenen ,,Kurven gleicher Neigung’ bezeichnet. 
Bei dickeren Blattchen ist die Bezeichnung als Kurven gleicher Dicke nicht mehr 
korrekt, weil nach den Ausfithrungen zu Beginn des Abschnittes dann die Inter- 
ferenzerscheinung nicht mehr Funktion der Dicke allein ist. In diesem Falle 
liegen die Verhaltnisse tiberhaupt viel komplizierter, sowohl was die Form als 
auch was die Lage der Interferenzstreifen angeht. Fir keilférmige Platten ist 
der allgemeine Fall eingehend von FEUSSNER!) behandelt worden. GEHRCKE 
und JANICKI?) haben gezeigt, da auch bei keilformigen Platten eine Verschar- 
fung der Interferenzstreifen eintritt, wenn man durch eine schwache Versilberung 


1) W. FeussNER, Winkelmanns Handb. d. Phys. 2. Aufl. Bd. 6, S. 956 ff. 1906; Sitzber. 
d. Ges. z. Beférd. d. ges. Naturw. zu Marburg 1880, S. 1 ff. 
*) E. GEHRCKE u. L. Janicki, Ann. d. Phys. Bd. 39, 5. 451 ff. 4912. 
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das Reflexionsvermégen der Flichen erhéht, und so mehrfache Reflexionen 
ermoglicht. Die genauere Theorie dieses Falles hat VON DER PAHLEN?!) gegeben. 

12. Newronsche Ringe. Zu den Interferenzkurven gleicher Dicke gehdren 
auch die als NEwronsche Ringe bekannten Figuren, die in einer diinnen Luft- 
schicht entstehen, welche durch eine plane Platte und eine schwache Konvex- 
linse begrenzt wird. Die Anordnung ist zuerst von Hooker?) angegeben worden, 
aber erst NEwTon®) hat die Erscheinung messend verfolgt. Nach der im vorigen 
Abschnitt gegebenen Formel ergibt sich die Interferenzerscheinung ohne weiteres 
aus der Dicke der zwischen den Glasern liegenden Luftschicht. Bezeichnen wir 
den Berihrungspunkt der beiden Glaser mit O (Abb. 25), so ist in einer Entfer- 
nung OA = a von diesen die Dicke der Luftschicht gegeben durch die Beziehung 


a = d(2r— a), We Gi) 


wo y der Kriimmungsradius der Konvexlinse ist. Wegen der 
geringen GroBe von d ist d? gegen 2rd zu vernachlassigen, so 
daB folgt 


Daraus ergibt sich fiir die Lage der dunklen Streifen: 


2a" ar 2 } 
oon i — sin?a + SS S (2m — 1), 


wo m eine ganze Zahl ist, und fiir den Fall senkrechter Inzidenz 
Abb. 25. Newronsche 


a=Yr-A(m —1). ee 
Die Abstande der Streifen von der Mitte verhalten sich also wie die Quadrat- 
wurzeln aus den ganzen Zahlen. 

Ubrigens liefert auch hier die genaue Theorie, die fiir die Erscheinung im 
reflektierten Licht von SOHNKE und WANGERIN‘) fiir die im durchgehenden 
Licht von GUMLICH®) gegeben worden ist, wesentlich kompliziertere Verhalt- 
nisse aus denselben Griinden, die wir bei der Betrachtung der keilf6rmigen 
Platten erwahnt haben. Es ergibt sich, daB in Wirklichkeit die Kurven nicht 
Kreise sind, die in der Oberflache der begrenzenden Platte zustande kommen und 
sich konzentrisch um den Beruhrungspunkt gruppieren, sondern Kurven doppelter 
Kriimmung, die samtlich durch elliptische Zylinder, deren Leitlinie parallel ist 
der Achse des beobachtenden Instrumentes, herausgeschnitten werden aus 
einer geradlinigen Flache dritter Ordnung, der sog. Interferenzflache. 

13. Erscheinungen in weiBem Licht. Farben diinner Blattchen. Wir 
haben bei den bisherigen Betrachtungen immer homogenes Licht vorausgesetzt. 
Wenn wir dagegen weiBes Licht verwenden, so tritt eine Uberlagerung der Inter- 
ferenzerscheinungen fiir die einzelnen Komponenten auf, wodurch Farben- 
erscheinungen entstehen. Man iibersieht diese Uberlagerung sofort mit Hilfe 
einer Figur, die schon von NEWTON stammt (Abb. 26). Als Abszissen sind die 
Wellenlangen der Spektralfarben, als Ordinaten die Dicken der Blattchen auf- 
getragen. Fiir z. B. senkrechte Inzidenz kann man nun fiir jede Wellenlange die 
Blattchendicke einzeichnen, fiir die im reflektierten Licht Dunkelheit bzw. 

1) G. v. D. PaHLEN, Ann. d. Phys. Bd. 39, S. 1567. 1912; s. auch L. Janicxi, Ann. d. 
Phys. Bd. 40, S. 493. 1913. 

) R. Hooxe, Micrographia, London 1665. 
3) NEwTon, Optice, lib. 2. London 1704. 

) L. SoHNKE u. A. WANGERIN, Wied. Ann. Bd. 12, S. 1—40, 201—249. 1881. 
5) E. Gumiicu, Wied. Ann. Bd. 26, S. 337—374. 1885. 
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Helligkeit eintritt und erhalt dann gerade Linien 11, 22, 33, 44 usw., deren Durch- 
schnittspunkte mit den Ordinaten die fiir die entsprechenden Wellenlangen gel- 
tenden Dicken liefern, bei denen diese Wellenlange ausgeloscht ist. (Die punk- 
tierten Linien geben entsprechend die Maxima 
2 der Helligkeit.) Die fiir eine gleichzeitige 
Einwirkung aller Wellenlangen auftretende 
Erscheinung erhalt man nun, wenn man in 
der der wirksamen Dicke des Blattchens ent- 
sprechenden Entfernung eine Parallele zur 
Abszissenachse, etwa AB zieht. Es entsteht 
eine Mischfarbe, in der die dem Punkte C 
entsprechende Wellenlange vollstandige fehlt 
und die benachbarten nur mit geringer Inten- 
sitat vertreten sind. Eine Darstellung der 
auf diese Weise z. B. an Seifenlamellen ent- 
stehenden Mischfarben ist u. a. von Boys?) 
gegeben worden. Bei sehr geringer Dicke der 
Lamelle, unterhalb 4/4 fiir das kurzwelligste 
Licht, erscheint diese auch 1m weiBen Licht 
schwarz. Betrachtet man die Farbe eines 
mer oe eta rettcreny in. wei hers tach diinnen Blattchens in einem Spektralapparat, 
so sieht man das Spektrum von dunklen 
Streifen parallel den FRAUNHOFERschen Linien durchzogen, die eben den Farben 
entsprechen, die durch Interferenz ausgeléscht sind. Je dicker das verwendete 
Blattchen ist, um so zahlreicher werden diese Streifen. Zum Schlusse seien noch 
die Dicken einer Luftschicht und die bei senkrechter Inzidenz dabei auf- 
tretenden Farben nebeneinander gestellt: Die Tabelle ist den Angaben von 
LUMMER in MULLER-POUILLETs Lehrbuch der Physik, 2. Aufl., Optik S. 744 
entnommen. 


violett rot 


Dicke der Luftschicht Farbe 
mm 
0,000114 BlaulichweiB8 on Eee 
148 GelblichweiB (Strohgelb) ord 
168 Braunrot (Braungelb) eacig.: 
245 (Rot) 
257 | (Purpur) 
276 Dunkelpurpur (Violett) 
360 Blau (Himmelblau) 2. Ordnung 
432 Gelb (Gelb) 
492 Rot (Rot) 
520 (Purpur) 
552 Purpur (Purpurviolett) 
602 Blau (Blaugriin) 3. Ordnung 
666 Gelblichgriin (Grin) : 
712 Dunkelrot (Fahlgelb) 
828 BlaBrot (Mattpurpur) 1 * 
954 BlaBgriin (Graugriin) J OETA 


Die uneingeklammerten Farbenbezeichnungen stammen von NEwrTon, die einge- 
klammerten von ROLLET?), 


1) C. V. Boys, Seifenblasen, ihre Entstehung u. ihre Farben, Deutsche Ubersetzung 
Va Ge Maver, Dated Sd SaaleeipzicmdOniss 
2) AY Rorrer, Wiener ber. die7i7 (6) oud elionice 
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14. Interferenzen an mehreren Platten. Brewstersche Streifen. Wenn 
man zwei planparallele Platten geeignet kombiniert, so kann man Interferenz- 
erscheinungen erhalten, die zuerst von BREWSTER!) beobachtet worden sind, und 
deshalb BrEwsTeERsche Interferenzen genannt werden. Zwei unter einem kleinen 
Winkel geneigte planparallele Platten mégen von einem Strahl L getroffen werden 
(Abb. 27). Nach Durchsetzen der ersten Platte 
wird er an der zweiten bei EF reflektiert und 
wird teils nach Reflexion an CD den Strahl 4, 
teils nach Reflexion an A B den Strahl 2 bilden. 
Der an der Flache GH reflektierte Teil des ein- 
fallenden Strahles wird durch Reflexionen an 
CD bzw. AB in die Strahlen 3 und 4 zerlegt. 
Alle diese Teile sind koharent. Nun hat aber 
41 und 2 einen sehr groBen Gangunterschied, 
da 1 nur einmal, 2 aber dreimal eine Glas- 
platte durchsetzt hat, und das gleiche gilt fiir 
alle anderen Kombinationen mit Ausnahme 
der Strahlen 2 und 3, von denen jeder dreimal 
die Glasschicht durchsetzt hat, der Gangunter- 
schied dieser letzteren Strahlen ware fiir gleiche 4927 
Plattendicken und Parallelitat der beiden Abb. 27. Entstehung der Brewstrrschen 
Platten iiberhaupt 0, far einen kleinen Winkel Interferenzen an zwei planparallelen Platten. 
zwischen den Platten hat er dagegen einen 
von 0 verschiedenen aber noch kleinen Wert. Es werden also hier Interferenzen 
auftreten, die auch bei weitgehend inhomogenem Licht noch sichtbar sind, und 
in der Tat erscheinen die BREwsTERschen Interferenzen auch im weiBen Licht. 
Um den Gangunterschied zu berechnen, benutzen wir die frither in (8) abgeleitete 
Beziehung, da in einer planparallelen Platte der Gangunterschied des an der 
Vorderflache und des an der Riickflaéche reflektierten Strahles den Wert hat 


§ = 2dn- cosh + — = 2d Yn? — sint'a +—, 


wo d die Dicke der Platte, m ihr Brechungsexponent, / der Brechungswinkel in 
der Platte und «& der Einfallswinkel auf sie ist. Beziehen sich auf die erste unserer 
Platten die GréBen d, n, f,, ~, und auf die zweite entsprechend d, my By %2, so 
ist der gesamte Gangunterschied offenbar 


A = 2d,n,-cosfh, — 2d,n, cos, 


= 2d, yni — sin?a«, — 2d, Vn3 — sin?a,. 

Die Interferenzerscheinung liegt wegen der Parallelitat der austretenden Inter- 
ferenzstrahlen im Unendlichen. Die Lichtquelle kann ausgedehnt sein. Jeder 
Punkt derselben wird dann in der zu der eben betrachteten Richtung parallelen 
ein interferierendes Paar mit demselben Gangunterschied geben; die Interferenz- 
erscheinungen werden sich verstarken, weil diese einzelnen Interferenzpaare 
gegeneinander inkohdrent sind. 

Fiir den praktisch wichtigen Fall, daB die beiden Platten gleiche Dicke und 
gleichen Brechungsindex haben, wird die Formel fiir den Gangunterschied 


A = 2dn-(cosf, — cosf,) = 2d (Vn? — sin?a, — )n? — sin? aX») : 


Der Winkel f, bzw. a, laBt sich aus /, bzw. a, berechnen, wenn der Neigungs- 
winkel der beiden Platten g und der Winkel w der Einfallsebene des einfallenden 


1) D. Brewster, Trans. Edinb. Roy. Soc. Bd. 7, S. 435. 1817. 
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Strahls der ersten Platte gegen die Ebene des Neigungswinkels der beiden Platten 
gegeben ist. Es ist dann fiir kleine Winkel 


sin 20, CoS@ 


A= -d-@. 


Yn? — sin? a, 
Fur kleine Winkel «, wie sie bei der BREwsTERschen Anordnung vorhanden sind, 
ergibt sich daraus, falls noch m = 0 gesetzt wird, also die Strahlen in der Richtung 
der Ebene der Plattenneigung einfallen, eine Streifenbreite von 


Fur die Beobachtung dieser Streifen hat BREWSTER ein einfaches Instrument 
angegeben, bestehend aus einem innen geschwarzten Rohr, das die Platten P, 
und P, enthalt und vorne eine Offnung O hat, durch die das Licht einfallt (Abb. 28). 

Das Auge des Beobachters befindet sich bei A. Man 

kann statt wie hier im durchgehenden Licht die Er- 
A A \\h 9 scheinung auch im reflektierten Licht beobachten. 

Dann ist die Einrichtung die der Abb. 29, die von JAMIN 
ere a Reop. Denutzt worden ist und in dem spater zu besprechenden 

DD. * 1nrl ung zur e€obD = 7 5, 

achtung Brewsrerscher Streifen. | nachihm benannten Interferentialrefraktor Verwendung 

gefunden hat. Dabei stehen die Platten P; und P, gegen 
die Einfallsrichtung der Strahlen unter einen Winkel von 45° und die Interferenz 
erfolgt zwischen den koharenten Strahlen 2 und 3. Eine weitere Modifikation der 
Anordnung riihrt von LUMMER her und wird erhalten, wenn man in Abb. 29 die 
Platte P, an einer Ebene senkrecht zu den zwischen den Platten verlaufenden 
Strahlen gespiegelt denkt. Man erhalt dann den Aufbau der Abb. 30, bei dem sich 


123 ¥ 
OSI ad 
Abb. 29. JAminsche Anordnung zur Er- Abb. 30. Anordnung von LumMeER zur Er- 
zeugung Brewsterscher Interferenzen. zeugung Brewsterscher Interferenzen. 


der Strahlengang der die BREwsTERschen Interferenzen hervorbringenden Strah- 
len 2 und 3 von den friiheren nur dadurch wesentlich unterscheidet, da diese 
Strahlen nicht mehr nahe zusammenliegen, sondern eine erhebliche Entfernung 
voneinander haben. Das zur Beobachtung der Interferenzen benutze Objektiv 
mu dann eine solche GroBe haben, da diese Strahlen noch aufgenommen werden. 
Man findet die genauere Theorie dieser verschiedenen Anordnungen in Arbeiten 
von KETTELER!), BLAsius?) und LuMMER’), auf die wir hier verweisen miissen. 


1) FE, KETTELER, Beobachtungen iiber die Farbenzerstreuung der Gase, Bonn 1865. 
2) HE. Biasius, Wiener Anz. Bd. 45, S. 316. 1892. 
3) O. LummMER, Wiener Anz. Bd. 24, S. 417. 1885. 
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Einige Anordnungen fiir die speziellen Zwecke der Refraktionsbestimmungen 
werden spater noch genauer zu besprechen sein. Der Fall der Benutzung mehr- 
facher Reflexionen an versilberten Platten ist von PERotT und Fasry behandelt 
worden?). 

15. Stehende Lichtschwingungen. Whenersche Interferenzen. Die bisher 
besprochenen Interferenzerscheinungen beruhen aus dem Zusammenwirken 
zweier fortschreitender Wellenziige. WIENER?) hat zum erstenmal stehende Licht- 
schwingungen nachgewiesen, die durch Interferenz eines Strahlenbiindels mit 
dem an einem Spiegel reflektierten entstehen. Ist der Spiegel eben, das einfallende 
Licht parallel, so liegen die Schwingungsbiuche und Schwingungsknoten in 
Parallelebenen zum Spiegel, deren Abstande jedesmal Vielfache einer halben 
Wellenlange sind. Denkt man nun dieses System von stehenden Wellen von einer 
gegen den Spiegel schwach geneigten Ebene durchsetzt, so werden unsere Ebenen 
eine Schar von parallelen untereinander gleich weit abstehenden Geraden aus- 
schneiden, deren ganze Langen den gleichen Schwingungszustand besitzen. Es 
wechseln also Geraden, die den Schwingungsbauchen entsprechen mit solchen 
ab, auf denen Schwingungsknoten liegen. Der Abstand dieser Geraden hangt 
von der Neigung der kreuzenden Ebene gegen den Spiegel ab. Ist die Neigung 
schwach genug, so werden die Geraden mit Schwingungsknoten und -bauchen 
so weit getrennt, daB man sie mit bloBem Auge wahrnehmen kann. Um sie sicht- 
bar zu machen, verwendete WIENER als kreuzende Ebene ein diinnes lichtempfind- 
liches Hautchen aus Chlorsilberkollodium, das nur eine Dicke von etwa 1/3, 
der Wellenlange des Natriumlichtes hatte. In den Schwingungsbaéuchen muf 
dieses Hautchen eine Schw4rzung liefern, in den Knoten hell bleiben. Der Ver- 
such wurde dann so angestellt, daB eine auf einer ebenen Glasplatte niederge- 
schlagene polierte Silberschicht als Spiegel diente, und daB eine zweite ebene 
Glasplatte, auf der sich das Kollodiumhautchen befand, auf die erste Platte 
aufgelegt wurde, das Hautchen dem Silberspiegel zugewandt. Die geeignete 
Neigung wurde durch die in der keilf6rmigen Zwischenschicht zwischen beiden 
Platten auftretende Interferenzerscheinung ermittelt. 

Beim Versuch war der fiir Natriumlicht in dem Keil auftretende Inter- 
ferenzfransenabstand gewohnlich zwischen !/, und 2mm. Fir den eigentlichen 
Versuch war das Natriumlicht wegen der geringen photographischen Wirkung 
ungeeignet. Benutzt wurde das Licht einer elektrischen Bogenlampe, das wegen 
der alleinigen Wirkung eines begrenzten Wellenbereiches im Violett und Ultra- 
violett geniigend homogen fiir den photographischen Effekt war. Fir die end- 
giiltigen Versuche wurde trotzdem zur Erzeugung schiarferer Streifen spektral 
zerlegtes Licht benutzt. DaB es sich bei diesen Versuchen von WIENER nicht um 
gewohnliche Interferenzen an keilf6rmigen Schichten handelt, die tbrigens den- 
selben Fransenabstand liefern wiirden, wie er bei den hier beschriebenen Experi- 
menten auftritt, wird dadurch bewiesen, daB die Minima vollkommen dunkel 
sind. Diese Beobachtung ist aber mit der Annahme der Entstehung der Streifen 
durch gewoéhnliche Interferenzen allein unvertraglich; denn tiber die Wirkung 
dieser Interferenzen miiBte sich die ungeschwaichte Wirkung des einfallenden 
Lichtes legen, auch an den Stellen der Interferenzminima. Dab man keine solche 
Wirkung findet, ist ein Beweis dafiir, daB die Wirkung des einfallenden Lichtes 
durch Interferenz mit dem am Silberspiegel reflektierten vernichtet wurde, d. h. 
fiir das Auftreten der stehenden Wellen. Das gleiche beweisen Versuche, bei 
denen der Silberspiegel durch eine Glasplatte ersetzt wurde. 


1) C. Fapry u. A. Perot, Ann. de chim. et phys. (7) Bd. 12, S. 475. 1897. 
2) O. WIENER, Wiener Anz. Bd. 40, S. 203 ff. 1890. 
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Die Versuche von WIENER zeigten auBer dem Vorhandensein stehender 
Lichtwellen, daB der elektrische Vektor es ist, der die chemische Wirkung auf 
die photographische Platte hervorbringt. Denn die Maxima der chemischen 
Wirkung lagen in den Schwingungsbauchen des elektrischen Vektors, dessen 
Knoten in der reflektierenden Metallschicht legt, wahrend der magnetische 
Vektor seinen Knoten eine viertel Wellenlange von der spiegelnden Wand ent- 
fernt hat. In der Anschauungsweise der elektrischen Lichttheorien lieferten die 
Versuche eine Entscheidung zugunsten der FRESNELtschen Auffassungsweise, 
nach der die Lichtschwingungen zur Polarisationsebene senkrecht ziehen, wenig- 
stens findet die photographische Wirkung im Schwingungsbauche desjenigen 
Vektors statt, welcher die FRESNELschen Gesetze befolgt1). Das gleiche gilt 
nach Untersuchungen von DRuDE und Nernst?) fiir die Fluoreszenzwirkung, 
da man nach den genannten Autoren die gleichen Maxima der stehenden Wellen 
bekommt, wenn man das lichtempfindliche Kollodiumhautchen der WIENERschen 
Versuche durch ein fluoreszierendes Hautchen ersetzt. 

Schon vor den Experimenten von WIENER hatte ZENKER’) die Wiedergabe 
der natirlichen Farben durch Chlorsilber mittels stehender Lichtwellen zu er- 
klaren versucht. Die durch die stehenden Wellen vor einem Spiegel in der licht- 
empfindlichen Schicht einer photographischen Platte erzeugten Schichten werden 
daher manchmal auch als ZENKERsche Schichten bezeichnet. Bei den auf der 
Einwirkung stehender Lichtwellen beruhenden LippMaNnNschen Farbenphoto- 
graphien hat zuerst NEuHAusS*) die ZENKERschen Schichten auf mikrophoto- 
graphischem Wege nachgewiesen. 

16. Lichtschwebungen. Versuche von Ricu. Fir die Erzeugung von 
Lichtschwebungen ist es nétig, daB Lichtwellen verschiedener Schwingungszahl 
miteinander interferieren. Diese miissen auSerdem die Bedingung der Koharenz 
erfiillen. Die Schwebungen miBten sich als Intensitatsschwankungen an einer 
Raumstelle zu erkennen geben, deren sekundliche Zahl gleich der Differenz der 
Schwingungszahlen der beiden interferierenden Lichtarten ist. Es ist klar, daB 
bei der ungeheuer groBen Schwingungszahl der Lichtwellen eine beobachtbare 
Schwebungszahl nur herauskommen kann, wenn der Wellenlangenunterschied 
der beiden interferierenden Strahlenarten auBerordentlich klein ist. 

Unterschiede, die man etwa spektroskopisch selbst mit Apparaten von gré6Btem 
Auflésungsvermégen herstellen kann, sind noch viel zu gro8, um hier in Betracht 
zu kommen. RIGHI°) ist es durch einen Kunstgriff gelungen, koharente Strahlen 
sehr wenig verschiedener Schwingungszahl herzustellen und zur Interferenz zu 
bringen. Er konnte dabei tatsachlich eine Schwebungserscheinung beobachten. 
Das Prinzip der Versuche ist das folgende: Das aus einem Nicotschen Prisma 
austretende linear polarisierte Licht laBt sich aus einem rechts- und einem links- 
zirkular polarisierten Anteil zusammengesetzt denken. Setzt man nun den Nicol 
um seine Achse in Rotation, so wird die eine dieser Komponenten beschleunigt, 
die andere verzogert. Macht man mit Hilfe geeigneter Vorrichtungen, wie sie 
in der Kristalloptik besprochen werden, diese zirkularen Cine ‘wieder 
zu linearen und bringt sie in geeigneter Weise, etwa mit Hilfe FRESNELscher 
Spiegel zur Perens so treten langsame Schwebungen auf, deren Frequenz 
von der Kotationsgeschwindigkeit des Nicols abhangig ist. Nach diesem Prinzip 
hat Ric HI eine ganze Anzahl derartiger Versuche angestellt. 


Ns Vegi. (Pp. DRUDE, Wiener Anz. Bd. 48, S. 121. 1893. 
zy ze DRUDE u. W. Nernst, Wiener Anz. Bd. 45, S. 460. 1892. 
3) W. ZENKER, Lehrbuch der Photochromie 1868, S. 77. 
"NEUHAUSS, Wiener Anz. Bd. 65, S. 164ff. 1898. 
A. RIGHT, Mem. di Bologna (4) Bd. 4, S. 247; Cim (3) Bd. 14, S. Ae Journ. de phys. 
(2) es S. 43 
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Il. Interferenzapparate. 


Von den auferordentlich zahlreichen Apparaten, die auf Grund der Inter- 
ferenzerscheinungen zu den verschiedensten Zwecken konstruiert worden sind, 
konnen hier nur einige der wichtigsten besprochen werden. Wir werden hier 
diejenigen vornehmlich behandeln, die ein mehr physikalisches Interesse bean- 
spruchen, wahrend die rein technischen Zwecken dienenden weniger beriick- 
sichtigt werden sollen. 


A. Interferometer. 

Eine erste Gruppe solcher Apparate bilden diejenigen, die dazu dienen, das 
Verhaltnis der Langeneinheit zur Lichtwellenlange zu bestimmen, sei es nun, 
daB eine im LangenmaB schon gegebene Lichtwelle als Grundeinheit zur Be- 
stimmung anderer Lichtwellenlangen benutzt wird, oder da eine andere ge- 
gebene Langeneinheit, wie das Normalmeter, in Beziehung zur Wellenlange 
einer bestimmten Lichtsorte gesetzt wird. 

17. Micuetsons Interferometer. Das Interferometer von MICHELSON!) be- 
nutzt die an planparallelen Platten auftretenden Kurven gleicher Neigung. 
Die prinzipielle Anordnung ist die in Abb. 31 ge- S, 
gebene. Das Licht der Lichtquelle Z fallt auf die 
halbdurchlassig versilberte Platte P, die unter 45° 
gegen die Richtung der einfallenden Strahlen ge- 
neigt ist. Ein Teil des einfallenden Lichtes wird an 5, 
der Platte reflektiert und erreicht den Spiegel S,, 
der zur Strahlrichtung senkrecht steht und das 
Licht in sich selbst zuriickreflektiert. Ein anderer 
Teil durchsetzt die Platte und trifft auf den Spiegel L 
S,, der ebenfalls eine Reflexion entgegen der Ein- app. 31. Schema des Micuetsonschen 
fallsrichtung bewirkt. Das von S, zuriickgeworfene Tp terionomelars. 

Licht durchsetzt die Platte P, das von S, reflek- 

tierte wird an ihr gespiegelt, und beide Biindel gelangen in das Fernrohr Ff. Die 
Wirkung der Anordnung ist infolge der Spiegelung an P offenbar so, als ob die von 
S, zuriickgeworfenen Strahlen von einer Ebene Sj, der sog. Referenzebene, reflek- 
tiert wiirden, die parallel zu S, im Abstande S,: Mitte von P liegt, und S, und S} 
kénnen als Vorderflache und Riickflache einer planparallelen Platte angesehen wer- 
den. In dem auf Unendlich eingestellten Fernrohr F miissen also nach den Betrach- 
tungen des Absatzes 9 Kurven gleicher Neigung auftreten. Der Abstand S,S% stellt 
die Dicke der verwendeten Platte, die hier eine Luftplatte ist, dar. Durch Verschie- 
ben des Spiegels S, parallel zu seiner spiegelnden Flache kann die Dicke der Platte 
gedndert werden. Bei nicht genau parallelen Spiegeln S,; und Sj konnen auch 
Interferenzen gleicher Dicke an keilférmiger Platte auftreten. Bei geniigend 
diinner Platte kénnen Interferenzen im weifen Licht beobachtet werden. Die 
wirkliche Ausfithrung des Interferometers ist dadurch etwas anders, dafs die 
reflektierende Platte P einen Trager in Gestalt einer planparallelen Platte aus 
einem durchsichtigen Material haben mu8. Dadurch erhalt der durch sie hin- 
durchgehende Strabl eine Veranderung seines optischen Weges, der wieder fiir 
den reflektierten Strahl kompensiert werden mub. Dies geschieht dadurch, da 
auch in den Weg des reflektierten Strahls eine gleichartige Platte eingefuhrt 
wird, die zur ersten parallel steht und die zur genauen Kompensation mit der 
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1) Siehe z. B. A. A. MicuEtson, Phil. Mag. (5) Bd. 34, S. 280, 1892 oder A. A, MicHEL- 
son, Lichtwellen u. ihre Anwendungen, tibers. v. M. IKLE, S. 43. Leipzig 1910. 
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ersten Platte aus dem gleichen planparallelen Glasstiick ausgeschnitten ist. Die 
Anordnung wird dann die der Abb. 32. Hier ist P, die an der Flache aa ver- 
silberte Platte, die zur Trennung der beiden interferierenden Biindel dient, und 
P, die zur Kompensation bestimmte Hilfsplatte. Bei der Ausfiihrung des In- 
strumentes mu8 besonders die genau parallel bleibende Stellung der Spiegel- 
oberflache S, gesichert bleiben. Die Fiihrung ist bei MICHELSON so exakt gemacht, 
daB der gréBte Winkel, um den sich dieser Spiegel bei seiner Bewegung dreht, 
kleiner als eine Bogensekunde bleibt. 


f 


Abb. 32. Ausftihrung des Micuretson-Interferometers Abb. 33. Anordnung des Micuevson-Interferometers zur 
mit Kompensationsplatte. Bestimmung von Athereffekten. 


18. Anwendungen des Micuersonschen Interferometers. Das MICHEL- 
sonsche Interferometer wurde zu dem Zwecke ersonnen, um die Unterschiede 
der Geschwindigkeit des Lichtes in der Bahnrichtung der Erde und in der Rich- 
tung senkrecht dazu nachzuweisen. Die beiden zur Interferenz kommenden 
Lichtstrahlen verlaufen je in zueinander senkrechten Richtungen. Der negative 
Verlauf dieser Versuche und seine Bedeutung wird an anderer Stelle dieses Hand- 
buches ausfithrliich behandelt. Hier soll nur die besondere Konstruktion des 
Instrumentes fiir diesen Versuch besprochen werden. Es war dazu ndétig, die 
Lichtwege der beiden interferierenden Biindel moglichst lang zu machen, und 
eine Einrichtung zu schaffen, die es ermoglichte, einmal den einen, das andere 
Mal den anderen der beiden Strahlen in die Bewegungsrichtung der Erde einzu- 
stellen. Die Anordnung ist in Abb. 33 schematisch dargestellt. Die Verlangerung 
der Lichtwege wird in jedem Biindel durch mehrfache Reflexionen erreicht. 
Das ganze System ruht auf einer Steinplatte, die auf einem hdlzernen Zylinder 
aufliegt. Dieser schwimmt auf Quecksilber, so daB das ganze System leicht ge- 
dreht werden kann. Besteht ein Unterschied in der Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit des Lichtes in der Richtung der Erdbahn und senkrecht dazu, so miissen 
Interferenzstreifen, die bei einer Stellung des Interferometers vorhanden sind, 
sich verschicben, wenn der Apparat um 90° gedreht wird. 

Eine wichtige Anwendung hat das Instrument gefunden, um die Lange des 
Meters in Wellenlangen auszudriicken!), um so ein Langennormal zu schaffen, 
das von zufalligen Veranderungen oder Beschadigungen eines MaBstabes unab- 
hangig ist. Als Bezugswellenlange muBte eine solche gewahlt werden, die auch 
bei groBen Gangunterschieden scharfe Interferenzen liefert. Als geeignet erwiesen 


1) A. A. MICHELSON, Trav. et Mém. du Bur. intern. des Poids et Mes, Bd. 11, 1895. 


Ziff. 18. Anwendungen des MicHEeLsonschen Interferometers. OF 


sich die in einer GeiBlerréhre erzeugten Linien des Kadmiumspektrums, eine 
rote, eine griine und eine blaue. Die fiir die Ausmessung des Meters in Wellen- 
lingen angewendete Versuchsanordnung war folgende: In dem etwas abgedinderten 
Interferometer, das in Abb. 34 schema- 
tisch dargestellt ist, sind P, und Py die 
beiden Platten, }ist ein Hilfsspiegel, und 
die beiden Spiegel des Interferometers 
sind einmal d und das andere Mal das 
kompliziertere Gebilde mm’nn’. Der 
Spiegel d ist verstellbar. Er kann nun zu- 
erst so eingestellt werden, daB der Strahl, 
der an ihm und an m reflektiert wird, 
keinen Gangunterschied hat. Das ge- 
schieht unter Benutzung weiBen Lichtes 
durch Beobachtung von Interferenzen app. 34. Amordnung des MrcuEerson-Interferometers 
gleicher Dicke. Der mittlere Streifen des zur Ausmessung des Meters in Wellenlangen. 
Systems ist schwarz, die iibrigen sind 
farbig. Der erstere entspricht dem Gangunterschied O. Das gleiche kann fiir den 
Spiegel 2 ausgefiihrt werden, so da dieser mit m in der gleichen Ebene steht. 
Dann wird dso verschoben, daB m’ mit d die Interferenzen vom Gangunterschied O 
liefert und dann das System mm’ so weit nach riickwarts geriickt, daB m an die 
Stelle kommt, wo vorher m’ war. Ist nn’ doppelt so lang als mm’, so liegt jetzt 
m’ in der Ebene von n’. Durch Verschieben von d kann festgestellt werden, ob 
das wirklich der Fall ist. Eine kleine Differenz kann durch Zahlung der Inter- 
ferenzstreifen genau ermittelt werden. So kénnen vom Originalmeter Hilfs- 
normale hergestellt werden, die 1/,, 1/,, 1/, bis 1/5; des Normalmeters sind, bzw. 
deren Abweichungen von diesen GrdBen genau bekannt 
sind. Jedes besteht aus zwei miteinander verbundenen 
Spiegeln, deren Ebenen parallel sind, die aber iiber- 
einanderliegen. Abb. 35 zeigt den Vertikalschnitt dieses 
Hilfsnormals mm’, das im Horizontalschnitt in Abb. 34 
gezeichnet war. Das kirzeste dieser Hilfsnormalien wird 
nun in Wellenlangen ausgemessen, indem mit einer yy, 35 Vertikalschnitt eines 
Kadmiumlinie Interferenzen gleicher Neigung erzeugt Raiimncmnals) set! WaCsesSat 
werden und die Zahl der bei der Verschiebung von d “in Weltenlangen. 
durch das Gesichtsfeld wandernden Interferenzen be- 
stimmt wird, wenn d von der Koinzidenz mit m bis zu der mit m’ bewegt wird. 
Auf diese Weise wurde die Zahl der Wellenlangen in Meter gefunden fiir die rote 
Kadmiumlinie zu 1553163,5 fiir die griime zu 1966249,7 und fiir die blaue zu 
2083372,1 Wellenlangen. 

AuBer den beschriebenen Anwendungen ist das MicHEtsonsche Interfero- 
meter auch zur Ermittlung der Struktur von Spektrallinien und ihrer Veranderung 
z. B. im Zeemaneffekt benutzt worden). Da aber die Methode hierbei ziemlich 
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umstandlich ist — wegen der unscharfen Interferenzen des Michelsoninterfero- 
meters muB eine harmonische Analyse der Kurve der Streifenhelligkeit in Ab- 
hangigkeit vom Gangunterschied ausgefiihrt werden — und andere Methoden 


leichter zum Ziel fiihren, soll hier nicht auf diese Anwendung eingegangen werden, 
In etwas abgeanderter Form ist das Michelsoninterferometer von seinem 
Erfinder ferner zur Wiederholung eines von FizEav?) zuerst angestellten Ver- 


1) A. A. MicnEtson, Phil. Mag. (5) Bd. 44, S. 109. 1897; Astrophys. Journ. Bd. 6, S. 48. 


1897. 
2) ie HiIzeAuU, ©. k. Bd. 33,5. 349: 1851; Pogg. Ann. Erganzungsband III, S. 457. 1853. 
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suches benutzt worden, der dazu dienen sollte, die Anderung der Lichtgeschwin- 
digkeit infolge der Bewegung eines Mediums zu bestimmen. Die urspriingliche 
Versuchsanordnung von FIZEAU 
ist in Abb. 36 angegeben. Das 
Licht einer kleinen Lichtquelle L 
fallt durch eine unter 45° ge- 
neigte Glasplatte P auf eine 
Linse, wird parallel gemacht und 
durchsetzt die beiden Rohren R, 
und R,, die von einem Wasser- 
strom durchflossen werden. Eine 
Abb. 36. Fizeaus Versuch itiber die Anderung der Licht- zweite Linse lig macht die Biuschel 
geschwindigkeit im bewegten Medium. wieder konvergent, sie werden an 

einem Spiegel S reflektiert, und 

gelangen, diese beiden Rohren jetzt im Durchgang vertauschend, iiber L, durch 
Reflexion an P zum Auge A des Beobachters. Es ist also das Biindel LR,SR,A 
in der Strémungsrichtung fortgeschritten, das Bindel LR,SR,A entgegen- 
gesetzt dazu. Infolge der Strémung des Wassers sind die geometrisch gleichen 
Wege der Biindel optisch verschieden und in A tritt eine Interferenzerscheinung 
auf. Nach Umkehrung der Strémungsrichtung dndert sich die Interferenz- 
” erscheinung und aus der Streifen- 

verschiebung kann der durch die 

Sy Bewegung des Wassers erzeugte 
Gangunterschied berechnet wer- 
den. Die Abanderung des Ver- 
| suches durch MICHELSON und 

| | Morey?) ist in Abb. 37 darge- 
| | stellt. Das Licht geht von einer 
| ausgedehnten Lichtquelle L aus 
und wird durch die halbdurchlassig 
versilberte Platte P in zwei Bindel 
5; zerlegt, die einmal tber S,R, das 

2 totalreflektierende Prisma 7 durch- 

Abb. 37. Anordnung des Micuetson-Interferometers fiir di setzen Suman tee 
Wiededioking des hush Vemiches Au Mecsas ae dem Beobachtungsfernrohr Eau 
MORE es gelangen, wahrend das zweite Bin- 

del von L nach Reflexion an P 

iiber Sy R,TR,S,P nach F gelangt. Man sieht, daB diese Anordnung nichts anderes 
als ein Michelsoninterferometer darstellt, bei dem etwa die zwischen S, und dem 
Spiegelbild an P von S, hegende planparallele Luftplatte Interferenzen gleicher Nei- 
gung liefert. Auch hier wird durch die Str6mung des Wassers ein Gangunterschied 
der beiden Biindel hervorgebracht, der sich bei Umkehr der Richtung verandert. 
Auf die Bedeutung des Ba ponmontc: fiir die Relativitatstheorie und auf eine neuere 
Wiederholung von ZEEMAN?) wird im Bd. 4 dieses Handb. naher eingegangen. 
Daselbst wird auch die genauere Theorie des Experimentes auseinandergesetzt. 
19. Interferometer von Perot und Fasry. Auch beim Interferometer 
von PEROT und Fasry’) wird zur Erzeugung von Interferenzkurven gleicher 


1) A. A. MICHELSON u. E. W. Morey, Amer. Journ. of Science (3) Bd. 31, S. 377. 1886. 

2) P. ZEEMAN, Proc. Amsterdam, Bd. 17, S. 445; Bd. 18, S. 398, 741, 1240; Bd. 19, 
S. 125. 1914—1917. 

3) A. Perot u. Cu. Fasry, Ann. de chim. et de phys. (7) Bd. 12, S. 459. 1897; Bd. 16, 
S. 115. 1899; Bd. 22, S. 564. 1901. 
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Neigung eine planparallele Luftplatte benutzt. Wahrend aber beim M1cHELSON- 
schen Interferometer nur zwei Biindel die Interferenzerscheinung liefern, sind 
hier die in Ziff. 8 besprochenen mehrfachen Reflexionen ausgenutzt, wodurch die 
Scharfe der Interferenzen wesentlich gesteigert wird. Das Interferometer besteht aus 
zwei planparallelen Glasplatten P,P, (Abb. 38), die parallel zueinander aufge- 
stellt sind und auf den einander zugekehrten Flachen A A, 
und BB, halbdurchlissig versilbert sind. Die Platte P, 
ist durch eine Schraube auf einer guten Schlittenfiihrung 
parallel zu sich selbst verschiebbar, so daB die Dicke der 
Luftschicht kontinuierlich verandert werden kann. Fallt 
monochromatisches Licht von einer ausgedehnten Licht- 4[~__[] 7] 4 a, 
quelle durch die Platten hindurch, so entstehen in der 
Brennebene einer Linse L als Kurven gleicher Neigung a[_ //] [| B, 
Kreise, die nach den in Ziff. 8 gegebenen Uberlegungen 
eine groBe Scharfe haben. Die Lage der Maxima ist wegen 
der Verwendung der Luft als Plattenmaterial nach Ziff. 8 
gegeben durch 


2a4)1 —sin?a =m-A 
oder 
2d-cosa=m-i, 


wo « der Einfallswinkel und d die Dicke der Luftschicht 


ist. In der Mitte des Ringsystems ist « = 0 also Fe Cas Re rene eects 
Perot und Fasry, 


24=mei. 

Diese einfache Beziehung gestattet die Bestimmung von 4, wenn d und die 
Ordnungszahl m fiir die Mitte der Interferenzerscheinung bekannt ist. Die 
Ordnungszahl kann theoretisch durch Auszahlen der Interferenzen bei Bewegung 
der Platte P, von der Dicke Null an bestimmt werden. Man kann sich die Abzah- 
lung erleichtern, wenn man gleichzeitig Interferenzen von mehreren monochroma- 
tischen Lichtquellen, etwa der roten und griinen Kadmiumlinie, erzeugt. Dann 
treten in regelmaBigen Abstanden Koinzidenzen der Interferenzmaxima auf, 
und man kann dieseKoinzidenzen statt der einzelnen Interferenzstreifen zahlen. 
Wenn man nun einmal weiB, daB auf jedesmal 4,76 griine Ringe eine Koinzi- 
denz mit einem roten Ring kommt, so erhalt man durch Multiplikation der Koin- 
zidenzen mit dieser Zahl die Ordnungszahl der gritnen Kadmiumlinie. Man kann 
auch auf andere Weise zur Bestimmung der Ordnungszahl kommen, wenn man 
die verwendete Wellenlange schon einigermaBen genau kennt. Zu diesem Zwecke 
sind verschiedene Methoden angegeben worden!), wegen deren auf die Original- 
arbeiten verwiesen werden mub. 

Auch das Interferometer von Fabry und Perot ist wie das von MICHELSON 
zur Ausmessung des Meters in Wellenlangen benutzt worden. Die Untersuchung 
wurde von Benoit, Fapry und Peror?) im Jahre 1907 ausgefithrt und ergab 
sehr gute Ubereinstimmung mit den Werten von MicHELson. Das Verfahren 
war in ahnlicher Weise wie bei MICHELSON so, dai nach dem Meterprototyp 
eine Reihe optischer HilfsmaBstabe hergestellt wurde, die durch versilberte 


1) I. R. Benoit, Journ. de Phys. (3) Bd. 7, S. 57. 1898; Lord Rayetcu, Phil. Mag. (6) 
HSC et. OS. 

2) J. R. Benoit, Cu. Fasry u. A. Perot, Nouvelle Détermination de Rapport des 
Longueurs d’Onde Fondamentales avec 1|’Unité métrique. Paris: Gauthier Villars 1907. 
Vel. auch P. EversHeim, Wellenlangenmessungen des Lichtes im sichtbaren und unsichtbaren 
Spektralbereich, Braunschweig, Vieweg & Sohn 1926. 
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Luftplatten gebildet wurden und 1m, 0,5m, 0,25m, 0,125m und 0,0625 m 
Lange hatten. Zum Vergleich dieser Hilfsmafstabe untereinander wurden 
BrewsteErsche Interferenzen (s. Ziff. 14) benutzt. Das Prinzip des Vergleichs 
ist das folgende: Die beiden zu vergleichenden Luftplatten werden unter kleinem 
Winkel gegeneinander geneigt aufgestellt und mit weiem 
Licht beleuchtet. Der Gangunterschied zwischen den Strah- 
len 1 und 2 (Abb. 39) ist nach Ziff. 14 gegeben durch 


6 = 20) -COSX, 2d, COSa,. 


oa a wenn d, und d, die Plattendicken und a, bzw. a, die Ein- 
one fallswinkel (die hier gleich den Brechungswinkeln sind) be- 
—— H------~ deuten. In der Normalrichtung zur Symmetrieebene der 
beiden Platten ist «,=4,, der Gangunterschied ist also 0, 
wenn d, = d, ist. Beobachtet man also in dieser Normal- 
richtung, so braucht man nur durch Veranderung der Dicke 
einer Platte dafiir zu sorgen, daB der Mittelstreifen ohne far- 
bige Rander, der dem Gangunterschied 0 entspricht, in die 
Mitte des Fernrohres kommt. Dann sind die Platten gleich 
dick. Man kann aber auf diese Weise auch die doppelte Dicke 
einer gegebenen herstellen. Ist etwa d, = 2d., so erhalt man 
Abb. 39. Brewsrersche Gen Gangunterschied, wenn man den in der zweiten Platte 
Interferenzen bei zwei -viermal reflektierten Strahl benutzt. Man erhalt also auch 
es aL ett erie hier bei Beobachtung in der Normalrichtung in weiBem Licht 

SESE Ss (Abb. 40) Brewstersche Interferenzen und kann die Er- 
fillung der Bedingung d, = 2d, exakt prifen. 

Der kleinste auf diese Weise hergestellte HilfsmaBstab 
wird dann gieich der Luftplatte des Interferometers auf 
dieselbe Weise durch BreEwstTerRsche Interferenzen gemacht, 

B und dann werden im Interferometer Interferenzen gleicher 
a Neigung mit der zu benutzenden Kadmiumlinie hergestellt. 
_ 4} ----=-==- Die Bestimmung der Ordnungszahlen dieser Interferenzen 
in der oben angedeuteten Weise erméglicht dann den Ver- 
gleich der Langeneinheit mit der Wellenlange. Hier 
ergab sich 


Nd 


4m = 1553164,13 4, 
fiir die rote Kadmiumlinie oder die Wellenlange dieser Linie 
A = 6438,4693 


Abb. 40, Bauwermeche ONGSTROMsche Einheiten (1 A. = 10~°cm). Noch wesent- 
Interferenzen an Peror- licher als zur absoluten Messung von Wellenlangen hat 
eee ectelune tines Sich aber die Bedeutung des FaBry-PERotschen Inter- 
pe ertenvonseceal de. ferometers Zur Bestimmung der Wellenlangen von Spektral- 
deren. linien relativ zu anderen schon bekannten Spektrallinien 
erwiesen. In dieser Beziehung ist die versilberte Luftplatte 
eines der wichtigsten Hilfsmittel der modernen Spektroskopie geworden. Man 
kann bei dieser Verwendung auf die Beweglichkeit der einen Interferometer- 
platte verzichten und braucht nur eine Luftplatte unveranderlicher Dicke, 
einen ,,Etalon, durch den man Interferenzringe von der zu untersuchenden 
Spektrallinie und der Vergleichslinie herstellt. Fitr einen Ring, der dem Inzi- 
denzwinkel « entspricht, ist nach dem fritheren 


m-i =2d-cose. 
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Fur die Vergleichslinie bei einem Ring vom Winkel a’ 
m N = 2d -cosa’. 


Der Winkel « bzw. a’ liBt sich aus dem gemessenen Ringdurchmesser und der 
Brennweite des abbildenden Objektives berechnen, die Ordnungszahl wird etwa 
nach der RAYLEIGHschen Methode bestimmt, die Dicke des Etalons ergibt sich 
aus der bekannten Wellenlinge der Vergleichslinie, so daB die Wellenlange der 
zu bestimmenden Linie ermittelt werden kann. Auf diese Weise sind zuerst von 
Fasry und Buisson?) Wellenlingenbestimmungen an einer groBen Reihe von 
Spektrallinien ausgefithrt worden, die spater von EVERSHEIM?), PruND?), MEIss- 
NER’), BURNS, MEGGERS und MERRIL®), WALLERATH®) und anderen’) fortgefiihrt 
worden sind. 

Mit Vorteil 1aBt sich das Interferometer von FaBRy und Perot auch zu 
Brechungsexponentenbestimmungen von Gasen benutzen. Ist 4 die Wellen- 
lange der verwendeten Lichtquelle im Vakuum, so ist fiir die Mitte der Inter- 
ferenzerscheinung bei gasfreiem Plattenzwischenraum 


24 =m, >A. 

Fir ein Gas mit dem Brechungsexponenten 1 ist 
2dn = m,-1. 

Also wird durch Subtraktion der beiden Gleichungen 


(mz — my) +2 
2d 


Zu den Versuchen wird das Interferometer in ein evakuierbares GefaB ein- 
geschlossen, das dann, allmahlich vom Druck 0 ausgehend, mit dem zu unter- 
suchenden Gase gefullt wird. Man sieht, daB durch Abzahlen der Streifen, die 
bei kontinuierlicher Fillung des Interferometers mit dem zu untersuchenden 
Gase entstehen und bekannter Interferometerdicke und Wellenlange der Bre- 
chungsexponent des Gases bestimmt werden kann. Auf diese Weise haben 
zuerst RENTSCHLER®), dann MeGGERs und PETeERsS®), Miss Howe Li!) und 
ZWETSCH!) Refraktionsbestimmungen an Gasen mit dem Interferometer aus- 
gefiihrt. Jedoch scheinen auf diesem Gebiet die Méglichkeiten, die das Inter- 
ferometer bietet, noch nicht vdllig ausgeschépft zu sein. 

20. Interferenzspektroskop von Lummer und Geurcke. Statt der ver- 
silberten Luftplatte von Fasry und Prror hat LUMMER®) eine planparallele 
Glasplatte zur Erzeugung scharfer Interferenzen benutzt, bei der die vielfachen 
Reflexionen, die die Scharfe der Interferenzerscheinung bedingen, durch még- 
lichst streifenden Einfall der benutzten Lichtstrahlen bewirkt werden. Dabei 
muB die verwendete Platte méglichst lang sein, damit viele Reflexionen ermég- 


n—1= 


1) H. Buisson u. Cu. Fapry, Journ. de Phys. (4) Bd. 7, S. 169. 1908; Astrophys. Journ. 
Bd. 28, S. 169. 1908. 

2) P. EversHer, ZS. f. wiss. Photogr. (5) Bd. 5, S. 152. 1907; Ann. d. Phys. Bd. 30, 
S. 815. 1909; Bd. 45, S. 454. 1914. , 
) A. H. Prunp, Astrophys. Journ. Bd. 28, S. 197. 1908. 
) K. W. Metssner, Ann. d. Phys. Bd. 51, 5.95. 1916. 
\ K. Burns, W. F. Meccers u. P. W. MERRIL, Bull. Bur. Stand, Bd. 13, S. 2. 1916 
6) P. WALLERATH, Ann. d. Phys. Bd. 75, S. 37. 1924. ; 
) Literatur bei P. EversHeim, Wellenlangenmessungen des Lichtes, Braunschweig 1926. 
) H. C. Rentscuier, Astrophys. Journ. Bd. 28, S. 345. 1908. 
) W. F. Meccers u. C. G. Peters, Bull. Bur. Stand, Bd. 14, S. 697. 1919. 
10) Miss HowELt, Phys. Rev. Bd. 6, S. 81. 1915. 
) A. Zwetscu, ZS. f. Phys. Bd. 19, S. 398. 1923. 
12) O, Lummer, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 3, S. 85. 1901; Phys. ZS. Bd. 3, 5. 172. 1902. 
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licht werden. Da die streifende Inzidenz den ersten an der Plattenoberflache 
reflektierten Strahl sehr stark werden lat, fiir die weiteren Reflexionen aber 
sehr wenig Licht tbrigbleibt, ist die Interferenzerscheinung sehr lichtschwach. 
GEHRCKE!) hat, um diesen Nachteil zu vermeiden, ein rechtwinkliges Prisma auf 
den Rand der Platte aufgekittet. Dadurch wird der erste groBe Lichtverlust 
beseitigt. AuBerdem wird auf diese Weise die Interferenzerscheinung im durch- 
gehenden und im reflektierten Licht 
gleich — es entstehen in beiden Fallen 
scharfe Maxima (s. Ziff. 8). Man kann 
also die Anordnung wie in Abb. 41 
treffen, wo die abbildende Linse gleich- 
zeitig die durchgehende und die reflek- 
Abb. 41. Strahlengang im Lummer-Grnrcxeschen Inter- tierte Interferenzerscheinung sammelt. 
ae Die Lummer-GEuRckKEsche Platte ist 

besonders zur Bestimmung der Fein- 

struktur von Spektrallinien benutzt worden. Das ist zuerst von den ge- 
nannten Autoren selbst geschehen, die auf diese Weise die Feinstruktur 
der griinen Quecksilberlinie bestimmt haben. Ebenso lassen sich Zeemann- 
elfekte bei schwachen Magnetfeldern untersuchen, und in neuerer Zeit hat die 
Methode erhebliche Bedeutung bei der Untersuchung feiner Dubletts erlangt, 
deren Abstande im Zusammenhang mit der Relativitaétstheorie ein erhdhtes 
Interesse bieten?). Die Messungen kleiner Abstande von nahe beieinander lie- 
genden Spektrallinien, die durch Interferenzapparate erzeugt sind, wird dadurch 
erschwert, da die Intensitatsfunktion einer Spektrallinie im Interferenzapparat 
nicht die gleiche ist, wie sie die Spektrallinie in Wirklichkeit zeigt. Man muB 
daher Korrekturen anbringen, die diesen Umstanden Rechnung tragen®). Ein 
weiterer Punkt, der zu beachten ist, ist der, daB kleine Fehler in der Planparal- 
lelitat der Platte Spektrallinien vortaéuschen kénnen, die in Wirklichkeit nicht 
vorhanden sind. Die Herstellung guter Lummerplatten von geniigender GrédBe 
ist daher sehr schwierig und bedingt einen hohen Preis. Die Auflésungsfahigkeit 
guter groBer Platten ist aber sehr erheblich und kann bis uber 500000 gehen 
(s. Ziff. 8). Um das Erkennen falscher Spektrallinien bei der Lummerplatte zu 
ermoglichen, haben GEHRCKE*) und GEHRCKE und vy. BAEYER®) zwei solcher 
Platten verwendet, die nacheinander unter rechtem Winkel gegeneinander in 
den Strahlengang gebracht werden. Die beiden Platten 
zusammen liefern Interferenzmaxima da, wo sich die 
von jeder einzelnen Platte erzeugten Maxima schneiden. 
Es entsteht also ein System von Interferenzpunkten. Die 
Lage dieser Interferenzpunkte gegeneinander kann _be- 
nutzt werden, um festzustellen, ob eine Spektrallinie 
reell oder nur vorgetauscht ist. Liegen etwa die Inter- 
Abb. 42. Interferenzpunkte bei 1¢Tenzmaxima der einen Platte (Abb. 42) in dey Verti- 
homogener Lichtquelle, aber feh- Kalen fiir eine bestimmte Wellenlange, die der anderen 


lerhafter Herstellung der einen - 5 . : 
Interferenzplatte. in der Horizontalen, so liegen die Interferenzpunkte in 


1) O. LumMMER u. E. GeurRcKE, Berl. Ber. 1902, S. 11. 

*) Siehe den zusammenfassenden Bericht von E. Lau, Phys. ZS. Bd. 25, S. 60. 1924. — 
E. GEHRCKE u. BE. Wau, Annid. Phys, Bd%65, s- 564. 192d) Bda675.S938su922: 

3) J. SrAckeL, Arch. d. Math. u. Phys. Bd.8, S. 45. 1904. Vgl.auchd. Diskussion zwischen 
E. GEHRCKE u. P. H. van Cittert, Ann, d: Phys. Bd. 77, S. 372; Bd.78, S. 464. 1925. Bd. 79, 
S. 94. 1926. 
‘eH GRHRCKE, Vere ds Ds Physw Gesu 7,esn2o 7 lOO s: 
5) E. GEHRCKE u. O. v. BAEYER, Berl. Ber. 1902, S. 1037; Ann. d. Phys. Bd. 20, S. 269. 
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den Schnittpunkten, Hat die zweite Platte Fehler, die etwa eine falsche Linie in 
Form von Interferenzen der gestrichelten Linien lefern, so treten neue Interferenz- 
punkte auf den senkrechten Linien hinzu, Sind aber in Wirklichkeit zwei ver- 
schiedene Wellenlangen vorhanden, so liefert auch die erste Platte zwei Streifen- 
systeme und nur die Schnittpunkte der zusammengehorigen liefern Interferenz- 
punkte, Die beiden Punktsysteme sind also diagonal 
zueinander verschoben (Abb. 43). 

Uber die Auswertung der Aufnahmen mit einer 
LUMMER-GEHRCKEschen Platte, der die Formel fiir die 
Interferenzen gleicher Neigung zugrunde liegt, 


m+A=2d)n® — sin?a, 


vergleiche man Arbeiten von HANSEN?!) und KUNZE2), app. 43. Interferenzpunkte bei 

LuMMER hat auch eine Methode angegeben, die (rer 0S (ae dba Tichtquelle 
Interferenzen gleicher Neigung nach Art der PEROT- _ und guten Interferenzplatten. 
Fapryschen mit Hilfe einer Glasplatte zu erzeugen ge- 
stattet. Dabei ist die beiderseitig versilberte planparallele Glasplatte als Dop- 
pelkeil ausgebildet, wodurch eine Veranderung der Plattendicke durch Ver- 
schiebung der Keile auf der durch einen Oltropfen optischen Kontakt liefernden 
Gleitflache bewirkt wird. 

21. Interferentialrefraktoren. Von JAmin*) ist eine Methode zur Unter- 
suchung von Brechungsexponenten ausgebildet worden, die auf der Verwendung 
Brewsterscher Interferenzen (Ziff. 12) beruht, Die verwendete Anordnung 
ist die der Abb. 29. Die benutzten Platten sind aus einem Stick planparallelen 
Glases geschnitten und sind geniigend dick, um die zur Interferenz kommenden 
Strahlen hinreichend weit zu trennen, In den einen Strahlenweg k6nnen die zu 
untersuchenden Substanzen in Form einer planparallelen Platte eingefihrt wer- 
den. Die Anderung des Gangunterschiedes, die dadurch hervorgerufen wird, 
ist, wenn der eine Strahl in Luft verlauft, 


d(n — 1), 


wenn d die Dicke der eingeschalteten Schicht, und ihr Brechungsexponent 
gegen Luft ist. Die entsprechende Streifenverschiebung ist gegeben durch 


n-h=d(n—1), 


wo m die Zahl der durch das Gesichtsfeld gewanderten Streifen, 2 die Wellenlange 
des verwendeten Lichtes in Luft ist. Der Brechungsexponent kann daraus be- 
rechnet werden. Kann man die Streifen nicht direkt abzahlen, was nur dann 
méglich ist, wenn man den Brechungsexponent der zwischengeftthrten Substanz 
stetig andern kann, so geht man derart vor, da man weibes Licht benutzt, 
und dadurch die Méglichkeit erhalt, den Nullstreifen, der keine Farbrander hat, 
von den anderen zu unterscheiden. Dann stellt man das ladenkreuz des Fern- 
rohrs auf diesen ein, schiebt die zu untersuchende Platte in den Strahlengang 
und dreht nun die eine Platte so lange, bis wieder der Nullstreifen erscheint. 
Die durch das Fadenkreuz wandernden Streifen werden dabei abgezahlt. 

Der JAmiNsche Interferentialrefraktor ist besonders zur Untersuchung der 
Brechung von Gasen vielfach angewendet worden. Eine Zusammenstellung der 
hier in Betracht kommenden Literatur durch FEUSSNER?*) findet man in WINKEL- 


J 


*) G. Hansen, ZS. f. wiss. eter Bde23, S247. 1024. 

2 P2 ee. Ann. d. Phys. Bd. 79, S. 528. 1926. 

3) J. Jamin, C. R. Bd. 42, S. 482. 1856; Pogg. Ann. Bd. 98, S. 345. 1856. 
) 


W. FEuSSNER, Winkelmanns Handbuch d, Physik, II. Aufl. Bd. 6, S. 1016. 
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MANNs Handbuch der Physik, auf die hier verwiesen sei. Man kann die Inter- 
ferenzfransen auch auf den Spalt eines Spektralapparates entwerfen, dann er- 
scheint das Spektrum, falls weiBes Licht verwendet wurde, von Interferenz- 
streifen durchzogen. In dieser Anordnung ist der Apparat von PuccIANTI*) 
und spater von GEISLER2), LADENBURG®) und anderen zur Untersuchung der 
anomalen Dispersion in Dampfen verwendet worden. Im Spektralbereich ano- 
maler Dispersion zeigen naimlich die Interferenzfransen im Spektrum Aus- 
biegungen entsprechend dem_ schnellen 
Wachsen oder der schnellen Abnahme des 
Brechungsexponenten an diesen Stellen. 

Die Form des Interferentialrefrak- 
tors ist mehrfach abgedndert worden. 
Abb. 44 stellt den Strahlengang in einer 


L 


SS 

° 

Abb.44. Anordnung zur Erzeugung Brewstrerscher Abb. 45. Brewstrrsche Interferenzen im 
Interferenzen nach MAscart-LUMMER. Macuschen Interferentialrefraktor. 


Anordnung von Mascart*) und LuMMER dar. P ist eine planparallele Platte, L 
eine Linse, in deren Brennebene ein Spiegel S steht, & ist ein Fernrohr, das auf 
Unendlich eingestellt ist. Die ausgedehnte Lichtquelle befindet sich an der 
gleichen Stelle. In dieser Form ist das Instrument von WAETZMANN zur Unter- 
suchung von Linsenfehlern ausgebildet worden’), 

Um die Strahlen im Refraktor weiter zu trennen, als das in der JAMINschen 
Konstruktion méglich ist, haben ZEHNDER®) und gleichzeitig MAcH®) eine Kon- 
struktion angegeben, deren Strahlengang in Abb. 45 angegeben ist. P, und P, 
sind die aus einem Stick geschnittenen planparallelen Platten, S; und S, zwei 
Spiegel. Die Wirkung ist aus der Abbildung ohne weiteres verstandlich. 


) bey BuccrAntr, Mem spettrosce, Ital® Bdi33) 2 433. 1904; Bde 35) Sa47- 1905: 
) H. GeEIstER, ZS. f. wiss. Photogr. Bd. 7, S. 89. 1909. 
) RK. Lapenspure, Ann. d? Phys. Bd. 38, S. 247, 1912: 
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4) B&. Mascart, Ann. de chim. et de phys. Bd. 23, S. 4140. 1871. O. LuMMER, Wied. 
Ann. Bd. 23, S. 513. 1884; E. Wartzmann, Ann. d. Phys. Bd. 39, S. 1024. 1912. 
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Kapitel 2. 


Beugung. 
Von 
L. GREBE, Bonn. 


Mit 31 Abbildungen. z 


a) Einfachste Beugungsversuche mit elementarer Theorie. 


Unter der Lichtbeugung versteht man die Abweichung der Lichtausbrei- 
tung von den Gesetzen der geometrischen Optik, welche auftritt, wenn die Aus- 
breitung der Lichtwellen auf ein Hindernis trifft. Beugungserscheinungen 
wurden zuerst von GRIMALDI?) beschrieben. Sie bestehen in einer Modifikation 
der Schattengrenzen, die nicht, wie es die geometrische Optik fordern wiirde, 
einen diskontinuierlichen Ubergang zwischen Hell und Dunkel darstellen, sondern 
mehr oder weniger komplizierte, aber kontinuierliche Uberginge von der Hellig- 
keit zur Dunkelheit bilden. Es sollen zuerst einige der einfachsten Beugungs- 
erscheinungen mit ihrer elementaren Theorie besprochen werden, wobei gleich 
bemerkt sei, da diese elementare Theorie die Erscheinungen nur bis zu einem 
gewissen Grade richtig darstellt. Die genaue Theorie wird an einer anderen 
Stelle dieses Handbuches gegeben werden. 

1. Huycenssches Prinzip. Fresnersche Zonen. Zur Erklarung der Beu- 
gungserscheinungen benutzt man das sog. HuyGENssche Prinzip. Dieses sagt 
aus, daf man die Lichtwirkung eines leuchtenden Punktes Z auf einen Raum- 
punkt P (Abb. 1) ersetzen kann durch die Wirkung 
aller Flachenelemente einer Wellenflache / auf diesen 
Punkt. Jeder Punkt dieser Wellenflache wird als 
Ausgangspunkt einer neuen Kugelwelle aufgefaBt, 

und die Superposition 
aller dieser Wellenbe- 
wegungen in Pf liefert 
die dort beobachtete 
7 ? Gesamterregung. In die- 


£ 8 0 I é 
ser Form ist das Huy- 
GENSsche Prinzip von 
FRESNEL ausgesprochen 

F Abb. 2. Zoneneinteilung einer ebenen 


worden. Wir wollen Wellenfliche. 

mit Hilfe dieses Prin- 

zipes die Lichterregung im Punkte P berechnen. Machen wir zuerst die An- 
nahme, daB die Wellenflache F eine Ebene sei (Abb. 2). 


Abb. 1. Huycenssches Prinzip. 


1) GRIMALDI, Physico-Mathesis de lumine, Bononiae, 1665. 
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Der Fu8punkt des Lotes vom Punkte P auf die Wellenflache sei 0. Wir 
teilen nun die Flache dadurch in Zonen ein, daB wir mit P als Spitze und PO 
als Achse Kreiskegel konstruieren, deren Seitenlinien PA,, PA,, PAs; usw. 
sich von PO um 4/2, 24/2, 34/2 usw. unterscheiden, wo A die Wellenlange des als 
monochromatisch angenommenen Lichtes ist. Die so auf der Wellenflache ent- 
standenen Zonen sind Kreisringe, nur die mittlere ist ein Vollkreis. Der Inhalt 
desselben ist, wenn OP = / gesetzt wird, 


Oe: ee let ee 
Die nte Zone hat den Inhalt 
x (04% — OAR.) = {(i ! nay P (i _ a= nae Pla 


| ®) 2 
A n® . }? (n = 1)? 22 
= {nd t+ (91) A-b+ ji “a 
= 5 Ih = (n2 —(n 1»)| I. 


Da die Glieder, die mit 2?/4 multipliziert sind, wegen der kleinen Dimension von 
A gegen | gegen 4-1 zu vernachlassigen sind, bleibt fiir beide Zonen der gleiche 
Betrag 


Gio 1) Othe 


Die auf die genannte Weise ausgeblendeten Zonen haben also alle gleiche GréBe. 
Betrachten wir nun die Lichtwirkung aller dieser Zonen auf den Punkt P. Fir 
eime Reihe von Zonen A, bis A,.,, fur die die Neigung yon PA, und PA, ., 
gegen die Wellenflache als gleich angesehen werden kann, kann die Wirkung auf 
P einfach summiert werden. Wir haben im Abschnitt Interferenz die Summie- 
rung einer Anzahl von Strahlen mit in arithmetischer Reihe wachsender Phase 
untersucht (s. S. 14) und fanden, wenn die gemeinsame Amplitude, die ja hier 
wegen der Flachengleichheit der Ringe immer denselben Wert hat, a ist, fiir 
die Zusammenwirkung von x Schwingungen die Amplitude 
NV+ sing 


— (1) 


wo a die halbe Phasendifferenz der ersten und der letzten Schwingung ist. Jeden- 
falls wird diese Beziehung fiir eine unserer Zonen gelten, innerhalb deren die 
Phase um a gedndert ist (einem Gangunterschied 4/2 entspricht eine Phasenande- 
rung von a). Die Amplitude der resultierenden Schwingung von den Elementen 
einer Zone ist also 


. It 
7% « SIN ms é 
a.+ —— 2 —— 3 (2) 
M4 T j 
= 


wenn ax = ce gesetzt wird. Die Phase dieser resultierenden Schwingung ist, wie 
sich aus der FRESNELschen Konstruktion auf S 13 fir gleiche Amplituden sofort 
ergibt, das arithmetische Mittel zwischen den Phasen der Grenzen der Zone. 
Bei unserer Zonenkonstruktion unterscheiden sich also die resultierenden Phasen 
zweier aufeinanderfolgender Zonen um a. Die Summenwirkung aller Zonen 
erhalten wir also einfach dadurch, daB wir die Effekte aufeinanderfolgender 
Zonen mit wechselnden Vorzeichen addieren, Also 


S=m,—m,+m,—mt->:, 
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wo 
2Cy 20, 
ih ma mM, = ~~ usw. 
Die GréBen ¢,cy usw. haingen von der Entfernung A, P und von dem Winkel 
A, PO ab. Sie andern sich von Ring zu Ring nur sehr wenig, so daB auch die 
m von Ring zu Ring nur geringe Unterschiede haben. Der Ausdruck fiir S laBt 
sich nun folgendermaBen schreiben: 


\ 


Ms, My 


=S§ sia + ie —m, + a4 + S — m, + = tooo et = (fiir ungerades 7) 


2 


- + wart — m, (fiir gerades n). 


Jeder der Klammerausdriicke ist wegen der langsamen Anderung von m klein. 
Nun ist aber, wenn jedes m gréBer ist, als das arithmetische Mittel aus dem vor- 
hergehenden und folgenden 


= We Mea " 
SHS ke fiir ungerades n, 

m mM, — ais ~ m mM ae 
= + —— —— m tir perades » oder auch S$ < oe “5 fiir gerades n. 


Fassen wir aber die Glieder der Reihe folgendermafen zusammen: 


Pa My My Ma My M6 
alias ae e m, +") is ce am 
Mn+ 


Sa (fiir ungerades 7) 


Wg sks. 
ares (fiir gerades ), 


so folgt 


ee 
o's 


fiir ungerades , 


Win ps : 
ae fiir gerades n. 


Es muB also sein 
— 


My, 


Ww oa 
ack = fiir ungerades oder gerades n. (3) 


Dieselbe Uberlegung kann fiir den Fall angestellt werden, daB jedes m 
kleiner ist als das arithmetische Mittel aus dem vorhergehenden und folgenden!). 
Man sieht also, daB der Lichteffekt in P gleich der halben Summe der Wirkungen 
der ersten und letzten Zone ist, wo jeder Zone die mittlere Phase ihrer Grenzen 
zugeordnet ist. Ist die Wirkung der aufersten Zone klein gegen die der ersten, 
wie es in vielen Fallen, z. B. bei unendlich ausgedehnter Ebene als Wellenflache 
eintritt, so 1st 

Sa (4) 


2 


2 


1) A. ScHuSTER, Theory of Optics, S. 88ff. 3. Aufl. London 1924, An diese Darstel- 


lung sind die folgenden Betrachtungen tiber die elementare Theorie d. d. Beugungserschei- 
nungen, da sie trotz der elementaren Behandlung geniigend streng erscheinen, eng ange- 


schiossen. 
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gleich der Wirkung der halben Zentralzone allein. Da der Inhalt dieser Zone 
x-A-1 ist, so ist wegen (2) die Wirkung in P gegeben durch die Amplitude 


eee 
2a fe are 
oO 


HA 2 


wenn k+o die Wirkung eines Flachenelementes o bei 0 auf P ist. Oder 
Ge Ailae les. 


Bei einer ebenen Welle ist die Amplitude tberail gleich, also ist @ auch die Am- 
plitude bei 0. Es folgt also 


k= , (5) 


Der Beitrag des einzelnen Flachenelementes o zur Amplitude in dem Punkt P 
ist also 


kio=s. (6) 


Bisher haben wir die Wellenflache als Ebene angenommen. Nehmen wir jetzt 
die Kugelflache der Abb. 1 an, so kénnen wir hier die Zoneneinteilung genau 
so ausfiihren wie vorher. Dann bleiben die bisherigen Schlisse bestehen. Die 
Gr6Be der Zentralzone ist neu zu berechnen. Ist 46 das Lot von A auf LP und 
wird wieder OP =/ gesetzt, wahrend LO = 7, AB =h und BO = ¢ ist, so gilt 


h? = (2r —e)-e, oder wegen der Kleinheit von e?: #7 =2-r7-e. 
Ferner 


oder angenahert 


W=2PA(PA— FB), 
oder da PA=/+ 


oder angenahert 


Aus beiden Werten fiir /? folgt, da e = 


ee Sa ae 
Pe rea a 

Die GréBe der Zone ist h?z. 

Der Amplitudenbeitrag dieser Zone in P ist wie oben zu berechnen und ergibt 
sich nach (2) zu j 


De NM opactowu. 4 Llerv-h 
eo al ey el ee es 
Setzen wir wieder 
a 
ee oe 
so folgt fir die Amplitude in P 
a:4 
i+y- 


Die Amplitude in P nimmt also umgekehrt proportional mit der Entfernung 
von L ab, wie es sein mu, wenn die Intensitat mit dem Quadrat der Entfernung 
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abnehmen soll. Die Zonenkonstruktion und die Anwendung des Superpositions- 
prinzips letert also in P die richtige Amplitude, die auch durch die direkte Ein- 
wirkung von L auf P herauskommen wiirde. Die Phase in P ergibt sich als die 
wirksame Phase der ersten Zone, die den Mittelwert der Phasen ihrer Grenzen 
darstellt. Das Element in O wiirde eine Phase liefern, die sich von der in O um 
l 
27 * = 
A 
unterscheidet, weil / der inzwischen durchlaufene Weg ist. Die Randteile der 
Zone, von denen der Weg um 4/2 langer ist, wiirden 


also eine um a grOBere Phase liefern. Der Mittelwert unterscheidet sich also um 
a von der durch direkte Fortpflanzung von O aus erhaltenen Phase. Wir kénnen 
also, wenn die Lichterregung im Punkte O durch die Beziehung dargestellt ist: 
A ft Y 
=> -cos2a{- = ae 
wo a = A/r gesetzt ist, also A die Amplitude in der Entfernung 1 von der Licht- 
quelle bedeutet, die Lichterregung im Punkte P gewonnen aus der direkten 
Lichtfortpflanzung schreiben 
s,;= eae cos2ar( ge ‘ 
GENS Retna ee eg a 
wahrend die aus dem Huycensschen Prinzip eine um 90° davon verschiedene 
Phase liefert, also sich schreiben laBt: 
Ale i y+ 
ait 2a = 7 if 

Die hier betrachtete Form des HuycGensschen Prinzips, die von FRESNEL 
entwickelt worden ist, fiihrt also zu einem richtigen Amplituden- bzw. Intensi- 
tatswert, liefert aber die Phase um 90° falsch, was bei der Anwendung zu be- 
achten ist. 

2. Scuustersche Zonen. Statt die Wellenfront in ringférmige Zonen zu teilen, 
kann man fiir viele Probleme auch eine Einteilung in laminare Zonen wiahlen, 
die wir hier nach der Methode von SCHUSTER?) 
ausfiihren wollen. Ist WF die Wellenfront 
(Abb, 3), die wir als eben annehmen, so 
k6nnen wir sie in eine Anzahl paralleler 
Streifen einteilen, die senkrecht zu einer Rich- 
tung HK verlaufen. Ist LM ein solcher 
Streifen, so kénnen wir ihn in kleinere 
Flachen einteilen, deren GroBe so bemessen 
ist, daB die von zwei aufeinanderfolgenden 
Elementarteilen herrihrenden resultierenden 
Phasen sich um az unterscheiden, und wir pb, 3. Binteilung einer ebenen Wellenflache in 
kénnen wie friiher eine Reihe bilden. Wir laminare :Zonen, 
finden dann, daB die resultierende Wir- 
kung in P ein bestimmter Bruchteil des Elementes von LM ist, das der 
Mittellinie H K am nachsten liegt. Da die ganze Wirkung der Weite ¢ des Streifens 


s$; = 


1) A. ScHustTER, Phil. Mag. (5) Bd. 31, S.77. 1891; s.auch ScuustER, Theory of Optics, 
S. O21. 3. Anil, 19242 
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proportional sein wird, kénnen wir die Wirkung des resultierenden Elementes 
gleich k-h+t setzen, wo k der friher bestimmte Faktor ist und Ah eine noch zu 
bestimmende lineare Gr6Be darstellt. Damit ist also ausgedriickt, daB die Wir- 
kung des Streifens LM ersetzt ist durch die Wirkung einer Flache in der Nahe 
der Mittellinie von der Héhe / und der Breite ¢. Dieselbe Uberlegung kann fur 
jeden zu LM parallelen Streifen angestellt werden, und es reduziert sich schlieB- 
lich die Wirkung der ganzen Wellenflache auf die eines horizontalen Streifens 
von der Breite #. Dieser Streifen kann wieder unterteilt werden. Da der Streifen 
der Breite ¢ in P cine Wirkung k: f- ¢ hervorbringen sollte, so wird die Wirkung 
des Streifens der Breite h gleich k +h? sein. Auf diese Weise ist die Wirkung der 
ganzen Wellenflache auf die einer Flache 4? in der Nahe des Fu8punktes O der 
Senkrechten PO auf die Wellenflache zuriickgefihrt. Ist die Amplitude der 


ebenen Welle a, so muB nach Ziff.1, k-h® =a also h= | + oder, weil nach (5} 


i i war, h = yal sein, wenn / wieder die Entfernung des Punktes P von 
der Wellenflache ist. Die Wirkung des Streifens L M von der Weite ¢ wird demnach 
t-a 
yied 


sein. Um die von jedem Streifen herriihrende resultierende Phase zu erhalten, 
beachten wir wieder, daB die von dem Element /? errechnete Phase um a/2 falsch 
ist. Wir miissen also den optischen Weg nach P um eine viertel Wellenlange 
verkleinert denken, wenn wir das richtige Resultat erhalten wollen. Nun haben 
wir unser Resultat in zwei Schritten erreicht, die ganz gleichartig waren. Wir 
haben zuerst die resultierende Lichtbewegung eines vertikalen Streifens LM 
berechnet und dann die Summierung fiir den resultierenden horizontalen Streifen 
HK vorgenommen. Fiir die Phase mu jeder dieser beiden Schritte den gleichen 
0 ee Roem eiF Beitrag lefern, fir die Phasenberechnung 
miissen wir uns also jeden Streifen um 4/8 
dem Punkt P naher geriickt denken. Das 7 
gilt dann fiir diese naher geriickte Entfernung 
und die Wellenflache erscheint also fur die 
Phasenberechnung im Abstand 1 + 2/8. 
Wir wollen jetzt noch die Weite ¢ der 
Streifen bestimmen, die vorhanden sein muB, 
damit die oben zugrunde gelegte Bedingung 
Pp. erfiillt ist, daB aufeinanderfolgende Streifen 
Abb. 4. Einteilung einer ebenen Wellenflache in entgegengesetzte Phasen in P liefern (Abb. 4). 
oe abe Ist die Breite der Streifen OT,, T,T>, ToT, 
so entspricht, wenn wieder PO =/ gesetzt 
wird, die wahre optische Entfernung einer Lange 1 + 4/8. Die resultierende 
optische Entfernung des zweiten Streifens mu also, damit er entgegengesetzte 
Phase wie der erste hat, 


: 9h 
die des dritten / ++ = und die des mten 


4n — 3 
a Sy 
8 


ae 


sein. Die von einem dieser Streifen in P hervorgerufene Phase kann gendhert 
einer optischen Entfernung zugeschrieben werden, die das arithmetische Mittel 
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von PT, und PT, , ; ist. Fiir den ersten Streifen ist dann jedoch eine Korrektion 
anzubringen, da hier die Anderung von OP nach 7,P zu sehr von der Gleich- 
formigkeit abweicht. Fir den zweiten Streifen aber k6nnen wir schon als be- 
grenzende optische Entfernung 


PT,=14+34 und PT, =14+44 


setzen usw., also 
= (1, je 
PIy=14+54 und PT,=1+" 


co 


Vea 
Die Weite aufeinanderfolgender Streifen erhalt man aus der Beziehung 


OT, =VPT,—P =| ee a 


wenn das Glied mit 4? gegen das mit /+/ als klein vernachlassigt wird. Wir 
erhalten also als Weite des ersten Streifens 


=5i-a-73, 


fiir den zweiten 


2=ZVE-A(/7 -Y3). 


und fiir den mten 


5 EET orem (en / 
ty = ZV l-AtV4n —1 —y4n — 5}. 
Die Wirkung des mten Streifens in bezug auf die Amplitude ist also nach dem 
friheren wegen der Phasendifferenz a 
2 by 


q Vp-a 


af / ! * 
= —(y4n— 1 — Yan —5) 


mit wechselnden Vorzeichen. Die numerischen Werte dieser Wirkungen sind die 
folgenden, wenn die Amplitude der ebenen Welle gleich 1 gesetzt wird: 


Streifennummer Amplitudenwirkung Streifennummer Amplitudenwirkung 
1 +- 0,672 a | — 0,2908 
3 + 0,2135 4 | — 01774 
5 0,1547 6 — 0,1391 
7 + 0,1274 8 — 0,1183 
9 + 0,1109 10 | — 0,1047 
11 + 0,;0995 12 | — 0,0949 


Die Wirkung der ersten Zone ist aus den itbrigen durch die Uberlegung gewonnen, 
daB der vollstandige Effekt einer Seite 0,5 sein muB. Diese elementare Methode 
der Berechnung der Lichtwirkung nach dem HuyGensschen Prinzip liefert 
sehr angendhert die gleichen Resultate wie die strengere Behandlung des Pro- 
blems. Die Berechnung wird aber sehr viel weniger mit der exakten tberein- 
stimmend, wenn man den hier beachteten Phasenfehler vernachlassigt und die 
Einteilung in Zonen ohne Beriicksichtigung dieses Umstandes ausftihrt. Wegen 
der hier angewendeten Methode der Zonenberechnung, die unter Beriicksichtigung 
des Phasenfehlers zuerst von SCHUSTER ausgefithrt wurde, haben wir die gewon- 
nenen Zonen als SCHUSTERSche bezeichnet. 

3. Beugung am geradlinigen Rande eines Schirmes. Wir kénnen jetzt die 
gewonnenen Resultate benutzen, um eine Reihe einfacher Beugungserscheinungen 
zu erklaren, und wollen zuerst die Beugung am geradlinigen Rande eines Schir- 
mes in parallelem Licht betrachten. Das experimentelle Ergebnis des Versuches 
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ist in Abb. 5 nach einer von ARKADIEW!) ver6ffentlichten Photographie gegeben. 
Die hier benutzte Anordnung ist so, daB das Licht einer starken Bogenlampe 
auf den Spalt eines Spektrographen projiziert und dann ein spaltformiges Dia- 
phragma von 1,5mm Breite in den blauen Spektralbereich gebracht wurde, 
so da8 die Wellenlange 
A = 0,46 waustrat.. In emer 
Entfernung 24,17 m von der 
so gewonnenen monochro- 
matischen Lichtquelle befand 
sich die beugende Schirm- 
grenze parallel zum Beleuch- 
tungsspalt und in weiteren 
15,47m davon die photo- 
graphische Platte. Man sieht, 
daB an der Grenze des geo- 
metrischen Schattens, der 
sich an der Stelle O des 
unter der Abbildung ange- 
brachten MaBstabes befinden 
wurde, die Intensitat ein 
Viertel derjenigen ist, die 
weit auBerhalb des Schat- 
a ‘ : tens besteht, und daB nahe 
Abb. 5. Beugung am geradlinigen Rande eines Schirms (nach ARKADIEW). der Schattengrenze ein perio- 
Die vier tibereinanderstehenden Teile der Abbiidung beziehen sich auf discher Helhigkeitswechsel 

verschiedene Materialien und verschiedene Kriimmungsradien der beu- : é 
genden Kante. vorhanden 1St, der mit ab- 
nehmender Amplitude nach 
der beleuchteten Seite hin verlauft. Die vier tibereinanderstehenden Teile der 
Abbildung beziehen sich auf verschiedene Kriimmungsradien und_ verschie- 
dene Materialien der schattenwerfenden Kante. Diese Variation der Versuchs- 
bedingungen wurde von FRESNEL?) zuerst ausgefiihrt, um die Annahme von 
YounG zu widerlegen, daB nur die Interferenz der direkten mit den an den 
Randern der Korper streifend reflektierten Strahlen die Beugung bewirke, und 
um zu beweisen, da auch entferntere Gebiete der Wellenflache an der Inter- 
A o % & & 6 ferenz teilmehmen. In der Tat sieht man, daB 
die beobachtete Erscheinung von diesen Ver- 

suchsbedingungen unabhangig ist. 

Wir betrachten nun die Theorie der Erschei- 
nung nach den oben abgeleiteten Beziehungen. 
f Es sei AO Abb. 6 der schattenwerfende Schirm, 
| der gleichzeitig ein Stiick der Wellenflache dar- 
& ? P S stellt, und SS der Schirm, auf dem die Licht- 
Abb. 6. Beugung am geradlinigen Rande erscheinung beobachtet wird. OP ist die Nor- 
er oe omen lite aut amen Punkt male auf der Wellenflache und P die Grenze des 
geometrischen Schattens auf dem Schirm. Im 
Punkte P stellt die wirksame Wellenflache OB die eine von zwei vollkommen 
symmetrischen Halften der ganzen Wellenflache dar, die ohne den schatten- 
werfenden Schirm einwirken wirde. Durch die Einftihrung des Schirmes ist also 
an dieser Stelle die Amplitude der Lichtwirkung auf die Halfte reduziert, die Inten- 


1) W. ARKADIEW, Die Fresnelschen Beugungserscheinungen, Phys. ZS. Bd. 14, Taf. 39. 
1913. 
2) A. FRESNEL, Oeuvres compl. Bd. 1, S. 332. 1866. 
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sitat, die dem Quadrat der Amplitude proportional ist, also auf den vierten Teil 
in Ubereinstimmung mit dem Befund des Experimentes. Um die Intensitiits- 
verteilung in einem Punkte P auBerhalb des geometrischen Schattens zu erhalten, 
konstruieren wir die im vorigen Abschnitt gta pak eee 
besprochenen ScHusTERschen Zonen (Abb. 7). 

Ist PT, die Senkrechte von P auf die Wellen- 

flache, so ist die Amplitudenwirkung aller 

Zonen rechts von 7, auf P gleich 1/,. Dazu 

kommt die Wirkung der Zonen links von 75. 

Die Einwirkung der links liegenden ungeraden 

Zonen bewirkt eine Vermehrung, die der ge- © Pp S 
raden eine Verminderung dieser Amplituden- Abb. 7. Beugung am geradlinigen Rande eines 
wirkung. Je nach der Zahl dieser linken ein- >" oe ee ae 
wirkenden Zonen wird also ein Maximum oder 

Minimum der eintretenden Lichtwirkung vorhanden sein. Das erste Maximum 
ist vorhanden, wenn OT, = T,7, ist, das erste Minimum, wenn OT, = ToT. 


: : An — 14 , . 
it. Nun war 7,7, — led, also sind die Entfernungen der Maxima 


und Minima vom Rande des geometrischen Schattens durch diese Beziehung 
gegeben. Die Gleichung zeigt, daB die Orter dieser Maxima und Minima Parabeln 
sind. Die Rechnung ergibt eine gute Ubereinstimmung mit den Resultaten des 
Versuchs. Im Innern des geometrischen Schattens kommt man in 4hnlicher 
Weise zu einer Darstellung der Versuchsergebnisse, wenn man FRESNELSsche 
Zonen wie in Abb. 6 konstruiert, so daB fiir einen Punkt Q 


™~ 


T,0 —OQ=T,0—T,0=T30 —T,Q=-::: 


ist. Dann ist entsprechend dem friiheren der Effekt in Q durch eine Reihe mit 
abwechselnden Vorzeichen gegeben. 


, | ; 
M, — My +- My — My --* 


In ahnlicher Weise wie frither kann gezeigt werden, daB die Summe gleich einem 
Bruchteil von m, ist. Da aber mit wachsendem Abstand PQ die Zonen immer 
kleiner werden, wird der Effekt in Q um so kleiner, je weiter Q von P entfernt ist. 
Auch dieser Befund ist mit dem Experiment in Einklang. In der folgenden Ta- 
belle sind die Intensitaten der einzelnen Beugungsmaxima, die sich aus den 
friiher angegebenen Zonenwirkungen berechnen, angegeben, wenn die Intensitat 
des einfallenden Lichtes 14 ist: 


1 2 3 | 4 5 | 6 7 
Maxima 1,3748 1,1995 1,1509 12500), datos 1,0993 1,0910 
Minima Oe ie 0,8429 0,8718 0,8891 | 0,9006 0,9092 


Die Resultate dieser elementaren Uberlegung sind mit den Versuchsresultaten 
in sehr gutem Einklang. : 

Bei Verwendung nicht ebener Lichtwellen ist die Uberlegung etwas zu modi- 
fizieren. Betrachten wir Licht, das von einem im Endlichen gelegenen Spalt 
ausgeht, der der Grenze des schattenwerfenden Schirmes parallel ist, so konnen 
wir die Wellenflache als Zylinderflache auffassen, die den Spalt als Achse hat. 
Um die Lichtbewegung in einem Punkte Q (Abb. 8) auf dem Schirm SS zu er- 
halten, kénnen wir wieder die Wellenflache OF in Zonen vom Punkte 7), wo 
LT,Q als Radius die Normale zur Wellenflache ist, teilen, so daB die resultierenden 
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Wirkungen aufeinanderfolgender Zonen im Punkte Q entgegengesetzte Phasen 
haben. Die Randentfernungen der Zonen miissen dann die gleichen wie frither 
sein, also 


OT, = QT, +71. 


Maxima und Minima entstehen wieder, je nachdem OT, eine ungerade oder 
gerade Anzahl von Zonen enthalt, also fiir 
00-97, =" = 


Seize Wit On de 1 = getinids wieder =F co. ist 


As 


00=F+ x2 oder angenahert QO =1+4 - ‘ 
op tewe Ft itn od Sad 
OT, = LO 9 oder angenahert O75 == aU a 
Die Maxima und Minima sind also bestimmt durch 
all it \ aa 
As Sam cree 
oder 
sl aie AG tad 
4 Y 
Der Wert unter der Quadratwurzel unterscheidet sichalso von dem frither bei ebenen 
z y : : 
Wellen gewonnenen nur durch den Faktor - q der fiir gq = oo, wie es sein muB, 


zu J wird. d 


S 
5 eg) XP ay 
Abb. 8. Beugung am geradlinigen Rande eines Abb. 9. Beugung an einem schmalen recht- 
Schirms bei zylindrischer Wellenflache eckigen Schirm. ' 


4. Beugung an einem schmalen rechteckigen Schirm. Die von einem Spalt 
ausgehende Lichtbewegung, fiir die wir also wieder eine zylindrische Wellenfliche 
annehmen k6énnen, falle auf einen schmalen rechteckigen Schirm, dessen Langs- 
kante dem Spalte parallel sei. Ist AB (Abb. 9) die Spur des senkrecht zur 
Zeichenebene gedachten Schirmes, so konnen wir fiir die Betrachtung eines Punk- 
tes P im geometrischen Schatten XY wieder eine Zoneneinteilung der Wellen- 
tlache WF vornehmen, so-dat. Pi Pb = TPT sw, ot ed 

o if D d 
5 aes A : es R 
ebenso auf der anderen Seite, so daB PR, — PA = ~ usw. Die Wirkung dieser 


Zonen laBt sich als ein Bruchteil der beiden Randzonen bei A und B auffassen, 
und deren Gesamtwirkung wird zu einem Maximum oder Minimum der Licht- 
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erregung fihren, je nachdem die Differenz A P — B P ein gerades oder ungerades 
Vielfaches der halben Wellenlainge ist. Die Lagen der Maxima und Minima im 
geometrischen Schatten sind also gerade so, als ob sich bei A und B kohirente 
Lichtquellen befanden, woraus sich fiir den Schattenraum YX nach den Betrach- 
tungen im Abschnitt Interferenz ein System von dquidistanten hellen und dunklen 
Streifen ergibt. Die Streifenbreite ist um so gréBer, je ndher A und B aneinander 
legen. Sind die Streifen bis zur Mitte des Schattenraumes sichtbar, so ist der 
Mittelstreifen hell, AuBerhalb des Schattenraumes treten bei geniigend breitem 
beugenden Schirm die gewéhnlichen Beugungsfransen des schattenwerfenden 
Schirmes auf, die wir im vorigen Abschnitt betrachtet haben, deren Streifenbreite 
also nach auBen abnimmt, Ist der Schirm dagegen nicht hinreichend breit, so 
kann man auch fiir die Berechnung der auBerhalb des geometrischen Schattens 
liegenden Streifen die Mitwirkung der auf der anderen- Seite liegenden Zonen 
nicht mehr vernachlassigen, und es tritt eine Abweichung von den gewohnlichen 
Schattenstreifen auf. Bei sehr engem beugenden Schirm wird die ganze Beugungs- 
erscheinung immer lichtschwacher, wie ohne weiteres aus der Uberlegung hervor- 
geht, daB mit abnehmender Schirmbreite die Erscheinung mehr und mehr der 


7 8 9 10 
Bleistift Nahnadel Pferdehaar Menschenhaar 
Durehm. 1,97 mm 0,22 mm 0,045 mm 
7,15 mm 

Abb. 10. Beugungserscheinung an schmalem Schirm (nach ARKADIEW). 


ungestérten Beleuchtung des Auffangeschirmes entsprechen mu. Abb. 10 gibt 
wieder nach ARKADIEW die Beugungserscheinung fiir verschiedene Schirmbreiten. 

5. Lichtdurchgang durch eine kreisférmige Offnung. Betrachten wir 
ebene Wellen, die auf eine zu ihnen parallele kreisférmige Offnung auffallen, 
so kénnen wir die Offnung in FRESNELsche Zonen 
einteilen und so zunachst die Lichtintensitat in einem 
Punkte P der Mittelpunktnormalen des Kreises 
(Abb. 11) leicht berechnen. Ist die Offnung so klein, 
daB die Anzahl der auf sie entfallenden FRESNEL- 
schen Zonen nur gering ist, so sind die Amplituden- 
wirkungen der einzelnen Zonen nach den Uber- 
legungen des Abschnittes 1 gleich groB. Da nun die 
Summenwirkung Abb. 11. Lichtdurehgang durch eine 


om My , My kreisformige Offnung, 
sof 


g —-- 4 


war, wo m, die Wirkung der mten Zone bedeutete und das positive Zeichen 
sich auf eine ungerade, das negative aber auf eine gerade Anzahl von Zonen 
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Schirm Offnung Schirm 


n= 


Abb. 12. Beugung an kreisférmiger Offnung und kreisformigem 


Schirm (nach ARKADIEW), 
Die beigefiigte Zahl m gibt die auf die Offnung bzw. 


den Schirm entfallende Zahl der FRrEsNELschen Zonen an. 


Ziff. 5. : Lichtdurehgang durch eine kreisférmige Offnung. A7 


bezog, so ist fir eine gerade Zonenzahl die Amplitude in P gleich Null, fiir eine 
gerade aber gleich m,, der Wirkung der ganzen ersten Zone. In diesem letzteren 
Falle ist also die Amplitude in P doppelt, oder die Intensitat viermal so groB 
als fiir die ungestérte Wellenbewegung. Setzen wir wieder O P = J und den Radius 
der Offnung gleich ry, so ist die Bedingung fir das Auftreten dieser Maxima und 
Minima in P das Vorhandensein einer ganzen Anzahl von Zonen in der Offnung. 
Da die Zonen so bestimmt sind, da die Differenz PR — PO ein ganzes Viel- 
faches von 4/2 sein muB, wenn R ein Punkt der Kreisperipherie ist, so muB also 
gelten 

ni 7 y? 


PR—PO=jF—r—-P= = oder angenihert se =~ also J= 


Dil n-h- 


Dabei tritt fiir ungerades 7 das Maximum, fiir gerades m das Minimum auf. Ist 
J nicht durch eine solche Beziehung mit 7 und 4 verkniipft, so kénnen wir die 
Amplitudenwirkung im Achsenpunkt P so bestimmen, daB wir die Kreisoffnung 
in eine ganze Anzahl x beliebiger Zonen teilen, die gleiche Flacheninhalte haben. 


Nach Absatz 1 ist thre Gesamtwirkung in P 
ee Ge SIO 


’ 


[ad 


wo a die halbe Phasendifferenz zwischen den Wirkungen der ersten und letzten 


Zone ist und a die Amplitudenwirkung einer Zone bedeutet. Da diese einer 
250 


optischen Weegdifferenz 72/2] entsprechen, so ist die Phasendifferenz fe 


oder die halbe Phasendifferenz « = — Die GréBe a ist die Amplituden- 
wirkung eines Zonenringes, dessen Flache wir o nennen wollen. Nach Ziff. 1 
Gleichung 6 ist sie gleich aes wenn A die Amplitude bei O ist. Also ist die 


a oe ae A+-v*x 


GréBe x-a gleich Se as Es wird also die Amplitudenwirkung in P 
: A-r-x sinn-2/- A Pe age 
i —— — — 7 Ss a 
.) oe in 2A SL a) 


oder die Intensitat 
: ed ae 
ie a 4], 7 aS 


Seitlich der Achse ist die Berechnung komplizierter. Die Rechnung ergibt das 
Auftreten heller und dunkler Ringe um den Punkt P. In Abb. 12 sind nach 
ARKADIEW Photographien der Beugung an kreisférmigen Offnungen gegeben, 
bei denen die beigefiigte Zahl n die Anzahl der auf die Offnung enifallenden 
FRESNELschen Zonen angibt. Man sieht die hier mitgeteilten Uberlegungen 
iiber das Verhalten der Mitte des Beugungsbildes vollkommen. bestatigt. 

Bei Benutzung von divergentem Licht kénnen wir genau in derselben Weise 
wie v orhin eine Einteilung in Zonen gleicher Oberflache vornehmen. Die Am- 
plitudenwirkung in P ist wieder 

ae sin & 


, 


X 
wobei nur der Wert von «, der halbe Phasenunterschied zwischen dem Mittel- 
und Randstrahl sich von dem fritheren unterscheidet. Es ist namlich der optische 
Wegunterschied dieser beiden Strahlen gleich (Abb. 13): 


(AL + AP) —(OL4+0P)=AL—OL+AP-—OP 
y2 


2 
= 3g 7 2T’ 
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wenn wieder PO = 1/1 und OL = q gesetzt wird, Der halbe dementsprechende 
Phasenunterschied ist also 
Tt Pt a : 
He I ? 
A ey =| 


und daraus ergibt sich fir die Amplitudenwirkung in P ein Maximum oder 
Minimum, wenn dieser Gangunterschied ein ganzes Viertel von 4/2 ist, also fiir 


2 


ie ei Ber 
2q 21 2 


oder 


Noe ee nes 
4 eyes 
y aa 
° Pct cin thee | 
Dabei ist ein Maximum fiir ungerades, ein 


2 Minimum fir gerades vorhanden, Die 
Amplitude im Maximum ist 


Abb, 13, Beugung an einer kreisférmigen Offnung, Z + q 2 


wenn sie bei 0 gleich 1 gesetzt wird. 

6. Beugung an einem kreisformigen Schirm, Betrachten wir eine Kugel- 
welle, die auf eine kreisf6rmige Scheibe senkrecht zum Kugelradius trifft, so ist 
mit Hilfe der FrEsNEtschen Zonenkonstruktion die Lichtwirkung in einem 
Achsenpunkte P (Abb, 14) leicht zu bestimmen. Man findet die Amplituden- 

W wirkung in P entsprechend den friiheren Be- 

trachtungen gleich der Wirkung der halben ersten 

Zone auberhalb des Schirmchens. Wenn dieses 

genugend klein ist, so hat diese Zone denselben 

i Pp Flacheninhalt wie die Zentralzone bei O, die durch 

das Schirmchen abgeblendet wird, Die Lichtwir- 

kung in P ist also gerade so groB, als wenn der 

fi kleine kreisformige Schirm gar nicht vorhanden 

pbb 1t> Bengunie ay cineu inebiormisct ware, . Wiesesezun chat uberraschende Resultat 

wurde aus den FReEsNELschen Uberlegungen 

zuerst von Potsson abgeleitet und als Gegenbeweis fiir die Richtigkeit der Frrs- 

NELschea Theorie angesehen. Die Experimente von Arago bestatigten aber das 

theoretische Resultat, das dann eine wichtige Stiitze der Wellentheorie des Lichtes 

wurde. In Abb. 12 sieht man auf den Bildern von ARKADIEW diesen hellen Punkt 

in der Mitte des Schattens einer Kreisblende fiir verschiedene Blendengr6Ben 
wirklich auftreten. 

7. Beugung ebener Wellen an einem Spalt. Fraunnorersche Beugungs- 
erscheinungen. Wenn ebene Wellen auf einen Spalt auffallen, dessen Ebene 
mit der Wellenflache parallel ist, die also von einer unendlich weit entfernten 
Lichtquelle ausgehend gedacht werden kénnen, so tritt eine leicht zu unter- 
suchende Beugungserscheinung auf einem Schirm auf, der sehr weit von dem 
Spalt entfernt angenommen ist. Man kann diese Bedingungen dadurch experi- 
mentell herstellen, daf{ man die Lichtquelle in die Brennebene einer Kollimator- 
linse stellt, und die Beobachtung in der Brennebene eines auf Unendlich einge- 
stellten Fernrohrs ausfiihrt. Diese Anordnung ist insbesondere yon FRAUNHOFER 
angewendet worden, weshalb die unter diesen Bedingungen gewonnenen Beu- 
gungserscheinungen meist als FRAUNHOFERsche bezeichnet werden, Im Gegen- 
satz dazu hat man die Erscheinungen, bei denen Lichtquelle und Auffangeschirm, 
wie bei den bisher betrachteten, beide im Endlichen liegen, vielfach als FRESNEL- 
sche Beugungserscheinungen bezeichnet. Fiir die folgende Uberlegung sollen die 


? 
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FRAUNHOFERSchen Bedingungen vorausgesetzt werden. Es sei (Abb. 15) AB 
der senkrecht zur Zeichenebene gedachte Spalt. Der Punkt P liege auf dem 
unendlich fern gedachten Schirm SS, m ent- 

spreche dem Durchschnitt der Mittelebene auf “ 
dem Spalt mit SS. Teilen wir die Spaltfliche Wee 
in eine grobe Anzahl x von Aquidistanten 

Streifen, so ist die Lichtwirkung in einem 

Punkte P des unendlich fernen Schirmes fir 

jede dieser Zonen fiir sich die gleiche. Die 

Phasendifferenz der einzelnen Zonen ist die 

gleiche wie auf dem mit PA um P geschla- 

genen Kreisbogen, der fiir unendlich entferntes 

P mit dem Lot von A auf PB zusammen- S 

fallt. Die Phasendifferenz von Zone zu Zone P M 
steigt also um den gleichen Betrag, und die Abb. 15. Beugung an einem Spalt. 
Randzonen unterscheiden sich in der Phase 

um einen Betrag, der dem optischen Wegunterschied BC entspricht. Dieser 
Phasenunterschied ist, wenn der Winkel POM = # gesetzt wird, gleich 


B 


206 = AB «sin -** 
oder die halbe Phasendifferenz a = + -d-+sind, wenn die Spaltbreite gleich 
d gesetzt wird. Die resultierende Amplitude in P ist also nach Ziff. 1, Gleichung 1 
gleich 


wenn die Amplitude in M, wo die Phasen aller Zonen gleich sind, x: a= A 
gesetzt wird. Die Beugungserscheinung auf dem Schirm SS ist also periodisch. 
Die Amplitude ist Null, wenn sin « = 0 oder « tg o 
ein ganzes Vielfaches von a ist. Das tritt aber 
ein, wenn d-sin# ein ganzes Vielfaches von / 
ist. Die Intensitatsverteilung, die den Ampli- 
tudenquadraten proportional ist, ergibt sich 
aus der Beziehung 
sin? « 


J=Jo-- 2? 


x 
wo J, die Intensitat bei M bedeutet. Fiir die 
Maxima der Intensitéat in Abhangigkeit von 
der Phasendifferenz a ergibt sich durch Dif- 
ferentiation nach a und Nullsetzen 


tgx=oa. 


Die Wurzeln dieser Gleichung findet man durch 
eine graphische Darstellung nach Abb. 106. 
Darin ist einmal aufgetragen die Funktion 


y= tga 


und ferner die Gerade durch den Koordinaten- oe bo 
anfang y = o, die unter 45 ° gegen die Koordi- Abb. 16. Paras Seas Ne Gleichung 
natenachse geneigt ist. Die Schnittpunkte 

beider geben die Wurzeln der Gleichung tga = a. Setzt man die gewonnenen 
Werte in die Gleichung fiir die Intensitat ein, so findet man eine Intensitats- 


Handbuch der Physik. XX. 4 
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kurve wie in Abb. 17, aus der man sieht, daB die Intensitaten der Maxima vom 
Hauptmaximum aus sehr schnell abnehmen. Die Verhaltnisse dieser Intensitaten 
in den Maximis entsprechen ungefahr der Reihe 


he ine usw 
20 mason © : 


Die Lagen der Maxima ergeben sich bei 
d-sin0=0, 1,4304, 2.45904, _3,4714, 4,477 -usw. 


8. Fraunnorersche Beugung an mehreren Spalten. Gitter. Betrachten 
wir ein System von  Spalten, die untereinander parallel, gleich breit und aqui- 
distant sind und denken uns wieder ebene Lichtwellen, die auf dieses System so 
auffallen, daB die Wellenebene der Ebene 
des Spaltsystems parallel sind. Die Spalt- 
breite sei d, der Abstand zweier Spalt- 
offnungen, die sog. Balkenbreite, sei b. Wir 
wollen die Lichtbewegung in einem unendlich 
fernen Punkte P untersuchen, der einem 


Abb. 17. Intensitatsmaxima und -minima bei der Abb. 18. Beugung an mehreren 
Beugung an einem Spalt. Spalten. 


System austretender Parallelstrahlen entspricht, das mit dem einfallenden 

Strahlenbiindel einen Winkel @ bildet. Jeder der Spalte liefert in P eine 

Amplitudenwirkung, die nach dem vorigen Abschnitt durch 
A + sin x 


M = — 


a 
gegeben ist, wo A die von einem Spalt herriihrende Amplitude in dem der direkten 
*. sats ; ‘ ; a : : : 
Durchgangsrichtung entsprechenden Punkt ist, und a = ie d-sin’ ist. Die 


Phasen der von aufeinanderfolgenden Spalten hervorgerufenen Lichtbewegungen 
unterscheiden sich um den Betrag, der dem Gangunterschied der Strahlen ent- 
spricht, die durch die Spaltmitten der aufeinanderfolgenden Strahlen gehen. 
Dieser Gangunterschied ist gleich der Strecke CC’ (Abb. 18), und der entsprechende 
Phasenunterschied ist ; 

2) 


20.= CO a= = (a4 b) sind - = ; 


A 
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Wir haben also in P das Zusammenwirken von n Erregungen gleicher Ampli- 
tude, deren Phasen eine arithmetische Reihe mit der Differenz 2@ bilden. Die 
Gesamtwirkung ist also nach dem friiheren (Abschn. Interferenz, Ziff. 8) 
Pie es SY 
sin @ 

Setzen wir den Wert fiir W ein, so erhalten wir: 

| -d - sing _ Sinn er. sin o : sinn p 

ek sing “ sing ’ 

wo Bb =xn-A die Amplitude in einem dem direkten Durchgang entsprechenden 
Punkte ist. Die Intensitat in P ist dem Quadrat der Amplitude proportional, also 


sin?a sin? ng 


J= Je: wo a= 5 -d- sith, p= = (4 +d)sind 
ist und J, die Intensitat des unabgebeugten Maximums bedeutet. Es ist 

9 — #*- A®, also dem Quadrat der Spaltzahl proportional. Ist sin nw = 0, sin 
aber von 0 verschieden, was eintritt fir nm = K-a (K ganze Zahl auBer 0, 
mn, 2m usw.) so ist J = 0. Die Maxima der Intensitat ergeben sich durch Nullsetzen 
der Ableitung von eee aus der Gleichung 

tengo =—n-tggp. 

Sie liegen bei p = 0, 2, 27 usw. oder da m = > (d + b)- sind ist, bei 

i 2h Red 
rss rat usw. Ea 
AuBerdem treten noch Nebenmaxima auf, die zwischen den einzelnen Minimas 
liegen, in denen die Intensitat aber sehr gering ist. Man erhalt sie etwa durch 
eine graphische Auflésung der obigen Gleichung. 

Aus der Beziehung fiir die Lage der Hauptmaxima folgt, daB fiir kleine 
Beugungswinkel #, fiir die der Sinus mit dem Winkel indentifiziert werden kann, 
die Abbeugung proportional der Wellenlange ist. Bei Verwendung nicht homo- 
genen Lichtes tritt also eine Farbenzerlegung auf, wobei jedes einzelne der Haupt- 
maxima einem Spektrum entspricht, das man wegen der Proportionalitaét der 
Ablenkung mit der Wellenlange als ein normales Spektrum bezeichnet. Die 
verschiedenen Maxima liefern das Spektrum Oter, 
1ter, 2ter usw. Ordnung, je nachdem es sich um das 
mittlere, erste seitliche, zweite usw. Maximum handelt. 
Systeme dquidistanter gleich breiter Spalte, wie wir 
sie eben behandelt haben, bezeichnet man als Gitter. 
Solche Anordnungen bilden mit die wichtigsten 
Hilfsmittel fiir die Spektroskopie. Man sieht sofort, 
daB Messungen der Wellenlangen méglich sind, wenn 
die GréBe d + b, die sog. Gitterkonstante, bekannt ist. 

Ist die Einfallsrichtung des Parallelstrahlbiindels 
nicht senkrecht gegen die Gitterebene, so ist der Gang- 
unterschied zweier Biindel in der Abb. 19 durch die 
Differenz AE — BD gegeben. Ist ¢) der Richtungs- re nse ree 
kosinus des einfallenden Biindels gegen die Gitter- ten ‘bei schiefem Finfall Seren dis 
ebene oder der Sinus des Einfallswinkels auf das BU BMENENP: 

Gitter und ¢« der Richtungskosinus fiir das ab- 
gebeugte Biindel gleich dem Sinus des Beugungswinkels, so ist diese Differenz 
(d+ b)-e—(d4+))-e&. 


2 5 er +] 
Sa sin" | 


sin? = 0, 


4* 
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Fir die Hauptmaxima mu dieser Gangunterschied ein ganzes Vielfaches der 
Wellenlange sein, also gilt, wenn wir noch die Gitterkonstante d + b = a setzen, 


a(e—&) =h-i, wo ji On sl gal we} usw. ist. 


9. Kreuzgitter. In der zuletzt abgeleiteten einfachen Form laBt sich die 
Gleichung fiir die Lage der Maxima eines Gitters leicht verallgemeinern fiir den 
Fall, daB das Gitter nicht aus parallelen Spalten besteht, sondern etwa ein System 
von Offnungen darstellt, die auf den Ecken eines Quadratrasters liegen. Fallt 
auf ein solches sog. Kreuzgitter paralleles Licht auf, dessen Richtungskosinus 
gegen die eine Rasterrichtung ¢y, gegen die andere 17, ist, wahrend die abgebeugten 
Strahlen die Richtungskosinus ¢ und 7 haben, so liegen die Interferenzmaxima 
da, wo sich in beiden gekreuzten Spaltsystemen die Lichtwirkungen verstarken. 
Das ist dort der Fall, wo beide Systeme die Maximumbedingung erfiillen, wo 
also gleichzeitig gilt 

a(€ —&) =h,-A, 

a3 (1) — Io) = hg-h, 
wenn a, und a, die Gitterkonstanten fiir die beiden sich kreuzenden Raster- 
richtungen bedeuten. Die Gleichungen sind von LAvE auch auf das Raumgitter 
erweitert worden, wobei eine dritte Gleichung hinzukommt. Diese Erweiterung 
wird an anderer Stelle bei der Betrachtung der Rontgenstrahleninterferenzen 
besprochen, weil sie fiir das Licht nicht realisiert werden kann. 

10. Tarporsche Streifen. Betrachtet man das kontinuierliche Spektrum 
des wei®en Lichtes in einem Spektralapparat und schiebt vor die halbe Pupille 
von der Seite des Violett her ein diinnes Glasplattchen — 
etwa ein Deckglaschen —, so treten im Spektrum dunkle 
Streifen parallel den FRAUNHOFERschen Linien auf, die 
von TALBoT im Jahre 1837+) zuerst beobachtet wurden 
und nach ihm als TatBotsche Streifen bezeichnet 
werden. Eine einfache, aber unvollstandige Erklarung 
des Phanomens ergibt sich aus der Betrachtung der 
Interferenz der durch das Blattchen und an dem Bblatt- 
chen vorbei verlaufenden Strahlen auf der Netzhaut des 
Auges. Ist (Abb. 20) ZL eine homogene Lichtquelle, 
deren Wellenlange in Luft A, in dem Glase des Platt- 
chens Pd’ ist, und bedeutet 2’ den Brechungsexponent 
des Glases, so ist 


L 


v2 


i 

Ist a die Dicke des Plattchens, so verlaufen in ihm a/2’ 
Wellen, wahrend in der gleich dicken Luftschicht a// 
Wellen verlaufen. Die beiden Halften des Biindels, von 
denen die eine durch Luft, die andere durch das Glas 
gegangen ist, erhalten also einen Gangunterschied 


(n’ — 1). 


Abb. 20. Tarpotsche Streifen im 
Spektrum. a a a 


a) 
Ist dieser Gangunterschied ein ungerades Vielfaches von 4/2, so tritt Vernichtung 
ein. Da nun im Spektrum sowohl / als n’ kontinuierlich variert, so wird ab- 


ah Tre) ). ee 2 ; 
wechselnd ein Gangunterschied ~ (27 — 1) und — - 2m auftreten, so daf§ die Ent- 


stehung der Tarpotschen Streifen verstandlich ist. 


1) H. Tarsot, Phil. Mag. (3) Bd. 10, S. 364. 1837. 
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Wie schon gesagt, ist aber diese Erklirung unvollsténdig; denn sie bringt 
nicht zum Ausdruck, weshalb die Erscheinung nur auftritt, wenn das Plittchen 
von der violetten und nicht, wenn es von der roten Seite des Spektrums her 
eingeschoben wird. Die vollstindige Theorie ist von Arry!) gegeben worden und 
berucksichtigt den hier gleichzeitig auftretenden Beugungsvorgang. Die Atrysche 
Beugungstheorie betrachtet die beiden Halften der Pupille, deren eine von dem 
Plattchen bedeckt, wahrend die andere frei ist, als System von zwei beugenden 
Spalten, deren Buschel auf der Netzhaut zur Interferenz kommen. Der Phasen- 
unterschied, der in dem Plattchen hervorgerufen wird, sei R. Wir benutzen die 
Formel, die wir fiir die Intensitat der Beugungserscheinung durch eine Reihe 
von Spalten in Ziff.8 abgeleitet haben und die sich fiir zwei Spalten in der 
Form schreibt: 

sin? « < 


J= Jor Pe a le ae 


Dabei ist a = = -d-sind (d Spaltbreite, #® Beugungswinkel) und => 
- (d+ 5) sin#& (6 Balkenbreite). 
Nennen wir den Radius der Augenpupille 4, die Brennweite der Augenlinse 


?, nehmen die Achse LB als x-Achse, BC als y-Achse eines Koordinatensystems, 
so daB 


a-h-y : 
oder wenn ZF = @ Besetzt wird 
4A 


j= 


Wir haben bisher nur einen einzigen monochromatischen Lichtpunkt L an- 
genommen. Ein benachbarter Punkt L’ wirde eine ahnliche Lichterscheinung 
mit dem Beugungszentrum B’ ergeben. Ist dessen Ordinate, so ist in der obigen 
Forme! statt y ~ y — ¥ einzusetzen, um die Intensitatsverteilung zu bekommen. 
Allgemein ist also 


pe o ‘s ome (w + =| . 


Oo 


o= = : ; (vy — ) 
zu setzen. 7 kann iibrigens klein angenommen werden, da weit entfernte Punkte 
L’ auf die Lichtverteilung bei B keinen Einflu8 mehr haben werden. AuBer 
@ ist aber auch R Funktion von », da die Lichtquelle ja als Spektrum 
gedacht ist, und die Phasenverzégerung mit zunehmendem Brechungsexponent 
wachst. Nehmen wir diese Funktion, weil wir immer nur kleine 7 in Betracht 
zu ziehen brauchen, linear an, so gilt 


R=K«7, 
wenn das Spektrum auf der Netzhaut mit der violetten Seite nach positiven 
y liegt und K > 1 ist. Setzen wir noch 
K-i-f 


a 


ach 


i GaAtry Pit Drange 4040, o.2257 1544, S. 4. 
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so wird die auf dem Punkt y von irgendeinem Punkt des betrachteten Spektral- 
teiles gelieferte Intensitat 
= NG: K 
o(1 ae): 5 “1 


sin w\2 s 
le ae 
C ist wegen der langsamen Veranderlichkeit von 4 als konstant zu betrachten 
Fiir die Gesamtintensitat im Punkte y erhalten wir also 


IF 


+00 


= | (“ey cos2 ae a =| a = . i) dw. 


(@7) 


= Oo 


Die Begrenzung des Integrals von —oo bis +00 ist unbedenklich, weil die Wir- 
kung entfernterer Teile des Spektrums sehr schnell unmerklich sind. Daraus 
folgt 


J= 2+ (c08(K-m) +5 [(E°) cosia(2 Odo. 


oy 2 ; (2) 


—oco 


Man kann nun zeigen, daB das Integral fiir das Zeichen — oder + verschiedene 
Werte hat. Das negative Zeichen bezieht sich aber auf die Einfithrung des Platt- 
chens von der violetten, das positive auf die von der roten Seite des Spektrums 
her. Setzen wir noch K -7 = R’, so ist also R’ die dem Punkte y entsprechende 
Phasenvergr6Berung. Wird ferner das Intergal gleich A gesetzt, so folgt 
Cu A : 

Wp eas 5 COS’. 
Diese Gleichung sagt aus, daf{ die Lage der Streifen nur von R, also der Ver- 
zogerung der einzelnen Farben im Plattchen abhangt. Es mu8 also die friher 
entwickelte Interferenztheorie der TALBotschen Streifen fiir die Lage das richtige 
Resultat geliefert haben. Die Intensitat der Maxima und Minima ist aber vom 
Wert der Konstanten A abhangig. Nur ergibt sich fiir positives Vorzeichen von 
C im Integral fiir dieses der Wert 0, also fiir Einschieben des Plattchens von der 
roten Seite: 


MA 
T=5, 


d. h. konstante Intensitat, oder kein Auftreten von Streifen in Ubereinstimmung 
mit der Erfahrung. Fur negatives Vorzeichen von C sind folgende Falle zu unter- 
scheiden 


C22: A=S-n, 
pe C 4) A=(2—<)-x, 
Ab ENG, Hee 
Liegt also C zwischen 0 und 2, so ist 
i ee 


und wenn C zwischen 2 und 4 liegt, 


i 


Ww) A 
=H 
I 
dO) a 


Fur C groBer als 4 
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Im letzteren Falle entstehen also wieder keine Streifen. Einfiihrung des Platt- 
chens von der violetten Seite des Spektrums und ein unter 4 liegender Wert der 
Gr6Be C ist also zum Auftreten der Streifen erforderlich. 


b) Beugungsapparate. 


11. Zonenplatten. Bei der Betrachtung des Lichtdurchgangs durch eine 
kreisf6rmige Offnung haben wir eine Einteilung der Offnung in FREsNELsche 
Zonen ausgeftihrt. Mit Bezug auf einen auf der Mittelsenkrechten der Kreis- 
offnung gelegenen Punkt P haben wir fiir die Radien der Zonen den Wert 


7 We 
y=yn-l-i, hae oe 

gefunden, wo / der Abstand des Punktes P vom Kreismittelpunkt und » eine 
ganze Zahl war. Aufeinanderfolgende Zonen leferten nun in P Lichterregungen, 
deren Phasen sich um az unterscheiden, wegen der Gleichheit der Amplituden 
sich also gegenseitig aufhoben. Stellt man nun einen Schirm her, auf dem kon- 
zentrische Kreise mit Radien von der oben angegebenen GroBe gezeichnet sind, 
und macht die dadurch gebildeten Zonen abwechselnd durchsichtig und undurch- 
sichtig, so werden in dem Achsenpunkt P, auf den sich die Zonenkonstruktion 
bezieht, sich die Wirkungen aller durchsichtigen Zonen, deren Phasendifferenz 
jetzt 27 ist, verstarken. Die Amplitude in P wird also }N -m sein, wenn m die 
Amplitudenwirkung einer Zone und N deren Gesamtzahl ist. Wenn kein Schirm 
vorhanden ist, ist nach Ziff.1 die Lichtwirkung in P gleich m/2, in diesem 
Falle ist sie also das Nfache davon. Die Amplitude in P ist also das Nfache 
der Amplitude des einfallenden Lichtes. Es wird demnach das parallel einfallende 
Licht in dem Punkte P konzentriert, die Zonenplatte wirkt wie eine Linse mit 
der Brennweite 1. Natiirlich wird aber auch eine Verstéarkung der Zonenwir- 
kungen eintreten, wenn die Phasen aufeinanderfolgender Zonen sich um 2z, 
die der durchlassigen Zonen sich also um 42 unterscheiden. Dann ist nach 
Zitf..5 


x . soa 
“#-A=— oder /=——— 
21 


Es wird also auch //2 eine Brennweite der Platte sein, und das gilt allgemein fiir 
l/k wo k eine ganze Zahl ist. Lassen wir auf eine solche Platte divergentes Licht 
auffallen, das von einem Punkte L ausgeht, so ist nach Ziff.5 die verstar- 
kende Wirkung aller Zonen in P dann vorhanden, wenn beim Zusammenwirken 
aller Zonen ein Maximum oder Minimum eintritt. Das war der Fall fiir 


wo gq die Entfernung von L zur Platte und / wieder diejenige von P dahin ist. 
Setzen wir die Vereinigungsweite der parallelen Strahlen gleich /, so wird das 


q ook oe fe 
Wir erhalten also eine Gleichung, welche vollkommen der Linsengleichung ent- 
spricht. Allerdings ist auch hier diese Gleichung nicht die einzig mégliche, sondern 


allgemein kann auch 
1 1 k 
or ag P? 


wo k wieder eine ganze Zahl ist, gelten. 
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Nehmen wir an, daB statt einer punktformigen Lichtquelle eine solche von 
einer gewissen Ausdehnung LL’ vorhanden ist (Abb. 21). P sei der durch die 


B 


iP! 


Abb. 21. Bilderzeugung in einer Zonenplatte, 


Platte bewirkte Abbildungspunkt von L. P’ liege auf der in P-zu LP er- 
richteten Senkrechten. Nun ist bei kleiner Ausdehnung von LL’ und PP’ 
angenahert 

(BO PE et (BOr es 

Thor “Sy eoe 


TB Es OME) Pe 
und 


, —_ ; (AO — LL’)? (AO 32 PP ye 
LA+ AP =LO+0P += AG OES 


Der Gangunterschied der beiden Strahlen ist durch die Differenz dieser Ausdriicke 
gegeben und wird 


3 (0B — 04%)(75 + gp) — AB (ro op): 


Sind OA und OB die Radien zweier aufeinanderfolgender durchsichtiger Zonen, 


SOist -O Dk Oa ee PI EE a 
so ist OB OA = = 2h = und, wenn ZO ~ op ist. so 
: : 1 1 ah ; : 
wird, da auBerdem nach dem Obigen —. + — = a warncer Gangunterschied 
Nee i ke BOL Ms Oe D 

in P gleich 
ape O ny 
27? je ee 


/ 


Im Falle der Giltigkeit der Beziehung a = geben also aufeinander- 


teen 
OP 
folgende durchsichtige Zonen von L’ in P’ Verstarkung, und es ist P’ das Bild 
von L’. Bei kleinen Dimensionen wird also ein Gegenstand LL’ durch P P’ 
abgebildet, wobei das Verhaltnis von Bild- und GegenstandsgréBe dasselbe ist 
wie das von Bild- und Gegenstandsweite. Das Abbildungsgesetz ist also das 
gleiche wie bei einer Linse. 

Solche Zonenplatten sind zuerst von Soret!) behandelt worden. Spater 
hat sich Woop?) eingehend damit beschaftigt und auch experimentelle Methoden 
zur Herstellung angegeben. Die Woopsche Arbeit enthalt auch eine Zeichnung, 
durch deren Photographie solche Zonenplatten gewonnen werden kénnen. Woop 
hat auch Zonenplatten hergestellt, bei denen die undurchsichtigen Zonen ersetzt 


)) CH SORBED, Roce, Anny ids 1569s oe Onemdo 75. 
+) K. W. Woop, Phil. Mag. Bd.45, S. 514. 2898. 
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sind durch solche, die eine Phaseninderung entsprechend einem Gangunterschied 
von emer halben Wellenlinge bewirken, aber ebenfalls durchsichtig sind. Es 
ist klar, daB der Effekt der gleiche sein mu, nur steigert sich die Helligkeit 
wegen der Ausnutzung aller Zonen auf den doppelten Betrag. Die Herstellung 
solcher Platten geschieht in der Weise, daB eine Kopie einer gewohnlichen Zonen- 
platte auf einer Glasplatte hergestellt wird, die eine Schicht von lichtempfind- 
licher Chromatgelatine enthalt. Nach der Belichtung werden die vom Licht nicht 
unléslich gemachten, auf der urspriinglichen Platte dunklen Zonenringe ausge- 
waschen, und es bleibt eine Platte mit erhabenen Gelatinezonen zuriick. Die 
Bedingung der Phasenumkehr kann durch geeignete Dicke der Gelatineschicht 
annahernd verwirklicht werden, und man erhalt so Zonenplatten von sehr guter 
Wirkung. 

12. Gitter. Bei der Betrachtung der Beugungserscheinungen an mehreren 
aquidistanten und gleich breiten Spalten haben wir schon die wesentlichsten 
Zige der Theorie ebener Gitter besprochen. Sie sind zuerst von FRAUNHOFER!) 
hergestellt und untersucht worden. Die ersten FRAUNHOFERsSchen Gitter waren 
wirklich solche Systeme von Spalten, hergestellt aus parallel zueinander in glei- 
chem Abstand gespannten Drahten oder aus Spalten, die in die Blattgoldbelegung 
einer ebenen Glasplatte eingeritzt waren. FRAUNHOFER hat aber auch schon 
Gitter hergestellt, die durch Einritzen von Furchen in eine ebene Glasplatte her- 
gestellt sind. Diese Gitter unterscheiden sich von den frither betrachteten 
Systemen von Spalten wesentlich dadurch, da8 undurchsichtige Stellen gar nicht 
vorhanden sind. FRAUNHOFER hat auch zuerst die 
Gitter in Reflexion benutzt, indem er ein Glasgitter 
auf der Riickseite schwarzte und so deren Spiegelung 
verhinderte. 

Betrachten wir zundchst den Fall des ebenen 
durchsichtigen Gitters. Stellt 46 in Abb. 22 ein Stick 
des zur Zeichenebene senkrecht gedachten Gitters dar, 
so ist das Wesentliche dabei, daB eine Anzahl gleich- 
artiger Furchen in gleichem Abstand aufeinander- 
folgen. Betrachten wir senkrecht einfallendes Licht, 
so kénnen wir fir eine der Furchen die Lichtwirkung 
in einem unendlich fernen Punkt, dessen Lage durch 
die Richtung der gezeichneten Parallelstrahlen be- 
stimmt ist, dadurch erhalten, daB wir die Oberflache = 
dieser Furche in geeignete Zonen teilen und ihre Wir- sia ea de pas ae 
kungen in der friher besprochenen Weise zusammen- 
setzen. Jede Furche wird infolgedessen einen Beitrag liefern, dessen Amplitude 
wegen der Gleichheit der Furchen die gleiche ist, im tibrigen aber von der Ge- 
stalt der Furche abhangt. Die Gesamtheit der Furchen liefert in dem betrach- 
teten unendlich fernen Punkt eine Lichtwirkung, die sich durch Zusammensetzung 
der Einzelwirkungen unter Beriicksichtigung des Umstandes ergibt, daB die 
Phasen eine arithmetische Reihe bilden, entsprechend dem von Furche zu 
Furche vergréBerten Gangunterschied CD, EF, GH usw. Wir erhalten also die 
Maxima der Lichterregung in genau derselben Weise wie frither bei der Betrach- 
tung eines Systems von Spalten. Die Intensitaten kénnen wir aber nicht in der 
friiheren einfachen Weise berechnen, da die Amplitudenwirkung der einzelnen 
Furche in einer bestimmten Richtung von ihrer Gestalt abhangig ist. Tatsachlich 
findet man, daB die Intensitatsverteilung etwa auf die verschiedenen Ordnungen 


1) J. FRAUNHOFER, Ges. Schriften, S. Sula 
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bei verschiedenen Gittern ganz verschieden ist. Giltig bleibt nur die Amplituden- 


formel (Ziff. 8) Ye n+~M.-sinn- P 


sin p 


wo M die Amplitudenwirkung einer Furche ist, die sich aber nicht in der friheren 
einfachen Weise berechnen laBt. Die Intensitat wird also 
sin? a 


= 72.2 = 
sim” gq 


Fir die Lage der Maxima gilt wie friher bei der Gitterkonstanten a 


4 keh 
sin? = — 
a 


(k ganze Zahl) oder bei beliebiger Inzidenz unter dem Winkel ¢ 
sind} — singe = i — 


Auch fir das ebene Reflexionsgitter laBt sich die Beziehung fur die Maxima 
leicht ableiten. Ist in Abb. 23 ¢ der Winkel des einfallenden Biischels gegen die 
Gitternormale, # der der Beu- 
gungsrichtung dagegen, so ist der 
Gangunterschied in zwei aufeinan- 
derfolgenden Bindeln A B—CD 
oder 
a(sine — sinf). 


Dieser mu ein Vielfaches der 
Abb. 23. Beugung am Reflexionsgitter. Wellenlange vi sein, damit ein 
Maximum auftritt. Wir haben 

also dieselbe Gleichung wie beim durchsichtigen Gitter fiir die Lage der Maxima 


a(sine — sinf) =k-d. 


Die Verwendung eines solchen Gitters erfolgt in der Weise, da der Spalt eines 
Kollimatorrohrs, der zu den Gitterfurchen parallel gestellt ist, als Lichtquelle 
benutzt wird. Die Interferenzerscheinung wird dann in einem auf unendlich 
eingestellten Fernrohr beobachtet. 

Wir haben schon erwahnt, da die Gitter mit die wichtigsten spektroskopischen 
Apparate geworden sind. Was die Feinheit der Gitterteilungen angeht, so ist 
die Grenze der erreichten Feinheit etwa 1500 Furchen auf das Milhmeter. In 
neuerer Zeit werden vornehmlich Reflexionsgitter benutzt, die auf Spiegelmetall 
geteilt sind. Seit RowLanps Erfolgen sind die Amerikaner in der Gitterher- 
stellung fithrend geblieben, so daB man in dieser Beziehung von einem ameri- 
kanischen Monopol sprechen kann. Die wesentliche Voraussetzung fir die 
Gitterherstellung, eine Teilmaschine mit sehr guter Schraube, ist jedoch nicht so 
schwer zu erfiillen, da man nicht auch bei uns an die Gitterherstellung gehen 
konnte. Bei dem verhaltnismaBig groBen Bedarf wiirde dies nur erwunscht sein. 

13. Auflosungsvermogen eines Gitters. Die Bezichung fiir das Aufldsungs- 
vermogen eines Gitters ergibt sich in derselben Weise, wie wir sie fiir dasjenige 
eines Interferenzapparates gefunden haben (s. Kap. Interferenz, Abs. 10), da hier 
wie dort die Funktion 

sin? 2 @ 
‘sin?g 
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fur die Lage der Maxima und Minima mafgebend ist. Es wird also auch hier das 
Auflésungsvermégen 


sein, wo & die Ordnungszahl und » die Anzahl der interferierenden Biischel ist. 
Diese letztere ist hier durch die Anzahl der Gitterfurchen gegeben. Ein Gitter 
mit 100000 Furchen ergibt demnach fiir eine Wellenlange von 5000 A.-E. eine 


aufldsende Kraft von += 100000 in der ersten Ordnung, also eine Trennung 


von 42 = 0,00001 2 oder 0,05 A.-E.  Betrachtet man die auflésende Kraft 
nicht als Funktion der Ordnungszahl und der Zahl der Gitterfurchen, sondern 
als Funktion des Beugungswinkels, so ergibt sich aus der Beziehung fiir senkrechte 
Inzidenz 


Shy ee nlp 
a 
wo 6 die gesamte Breite der Gitterflache ist, fiir die aufldsende Kraft 
k-n=—-sin?. 
4 


Fur einen bestimmten Beugungswinkel # ist also die aufldsende Kraft des Gitters 
bei bestimmter Wellenlange nur von der Breite der Gitterflache abhangig?). 

14. Gitterfehler. Der wichtigste Fehler der Gitter besteht darin, daB die 
Teilung nicht genau gleichmaBig ist, sondern daB sie fortschreitende oder peri- 
odische Fehler enthalt. Durch die Art der Herstellung der Gitter mit Hilfe einer 
Schraube stellt sich besonders leicht der letztere Fehler ein und gibt Anla8 zum 
Auftreten der sog. ,,Geister“‘, die sich darin auBern, daB starkere Spektrallinien 
zu beiden Seiten von schwacheren Linien in gleichem Abstand begleitet sind. 
Treten die Spektrallinien selber bei Gangunterschieden 

d=k-h 
auf, so liegen diese Geister an den Stellen der Gangunterschiede 
dah VL; 
We 

wo k und k, ganze Zahlen sind und m die Periode des Teilungsfehlers darstellt, 
so daB sich also immer nach m Furchen derselbe Teilungsfehler wiederholt. 
Die Theorie dieser Geister ist von ROWLAND?) gegeben worden. Eine andere Art 
von Geistern ist von LyMAN gefunden, und von RUNGE?) theoretisch behandelt 
worden. Sie werden durch Doppelperioden in der Teilung hervorgebracht. Die 
Geister kénnen besonders in den héheren Ordnungen der Gitter stérend auftreten 
und dann besonders in linienreichen Spektren zur Annahme von Linien fihren, 
die in Wirklichkeit nicht vorhanden sind. 

Ist ein fortschreitender Fehler in der Teilung vorhanden, so bekommen die 
Gitter fokale Eigenschaften, jedoch ist dieser Fehler nicht so stérend wie der 
eben besprochene. 

Im iibrigen ist die Intensitaét in dem von einem Gitter entworfenen Spektrum 
sehr stark von der Gestalt der Furchen abhangig, wie ja auch schon aus den 
oben gegebenen theoretischen Betrachtungen hervorgeht. Man kann geradezu 
durch geeignete Wahl der Furchengestalt Gitter mit ausgezeichneter Intensitat 


1) H. Kayser, Handb. d. Spektroskopie, Bd. 1, 5. 423, wo auch eine Diskussion iiber 
Eintliisse von Fehlern auf die auflésende Kraft gegeben ist. 

2) H. A. Rowianp, Astronomy and Astrophysic Bd. 12, S. 129. 1893. 

3) ©. RunGe, Ann: d. Phys. Bd. 74, S. 178. 1923. 
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in einer bestimmten Ordnung herstellen. Solche Gitter sind z. B. von THORP 
absichtlich ausgefithrt worden. 

Auf die Fehler, die durch vollkommen unregelmaBige Furchung entstehen, 
brauchen wir nicht einzugehen, da solche Gitter fiir den praktischen Gebrauch 
als unbrauchbar nicht in Frage kommen. 

15. Konkavgitter. Rowranp hat als erster Gitter auf Hohlspiegel geteilt, 
bei denen die Gitterfurchen auf der Sehne gleichen Abstand haben. Diese Gitter 
sind fiir die Entwicklung der Spektroskopie von fundamentaler Bedeutung ge- 
worden und bilden heutzutage fiir die spektroskopische Technik mit die wichtig- 
sten Hilfsmittel. Die Theorie des 
Konkaygitters ist von ROWLAND selbst 
gegeben worden!) und spater von 
RUNGE?) eingehend entwickelt worden. 
Wir geben die Darstellung der RUNGE- 
schen Theorie nach SCHUSTER?) wieder. 

Es sei A (Abb. 24) eine punkt- 
Abb. 24. Zur Theorie des Konkavgitters: Zoneneinteilung fodrmige Lichtquelle, und es soll ein 

Sa Bild des Spektrums erster Ordnung 

derart entworfen werden, das alles 

Licht der Wellenlange 4 in B vereinigt wird. Wir wollen Ellipsoide mit A und B 

als Brennpunkte konstruieren, so daB fiir Punkte PP’ P” auf aufeinander- 
folgenden Ellipsoiden gilt 


MIP JPRS = 7p). 
AP +PB=(m-+4)-A, 
AP’+ P"B = (m+ 1)-A usw. 


GG’ sei die Spur der Flache, die eine Gitterteilung erhalten soll. Das Gitter 
schneidet die Ellipsoidflachen in Kurven, die es in FRESNELsche Zonen einteilen. 
Das Licht, das 6 von aufeinanderfolgenden Zonen erreicht, ist jedesmal im Gang- 
unterschied um 4/2 verschieden, so da8 die Wirkungen sich in B aufheben. Wenn 
man aber die Zonen so abandert, daB immer das Licht einer Zone abwechselnd 
ausgeloscht oder geschwacht wird, so wirkt die Flache GG als Zonenplatte, und 
das Licht wird sich in B verstarken. Diesen Effekt kann man erreichen, wenn 
man in die Flache Furchen einritzt, die parallel zu den Teilungslinien der Zonen 
r in solchen Abstanden verlaufen, daB immer eine 
Zone wberschlagen wird. Da die Zonenkonstruktion 
von der Wellenlange abhangt, hat das erzeugte Spek- 
trum den Brennpunkt in / nur fiir eine bestimmte 
Wellenlange. Die benachbarten Wellenlangen werden 
aber in anderen Brennpunkten in der Nahe ver- 
einigt. 

In der Praxis lassen sich solche Teilungen nur 
auf ebenen oder spharischen Flachen als gerade 
Linien ausfithren, wobei wegen der Ausfiihrung der 
Teilung mit einer Schraube gleiche Abstande nur auf 
der Sehne hergestellt werden kénnen. In Abb. 25 ist 
A wieder die Lichtquelle und 6 der Punkt, in dem das Spektrum erster Ord- 
nung entstehen soll. Wir beschranken die Betrachtung auf Strahlen, die in 


Abb. 25. Zur Theorie des Konkavgitters. 


1) H. A. Rowranp, Phil. Mag. Bd. 16, S..197. 1883; Amer. Journ. Bd. 26, S. 87. 1883. 

2) C. RuNGE, mitgeteilt in H. Kayser, Handb. d. Spektrokospie Bd. 1, S. 452 ff. 
Leipzig 1900. 

3) A. ScHUSTER, Theory of optics, 3. Aufl., S. 126ff. London 1924. 
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der Ebene von AB und der Gitternormalen OC liegen, wenn C der Kriim- 
mungsmittelpunkt der Gitterflache ist. Wir betrachten OC als x-Achse und die 
Gittertangente OT als y-Achse eines rechtwinkligen Koordinatensystems. Wir 
setzen OA =7, BO =7,, AP =u, BP =v und geben P die Koordinaten x und y. 
Liegt P auf dem Rande der mten Zone und ist B der Fokus des Spektrums erster 
Ordnung, so ist 


utv=r+rnim-i. 


Wenn der Abstand zweier aufeinanderfolgender Furchen derart ist, da seine 
Projektion auf die y-Achse konstant gleich e ist, so ist y= me, also wird 
m = -y/e und 

. 


utv=rtnt—. 
Wenn diese Bedingung exakt erfiillt werden kann, haben wir in B ein vollkommenes 


Bild. Wir fragen, wie weit die Erfillung dieser Bedingung méglich ist. Nennen 
wir die Koordinaten von A a und 8, die von B a, und 4,, so gilt 


u® — (y — b)? + (x — a)? = 7? + x2 + y? — 2by — 2ax. 
Wenn o der Kriimmungradius des Gitters ist, so gilt fiir den Schnittkreis die 
Gitterflache mit der Zeichenebene 
7 20x = x + ye . 
Aus beiden Gleichungen folgt 
wt = (r— 2) 4 (5 : )-ay2+ (1 — 2). 


5 
y gala 0 


Bei geringer Kriimmung ist das dritte Glied klein gegen die beiden anderen, 
so daB wir angenahert setzen kénnen, wenn wir uns auf Glieder 2. Ordnung in 


y beschranken: | | 
“ss (7 ee) es (< ae | ay, 


und ebenso erhalten wir 
é Pay es ae ae ? 
v= |r, t \+5 | : —\ «ayy 
Vy 27, \"% 0 2 


Bis zu dieser GréBenordnung muB die Gleichung 


\ 
utv=r+rnt+i-: 
ies é 
erfiillt sein, wenn das Gitter seine Aufgabe erfillen soll. Setzen wir die Werte 
fiir w und v hierin ein, so folgt 
L b ys fa/(@ Wey ety fi Ha ie P 

(———+2+4-—)y+| ( ear a au (a - 92 =0, 

x Vi By ink Nae 2, 241 \% o/}\- 
eine Gleichung, die wegen des endlichen veranderlichen Wertes von y nur bestehen 
kann, wenn die Faktoren von y und y? einzeln verschwinden, es besteht also 

b b, 2 


$ta Fe, (1) 


y re é 
aja 1 ay ay ee = x 
#(0—t)4a(4-4)<o. @ 
Die erste Bedingung bestimmt die Richtung, in der das gebeugte Bild liegt; 
denn wenn « und f die Winkel sind, die AO und BO mit der Gitternormalen 
bilden, so ist y-sine =b und —7,-sinf = 0,, so da die Gleichung wird 


e(sine— sinf) =-+ 2. 
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Wenn es sich nicht um das Bild erster, wie angenommen, sondern um das ter 

Ordnung handelt, ist auf der rechten Seite 2-4 zu setzen. Das ist dieselbe Glei- 
chung, die wir friher beim Plangitter gefunden haben. 

Die zweite Gleichung liefert die Entfernung des gebeugten Bildes. Es ist 

d=7- COSé, a4, = 7,->cosPyqwlso wird 

cos*e , cos?f . 1 

as oS (cose + cos f) = 

Wenn « und f klein und gleich sind, wird daraus die Hohlspiegelgleichung. Ist 

a:o =r, so folgt aus (2), daB auch a,9 = 77 sein mu8. Die erste Bedingung 

bedeutet, da die Lichtquelle auf einem Kreis mit 

dem Radius 9/2 liegt (Abb. 26). Dann sagt unsere 

Gleichung, da dann auch das gebeugte Bild 
auf diesem Kreise liegt. 
Aus der Gleichung 


e(sine — sinf) =+n-A 


folgt durch Differentiation fiir konstantes ¢ 


ap n 


Diese GréBe gibt die Anderung des Beugungs- 

winkels mit der Wellenlange fir konstanten 

Abb. 26. Zur Theorie des Konkavgitters. Einfallswinkel, eine GroBe, die wir als Disper- 

Bestehen der Bedingung a: 9 = 7°. sion des Gitters bezeichnen kénnen. Fir £ = 0, 

also bei Betrachtung des Beugungsbildes in der 

Nahe der Gitternormalen, ist diese GréBe konstant, das erzeugte Spektrum also 
ein normales. 

Aus den vorstehenden Betrachtungen folgen die Bedingungen, die fiir die 
Aufstellung eines Konkavygitters zu erfiillen sind. Die Aufstellung, die RowLAND 
selbst fiir seine Gitter gewahlt hat, ist in Abb. 27 angegeben. Auf zwei zuein- 
ander senkrechten Schienen SA und SB 
liegen Schienen, auf denen sich je ein 
Wagen W, und W, bewegen kann. Beide 


NW, 
Wagen tragen genau tuber der Schiene 
G S gen § 


je einen Drehzapfen, und ein Balken 
verbindet beide Drehzapfen miteinander. 
Es kann also das System aus den beiden 
Wagen und dem Balken auf den Schienen 
verschoben werden. Bei S befindet sich 
nun der Spalt der Gitteraufstellung, 
bei G auf dem Wagen W, genau uber 
dem Drehzapfen das Gitter so, daB seine 
Abb. 27. Aufstellung eines Konkavgitters. Normale mit der Richtung des Balkens 
W,W, zusammenfallt, und auf dem zwei- 

ten Wagen W, steht die Kamera P, die die photographische Platte aufnimmt. Die 
Entfernung G P ist genau gleich dem Kriimmungsradius des Gitters, die photo- 
graphische Platte ist so gebogen, daf§ ihre Kriimmung mit dem Kreise der Spek- 
tren zusammenfallt, also auf den Radius 9/2. Diese Aufstellung erfiillt die oben 
aufgestellten Bedingungen. Es liegt immer SG und P auf dem Kreise mit dem 
Radius 9/2, und es ist immer der Beugungswinkel nahe gleich 0, weil die Platte 
auf der Gitternormalen liegt. Genaue Vorschriften tiber die Ausfiihrung der 


We 
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Aufstellung befinden sich im ersten Bande des Kaysrrschen Handbuchs der 
Spektroskopie, auf das hier verwiesen wird?), Je nach dem Verwendungszweck 
ist nun die RowLanpsche Gitteraufstellung vielfach abgedndert worden. Die 
Verbindung der schweren Teile Gitter und Kassette und deren Bewegung bedingt 
Unzutraglichkeiten fiir die Erhaltung der einmal gewonnenen Justierung; indes 
war bei ROWLAND diese Aufstellung unbedingt erforderlich, weil bei den Sonnen- 
aufnahmen, fur die er das Gitter verwendete, der Spalt einen festen Ort einnehmen 
muBte. Ist diese Notwendigkeit nicht vorhanden, so kann man Gitter und Kas- 
sette auf den entgegengesetzten Enden eines Durchmessers des Kreises mit der 
halben Gitterkritmmung fest aufstellen und den Spalt auf dem Kreise herum- 
bewegen. Diese Aufstellung ist von ABNEY?) angegeben worden und ist spater 
fir physikalische Zwecke eine der meist benutzten Anordnungen des Konkav- 
gitters geworden. 

Wenn man auf die konstante Dispersion im Spektrum verzichtet, so ist die 
Lage der Kamera auf der Gitternormalen nicht mehr notwendig. Man kann dann 
etwa Spalt und Gitter auf die Enden eines Durchmessers setzen und die Kamera 
auf dem Bildkreis bewegen. Diese Methode, die u. a. von PASCHEN verwendet 
worden ist, gestattet die gleichzeitige Photographie des Spektrums an vielen 
Stellen des Bildkreises und wird mit Vorteil da benutzt, wo Herstellung und Be- 
trieb der Lichtquelle in ihrer Ausnutzung méglichste Okonomie erfordern. Der 
Umstand, daB die Spektren nicht normal sind, stért besonders dann nicht wesent- 
lich, wenn es sich um die Untersuchung geringer Spektralabschnitte an den ein- 

elnen Stellen, also Feinstrukturen, Zeemanneffekte u. dgl. handelt, wogegen fiir 

Prazisionsmessungen der Wellenlangen von ausgedehnten Spektren diese Methode 
eine erheblich gréBere Zahl von exakt bestimmten Normalen eines Vergleichs- 
spektrums erfordert, als sie bei konstanter Dispersion erforderlich ware. 

16. Fehler der Konkavgitter. Das Konkavgitter kann 
natirlich mit den gleichen Fehlern behaftet sein, die wir schon 
beim ebenen Gitter besprochen haben. Wir wollen nur die D 
Fehler betrachten, die dem Konkavgitter eigentiimlich sind. 

Wie auch die Konkavspiegel zeigen die Konkavgitter die 
Erscheinung des Astigmatismus. Jeder Punkt des Spaltes wird 
im Beugungsbild als kurze Linie, abgebildet, die dem Spalt und, 
den Gitterfurchen parallel ist. Sind Spalt und Gitterfurchen 
nicht genau parallel, so fallen die einzelnen astigmatischen Bilder, 
nicht genau iibereinander, sondern legen nebeneinander. Statt 
einer scharfen Spektrallinie entsteht eine verbreiterte mit 
rhombischer Gestalt (Abb. 28). Die Aufstellung des Gitters 4 
muB deshalb eine Einrichtung besitzen, um die Parallelstellung AP. +S, Astigmatis- 
von Spalt und Gitterfurchen genau ausfiihren zu konnen. Die gitter, 
Erscheinung und GréBe des Astigmatismus beim Konkavgitter 
ergibt sich aus der vollstandigen Theorie (KAYSER, Handb. d. Spektroskopie, 
a.a.O.). Neuerdings haben RuNGE und MANNkoprF*) diese Frage einer noch- 
maligen Diskussion unterzogen, mit dem Ziel, Anordnungen zur Beseitigung 
des Astigmatismus anzugeben. Die theoretische Untersuchung geht in folgender 
Weise vor: Beriicksichtigt man im Gegensatz zur obigen Ableitung auch die 
Lichtbewegung auBerhalb der xy-Ebene, so treten in dem Ausdruck fiir 
AP + BP (vgl. Abb. 25) auBer den Gliedern mit y noch Glieder mit z von zweiter 
oder héherer Ordnung auf, und es ist im allgemeinen nicht méglich, die Glieder 

1) H. Kayser, Handb. d. Spektroskopie Bd. 1, S. 471ff. Leipzig 1900. 

2) W. Asney, Phil Trans, Bd. 177 (Il), S. 457. 1886. 

3) C. RuNGE u. R. Mannxopr, ZS. f. Phys. Bd. 45, S. 13. 1927. 
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mit y? und 2? gleichzeitig zu beseitigen. Man erhalt daher, falls der Koeffizient 
von y2 zu Null gemacht wird, ein in der z-Richtung ausgedehntes Bild des 
leuchtenden Punktes in der Entfernung 7, und, falls der Koeffizient von 2? 
gleich 0 wird, eine in der xy-Ebene liegende Lichtlinie in dem gréBeren Abstand 
7 von der Gittermitte O. Liegt A auf dem RowLanpschen Kreise, so gilt ins- 
besondere 

I cose + cosf 1 


Vir Q Va 


d 


wenn AO=7,, BO=*” und B’O = 7% gesetzt ist. Die Lange / der auf der 
xy-Ebene senkrecht stehenden Lichtlinie berechnet sich zu 
(ee L (va —%) ' 


Yur 


wo L die Lange der Gitterfurchen ist. 

Der Astigmatismus ist dann besonders stérend, wenn man gleichzeitig mit 
dem Spektrum quer zum Spalt verlaufende Lichterscheinungen, etwa Interferenz- 
streifen u. dgl., beobachten will. Man kann sich dann dadurch helfen, da man 
die abzubildende Erscheinung nicht in der Ebene des Spaltes entwirft. Die 
Punkte des — vertikal angenommenen — Spaltes bilden mit Bezug auf die 
Platte eine vertikale Brennlinie. Die zugehorige horizontale Brennlinie der astig- 
matischen Abbildung hegt dann vor dem Spalt. Entwirft man in ihrer Ebene 
die horizontal abzubildende Lichterscheinung, etwa ein horizontales Interferenz- 
streifensystem, so erscheint das Spektrum von scharfen horizontalen Linien 
durchzogen. Die Entfernung vom Spalt mu’ dann fiir die Rowranpsche Aut- 
stellung des Gitters, bei der also der Beugungswinkel / immer etwa 0° ist, durch 
die Beziehung 


gegeben sein). 

Aus der Theorie folgt, daf man eine vollkommene stigmatische Abbildung 
erhalt, wenn man auf das Gitter paralleles Licht auffallen la8t und in der Richtung 
der Gitternormalen beobachtet. Allerdings braucht man bei dieser Anordnung 
ein Kollimatorrohr, durch das das vom Spalt ausgehende Licht parallel gemacht 
wird. Auch im umgekehrten Falle, da man die Lichtquelle in die Gitternormale 
bringt und mit auf unendlich eingestelltem Fernrohr beobachtet, erhalt man 
stigmatische Abbildung. Auch fiir beliebige Lage des Spaltes kann man an 
irgendeiner Stelle des Spektrums eine stigmatische Abbildung einer Lichtquelle 
erzielen, wenn man durch den Spalt ein Lichtbiindel von geeignetem Astigmatis- 
mus treten laBt. Uber die Herstellung mit Hilfe von Hohlspiegeln und Zylinder- 
linsen sehe man die erwahnte Arbeit von RUNGE und MANNKOoPF nach. 

Man kann aber den Astigmatismus 


ee auch verringern, wenn man einfallenden 
G whee \ und abgebeugten Strahl in dieselbe 
k z s Gerade bringt. Man mu8 dann den Spalt 
. | etwa direkt iiber der Mitte der Kassette 

(iP 


anbringen und erhalt die verschiedenen 
Spektralbezirke durch eine Drehung des 
Gitters. Es fallt dann also die Gitter- 
normale GN (Abb. 29) nicht mehr in die Bildrichtung. Diese sog. EAGLEsche 
Anordnung ist da von Nutzen, wo das Konkavgitter als Dispersionsapparat fiir 


Abb. 29. Eaciesche Aufstellung eines Konkavgitters. 


1) Siehe auch I. L. Sirxs, Astronomy and Astrophysics Bd. 13, S. 763. 1894. 
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ein Interferometer benutzt werden soll. Dann aber ist das Konkavgitter fiir solche 
Zwecke vorziiglich geeignet. 

Andere Fehler der Konkaygitter, die in unrichtiger Herstellung begriindet 
sind, sollen hier nicht besprochen werden. 

17. Stufengitter. Die Wirkungsweise eines Gitters beruhte darauf, da8 
dieser Beugungsapparat eine Anzahl Lichtbiindel zur Interferenz brachte, deren 
jedes gegen das vorhergehende einen bestimmten Gangunterschied hatte. Fiir 
die Beugungsbilder erster Ordnung war die GréBe dieses Gangunterschiedes eine 
Wellenlange, fur die zweite Ordnung das Doppelte und fiir die 2te Ordnung das 
niache der Wellenlange. Das Auflésungsvermégen war durch das Produkt aus 
Ordnungszahl und Zahl der interferierenden Biindel gegeben. Das Auflésungs- 
vermogen wird also auch schon bei sehr wenigen beugenden Offnungen groB, 
wenn man Spektren sehr hoher Ordnungszahl betrachtet. Das wird erreicht 
beim Stufengitter von MIcHELson!), dessen Wirkungsweise man folgendermafen 
darstellen kann: Betrach- 
tet man ein System von 
zwel beugenden Spalten, 
von denen der eine mit 
einer planparallelen Glas- 
platte bedeckt ist, und 
1aBt paralleles Licht auf- 
fallen (Abb. 30), so wer- 
den im Punkte P die 
beiden Biindel mit einem 
erheblichen Gangunter- 
schied ankommen, der 
durch den optischen Un- 
terschied der Wege in der 
Glasschicht bzw. der Luft- 
schicht gegeben ist. Fir Abb. 31. Micuersons Stufengitter. 
den Punkt P’ kommt 
dazu der gewohnliche, durch die Beugung verursachte Gangunterschied. Ist d 
die Dicke, » der Brechungsexponent der Platte gegen Luft, so ist bei senk- 
rechter Inzidenz der Strahlen dieser Gangunterschied 

6=d(n —1). 
Fir d= 5mm, » =—1,5 wird also bei 2 = 5000 A.-E. = 0,0005 mm, 6 = 5000. 
Um geniigende Scharfe der Beugungsbilder zu erzeugen, geniigen zwei beugende 
Offnungen nicht. Die praktische Verwirklichung eines solchen Beugungsapparates 
mit mehreren Beugungs6ffnungen hat nun MICHELSON in der Weise bewirkt, 
daB er planparallele genau gleich dicke Glasplatten so tbereinanderschichtet, 
daB an einer Seite eine Treppe mit genau gleich breiten Stufen entsteht (Abb. 31) 
Die Treppenabsatze wirken dann als Beugungs6ffnungen, und fiir jedes folgende 
Biindel ist die zu durchsetzende Glasschicht um eine Plattendicke geringer als 
fiir das vorhergehende. Nennen wir die Breite einer Stufe }, den Beugungswinkel 
B, so ist der zu dem oben berechneten Gangunterschied infolge der Winkel- 
anderung hinzukommende Betrag 6: sinf oder fiir kleine Beugungswinkel, die 
beim Stufengitter allein in Betracht kommen, b - f. Der gesamte Gangunterschied, 
der fiir die Beugungsbilder ein ganzes Vielfaches der Wellenlange sein muf, ist also 


m:h=(n—1)-d+)-B. 


1) A. A. MicHELson, Astrophys. Journ. Bd. 8, S. 36. 1898; Journ. d. Phys. Bd. 8, Se SHON 
1899. 
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Abb. 30. Zur Theorie des Stufengitters. 
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Bilden wir daraus @f/dd, so erhalten wir die Dispersion des Stufengitters. Sie wird 
db 1 dn 
ts 5 (m dor) 
Setzt man darin fiir die Ordnungszahl m den angenaherten Wert m= (mn — 1) - Fe 
so wird das 


\ 


A 


ap oda mae 


a 8 ( ee ie oe 
wo die Klammer gleich C gesetzt ist. Die Dispersion ist also der Dicke der Stufen 
direkt und ihrer Breite umgekehrt proportional. 
Der Abstand der Spektren verschiedener Ordnungen ergibt sich aus der 

Gleichung fiir den Gangunterschied durch Differentiation nach m 

oo) p . tee 

ApS z oder fir Oi de Wh = > 
Da 2 gegen b im allgemeinen klein ist, hegen also die Spektren sehr nahe zusam- 
men. Sie tberlagern sich, wenn man nicht das auf das Stufengitter auffallende 
Licht geniigend homogen macht. Das Stufengitter eignet sich deshalb auch nur 
fir die Untersuchung kleiner Spektralbereiche, fir Strukturuntersuchungen von 
Spektrallinien, Zeemanneffekte u. dgl. Tatsachlich ist die Absicht, fiir Zeemann- 
untersuchungen einen geeigneten Spektralapparat zu schaffen, fiir MICHELSON 
der AnlaB zur Konstruktion seines Stufengitters gewesen. 


dpB=dm- 


Kapitel 3. 


Andere Falle von Beugung 


(Atmospharische Beugungserscheinungen). 


Von 
R. MEcKE, Bonn. 
Mit 8 Abbildungen. 


In diesem Abschnitte sollen die Falle der Beugung behandelt werden, die 
hauptsachlich in der Atmosphare zu beobachten sind, wenn dieselbe durch 
kleine Teilchen wie Wassertropfen oder Eiskristalle in Gestalt von Regen, Wolken 
und Nebeln getriibt ist. Es sind dies 1. die sog. Kranze um Sonne und Mond, 
sichtbar, wenn feines Gew6lk diese Gestirne verschleiert, 2. die damit nahe ver- 
wandten Glorien — Beugungserscheinungen im reflektierten Licht —, 3. die 
altbekannte Erscheinung des Regenbogens — in seiner strengen Theorie auch auf 
Beugung beruhend — und schlieBlich 4. die Halos — groBe weiBe Ringe, die 
besonders an kalten dunstigen Tagen und Nachten Sonne und Mond umgeben, 
allerdings keine Beugungserscheinungen, der Vollstandigkeit halber als auf- 
fallende atmospharische Lichterscheinung aber auch hier erwahnt. 

1. Kranzerscheinungen im homogenen Nebel. Die Krianze, oft falschlich 
auch Halos oder ,,H6fe kleiner Art‘‘ genannt, treten stets dann auf, wenn leichter 
Nebel oder diinne Wolken an Sonne oder Mond vorbeiziehen, besonders schén, 
wenn diese Wolken Federwolken sind. Da& sie haufiger nachts bei Mondlicht, 
seltener bel Sonnenlicht beobachtet werden, legt lediglich an der blendenden 
Helligkeit der Sonne, die ihre Wahrnehmung ohne Schutzfilter firs Auge erschwert. 
Man sieht die Lichtquelle umgeben von einer blaéulichweiBen Aureole, an die sich 
eine Anzahl farbiger Ringsysteme — es sind bis zu vier beobachtet worden — in 
der vom Regenbogen her bekannten Farbfolge: orange, rot, blau, grin, rot usw., 
anschlieBt. Schon FRAUNHOFER fand, daB dies Phinomen mit der Beugung 
an kreisf6rmigen Scheibchen, wie sie sich durch eine mit Lykopodiumsamen 
bestreute Glasplatte nachahmen laBt, identisch ist und gab damit auch als erster 
die richtige Erklarung der Kranze. Solange wir nun die Nebeltréptchen infolge 
ihrer starken Streuwirkung als Kugellinsen (s. Ziff. 4) undurchsichtig annehmen 
k6nnen, ist die Theorie der Erscheinung einfach und soll deshalb — es handelt 
sich um bereits abgeleitete Formeln — nur kurz skizziert werden. Wir haben 
ja die folgenden Entstehungsbedingungen: Paralleles weiBes Licht fallt aut 
eine Nebelschicht, bestehend aus einer groBen Anzahl vollkommen_ unregel- 
maBig verteilter, undurchsichtiger Trépfchen, die, wenn sie Veranlassung zu 
farbigen Beugungserscheinungen geben sollen, in der Mehrzahl gleichen Radius 
haben miissen. Der Nebel muB also homogen sein, und unter diesen Voraus- 
setzungen gilt das Bapinetsche Prinzip der Gleichheit von Beugungsbildern 
komplementarer Beugungsschirme und der Satz von der Proportionalitat zwischen 
* 


in 
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Intensitat des gebeugten Lichtes und Anzahl der beugenden Teilchen. Zu be- 

handeln ist also nur der Fall FRAUNHOFERscher Beugung an einer kreis- 

formigen Offnung. Die Intensitat des unter dem Winkel gy gebeugten 
Lichtes im Abstande R von der Offnung ist gegeben durch 

BY\2(2 + J4(z 

J =JolzR) Ji (2) 


z 


2 


: (1) 


Jx(2) ist die Bessetsche Funktion erster Ordnung, die sich in die konvergente 
unendliche Reihe 


2 of 6 
2A) — (1 Gs ig a = = (2) 
Z 2A Y Dea Ao Doe rome 
mit dem Parameter 
2x7 Sing 
tea (3) 


(ry Radius der Offnung = Tropfenradius, 2 Wellenlange des Lichtes) entwickeln 
14Bt. Die Funktion ist bekanntlich periodisch und hat unendlich viele Null- 
stellen, deren erste gegeben sind durch 


2, = 1,220; By == Devas 2 = 3, 25000: eA a (4) 
oder angenahert auch 


: h 
Sn = (== 0,23) a: sin~, = (m + 0,23) = 


y 


(5) 


Maxima der Funktion mit den Werten 


To=1; Jy =0,0175: Jn =0,00416; Js =0,00165; J,=0,00078 (6) 
legen bei 


Lp OF 2p = AOS SIE? 2 2,000 70 ez, — = 0 ee oe) 


Hiermit ist das Beugungsbild in seinem Intensitatsverlauf eindeutig charakteri- 

siert. Es besteht bei Verwendung von monochromatischem Licht aus hellen und 

dunklen konzentrischen Ringen, wobei die Winkeldurchmesser der letzteren 

sich bei kleinen Beugungswinkeln (d. h. sing, ~ m,) angenahert verhalten wie 
Py i Pa2 Ps = VM, = 154,83: 2,765 3,48. 

Ihre Ausmessung gestattet bei bekannter Wellenlange 2 somit eine Bestimmung 

der TropfengréBe (n. Gleichung (5)]. 

2. Berechnung von Beugungsfarben im weifen Licht. Im weiBen Licht er- 
erscheinen die Beugungsringe farbig, weil ja die Ringdurchmesser fiir verschiedene 
Wellenlangen verschieden groB ausfallen, und zwar fir rotes Licht stets kleiner 
als fiir violettes. Eine Berechnung dieser Farben mit Hilfe des MAXWELLschen 
Farbendreieckes bringt R. MECKE?). Da dies Verfahren der Farbbestimmung 
bei Interferenz-?) und Beugungserscheinungen haufiger angewandt wird, so sei 
der Gang der Rechnung hier kurz mitgeteilt. Nach der YouNG-HELMHOLTZschen 
Farbentheorie wird bekanntlich jede Farbempfindung der Netzhaut unseres 
Auges hervorgerufen durch das Zusammenwirken von drei Grundfarben: Rot, 
Griin und Blau. Kennt man nun den Anteil, den jede einzelne reine Spektral- 
farbe an diesen drei Grundfarben hat, so kann man nach obigen Beugungsformeln 
den fiir einen bestimmten Beugungswinkel zu erwartenden Farbton und seine 


NK MEckr, Anny day Physalsds62 sSomo2suO20" 

*) Die Farbkurve im Maxwettschen Dreieck fiir die Farben diinner Blattchen, s. z. B. 
F. AUERBACH, Physik in graphischen Darstellungen, 2. Aufl., S. 224. 1925. Fir eine kurze 
Ubersicht s. auch z. B. J. Runes, ZS. f. techn. Phys. Bd. 8, S. 289. 1927, ferner Handb. XIX, 
Slits 
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Intensitat aus einer Anzahl von sog. Farbgleichungen berechnen. Der erste, der 
hier ausfihrliche quantitative Messungen iiber die Verteilung der reinen Spektral- 
farben auf die drei Grundfarben anstellte, diirfte MAXWELL!) gewesen sein, und 
seine Messungen werden in der Regel den Berechnungen zugrunde gelegt. MAx- 
WELL wahlte als Grundfarben ein Rot der Wellenlinge 4 0,630 «, ein Griin bei 
A 0,528 und ein Indigo bei 4 0,457, von denen nach seinen Messungen 
24% Kot, 38,3% Griin und 37,7% Indigo zusammen Weil ergaben. Wir haben 
also die Farbgleichung des weiBen Lichtes 


24,0R + 38,3Gr + 37,7V = 100,0W. (8) 


Pur die Verteilung der Grundfarben auf die einzelnen Spektralfarben wahlte 
MAXWELL 22 verschiedene Wellenlangen des sichtbaren Spektrums aus, PERN- 
TER®) hat aber gezeigt, daB man die Rechnung auch mit nur 8 geeignet verteilten 
Farben durchfiihren kann, nur mu man die blaue Grundfarbe dann etwas kurz- 
welliger wahlen (Violett), um die gleichen Resultate zu erzielen. Die Verteilung des 
weiBen Lichtes auf die 8 Spektralfarben gibt Tabelle 1 wieder, und zwar in 
Prozenten des Sonnenlichtes. 

Sie liefert 8 Farbgleichungen, a 

deren Addition selbstverstand- 
lich wieder die Farbgleichung 


: , 0,087 u 28 0,0 0,0 Dag 
des weiBen Lichtes ergeben 0,656 a6 0,4 0,8 9,4 
mu. Liegt jedoch eine an- 0,589 14,6 11, —0,1 26,2 
dere Intensitatsverteilung der 0,527 1 ee 
Spektralfarben vor, so gibt 0.494 ba 
; Se a ane 0,486 13,0 
ihre Addition eine Gleichung, 0.449 


die nicht mehr der des weiBen 0,434 s 
Lichtes entspricht. So findet Weis | 240 + 383 + 37:7 = 100,0% 
man z. B. durch Multipli- 

kation der aus der Beugungsformel (1) berechneten Intensitaten mit den ent- 
sprechenden Zahlenwerten der obigen Tabelle, daB fiir ein bestimmtes 
z+ (hier z-2 = 1,65) diese Additionsgleichung umgerechnet auf 100°%, lautet: 


53,5Rk + 38,3Gr + 8,2V = 100,0F. (9) 


Um hieraus den Farbton F zu bestimmen, nimmt man an, da derselbe sich 
jetzt nicht aus drei Grundfarben, sondern aus einer Mischung reiner Spektral- 
farbe mit einem bestimmten Prozentgehalt von WeiB zusammensetzt. Letzteren 
erhalt man sofort durch Reduktion der WeiBgleichung (8) auf den Gehalt der- 
jenigen Grundfarbe von der in der Farbgleichung (9) am wenigsten enthalten ist 
(Violett = 8,2%), also im obigen Beispiel auf 


53R + 8.4Gr + 82V = 21,9W. (10) 


Wei ist demnach im Farbton mit 21,9% vertreten®), reine Spektralfarbe nur 
mit 78,1%, und zwar entfallen davon, wie die Subtraktion beider Gleichungen 
zeigt, auf die Grundfarbe Rot 48,2%, auf Griin 29,9%. Die Bestimmung dieser 
Spektralfarbe geschieht nun mittels des MAXWELLschen Farbendreiecks, in wel- 
ches man in Dreieckskoordinaten die jeweilige Farbgleichung (9) eintragt. Die 
Ecken des Dreiecks nehmen die drei Grundfarben ein, die ubrigen Farben werden 
langs der drei Seiten ausgebreitet. Die ungefahren Grenzen sind durch punktierte 

eV CavisswHin. Phil rans, o.52. 4960: 

2) Siehe unter J. PERNTER u. F. ExNeER, Meteorol. Optik, S. 530. 1910. 

3) In praxi diirfte bei den Farben der Kranze der Weifgehalt gréBer ausfallen, da hier 


noch die allgemeine Lichtzerstreuung infolge einer gewissen Inhomogenitat des Nebels und 
die Ausdehnung der Lichtquelle hinzukommt. 
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Linien angedeutet. AuBerdem ist jede Seite fortlaufend numeriert in 10 Teile 
geteilt, so daB jede Spektralfarbe jetzt durch eine reine Zahl angebbar 
ist. [In Abb.1 ist davon abgesehen worden, die aus Tabelle 1 ermittelbare 
Farbkurve der reinen Spektralfarben, die ersichtlich nicht mit den Drei- 
ecksseiten zusammenfallt, einzutragen!).} 

Im obigen Beispiel besteht nun die Farbe aus 48,2/78,2 = 0,62 Teilen Rot 
und 29,9/78,2 = 0,38 Teilen Griin, welches dem Punkte 3,8 des Farbendreiecks 
entspricht, da die Absténde von den Dreiecksecken umgekehrt proportional 
den Anteilen an Grundfarbe sind. Der Farbton fiir z-4 = 1,65 ist also ein 
tiefes Orange mit wenig Wei. Diesen Farbton kann man nun auch graphisch 
aus dem Dreieck unmittelbar bestimmen, 
wenn man den WeiSpunkt W [Glet- 
chung (8)} mit dem Farbpunkt A [Glei- 
chung (9)} verbindet und durch Ver- 
langerung der Geraden den Schnitt- 
punkt F mit der Dreiecksseite feststellt. 
Dieser gibt dann direkt die gesuchte 
Spektralfarbe an, wahrend der Farb- 
punkt A selbst die Strecke WF im Ver- 
haltnis von Wei® zu Farbgehalt teilt, 
gl im, «GS iRiE WALES PAS hae! 
AF:WF = 21,9. Ist also fiir eine Farb- 
erscheinung, die aus Mischfarben be- 
steht, der funktionale Zusammenhang 
zwischen Intensitat und Wellenlange 


Abb. 1. Farbkurve im Maxweri-Hetmuortzschen spa : 
Farbendreieck der Beugungsringe undurchsichtiger des Lichtes bekannt, so kann man jedem 


Scheibchen. Parameterwert z einen Punkt im Far- 


bendreieck zuordnen und so durch eine 
Farbkurve die Farbenfolge der Erscheinung fiir verschiedene z bestimmen?). 
Dies ist fiir die Beugung an kreisfOrmigen Scheibchen in Abb.1 bis z= 4,4 
geschehen. Tabeile 2 bringt dann noch die Einzelheiten dieser Farbkurve, 


Tabelle 2. 


Griin Violett | Intensitat 


46,81 61,15 c 68,5 Bain 16,8 | weiBlichblau 
19,89 19,10 50,77 96,6 Bye 13,5 | weib 
Seay 272: 13,20 54,6 45,4 4,6 | hellgelb 
1,866 0,402 4,874 21,9 78,1 3,8 | dunkelorange 
0,381 0,266 1,688 41,8 58,2 1155 tiefrot 
; 0,244 Os | Oy 1,180 Bd (AY | Dales} schwarzviolett 
0 0,025 0,445 0,996 1,466 Heal 92.9 A750 dunkelblau 
4 0,093 0,691 0,784 1,568 DAG SS 15,4 dunkelblau. 


dié vollauf den Beobachtungen an Kranzen entspricht. Besonders bemerkenswert 
rst der schroffe Farbenwechsel von Rot zu Violett zwischen z = 3,2 und’ = 3,8, 
verbunden mit einer betraéchtlichen Abnahme der Gesamtintensitit (Spalte 5), 
Minimum bei z~ 3,8. Fir z = 3,8 ist der Farbton nun ein sehr dunkles Violett 
(etwa L = 19), seine Komplementirfarbe, die hier naturgemaB ihr Intensitits- 


iS, hierza Handby Baya Ss. 10: 

Z) Da z auch von 4 abhangt, so muB z auf eine bestimmte Wellenlange bezogen 
werden, hier ist aus gieich zu erérternden Griinden als diese ,,Wellenlange des weien 
Lichtes“* 2 0,571 gewahlt worden. 
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minimum besitzen mu, ein Griingelb. Schon FRAUNHOFER benutzte diesen 
recht scharf erscheinenden Ubergang vom roten zum blauen Ringe zur Aus- 
messung der Beugungsbilder im weiBen Licht und fand auf Grund von zahl- 
reichen Messungen, dali an dieser Stelle gerade das Griingelb der Wellenlange 
2 0,571 ein Minimum hat. Er nannte daher diese Wellenlinge die ,,Wellen- 
lange des weiben Lichtes", sie entspricht jedoch nicht dem Empfindlichkeits- 
maximum des farbttichtigen Auges, dieses liegt vielmehr bei A 0,556 wv, ist also 
kurzwelliger. 

3. Messungen an Kranzen. Messungen an Krinzen im monochromatisierten 
Licht — etwa durch Zwischenschalten von Farbfiltern — scheinen nicht ge- 
macht worden zu sein und sind wohl auch wegen der relativen Seltenheit und Licht- 
schwache der Erscheinung schwierig. Man ist also auf Messungen im weifen Licht 
durch Einfihrung der physikalisch vielleicht nicht ganz gerechtfertigten Wellen- 
lange des weiBen Lichtes angewiesen unter Zugrundelegung des 4uBeren Randes 
vom roten Ringe, wo — dies sei nochmals betont — nur bei derartig einfachen 
Beugungserscheinungen die Wellenlange 20,571 ihr Intensitatsminimum hat. Diese 
Ausmessung gestattet dann aber schon mit primitiven Hilfsmitteln die GréBe 
dieser Wolkenelemente nach Gleichung (3) zu bestimmen; haufig auch noch deren 
zeitliche Anderung, die manchmal gewisse Riickschliisse auf die Wetterprognose 
zulaBt. Auch die Ubereinstimmung der aus den einzelnen Ringen erhaltenen 
Tropfendurchmesser ist meist befriedigend. So zeigen z. B. 14 von KAmtz mit- 
geteilte Messungen, bei denen die beiden ersten Ringe ausgemessen wurden, 
nur durchschnittliche Abweichungen von 3% voneinander. Als weiteres Beispiel 
fiir die Ubereinstimmung zwischen Theorie und Beobachtung sei erwahnt, daB 
bei dem nahe verwandten Beugungsphaéanomen der mit Lykopodium bestreuten 
Glasplatten die Ausmessung des ersten Ringes einen Durchmesser der Pollen 
von 30,3 u, die des zweiten den gleichen Wert 30,3 « und die des dritten 30,4 u 
ergibt, wahrend die direkte Ausmessung unterm Mikroskop fir die keineswegs 
vollkommen kreisrunden Pollen den Durchschnittswert 30,6 w leferte. 

Andererseits sind bei den Kranzerscheinungen aber auch Falle bekannt ge-. 
worden, in denen nicht das von der Theorie geforderte Verhaltnis der beiden 
ersten Ringe von 1:1,87 vorliegt, vielmehr ist der zweite Ring genau doppelt so 
groB wie der erste. In diesen Fallen miissen wir nun annehmen, daB nicht Wasser- 
tropfen die beugenden Teilchen sind, sondern feine Eisnadeln, die alle nahezu 
die gleiche Dicke besitzen, wahrend ihre Langen so inhomogen bzw. so grof sind, 
daB sie zu einer beobachtbaren Beugungser- 
scheinung keine Veranlassung mehr geben 
kénnen. Es ist klar, dafs auch derartige 
Eisnadeln bei vollkommen regelloser Ver- 
teilung im Beugungsbild ein Ringsystem 
zeigen miissen, wobei es sich aber jetzt um 
eine Beugung an schmalen Rechtecken han- 
delt, und fiir diese gilt die Beziehung 


Héiufigheit 
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. Boe pee Abb. 2. Haufigkeitsverteilung der GréBe der 
halten. Die einigermaBen zuverlassige Aus- Wolkenelemente. 


messung der Ringe gibt also auch ein Mittel 

an die Hand, die Art der Wolkenelemente zu bestimmen. Eine Statistik der vor- 
liegenden Messungen zeigt nun, daB in der Atmosphire fiir 15 bis 20 s« Tropten- 
durchmesser ein ausgepragtes Maximum besteht (s. Abb. 2, wo die Haufigkeit 
der Beobachtungen in Stufen von 5 « Breite eingetragen ist). Bei Eiskristallen 
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verschiebt sich dieses Maximum noch etwas nach kleineren Dicken (rund 10 /) 
und ist auch nicht so ausgepragt. ; 

4. Beugungserscheinungen im kiinstlich erzeugten Nebel. In der Natur 
kann also die Erscheinung der Kranze als einfache Beugung an Wassertropfen 
bzw. Eiskristallen ohne Schwierigkeiten erklart werden, nicht so im Experiment 
beim kiinstlichen Nebel, der durch adiabatische Expansion von wasserdampf- 
gesittigter Luft leicht herstellbar ist (Versuchsanordnung s. Bd. I, Ziff. 210). 
Hier haben wir es mit ganz anderen, anomalen Farbenanordnungen zu tun, 
deren Aussehen schon auf einen komplizierten. Interferenzvorgang hindeutet. 
So ist die die Lichtquelle direkt umgebende Aureole nicht mehr, wie bei den 
Krinzen, weiBlichblau, sondern sie weist eine sehr lebhafte Farbung auf, die mit 
wachsender Tropfengr6Be etwa die Farbenfolge durchlauft: hellviolett, blaulich- 
griin, smaragdgriin, gelbgriin, hellorange, dunkelorange, scharlachrot, karmoisin- 
rot, purpur, steingrau, smaragdgriin, olivengriin usw., daran schlieBen sich nun 
Ringe an, die auch nicht die tibliche Farbenfolge zeigen, sondern aus viel satteren 
Farben in den mannig- 
faltigsten Anordnungen (s. 
r Aureole Ringe Tabelle 3) bestehen, im 

ganzen ein lebhaftes Far- 


Tabelle 3. 


1,0 u hellviolett griin OLE ee Bae se dentes 
1,06 blauviolett | gelbgriin Densplel, Gas ml SAS) ees 
Hee hellblau grin, rosa wohnten Beugungsbildern 
1,27 | blau (griinlich) dunkelblau, rot gar nichts mehr gemein- 
27) 7S 7z Z > 1 @ Pas 17 i 1 . . . 
132 grii blau hellviolett (rotlich) sam hat. Alierdings ist die 
1,4 grtin violettblau, hellgriin, rosa Tropt a Re mnnes leans 
1,45 gelbgriin blau, rosa EOP engrobe belm unst- 
1,52 gelb eriin, violett lichen Nebel bedeutend ge- 
1,57 orange grin, violett ringer, der Spielraum, der 
BoD got ey A hier durch Variation der 
1,63 rot hellgriin, (gelblich), rosa Veronchened, 
1,66 | purpurrot fahlgriin, rosa persue ASDE mg un sen. zur 
ATS hellpurpur griin, rotlich, violett Verfugung steht, ist etwa 
1,87 Mclet griin, rot, griin 2 bis hochstens 10 pu, 
Q? y st a re Z : es 
ie violett ly rot, dunkelblau stellt also eine GroBenan- 
2,0 graublau grin, dunkelviolett, gelb 1 uae: 
2,07 | __ blaugriin gelb, violett, griin ordnung dar, die in der 
2,09 | blaulich griin gelb, griin, rosa Atmosphare nie beobachtet 
21m Bie eee (rein griin), dunkelblau, rot worden ist. Eingehende 
222 | olivengri sc ales ¢ a r T 
se ae gran schmales dunkelblau, rot Versuche?), besonders an 
D3 griingelb blau, griin, rot, violett ena. pues ; : 
2534 griinlichgelb rot, blau, griin Flussigkeiten mit verschie- 
Deore | gelb rot, griin, violett denen Brechungsexponen- 
2,33 | gelb dunkler Streifen (schwach blau, ten, haben nun unzwei- 
| grin, rot, blau), rot é rere vs 
2,35 | hellorange rot, griin, violett pause SoA Ae dafs bei 
2,4. hellpurpur gelbgeriin, rosa dieser TroptengréBe die 


Voraussetzung der Un- 
durchsichtigkeit nicht mehr gemacht werden kann, da eine Abhangigkeit der 
Farberscheinung vom Brechungsexponent nachweisbar war. So sind z. B. beim 
Benzol, dessen Brechungsexponent (m = 1,504) gréBer als der des Wassers 
(w = 1,333) ist, normale Beugungsbilder bereits bei einer TropfengréBe zu 
erhalten, die beim Wasser sicher noch anormale Farberscheinungen bedingt. 
Die Erklarung der Erscheinung, die hier nur im Auszuge gegeben werden kann, 
hegt somit auf der Hand. 

Wohl wird das Licht beim Durchgang durch den Tropfen stark konvergent 
gemacht, eine Durchrechnung des Strahlenganges zeigt aber, daB das Intensi- 


*) R. Mrexe, Ann. d. Phys. Bd. 61, S. 474; Bd. 62; S. 623. 1920. 
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tatsverhaltnis von dem Licht, welches den Tropfen mit zweimaliger Brechung 
durchsetzt, zum gebeugten Licht mit abnehmender TropfengréBe immer 


ginstiger wird fir p~0 ist dies Verhiltnis gegeben durch 0,22 - = , also 


nicht mehr unberiicksichtigt bleiben kann. Ferner sind diese Strahlen  stets 
koharent, somit auch interferenzfahig. Die ganze Erscheinung im kiinstlichen 
Nebel ist also auf eine zusammengesetzte Beugungs-Interferenzwirkung von drei 
Strahlenarten zuriickzufiihren, namlich 1. von »gebeugten“ Lichtstrahlen, 2. von 
Strahlen, die durch den Tropfen hindurchgegangen sind, und 3. von solchen, die 
an der Oberflache reflektiert werden. Die Strahlen 1 und 2 weisen bei Wasser 
einen Wegunterschied von nahezu 


A, = 2r(n — cosq¢) (11) 
auf, die von 1 und 3 einen solchen von 
A, =27sin~. (12) 


Der Wegunterschied von 2 und 3 ist gleich der Summe 4, + 4,. Nach Beriick- 
sichtigung der Phasenbeziehungen (gebeugtes Licht hat gegeniiber ungebeugtem 
eine Phasenverschiebung von 2/2, ebenso tritt bei Lichtstrahlen nach Durchgang 
durch einen Brennpunkt ein Phasensprung von a auf) erhdlt man eine resul- 


tierende Lichtbewegung 
R 


3 t 
s= C+sin2n|— — 5 


)+S-cosan(7— >). (13) 


Hier haben die Amplituden C und S$ die Werte 
2 | — a, sin" A, + a,sin 3" Ay, 
. (13. a) 


c=, 


= 2X 
Ss = — a, cos A, 
A 


und ihre Quadratsumme C? + S? gibt die 
Intensitat des Lichtes, die Amplituden ap, 
a, und a, sind dabei leicht bestimmbar. 
Abb. 3, die fiir drei verschiedene Tropfen- 
radien und monochromatisches Licht der 
Wellenlange 40,589 wu diese Interferenzkurven 
wiedergibt, zeigt im Vergleich zu der Kurve 
undurchsichtiger Tropfen, wie stark sich die 
Beugungserscheinung durch eine derartige 
Interferenz andern kann. Das ganze Beu- 
gungsphanomen hangt jetzt also in kom- 
plizierter Weise von drei Parametern ab, 


; Bore’ ¢ i, 
namlich von z = 7 sing, von |~ ] und vom 


Brechungsexponenten m. Es ist klar, dal 
bei dieser Mannigfaltigkeit eine GroBenbe- 
stimmung der Nebelelemente aus den Ring- 
durchmessern auf Schwierigkeiten stoBen 
muB. Man ist also wieder auf die Methode 
der Farbberechnung im weiben Licht fir 
verschiedene Y und zZ angewlesen, um aus Abb. 3. Beugungskurven durchsichtiger Trépfchen. 
den Beobachtungen schnell Aussagen tber 

den Tropfenradius machen zu kénnen. Die Durchfithrung dieser Berechnung 
hat dann zu den in Tabelle 3 mitgeteilten TropfengréBen gefiihrt. Abb. 4 


a Vane Gat Teen Tae Epa 
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zeigt noch als Beispiel die Farbkurve fiir z-2= 0,94 als Funktion der 
Tropfenradien. 

5. Glorien. Glorien sind wie die Kranze einfache Beugungserscheinungen, 
jedoch solche im reflektierten Licht. Voraussetzung ist also, da die Sonne 
(Mond) sich im Riicken des Beobach- 
ters befindet und sein Kopfschatten 
auf eine unter ihm liegende Nebel- 
schicht fallt, beobachtbar sind sie da- 
her vorwiegend auf hohen Bergen oder 
im Ballon. 

Die Deutung des Beugungsphano- 
mens als solches st6Bt nun nicht auf 
Schwicrigkeiten: sie ist dieselbe wie 
bei den Kranzen und bietet somit 
nichts Neues. Was aber bei den 
Glorien anfanglich einige Erklarungs- 
schwierigkeiten machte, war die Ent- 
stehung eines Intensitatsmaximnums in 

I 2 T8S ED NCW 8 SO “Seiner-an vind) fumesieh tdiiius rétlel. 
Abb. 4. Farbkurve der Aureole fur verschiedene tierenden Schicht. denn ohne ein sol- 
Tropfengr6Ben. 4 i 
ches Maximum, das ja die Lichtquelle 
ersetzen mul, ist eine farbige Beugungserscheinung nicht denkbar. Dieses Maxi- 
mum existiert nun tatsachlich und ist haufig schon bei inhomogenen Teilchen- 
groBen als sog. Heiligenschein (z. B. auf betauten Wiesen bei tiefstehender Sonne) 
um den Kopfschatten des Beobachters zu sehen'). Die Erklarungen laufen haupt- 
sachlich darauf hinaus, daB bei der Reflexion an tiefer liegenden Wolkenelementen 
diejenigen Strahlen, die genau in der Einfallsrichtung reflektiert werden, die 
Nebelschicht ungestért — d. h. unverdeckt durch davorliegende Teilchen — 
wieder verlassen kénnen, so daB diese Einfallsrichtung der Strahlen stets bevor- 
zugt erscheint. Messungen an Glorien brachten nun zunachst unbefriedigende 
Resultate, die der Theorie zu widersprechen schienen. Auch die Ausmessung 
einer photographischen Aufnahme der Glorie?) lieferte die Ringradien 1°13’, 
5°0’, 8°44’ und damit verschiedene TropfengréBe aus den einzelnen Ringen 
(y = 16,4 u, 7,3 4, 6,1 w). Man hat aber nicht die Ausdehnung des Intensitats- 
maximums, das etwa 1° bis 2° betragen kann, dabei beriicksichtigt und zahlte dies 
haufig, so auch im obigen Falle, als den ersten Ring, den ersten Beugungsring 
dann als zweiten. Korrigiert man diesen Fehler, so liefern auch die Glorien fiir 
die Tropfendurchmesser iibereinstimmende Werte. Wegen des hoéheren Reflexions- 
vermogens der Eiskristalle (Reflexionen an ebenen Flachen!) diirften nun Beob- 
achtungen von Glorien in Eiswolken haufiger sein. Fir diese gilt dann selbstver- 
standlich das bei den Kranzen Gesagte. Auch die im kiinstlichen Nebel erzeugten 
Glorien geben zu demselben anormalen Farbenspiel Veranlassung wie die Kranze. 
Die Verhaltnisse legen hier allerdings noch etwas komplizierter, und besonders 
bei kleinen Tropfen kommen Beugungsvorgange hinzu, die mit denen des Regen- 
bogens verwandt sind. Rechnungen nach dieser Richtung hin sind z. B. von 
S. Ray?) unternommen worden. 
6. Deutung des: Regenbogens nach Descartes. Die bekannte atmosphi- 
rische Himmelserscheinung des Regenbogens, die hier wohl nicht naher beschrieben 


z) Auch die sog. Untersonnen und Lichtsaulen, hervorgerufen durch Reflexionen an 
Eiskristallen, sind ahnliche Erscheinungen. 
‘ A. WEGNER, Jahrb. d. deutschen Luftschifferverbandes 1911, S. 74. 
Neo, ek Ave wero, nds eANSsoG. Bdn oe Seas wdO2 se 
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zu werden braucht, wird nach Descartes als reines Problem der Strahlenbrechung 
und der dadurch bedingten Farbendispersion gedeutet, eine Erklarung, die zwar 
die Grundtatsachen richtig wiederzugeben vermag, fiir eine vollkommene Deu- 
tung der Beobachtungen jedoch nicht ausreicht. Bekanntlich dringen beim 
Regenbogen die parallelen Sonnenstrahlen in den Regentropfen ein und ver- 
lassen ihn erst wieder nach einer ein- oder zweimaligen inneren Reflexion, und 
zwar — von einem Grenzfall abgesehen — als stark divergierendes Strahlen- 
biindel. Der hierbei erzielte Drehwinkel der Strahlen laBt sich leicht berechnen: 
Jede Brechung von Lichtstrahlen lenkt diese ja um den Betrag (a — £) (a Ein- 
fallswinkel, 6 Brechungswinkel) ab, jede innere Reflexion jedoch um den Winkel 
(a — 2/); erfahrt der Strahl also 7 innere Reflexionen, so ist die Gesamtablenkung 
0 des austretenden Strahles (Abb. 5) 


= 2(a — f#) + r(x — 28) = ra + 2[o — (r+ 1) 8]. (14) 


Die Theorie von DEscarTEs erstreckt sich nun auf den obenerwahnten Sonder- 
fall, in dem der Parallelismus eines engen einfallenden Strahlenbiindels beim 
Austritt aus dem Tropfen nahezu bewahrt 
bleibt, so daB die Intensitat desselben noch 
auf groBe Entfernungen wirksam ist. Dieser 
Grenzfall tritt aber dann ein, wenn die Ge- 
samtdrehung der Strahlen ein Minimum 
ist, denn hier besitzt, wie wir spater (Abb. 6) 
sehen werden, die austretende Wellenflache 
einen Wendepunkt, hat also an dieser Stelle 
die Kriimmung Null. Differenziert man 
also Gleichung (14) nach oa, setzt den 
Differentialquotienten gleich Null: 


— —_ = {| — (7 ss 1) 2—— 0, (4 5) Abb. 5. Strahlengang im Regentropfen. 


und eliminiert / mit Hilfe des Brechungsgesetzes, so erhalt man fiir den Einfalls- 
winkel dieser ,,wirksamen‘‘ Strahlen von DESCARTES den Wert 


n2— 1 
pat 

Tabelle 4 gibt einige Zahlenwerte, bei denen stets der spitze Winkel 
zwischen Einfallsrichtung und austretendem Strahl angegeben ist, d.h. es treten 
bei einmaliger und zweimaliger 
Reflexion die Strahlen auf der 
Vorderseite des Tropfens 
aus und erzeugen so den 


COS Ky = | cos fi, = a COS Xp , (p=r-+ 1). (16) 


Tabelle 4. 


Glas (1% 


a 0) 


Haupt- und Nebenregenbogen. 2 59°24’ 2° Filip 49°48" 22°51"), 

Bei drei- und_ viermaliger 3 fh ae 5056 | 66 43" 86°52" J 
j é : ; 4 76°50’ 42°48" | 73°43 ed esi 2 

Reflexion liegen die austreten- 5 79°38’ | 43°46'f" | 76°48" a> 6ln 


den Strahlen auf der Riick- 

seite des Tropfens (bei Glas nur der dritte Strahl), und erst die beiden fol- 
genden erscheinen wieder auf der Vorderseite. Regenbogen, die diesen mehr- 
fachen Reflexionen entsprechen (bei = 3 und 4 muB sich der Regen selbst- 
verstandlich zwischen Sonne und Beobachter befinden), sind in der Natur 
infolge ihrer geringen Intensitat, die von der allgemeinen Tageshelle iberstrahlt 
wird, nie beobachtet worden, wohl aber im Experiment an Wasserstrahlen 
und Glasstaben. Obige Werte gelten allerdings nur fiir Licht einer mittleren 
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Wellenlinge. Wegen der Abhangigkeit des Brechungsexponenten von der 
Wellenlinge liegt aber fiir rotes Licht (40,687) die Minimalablenkung (ein- 
malige Reflexion vorausgesetzt) bei 42°16’, fur violettes jedoch bei 40°44’, 
mithin eine Winkeldifferenz von 1°32’ ergebend. Da sich die Ausdehnung der 
Lichtquelle (Sonne = 31’) noch hinzuaddiert, so ist nach der DESCARTESschen 
Theorie ein farbiges Band von ungefahr 2° Breite zu erwarten, und zwar mu 
die auBere (rote) Begrenzung dieses Bandes stets dunkler erscheinen als die innere, 
denn Ablenkungen der (roten) Strahlen gr6Ber als 42°16’ kénnen ja tiberhaupt 
nicht auftreten, wohl aber kleinere, wenn auch mit stark verminderter Intensitat. 
Fiir den Nebenbogen liegen die Verhaltnisse analog, nur ist hier der rote Rand 
der innere, der violette der 4uBere. Die entsprechenden Werte sind 50° 22’ fur 
Rot und 53°24’ fiir Violett, die Breite des Bandes also rund 31/,°. 

7. Theorie des Regenbogens nach Arry. Wenn auch die Theorie von 
DESCARTES die Winkeldurchmesser von Haupt- und Nebenbogen und die Farben- 
folge im groBen und ganzen richtig wiedergibt, so vermag sie doch nicht die sog. 
iiberzahligen oder sekundaren Bogen zu erklaren. Es sind dies Bégen, die sich 
unmittelbar an den Hauptbogen nach innen zu anschlieBen. Ihre Zahl ist sehr 
verschieden. In der Natur diirften mehr als sechs bisher nicht beobachtet worden 
sein, im Experiment, wo die Versuchsbedingungen viel sauberer gewahlt werden 
konnen, ist aber die Beobachtungsmoglichkeit eine weit bessere, so konnten z. B. 
an dickeren Wasserstrahlen und Glasstaben bis zu 200 derartiger sekundarer 
Streifen gezahlt werden. Ihre Farbfolge ist jedoch von der des Hauptbogens 
meistens verschieden (s. unten). Ebenso lhefert der Nebenbogen ahnliche Bogen, 
nur lichtschwacher und diesmal nach auBen hin anschlieBend. Eine weitere Er- 
scheinung, die die Theorie von DrEscarTES nicht zu erklaren vermag, ist der 
sog. weiBe Regenbogen, der vorwiegend im Nebel, d. h. bei kleinen Wassertropfen, 
beobachtet wird, auch sind die hierbe1 beobachteten Winkeldurchmesser stets 
kleiner, als die DEcARTEssche Theorie fordert. 

Zur Erklarung der uberzahligen Bogen machte schon YOUNG auf die kom- 
plizierte Gestalt der Wellenflache in der Nahe der Minimalablenkung aufmerksam. 
Es ist dies in erster Naherung (s. unten) die Rotationsfléche einer Kurve dritten 
Grades (vy = kx), die, wie schon erwahnt, beim 
Minimumswinkel einen Wendepunkt besitzt (Abb.6). 
Da die Strahlenrichtung normal zur Wellenober- 
flache verlauft, so missen bei einer derartigen 
Gestalt der Kurve fiir jede Richtung zwei koha- 
rente Strahlen vorhanden sein, die parallel zu- 
einander laufen, aber einen Wegunterschied mit- 
einander haben, der zu Interferenzerscheinungen 
Veranlassung gibt. Als eine derartige Interferenz- 
erscheinung erklarte nun YOUNG die wberzahligen 

ied. Bogen. Arry stellte dann das ganze Regenbogen- 

iioid sesudiesaen Gaaicapercce, Problem) aul eime mochectrengere (Basta timdm hes 
handelte es als ein Beugungsphanomen nicht- 

spharischer Wellen. Seine Theorie sei hier unter Weglassung laingerer Ab- 
leitungen mitgeteilt. Wichtig ist zunachst die Festlegung der austretenden 
Wellenoberflache. Da es sich dabei um eine Rotationsflache handelt, so geniigt 
die Form der Mediankurve und zwar auch nur in unmittelbarer Nahe des mindest- 
gedrehten Strahles, denn nur hier werden nennenswerte Beugungseffekte erzielt. 
Bekanntlich gilt fiir Wellenoberflachen ganz allgemein die Bedingung, daB die 
zeitliche Entfernung zweier solcher Flachen fiir alle Strahlen desselben Strah- 
lenbiindels die gleiche ist. Beim Regenbogen setzt sich aber der Gesamtweg des 
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Strahlenganges aus drei Teilstrecken zusammen; niimlich 1. aus dem Wee's; 
der Strahlen bis zum Eintritt in den Tropfen, 2. aus dem Weg s, im Tropfen selbst 
und 3. aus dem Weg s; nach Verlassen des Tropfens. Es ist daher (¢ = Licht- 
geschwindigkeit) 
c(t, + ty + ts) = (8, + m5, + 3) = konst. (17) 
Da wir nun zur Berechnung einer Lichtwirkung nach dem HuyGeEnsschen 
Prinzip in der Wahl der Lage der Wellenflache vor und nach Verlassen des 
Tropfens vollkommen freie Hand haben, so kann auch die Konstante ganz will- 
kurlich gewahlt werden. Wir wahlen sie hier zweckmafig gleich 7 (fropfenradius) 
und konnen dann fiir die drei Wegstrecken setzen 
Ss, =r(1 — cosa), S, = 2pr cosf, Ss = r(cosa — 2pn cos). (18) 
In diesen Ausdriicken sind nun die trigonometrischen GréBen zu eliminieren und 
dafur rechtwinklige Koordinaten «, y einzufiihren von einem Koordinatensystem, 
dessen y-Achse mit dem mindestgedrehten Strahl parallel lauft. Dies kann 
natirlich nur naherungsweise durch Reihenentwicklung nach einem Parameter 


E(x =a, + &) durchgefiihrt werden. Man erhalt dann fiir den Fall, da8 der 
Koordinatenursprung sich im Tropfenmittelpunkt befindet, die Kurve: 

*%'= (rsina,) + (rcosa,)-é, 
24. os (19) 
yeas ae 
ysin& und 27(1 — p?)cosa, sind aber nichts weiter als die Koordinaten des 
Wendepunktes der Kurve dritten Grades. Legen wir also durch eine Parallel- 
verschiebung den Koordinatenursprung in diesen Punkt und eliminieren &, so 
lautet die endgiiltige Kurvengleichung 


y = kx? = —_ x3, (20) 
, 3.7 


y = 2r(1 —p?) cosa, + 7h 


wo / unter Beriicksichtigung von Gleichung (16) den Wert besitzt?) 


1) )/Poe 
~ p?(n®—1) ) n?—1~ 


h 


Wir kommen jetzt zum beugungs- 
theoretischen Teil des Problems. Nach 
der KrrcHHOoFFschen Fassung des Huy- 
GENSschen Prinzipes ist die Lichtwir- 
kung in einem Punkte P in groBer Ent- 
fernung R vom Tropfen fiir kleine Beu- 
gungswinkel gm gegeben durch 


/ 


= [sin2z(‘ — ; ao, (22) 


=F T 


wo J = ycospm — xsing der Wegunter- 
schied zweier beliebiger paralleler Strah- 411, > wegunterschied 2weier eefeilaanmielanion 
len ist, die hier mit dem mindestge- Strahlen. 

drehten Strahl den Winkel @ bilden, x 

und y aber die Koordinatendifferenzen der beiden Wellenflachenpunkte bedeuten, 
von denen diese Strahlen ausgehen (Abb. 7). Wahlen wir als Ausgangspunkt 
des einen Strahles den Koordinatenanfangspunkt, so kénnen wir in 4 direkt 
die Gleichung (20) einsetzen. Mit der gleichen Naherung, mit der diese Gleichung 


1) Fir Wasser (nm = 1,333) ist bei p= 2, A = 4,89 und bei p = 3, h = 27,86. 
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erfiillt ist, ist auch das Flachenelement do proportional rdx. Wir erhalten 
dann die zwei Integrale 
Bas : 
C = | cos (kx8 cosy — x sing) dx, 
Jona (23) 
S= [ sin 22 (Rx® cosy — xsing)dx, | 


deren Quadratsumme multipliziert mit (7//)? bekanntlich der Intensitat der re- 
sultierenden Lichtbewegung proportional ist?): 


T= Jolz | (CES?) (24) 


Ferner zeigt sich, daB wir, ohne die Giiltigkeit der Naherungsformel (20) zu ver- 
letzen, die Grenzen —oo und + oo in die Integrale einfiihren konnen, da nur 
Werte in unmittelbarer Nahe des Koordinatenursprunges nennenswerte Beitrage 
zum Integral liefern. Dann verschwindet aber S, wahrend C den doppelten 
Wert des von 0 bis + oo genommenen Integrals annimmt. Wir finden also fiir 
die Intensitat in P den Ausdruck 


f ico 
22 


= AT o( a [cos ~ (Rx? cos — % sing) as) (25) 


0 


Diesen miissen wir noch durch Einfithrung zweier Substitutionen 


22 fA 22 - It 
aay -3 = ay 3. ar == 26 
jl kx cosy = aie" 7 esing => 2-u (26) 
umformen, und erhalten dann 
2/7 2 
6”? Sil ip TEA 
ya i -( Serr | cos— (u? — zu)du}. (27) 
bh 22COS.p) \) 2 


0 


Das Integral — Atrysches Regenbogenintegral f(z) — laBt sich nur durch Reihen- 
entwicklung auswerten ; es nimmt fiir negative Werte von zmonoton ab, ist aber fiir 
positive periodisch und besitzt unendlich viele Maxima und Minima (Abb. 8). 


a 


0 5 10 2 


Abb. 8. f(z)-Werte des Airyschen Regenbogenintegrals. 


In letzteren wird die Funktion Null. Ich beschranke mich auf die Wiedergabe fiir 
die ersten fiinf Maxima und Minima. Bei gréBeren z sind dieselben sehr an- 


» Dr 
genahert gegeben durch z = i 1)" baw Bone ae a rat d di 
Be €bt SeEgeve Che ie rr ZW. 3 =o) on Wahren 1e 


*) Mascart und mit ihm PERNTER u. a. setzen die Intensitat nur proportional y/A4 nicht 
(v/2)*, und zwar leiten sie dieses Resultat aus der FRESNELSchen Zonenkonstruktion ab. Eine 
einfache Grenzbetrachtung lehrt aber, daB bei der strengeren Lésung des Problems nach der 
KIRCHHOFFschen Formulierung des Huycensschen Prinzipes diese Folgerungen aus den 
FRESNELSschen Zonen nicht zulassig sind. 
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einfache YounGsche Interferenztheorie (s. oben) die Werte z = 3 (m)5 (Maxima) 
2m + <i 
5 ae 


w 


o 


und z= 3 (Minima) lefern miiBte (Tabelle 5). 


Tabelle 5. 


Maxima 


P(e) 


Minima 
s | JounG 


JounG 


4 1,084 1,005 0) 2,495 | 41,89 
2 3,467 G65: > 3 4,303 3,93 
3 5,145 0,510 4,76 S802" | 5 89 
4 6,578 0,450 6,24 7,244 | 6,92 
5 7,868 0,412 7,56 8,479 | 8,17 


z hangt nun mit dem Beugungswinkel m durch die Beziehung 


to 


a 
a 


Ge 
ip ine tgp (28) 


zusammen, und da sin?@-tgq selbst noch bei gréBeren Werten gleich q? ge- 
setzt werden kann, ist z also dem Beugungswinkel direkt proportional. 


Tabelle 6. 
r co 500 uw 50 u 25 ue 
“ O 2 cr Ory, / | , 
2 0,687 42° 16 41° 54 | 40° 36 BSas) 
2 0,434 40° 44’ 40° 28’ | 392 32/ 35) 50: 
6, — 6, 1232" 1° 26’ amie 0° 47’ 
A 0,768 50° 22° 54°" 53220) LAeiy/4 
2 0,431 eee Kp ps SSege Noon” 
—2, i Zz 54° g749° | 4% 49? 


i 


Die Periodizitat des Arryschen Integrals erklart nun sofort das Auftreten 
der sekundaren Bogen. Es ergibt sich aber auch, daB das erste Maximum nicht 
bei z = 0, sondern bei z = 1,084 liegt. Da z ja dem Winkel ¢ proportional ist, 
der von der Minimalablenkung nach Innen gerechnet wird, so folgt, daB der 
Bogen maximaler Intensitat einen um 


/E f= o07(2 


‘6 / 


w 


g = 0,542: 


kleineren Winkelradius haben mu als der mindestgedrehte Strahl, was bei 
kleinerem Tropfenradius (< 100) schon mehrere Bogengrade ausmachen kann. 
Im Nebenbogen fallen die Winkelradien entsprechend gréB8er aus, und zwar um 
den Betrag 
i\3 
gy = 0,902 ( : ] 
(s. Tabelle 6). Aber auch jenseits des mindestgedrehten Strahles, d. h. fir 
negative Werte von z mu noch eine, wenn auch schwache Lichtwirkung vor- 
handen sein. Die Abhiangigkeit der Winkeldifferenz von der Wellenlange hat 
weiter die interessante Folgerung, daB bei den sekundaren Maxima sogar 
eine Umkehrung der Farbenfolge eintreten kann. So legt z. B. bei einem 
Tropfenradius von 0,5mm fiir Rot (40,687) das erste sekundare Maximum 
bei 41°7’, fiir Blau (2 0,431) bei 39°54’, aber schon bei 0,05 mm TropfengréBe 
fallen beide Strahlen zusammen (36°56’ und 36°55’), sind also ,,achromatisiert", 
und bei y = 0,025 tritt schon die Farbenumkehr ein (Rot 33°47’, Violett 34°40’). 


Msi, F 
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Tabelle 7. 
r 500 “ 150 | 50 we | 25 we 
Hauptbogen Tiefrot | Orange | Schwaches Gelb Sehr schwaches Gelb 
Hellrot Gelb | WeiGliches Gelb Sehr weiGliches Gelb 
Orange Griin WeiBliches Gritin Glanzendes Weib 
Gelb Blaugriin WeiBliches Blau 
Griin Hellblau Violett | WeiG®licher Hauch 
| ‘ von Violett 
Blaugriin Violett Sehr schwaches Violett 
Hellblau Farbloser Farbloser 
Violett | Zwischenraum Zwischenraum 
1.sekundarer Hellblau | Rosa Schwaches sehr weif- | Wi eiphenes Blau 
Bogen | Gelb liches Griin 
Violett Griin ' Schwaches sehr weib- WeiB 
| Blaugriin liches Violett Schwaches weiSliches 
Blau Rot 
| Violett 
2. sekundarer Hellblau | Rosa Blau 
Bogen | : Seen : 
8 Griinblau Orange | WeiBliches Rot Blau 
Violett Gelb | 
Griin 
Violett 


Das Experiment!) hat nun die Arrysche Theorie vollauf bestatigt. Ins- 
besondere im monochromatischen Licht konnten an Glasstaben und Wasser- 
strahlen bis zu 100 Beugungsstreifen ausgemessen und ihre Lage innerhalb der 
Fehlergrenzen mit der Theorie itbereinstimmend gefunden werden. Fir die 
Deutung der Naturerscheinung aber, wo wegen erschwerender Bedingungen 
Messungen im onochronistcchen Licht nicht ausfiihrbar sind, bleibt wieder nur 
der Ausweg ibrig, nach der bewahrten Methode des MAXxweE tschen Farben- 
dreiecks (s. Ziff. 2) die Farbenerscheinung im weifen Lichte zu berechnen 
Diese weitlaufigen Rechnungen hat PERNTER?) in sehr ausfiihrlicher Weise vor- 
genommen und z. B. fiir die Tropfenradien 500m, 150u, 50 und 254 die in 
Tabelle 7 zusammengestellten Farben im Hauptbogen, ersten und zweiten 
Sekundarbogen festgestellt. Seine Rechnungen lieferten ferner das interessante 
Resultat, da von einer TropfengréBe von ca. 25 an die Erscheinung in ein 
nahezu farbloses Wei iibergeht. Schon die Tabelle 6 lehrt, daB die Winkel- 
breite 0, — 0, des Hauptbogens mit abnehmender TropfengréBe kleiner wird 
und bei 7 = 25 bereits nahezu den Sonnendurchmesser von 31’ erreicht, der 
selbstverstaindlich eine Uberlagerung der Farben bedingt und bei der Berech- 
nung daher mitberticksichtigt werden muB. Derartige ,,weiBe“’ Regenbogen 
sind haufig in Nebeln, wo erfahrungsgemaB kleine Tropfen vorherrschen (s. 
Ziff. 3) beobachtet worden. Messungen an denselben lieferten dabei stets einen 


1) W. Ht. MILLER, Pogg. Ann. Bd. 53, S. 


214. 1841; Bd. 56, S. 558. 1842; E. Mascart, 
de chim. et de phys. Bd. 26, S. 501. 


1892; W. Mosius, Ann. d. Phys. Bd. 33, S. 1493.1910. 
) J. M. PerRntTeR, Wiener Ber. Bd. 106, Abt. IIA, S. 153, s. auch PERNTER-EXNER, 
Meteorol. Optik 1910, S. 530. Ich betone nochmals, daS die Formel von PERNTER sich 
von der Gleichung (27) um den Faktor j/y unterscheidet (s. Anm. 1, S. 78). Hierdurch 
werden die violetten Farbténe gegeniiber den roten etwas benachteiligt. Eine nennens- 
werte Anderung der F arbfolge diirfte dadurch aber nicht eintreten. 


Ann. 
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um einige Grade kleineren Winkelradius, So wurden z. B. fiir die AuBeren Rander 
eines weiben Hauptbogens und zweier daran anschlieBender sekundarer die Werte 
41°, 35°24’ und 32°55’ festgestellt, ganz wie die Theorie es etwa fiir y = 25h 
verlangt. 

8. Strenge Theorie des Regenbogens. Es libt sich nicht leugnen, dal die 
Airysche Theorie des Regenbogens in der Deutung der Beobachtungstatsachen 
uberraschend gute Erfolge gezeitigt hat, obwohl sie ja mit einer ganzen Reihe 
von Vernachlassigungen arbeitet, deren Einflu8 auf das Endresultat nicht immer 
leicht abzuschitzen ist. So ist die Wellenflache naherungsweise durch eine 
Parabel dritten Grades ersetzt und die Integration gleichzeitig auf eine unendlich 
ausgedehnte Flache erstreckt worden, wahrend dieselbe in Wirklichkeit durch 
die Tropfendimensionen eng begrenzt ist. Ferner wird die Lichtintensitat langs 
der ganzen Wellenflaiche konstant angenommen, was wegen der Reflexions- 
verluste beim Durchgang durch den Tropfen auch nicht streng zutrifft. SchlieB- 
lich ist auch die Polarisation des Lichtes unberiicksichtigt geblieben. Hier lehren 
aber Beobachtungen, dai das Licht des Regenbogens sogar weitgehend polari- 
siert ist, und zwar schwingt es vorwiegend tangential zum Bogen!). In der Tat 
zeigt eine Durchrechnung des Strahlenganges unter Zuhilfenahme der FRESNEL- 
schen Formeln, da8 die Intensitaéten des senkrecht und parallel polarisierten 

6 
Lichtes sich im Hauptbogen nahe wie 25:1 an = ek im Neben- 
cos® (ay — By)’ Os? (%» + Ao), 


bogen wie 10:1 (Je ‘J, = Taal verhalten mussen. 
0 0 


Diese obenerwahnten Vernachlassigungen miissen sich besonders bei kleinen 
Tropfen bemerkbar machen und dort erhebliche Abweichungen in der Lage und 
Intensitat der Beugungsstreifen hervorrufen. Um nun aber diese Einschrankungen 
zu vermeiden, kann man direkt von den beiden Grundgleichungen (17) und (20) 
unter gleichzeitiger Beriicksichtigung der Schwingungsamplitude ausgehen, muB 
dann allerdings auf eine geschlossene Berechnung der jetzt sehr komplizierten 
Integrale verzichten und den mithsamen Weg der mechanischen Quadratur 
einschlagen. Derartige Rechnungen wurden von M@6sius?) zur Prifung der 
Theorie an Glaskugeln und Zylindern (4 bis 4mm) ausgefiihrt, dann aber auch 
fiir Wassertropfen von 1 bis 10 Lichtwellenlangen Durchmesser. Seine so erhal- 
tenen Intensitatskurven harren fiir letztere jedoch noch der experimentellen 
Nachprifung. 

9. Halos. Halos und die damit verwandten Neben- und Gegensonnen diirften 
wohl die auffalligsten und mannigfaltigsten Lichterscheinungen der Atmosphare 
sein. Obwohl nicht auf Beugung beruhend, haben sie mit dem Regenbogen doch 
vieles gemeinsam, so daB das Grundsdtzliche hier wohl erlautert werden darf. 
Sie verdanken ihre Entstehung der Brechung und Reflexion in Eiskristallen, und 
schon der Mangel an lebhaften Farben — nur der innere Rand erscheint rot- 
gesdumt — deutet darauf hin, daB Beugungsphanomene hier keine Rolle spielen, 
somit auch keine der angegebenen Methoden zur GréBenbestimmung der er- 
zeugenden Teilchen anwendbar ist. Am haufigsten beobachtbar ist der sog. 
Halo von 22°, ein weiBlicher innen rot gesiéumter Ring, der Sonne oder Mond 
im Abstand von 22°, genauer 21°50’, umgibt. Er entsteht durch eine zweimalige 
Brechung der Strahlen in den Sechskantprismen der Eiskristalle, und zwar bilden 
die beiden allein in Betracht kommenden Flachen einen brechenden Winkel 
von 60° miteinander. Auch hier haben, bei der vollkommen regellosen Verteilung 


1) Siehe z. B. F. Rinne, Naturwissensch. Bd. 14, S. 1283. 1926. ; 
2) W. Mosius, Ann. d. phys. Bd. 33, S. 1493. 1910; Bd. 40, S. 736. 1913; Preisschrift 
d. Furstl. Jablonowskischen Gesell. Leipzig 1912, Nr. 42. 
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der Kristalle, genau wie beim Regenbogen diejenigen Prismen eine intensitats- 
steigernde Wirkung, die sich gerade in der Stellung der Minimalablenkung be- 
finden. Da dieser Winkel durch 

. 6+ 60° 
SN ee 
gegeben ist, so folgt fiir einen Brechungsexponenten des Eises von 1,307, daB die 
innere (dunklere) Begrenzung des Halos in einem Abstande von 21°50’ von der 
Lichtquelle liegen muB1). Eingehende Untersuchungen tiber die Form der in 
der Atmosphare vorwiegend auftretenden Eiskristalle haben ferner gezeigt, daB 
teils die siulenformigen hexagonalen Prismen, teils aber die platt chenformigen 
Prismen mit kurzer Hauptachse vorherrschen. Bei vollkommen ruhiger, d. h. 
turbulenzfreier Luft werden sich nun im ersteren Falle die Eiskristalle der Schwere 
folgend vorwiegend so einstellen, daB ihre brechende Kante senkrecht zum Hori- 
zont steht. Wir werden dann rechts und links von der Sonne eine den Halo 
iiberstrahlende Lichterscheinung wahrnehmen — die sog. Nebensonnen. Ihr 
Abstand von der Sonne ist jedoch von der Sonnenhéhe abhangig, denn bei einer 
derartigen Bevorzugung der Richtung treffen die Sonnenstrahlen nicht mehr 
normal zur brechenden Kante auf die Eiskristalle, so daB der Minimumswinkel 
groBer wird, und zwar ist er im Azimut gemessen bei einer Sonnenhéhe h gegeben 
durch 


= n-sin30° (29) 


/ ° 

sin? = ear a sin 30°, (30) 
wobei sink = nsink ist?). Ebenso werden die Nebensonnen im Vertikal durch 
die bevorzugte FEinstellungsrichtung der plattenférmigen Eiskristalle erklart, 
die an diese ,,Sonnen“ sich anschlieBenden ,,Bertihrungsbégen“ aber mit Hilfe 
einer pendelnden Bewegung der langsam fallenden Eiskristalle. Neben dem Halo 
von 22° wird, wenn auch viel seltener, noch ein zweiter von 46° beobachtet mit 
gleichen Nebenerscheinungen. Er verdankt seine Entstehung der Brechung an 
der Grund- und einer Seitenflache der hexagonalen Kristalle, der brechende 
Winkel ist also 90°, und eine einfache Rechnung [Gleichung (29)] liefert den ge- 
nauen Wert von 45°44’. Es ist hier nicht der Platz, auf weitere kompliziertere 
Haloerscheinungen und ikre Erklérungen einzugehen*). Erwahnt sei nur noch, 
daB die sog. Gegen- und Untersonnen*) durch innere Reflexionen in den Kristallen 
erklart werden kénnen. 

10. Andere atmosph4rische Beugungserscheinungen. Mit den im vorstehen- 
den behandelten Phaénomenen sind die atmospharischen Lichterscheinungen, 
die ihre Entstehung der Triibung der Luft verdanken und in der Hauptsache 
auf Beugung beruhen, noch nicht restlos erschépft. Was noch zu erwahnen wire, 
bringt aber physikalisch nicht wesentlich Neues. So sind z. B. die manchmal 
beobachteten ,,irisierenden‘‘ Wolken als Kranzfragmente anzusehen, hervor- 
gerufen durch sehr feine Eiskristalle. Auch bei der allgemeinen Zerstreuung des 
Tageslichtes durch Wolken und Nebel spielt die Beugung eine Rolle. Ferner sind 
ein Teil der verschiedenen Dammerungserscheinungen (z. B. das sog. Purpur- 
licht und das Nachgliihen beim Alpenglithen) auf Beugung des Lichtes! zuriick- 
zufthren. Die Beugung des Lichtes an allerkleinsten Teilchen, an den Luft- 
molekilen selbst, und damit die Erklarung der blauen Himmelsfarbe soll jedoch 
einem anderen Abschnitt vorbehalten bleiben (RAYLEIGHsche Beugung) 


*) Der Durchschnittswert der vorliegenden Messungen betragt 21°52’ - 5’. 

2) Bs ist fir k = 20°, m’ = 24°34¢ fh = 30°, gp’ = 28°44’, h = 50°, @’ = 51°30’. 

8) Siehe z. B. A. WEGENER, Theorie der Haupthalos. Siehe auch Arch. d. D. Seewarte 
Hamburg Bd. 43, S. 32. 1926; J. M. PeRNTER u. F. M. Exner, Meteorol. Optik, Leipzig 1910 

4) K. Stucutey, Ann. d. Phys: Bde 59) S.334 1010: ee 


Kapitel 4. 


Polarisation. 


Von 
G, SZIveEssy, Miinster i. W. 
Mit 9 Abbildungen. 


I. Grundversuche uber die Eigenschaften 
des polarisierten Lichtes. 


1. Polarisation durch Doppelbrechung. Die Polarisation des Lichtes 
wurde von HuyGens?) entdeckt, als er die von BarTHoLtnus?) gefundene 
Doppelbrechung beim Kalkspat naher untersuchte; die fundamentalen 
Versuche von HuyGuHENs hatten folgende, durch spatere Untersuchungen von 
WoLLAsTON®) bestatigte Ergebnisse: 

LaBt man ein eng begrenztes, paralleles Strahlenbiindel s (Abb. 1) senk- 
recht auf eine der ebenen Begrenzungsflachen eines rhomboedrischen Kalkspat- 
Spaltstiickes K fallen, so zerlegt sich dasselbe im Inneren des Kristalls in zwei 
Strahlenbiindel. Das eine liegt in der Verlangerung des auffallenden Strahlen- 
biindels, es gehorcht somit dem gewdhnlichen Brechungsgesetz und heift 
deshalb das ordentliche, ordinare oder gewohnliche Strahlenbindel; 
das zweite Strahlenbiindel besitzt eine geringe Neigung gegen das erstere, es folgt 
somit dem gewéhnlichen Brechungsgesetz nicht und wird daher auBerordent- 
liches, extraordindres oder auBergewohnliches Strahlenbindel ge- 
nannt. Beide Strahlenbiindel treten aus der zweiten Begrenzungsflache des 
Kalkspatrhomboeders als parallele Strahlenbiindel o und e aus und sind vollig 
voneinander getrennt, falls das Kalkspatstiick hinreichende Dicke besitzt. Ordent- 
liches und auBerordentliches Strahlenbiindel legen in dem zum Einfallslot ge- 
hérenden Hauptschnitt des Kristalls, d. h. in einer Ebene, die parallel zum 
Einfallslot (und somit zur Richtung des auffallenden Parallelstrahlenbiindels) 
und zur kristallographischen Hauptachse gelegt ist. 

Ist das auffallende Strahlenbiindel ein natiirliches (z. B. ein Strahlenbiindel, 
das von einer Flamme oder der Sonne stammt und vor dem Auffallen auf den 
Kristall nicht durch Reflexionen oder Brechungen modifiziert wurde), so sind 


1) Cur. Huycens, Traité de la lumiére, S.48. Leiden 1690 (Opera reliqua. Bd. 1, 
S. 39. Amsterdam 1728) ; deutsch von E. Lommet in Ostwalds Klassiker der exakten Wissensch. 
Nr. 20, S. 49. Leipzig 1890. 

2) E. Bartuorinus, Experimenta crystalli islandici disdiaclastici quibus mira et 
insolita refractio detegitur. Kopenhagen 1669; deutsch von K. MIELEITNER in Ostwalds 
Klassiker der exakten Wissensch. Nr. 205. Leipzig 1922. 

3) W. H. Wortaston, Phil. Trans. Jg. 1802, S. 381. 
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die Intensititen des ordentlichen und auBerordentlichen Strahlenbiindels gleich 
und dndern sich nicht, wenn man die Lage des zum Einfallslot gehorenden 
Hauptschnittes andert, d.h. den Kristall um die Richtung des Einfallslotes 
dreht. Das Verhalten ist jedoch anders, falls das auffallende Parallelstrahlen- 

biindel ein in der angegebenen Weise durch ein Kalk- 
: spatstiick gewonnenes, ordentliches oder auBerordent- 
liches Parallelstrahlenbindel ist. 

LaBt man die beiden letzteren (Abb 1) senkrecht 
auf eine Begrenzungsflache eines zweiten Kalkspat- 
rhomboeders K’ fallen, so erzeugt das ordentliche 
Strahlenbiindel o in K’ ein neues ordentliches und 
auBerordentliches Strahlenbiindel oo’ und oe’, und 
ebenso liefert das auBerordentliche Strahlenbiindel e 
ein weiteres ordentliches und auBerordentliches Strah- 
lenbiindel eo’ und ee’. Es treten somit aus dem 
zweiten Kristall im allgemeinen vier Parallelstrahlen- 
biinde! aus; 00’ und eo’ liegen in dem zum Einfallslot 
gehérenden Hauptschnitt H des ersten Kristalls, oe’ 
und ee’ sind gegen dieselben verschoben und befinden 
sich in dem zum Einfallslot gehérenden Hauptschnitt 
H' des zweiten Kristalls. 


Abb. 14. Doppelbrechung beim 
Kalkspat. (Grundversuch von 
HUYGHENS.) 

(K erstes, K’ 
rhomboeder. s auffallendes Strah- 
lenbiindel. o ordentliches, e auBer- 
ordentliches Strahlenbuindel. 00’ 
und ¢0’, bzw. oe’ und ee’ aus 
dem zweiten Kalkspatrhomboeder 
austretende ordentliche bzw. 
auBerordentliche Strahlenttindel.) 


zweites Kalkspat- 


Die Intensitaten der Strahlenbiindel 00’, oe’, e€0’, 
ee’ hangen von dem Winkel « ab, den die zum Ein- 
fallslot gehorenden Hauptschnitte der beiden Kristalle 
miteinander bilden; sie sind einander gleich fir 
Liegen die Hauptschnitte parallel (1 =0 


wesee 
4 


oder = z), so treten nur die beiden Strahlenbiindel 00’ 


und ee’ auf; stehen sie senkrecht zueinander {a = -- A , 


so hat man nur die beiden Strahlenbtindel oe’ und eo’. Geht man von einer 
Parallelstellung der Hauptschnitte aus und laBt « allmahlich bis 2/2 wachsen, 


so nimmt die Intensitat von oo’ allmihlich ab und verschwindet bei a — ~ 


wahrend oe’ allmablich entsteht und an Intensitaét zunimmt; das gegenseitige 
Verhalten von eo’ und ee’ ist gerade umgekebrt. 

Diese Versuche von HUYGHENS zeigen, da die aus dem Kalkspat aus- 
tretenden Strahlenbiindel sich anders verhalten als das auf- 
fallende Strahlenbiindel natiirlichen Lichtes, und zwar verhalt 
sich offenbar das ordentliche Strahlenbiindel o in bezug auf den 
zum Einfallslot gehérenden Hauptschnitt ebenso wie das auBer- 
ordentliche Strahlenbiindel e in bezug auf die parallel zu ihm und 
senkrecht zu jenem Hauptschnitt gelegte Ebene. ; 

Man bezeichnet daher die durch Doppelbrechung entstandenen Strahlen- 
biindel als polarisiert!) und bringt damit zum Ausdruck, daB sie sich rings 
um ihre Fortpflanzungsrichtung nicht gleichmafig verhalten; dieselbe Bezeich- 
nung verwendet man ferner fiir jedes Strahlenbiindel, das durch irgendwelche 
Vorgange dieselben Eigenschaften bekommen hat, wie ein durch Doppelbrechung 
gewonncnes. Ordentliches und auBerordentliches Strahlenbiindel sind Searine 
recht zueinander polarisiert. 


1) FE. L. Matus, Mém. présent. 4 l’Inst. par div. sav. étrang. Bd: 2, S. 447. 1814 
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Im Gegensatz zu einem polarisierten Strahlenbiindel bezeichnet man ein 
solches, welches tberhaupt keine Polarisation zeigt, als unpolarisiert}). 

Der zum Einfallslot gehérende Hauptschnitt heiBt die Polarisations- 
ebene des ordentlichen Strahlenbiindels, und damit wird gekennzeichnet, daB 
die UngleichmaBigkeiten des ordentlichen Parallelstrahlenbiindels rings um 
seine Fortpflanzungsrichtung symmetrisch in bezug auf eine Ebene sind, die 
durch dieses Strahlenbiindel parallel zu jenem Hauptschnitt gelegt ist; ent- 
sprechend nennt man Polarisationsebene des auBerordentlichen Strahlenbiindels 
die parallel zu ihm und senkrecht zum Hauptschnitt des Einfallslotes gelegte 
Ebene. Abkiirzend pflegt man zu sagen, daB das ordentliche Strahlen- 
biindel in dem zum Einfallslot gehérenden Hauptschnitt, das auBer- 
ordentliche senkrecht zu letzterem polarisiert ist?). 

Die Lichtwelle, welche zu einem unpolarisierten bzw. zum ordentlichen 
oder auBerordentlichen Strahlenbiindel gehért, wird als unpolarisierte bzw. 
ordentliche oder auBerordentliche Welle bezeichnet. Die Polarisations- 
ebene der ordentlichen Welle ist der zum Einfallslot gehérende Hauptschnitt, 
fallt also stets mit der Polarisationsebene des ordentlichen Strahlenbiindels 
zusammen. Die Polarisationsebene der auferordentlichen Welle ist die durch 
das ordentliche Strahlenbiindel senkrecht zu diesem Hauptschnitt gelegte Ebene ; 
im isotropen AuBenmedium, in welchem die aus dem Kalkspatrhomboeder aus- 
tretenden Strahlenbiindel o und e parallel sind, fallt somit die Polarisations- 
ebene der auBerordentlichen Welle mit der Polarisationsebene des auBerordent- 
lichen Strahlenbiindels zusammen, im Inneren des Kristalls jedoch im allge- 
meinen nicht. Ordentliche und auBerordentliche Welle sind senkrecht zueinander 
polarisiert. 

Im Inneren des Kristalls besitzen ordentliche und auBerordentliche Welle 
verschiedene Geschwindigkeiten, daher sind auch die Brechungsindizes der 
beiden Wellen verschieden; dieselben werden als ordentlicher und auBer- 
ordentlicher Brechungsindex bezeichnet. 

Die Doppelbrechung tritt auBer beim Kalkspat bei allen Kristallen auf, 
die nicht dem kubischen Kristallsystem angehdren; stets sind bei senkrechtem 
Einfall die beiden durch die Doppelbrechung entstehenden Wellen senkrecht 
zueinander polarisiert. 

2. Gesetz von Matus fiir die Intensitat des ordentlichen und auferordent- 
lichen Strahlenbiindels. Das Gesetz der Intensitaten der beim HUYGHENS- 
schen Versuche entstandenen Strahlenbindel ist zuerst von MAtLus?) ausge- 
sprochen worden. Bei dem in Ziff. 1 besprochenen Grundversuche zerlegt sich 
das auffallende unpolarisierte Strahlenbiindel s von der Intensitat J in die beiden 

1) Vielfach werden die Bezeichnungen ,,unpolarisierte’’ und ,natiiriche’’ Strahlung 
synonym gebraucht, doch zeigt die von den natiirlichen Lichtquellen stammende Strahlung 
meistens eine gewisse teilweise Polarisation (Ziff. 16). 

2) Ein Unterschied zwischen unpolarisiertem und polarisiertem Lichte macht sich 
bei subjektiver Beobachtung durch die Erscheinung der Hatpincerschen Bischel 
bemerkbar. La8t man namlich polarisiertes Licht ims Auge fallen, so beobachtet man 
unter geeigneten Umstanden fiir eine kurze Zeit eine eigentiimliche Figur, die aus zwei 
gekreuzten Biischeln besteht; das eine derselben ist dunkler, gelblich und liegt parallel 
zur Polarisationsebene, wahrend das andere dazu senkrechte heller und blaulich ist. Die 
Erscheinung wurde von W. HaIpINGER (Pogg. Ann. Bd. 63, 5.29, 1844; hafaltoyyy onesie 
1846; Bd. 68, S. 73. 1846; Bd. 85, S. 350. 1852; Bd. 91, 5. 591. 1854; Bd. 93, S. 318. 1854; 
Bd. 96, S. 344. 1855; Wiener Ber. Bd. 7, S.389. 1851; Bd.12, S.3, 678, 685. 1854) 
beschrieben und spater von H. v. HErmHo.tz (Handb. d. physiol. Optik., 3. Aufl., Bd. 2, 
S. 256. Leipzig 1911) durch den Bau der Netzhaut des menschlichen Auges erklart; tiber 
ihre Verwendung bei Untersuchung der Himmelsstrahlung vgl. Bd. XIX ds. Handb. 

3) FE. L. Matus, Mém. présent. a. l’Inst. par div. sav. étrang. Bd. 2, S. 415. 181414. 
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senkrecht zueinander polarisierten Strahlenbiindel 0 und e mit den Intensitaten 
J, und J,, fiir welche nach Matus 


1 le) (1) 


ist, wobei m einen Faktor bedeutet, der die durch Reflexion an den Grenzflachen 

und Absorption im Kalkspat hervorgerufenen Intensitatsabschwachungen angibt. 
Fiir die Intensitaiten Jo, Joe, Jeo und Je. der aus dem zweiten Kalk- 

spatrbomboeder austretenden Strahlenbiindel 00’, oe’, eo’ und ee’ hat man 


2 : UP ep x, 
Jeo = mf. cose? a = = J costa, Lead Te = J sino, | 
2 
ee Tenge 2 m* aaa (2) 
eva me], Sino ae sin? a, See = hg COs Or a J cos a; 


hierbei bedeutet « wieder den Winkel zwischen den zu den Einfallsloten ge- 
hérenden Hauptschnitten der beiden Kristalle. Fir a =0 oder=a wird 
2 y2 
Too = I. Jee =9,. Jie = 9; See = J; fir o=+ = hat man dagegen 
2 ne a ‘ 2 : 
ae ON = IE Ie SS S J, Jee =0; in Ubereinstimmung mit den in 
Ziff. 1 angefithrten Versuchsergebnissen. Ist a =a (d.h. sind die zu den Ein- 
fallsloten geh6renden Hauptschnitte parallel und die Rhomboeder mit ihren ent- 
sprechenden Ecken entgegengesetzt orientiert), so fallen die dann allein vorhan- 
denen Strahlenbiindel oo’ und ee’ zusammen, falls die Kristalle gleiche Dicken 


besitzen. Fiir « = += besitzen die vier austretenden Strahlenbiindel gleiche 
: m * 
Intensitat ae J: 


MALus gibt nicht an, ob er zu seinen Gesetzen durch photometrische Mes- 
sungen gelangt ist, oder ob er dieselben aus theoretischen Uberlegungen er- 
schlossen hat. Eine experimentelle Nachpriifung der Matusschen Gesetze wurde 
zurest von ARAGO?) und spater mit vollkommeneren Hilfsmitteln von WiLD?) vor- 
genommen. Danach sind dieselben nur angenahert richtig, da ordentliche und 
auBerordentliche Welle wegen der Verschiedenheit ihrer Brechungsindizes durch 
Reflexion ungleich geschwacht werden. Wahrend nach (1) J, = J, sein miiBte, 


: Gee : 2 : 
ist nach Wirp Jeo Je — 33, ferner ist die aus (2) folgende Beziehung 
0 J 
Yh? 5 
of = to2n 
He 0” ss 
nach WiLp durch ] 
vo! = ktgta 
TER 6 


zu ersetzen, wobei & eine Konstante bedeutet, die von der Natur des betreffenden 
doppelbrechenden Kristalls sowie von seiner Orientierung abhangt. k lABt sich 
aus den Formeln der Kristalloptik berechnen®), und zwar ist nach Witp fiir 
eine Platte eines optisch einachsigen Kristalls#) bei senkrecht auffallendem Lichte 


{ ) aeiee = 
Ng ee (ey + ay D ; 


k= (1, + 


o / 


1) F. Araco, C.R. Bd. 30, S. 305. 1850; Oeuvr. compl. Bd. 10, S. 168. Paris-Leipzig 1858. 
®) H. Wixp, Pogg. Ann. Bd. 118, S. 222. 1863. . 
*) H. Basso, Atti di Torino Bd. 21, S. 586. 1886; Bd. 22, S. 923. 1887. 

*) Optisch einachsig sind die Kristalle des trigonalen, tetragonalen und hexagonalen 
Systems; vgl. Kap. 11 ds. Bandes. i 
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wobei P den Winkel zwischen dem Einfallslot und der kristallograpphischen Haut- 
achse ist und », und », die Brechungsindizes einer Kristallplatte mit rete 
bedeuten. Die Unterschiede zwischen den von W1Lp beobachteten und nach (3) 
berechneten Werten von & sind kleiner als 0,24%. Bei Kalkspat ergibt sich z. B. 
aus (3) fiir die Wellenlange 4 =589mwu und eine parallel zur kristallographi- 
schen Hauptachse geschnittene Platte k = 1,04739, fiir eine unter 45° gegen 
die Hauptachse geschnittene Platte k = 1,02598. 

3. Polarisation durch Reflexion. Brewstersches Gesetz. Matus!) fand, 
da man polarisiertes Licht auBer durch Doppelbrechung auch durch Reflexion 
erzeugen kann. La8t man ein unpolarisiertes Strahlenbiindel unter einem 
von Null und 2/2 verschiedenen, sonst aber beliebigen Einfallswinkel auf die Be- 
grenzungsflache eines nicht absorbierenden, isotropen Korpers (z. B. Glas oder 
Wasser) fallen und dann das reflektierte Strahlenbiindel durch einen Kalkspat- 
kristall gehen, so sind die Intensitaéten des aus dem Kalkspat austretenden 
ordentlichen und auSerordentlichen Strahlenbiindels im allgemeinen verschieden ; 
dieselben hangen von dem Winkel ab, den die Einfallsebene des auf den reflek- 
tierenden Kérper fallenden Strahlenbiindels mit dem Hauptschnitt des Einfallslots 
des Kristalls bildet. Fallt die Einfallsebene mit letzteren zusammen, so erreicht die 
Intensitat des ordentlichen Strahlenbiindels ihren gré8ten Wert, ohne daB jedoch 
im allgemeinen die Intensitat des auBerordentlichen Strahlenbiindels vollstandig 
verschwindet. Nach Ziff. 2 ist daher zu schlieBen, daB sich das reflektierte Strah- 
lenbiindel im allgemeinen so verhilt, als ob es aus einem unpolarisierten und einem 
polarisierten Strahlenbiindel, dessen Polarisationsebene mit der FEinfallsebene 
zusammenfallt, zusammengesetzt ware; man bezeichnet daher das reflektierte 
Strahlenbiindel (bzw. die reflektierte Welle) als teilweise in der 
Einfallsebene polarisiert. 

Die Intensitat des polarisierten Anteils im reflektierten Strahlenbiindel 
hangt vom Einfallswinkel des auffallenden Strahlenbiindels ab; sie verschwindet 
fiir die Einfallswinkel 0 und 2/2. Die Intensitat des unpolarisierten Anteils dagegen 
verschwindet bei monochromatischer Strahlung fiir einen ganz bestimmten, 
zwischen 0 und 2/2 liegenden Einfallswinkel. Dieser speziclle Einfallswinkel, bei 
dem somit das reflektierte Strahlenbiindel vollstandig in der Einfalls- 
ebene polarisiert ist, heiBt der Polarisationswinkel des reflektierenden 
Korpers in bezug auf das AuBenmedium; er hangt von der Natur des reflektie- 
renden Kérpers und der Wellenlange 4 der Strahlung nach einem gleich zu be- 
sprechenden Gesetze ab?). 

Unterwirft man ein teilweise polarisiertes Strahlenbiindel, welches durch 
Reflexion unter einem beliebigen, vom Polarisationswinkel verschiedenen Ein- 
fallswinkel gewonnen wurde, wiederholten Reflexionen unter beliebigen Einfalls- 
winkeln, so erhalt man, wie BrewsTER?) zuerst gezeigt hat, schlieBlich ein 
nahezu vollstandig polarisiertes Strahlenbindel. 

Ist das auffallende Strahlenbiindel polarisiert, so ist «das 
reflektierte Strahlenbiindel, unabhingig vom Einfallswinkel, stets 
vollstandig polarisiert, falls der Brechungsindex des reflektierenden Korpers 
in bezug auf das AuBenmedium gréBer ist als 1. Bedeutet # das Azimut der 
Polarisationsebene des auffallenden Strahlenbiindels (d. h. den Winkel, den 


1) E. L. Matus, Nouv. Bullet. des Scienc. par la Soc. philomat. Bd. 1, S. 266. 1807; 
Bd. 2, S. 320. 1810; Mem. de phys. et de chim. de la Soc. d’Arcueil Bd. 2, S. 143 1809; 
Mem. de 1l’Acad. des Scienc. Jg. 1810 (2), S. 112. 

2) Uber die Abweichungen von diesem Verhalten, hervorgerufen durch die stets vor- 
handenen Oberflachen- und Ubergangsschichten, vgl. Kap. 6 ds. Bandes. 

3) D. Brewster, Phil. Trans. Jg. 1815, S. 142. 
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seine Polarisationsebene mit der Einfallsebene bildet), y das Azimut der Polari- 
sationsebene des reflektierten Strahlenbiindels, so ist im allgemeinen y von 
verschieden; durch die Reflexion findet somit im allgemeinen eine Drehung 
der Polarisationsebene des auffallenden polarisierten Strahlen- 
biindels statt. y hangt bei bestimmter Wellenlange von f, vom Einfallswinkel 
und der Natur des reflektierenden K6rpers ab (vgl. Kap. 6 dieses Bandes). Ist 
der Einfallswinkel gleich dem Polarisationswinkel, so ist y = 0, d.h. das reflek- 
tierte Strahlenbiindel ist dann in der Einfallsebene polarisiert; ist der Einfalls- 
winkel gleich 2/2 oder gleich 0 (Fall streifenden und normalen Finfalls), so 
Sie Wy == [hh 

, ie Zusammenhang zwischen dem Polarisationswinkel und den optischen 
Eigenschaften des reflektierenden, nicht absorbierenden Korpers ist von MALUS 
und BREWSTER aufgefunden worden. 

Sind 1 und 2 zwei aneinandergrenzende, isotrope, nicht absorbierende 
Medien, und ist (fiir eine bestimmte Wellenlange 2) ~. der Polarisationswinkel 
von 1 in bezug auf 2, @., der Polarisationswinkel von 2 in bezug auf 1, so besteht 
nach Matus?) die Beziehung 

Sil Pig == Myo Si Day 


wobei #4, den Brechungsindex des Mediums 141 in bezug auf das Medium 2 (fiir 
die Wellenlange 4) bedeutet; gm, ist somit gleich dem Brechungswinkel 
des von 2 gegen 1 unter dem Polarisationswinkel q,. einfallenden 
Strahlenbindels. 
Das vollkommenere Gesetz verdankt man BREWSTER?); er fand, dab, der 
Polarisationswinkel derjenige Einfallswinkel ist, bei dem das reflek- 
tierte Strahlenbindel zum gebrochenen Strahlenbindel senkrecht 
steht. Nach dem Brechungsgesetz ist nun sing = m4,siny, wobei qm den Ein- 
fallswinkel, und y den Brechungswinkel fiir das Medium 1 bedeutet ; wird y = qo, 


* TU a 
so ist noch BREWSTER 9,4. + ¥ = >» und man erhalt 


tS Pio = M2: 


Fur eine bestimmte Wellenlange ist demnach die Tangente des Polari- 
sationswinkels eines nicht absorbierenden, isotropen Korpers in 
bezug auf das isotrope AuBenmedium gleich dem Brechungsindex 
des Kérpers in bezug auf das AuBenmedium; diese Beziehung bezeichnet 
man als das BREWSTERSche Gesetz. Dasselbe wurde von BREWSTER experi- 
mentell gefunden und zunachst nur unvollkommen bestatigt, jedoch spater 
von SEEBECK®) bei zahlreichen Kérpern mit groBer Genauigkeit als richtig 
erwiesen. 

Ist der nicht absorbierende, reflektierende Korper anisotrop, so existiert 
ebenfalls ein bestimmter Polarisationswinkel; die Polarisationsebene des! reflek- 
tierten Strahlenbiindels bildet mit der Einfallsebene im allgemeinen einen von 
Null verschiedenen Winkel, der die Ablenkung der Polarisationsebene 
heiBt. Polarisationswinkel und Ablenkung der Polarisationsebene héingen, 
wie BREWSTER’) zuerst fand, von der kristallographischen Orientierung der 
reflektierenden Flache sowie von der Lage der Einfallsebene in bezug auf die 
reflektierende Flache ab (vgl. Kap. 11 dieses Bandes) 


DI ViclcdierZitates Sua 7.eNmade de 

2) D. BREWSTER, Phil. Trans. Jg. 1815, S. 125. 
3) A. SEEBECK, Pogg. Ann. Bd. 20, S. 27. 1830. 
4) D. Brewster, Phil. Trans. Jg. 1819, S. 145. 
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4. Polarisation durch Brechung. Fillt ein unpolarisiertes Strahlenbiindel 
auf die Begrenzungsflache eines nichtabsorbierenden isotropen Kérpers, dessen 
Brechungsindex in bezug auf das AuBenmedium gréBer ist als 1, so ist das ge- 
brochene Strahlenbiindel stets teilweise polarisiert, falls man von den 
Grenzfallen streifenden und normalen Einfalls absieht ; die Polarisationsebene des 
polarisierten Anteils steht senkrecht zur Polarisationsebene des reflektierten 
Strahlenbiindels, das gebrochene Strahlenbiindel ist somit teilweise senkrecht 
zur Einfallsebene polarisiert. Die Intensitaét des unpolarisierten Anteils des ge- 
brochenen Strahlenbiindels verschwindet fiir keinen Einfallswinkel, auch dann 
nicht, wenn der Einfallswinkel gleich dem Polarisationswinkel ist. 

Fur die Intensitat des polarisierten Anteils im gebrochenen Strahlenbiindel 
gilt das von ARAGO?) im Jahre 1815 experimentell gefundene Gesetz, da die 
polarisierten Anteile im reflektierten und im gebrochenen Strahlen- 
bundel stets gleiche Intensitaten besitzen. 


II. Elementare Theorie des polarisierten Lichtes. 


a) Analytische Darstellung einer polarisierten Lichtwelle. 


5. Analytische Darstellung des polarisierten Lichtes. Wir betrachten die 
Ausbreitung der Lichtwellen in einem homogenen, isotropen, nicht absorbierenden 
(durchsichtigen) Medium; in. hinreichender Entfernung von der Lichtquelle 
koénnen die Lichtwellen als eben angesehen werden, d. h es ]aéBt sich eime Schar 
paralleler Ebenen legen derart, daB die Lichterregung in allen Punkten derselben 
Ebene die gleiche ist. Diese Ebenen nennt man Wellenebenen, ihre gemein- 
same Normale heiBt die Wellennormale und fallt in isotropen Korpern mit 
der Richtung der Lichtstrahlen zusammen. Ebenen Wellen entspricht daher 
eine Parallelstrahlung. 

Die Erscheinungen der Interferenz der Lichtwellen (vgl. Kap. 6 dieses 
Bandes) fiithren zu der Annahme, daB die von einer ebenen Lichtwelle in 
einem Punkte P hervorgerufene Lichterregung eine periodische Funktion des 
Arguments d 

t— — (4) 


c 


n 


ist. Hierin bedeutet¢ die Zeit und d den Abstand der durch den Punkt P gehenden 
Wellenebene von einem festen Punkte O; c, ist die in Richtung der Wellen- 
normale gemessene Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Welle und hangt ab von 
der Natur des Mediums, in welchem die Lichtausbreitung erfolgt. Sind a, f, y 
die Winkel, welche die Wellennormale mit den Koordinatenachsen eines recht- 
winkligen Koordinatensystems bildet, dessen Anfangspunkt in O liegt, und sind 
x, y, z die Koordinaten von P in diesem Koordinatensystem, so ist 


d = xcosa + ycosp + zcos} 


Die Erscheinung der Polarisation des Lichtes nétigt zu der Auffassung, daf 
die durch eine polarisierte Lichtwelle in P hervorgerufene Lichterregung durch 
eine Vektorgr6Be charakterisiert wird, deren Richtung nicht in die Wellen- 
normale fallt, da sonst die auf die Polarisationsebene (Ziff. 1) bezogenen seit- 
lichen Verschiedenheiten nicht erklart werden kénnen. Man bezeichnet diese 
Vektorgr6Be als den Lichtvektor?). Fir die nach den Koordinatenachsen 


1) F. AraGo, Oeuvr. compl. Bd. 7, S. 324; 379. Bd. 10, S.176. Paris-Leipzig 1858. 
2) Uber die Deutung des Lichtvektors in der elektromagnetischen Lichttheorie bzw. in 
den alteren mechanischen Theorien vgl. Kap. 6. 
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genommenen Komponenten des Lichtvektors ® haben wir somit eine periodische 
Funktion von (4) anzusetzen und schreiben 
GS J oS PTs ad 
Dz = Dz cos ar (i — =) _ Ay}, Dy = Dy cos | (¢ _ <) — Ag}. 


9B: Cn \ Cn 
= xt [ d 
D, = D, cos 7 (1 = £) = Ay}. 


Die zeitliche Periode T heiBt die Schwingungsdauer der Welle, durch sie 
wird die Lage der Welle im Spektrum (d. h. ihre Farbe) bestimmt ; (5) sind somit 
die Komponenten des Lichtvektors einer ebenen, polarisierten, monochroma- 
tischen Lichtwelle. Ist 4 die Wellenlange in dem Medium, in welchem die 
Lichtausbreitung erfolgt, so besteht die Beziehung 


fe OR bis 


(5) 


A,, A, und Az sind von t, x, y, z unabhangige GroBen, welche zusammen mit ®,,,| 
Q, und D,, die Komponenten von D zum Zeitpunkte ¢ = 0 fiir die durch den 
Koordinatenanfangspunkt O gehende Wellenebene bestimmen. Wir setzen zur 
Abkirzung 

2ud __ 2ad 2nd 


Ree Op tee Oo ae + As, 
und erhalten dann an Stelle von (5) 
Te 27 = 23 \ = 22 \ 
D), = Dv cos (71 = d,] 5 Dy = Vy COs Gee = O» 6 D), = cos(77 t — bs} (6) 


01, 05 und 0, heiBen die Phasenkonstanten der Lichtvektorkomponenten. 

In (5) und (6) bestimmen D,, D, und D, die Komponenten eines Vektors 9, 
der raumlich und zeitlich konstant ist, und dessen Betrag die Amplitude von 
® heiBt; dementsprechend nennt man D,, D, und D, die Amplituden der Licht- 
vektorkomponenten D,, D, und D,. D,, D, und D, werden stets positiv ge- 
rechnet; besitzt eine der Komponenten (6) ein negatives Vorzeichen, so wird 
dieses in die Phasenkonstante einbezogen, wodurch sich letztere um -/ a andert. 

6. Intensitat einer Lichtwelle. Die Energie einer Lichtwelle ist nach allen 
Lichttheorien proportional dem Quadrate von D (vgl. Kap. 6 dieses Bandes). 
Wegen der Kleinheit der Schwingungsdauer T ist aber eine Messung von D? 
zu einem bestimmten Zeitpunkte ¢ nicht méglich; meBbar ist vielmehr nur 
der zeitliche Mittelwert der Energie, erstreckt iiber ein Zeitintervall At, welches 


zwar nur den Bruchteil einer Sekunde bildet, aber doch gro ist im Vergleich 
zar Schwingungsdauer 7. Setzt man 


At J 
a =m —+- =, 


wobei m eine groBe ganze Zahl und J < T ist, so erhalt man fiir jenen zeitlichen 
Mittelwert 

At mT 
1 ih if 5 ‘ 
a2 I anh; aa M2 1 He D2 
Te Dedt aT | (D2 + %y + Q)at, 


0 0) 


und zwar gilt diese Beziehung mit um so gréRerer Annaherung, je gréRer mT im 
Vergleich zu J ist; mit Hilfe von (6) folgt dann 


di = 2 ge (7) 


Ziff. 7. Komplexe Darstellung des Lichtvektors. O41 


Als MaB fiir die Intensitat J der Lichterregung in dem Punkte P nehmen 
wir eine dem zeitlichen Mittelwert (7) proportionale GréBe, und zwar setzen wir 


J= D+ D+ D2 =D. (8) 
Treffen in einem Punkte mehrere Wellen mit den Lichtvektoren D,, D2, D3,..- 
zusammen, so setzen sich dieselben, wie aus den Interferenzerscheinungen ge- 


schlossen werden mu (vgl. Kap.1 dieses Bandes), zu einer resultierenden 
Welle mit dem Lichtvektor 


zusammen; die Intensitat der resultierenden Welle berechnet sich nach (8), 
wobei fiir D,, D,, D; die Amplituden der Komponenten des durch (9) bestimmten 
resultierenden Vektors D einzusetzen sind. 

7. Komplexe Darstellung des Lichtvektors. In vielen Fallen ist eine sym- 
bolische Darstellung des Lichtvektors niitzlich, die darauf beruht, daB cos 
der reelle, sing der mit — 7 multiplizierte imaginare Teil der komplexen GréBe 
e’® ist; wir kénnen daher die Komponenten (6) des Lichtvektors als die reellen 
Teile der komplexen Ausdriicke 

aay road pore 
Dio? to Pe hats Die Tf 
auffassen, wobei D,, D, und D, im allgemeinen komplexe GréBen sind. 

Sind D’,, Di, und D*‘ die reellen, 1D%, 1D/ und 7D? die imaginaren Teile 

von D,, D, und D,, so haben wir mit Riicksicht auf (6) 


Do— Ty, +-t DZ = S)_ 6-24, D, =D, +iD/ =D,e-*, D,=D,+1iD!’ =9,e-*, 


und die Komponenten des Lichtvektors werden 


22 29 ae 
D, = Dz cos| at -- 5;] = Di,cos= t _- Désin=t, 
ue ~ os 2% / _2% Picasa 2% 10 
Dy = D, cos| pee 5. = D1,cos pt ise sin ¢, (10) 
29 23 are 
D, = ®, cos(2 — 5, = 2, cos rt — Dr sin t; 


demnach sind +D/, +D’, +D, bzw. +D%, +D/, + D¢ die Lichtvektor- 


y? a y 


komponenten zu den Zeitpunkten 


— S. bw. t= tt7r (k=0,1,2,...) 
Aus (10) ergibt sich 
H,cosd, = D’,, D,sind, =—D%, D,cosd6,= Di, D,ysind, = —Dy, | 44) 
®, cosd; = Di, , sind, = —D7%, 


fiir die Intensitat J der Lichtwelle kénnen wir daher auch schreiben 
J =DE4+D24 D234 DP 4+ DP + DP. 


Bezeichnen wir die zur komplexen GréBe D = D' + 1D" gehérende konjugiert 
komplexe GréBe mit D*, so ist DD* = D’? + D’’?, und wir erhalten daher fir 
J den Ausdruck 

J =D,DP +: D,D¥ + D,Dt. (12) 
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b) Schwingungsbahn einer polarisierten Lichtwelle. 


8. Schwingungsbahn. Der freie Endpunkt des zum Punkte P gehdrenden 
Lichtvektors® beschreibt im Laufe der Zeit eine Kurve, welche als Schwingungs- 
bahn oder Bahnkurve des Lichtvektors bezeichnet wird. Durch Elimi- 
nation von ¢ aus den Gleichungen (6) erhalt man 


| 2B cos 6, sind, | 
2. 

D : 

—! cosd, sind,| =0, 
| as 

®, 

- cosd, sind, 

|, 


also eine lineare Gleichung zwischen D,, Dy, Dz; die Schwingungsbahn ist somit 
eine ebene Kurve. 
Wir denken uns jetzt das Koordinatensystem so gelegt, daB die xy-Ebene 
in die Ebene der Schwingungsbahn fallt; dann folgt aus (6) 
20 


— By aa 
2, = Dz cos( Ft = d,), 2, = D, cos(Fé — 6), D=0. (13) 


Die Gleichung der Schwingungsbahn ergibt sich durch Elimination von ¢ 
aus (13) zu 


2 Dy d,D, ug te 
> > 2 3.9, cos (0, —'0,) = "sin? (0, —0,)’. (14) 


(14) ist die Gleichung einer Ellipse, die einem Rechteck mit der Seite 2D, parallel 
zur x-Achse und der Seite 2, parallel zur y-Achse einbeschrieben ist; die 
Schwingungsbahn des polarisierten Lichtes ist somit im allgemeinsten Falle eine 
Ellipse, und die Welle heiBt daher elliptisch polarisiert}). 
Die Differenz 
6 = 0, — 0, 


nennt man die Phasendifferenz zwischen den Komponenten D, und 9,; 
an Stelle der Phasendifferenz 6 wird zuweilen auch die GréBe g = ide benutzt, 
PAS 


die man als Gangunterschied der Komponenten 9, und 9, bezeichnet. 

Der Flacheninhalt der durch (14) dargestellten Ellipse wird vom Licht- 
vektor wahrend einer Schwingungsdauer 7 beschrieben. Bezeichnen wir mit 
df das wahrend des Zeitelementes dt bestrichene Flachenelement, so haben wir 
fur die Flachengeschwindigkeit 


eS: a 22) _ = 54 


ie oo gn Oe ae Sue: a) 

Legen wir das Koordinatensystem so, daB positive x-Achse, positive -Achse 
und Wellennormale ein Rechtssystem bilden, so wird die Flachengeschwindig- 
keit positiv oder negativ, je nachdem die Wellennormale vom Lichtvektor im 
positiven oder negativen Sinne umlaufen wird; im ersteren Faile bezeichnet man 
die Welle als linkselliptisch, im letzteren als rechtselliptisch polarisiert. 
Da , und 2, stets positiv genommen werden (Ziff. 5), so ist die Welle nach (15) 
rechts- bzw. linkselliptisch polarisiert, je nachdem sind negativ bzw. positiv ist. 
s) Die Bezeichnung riihrt von D. Brewster her, der die elliptische Polarisation anlag- 
lich seiner Untersuchungen iiber Metallreflexion entdeckte (Phil. Trans. Jg1830, Bdl 27S. 298); 
die Herleitung der Gleichung der Schwingungsbahn (14) erfolgte durch F. NEuMANN (Pogg. 
Ann. Bd. 26, 5. 93. 1832; Ges. Werke Bd. 2, S. 203. Leipzig 1906) 


Ziff. 8. Schwingungsbahn. 0% 


Die Lage der Schwingungsellipse wird bestimmt durch ihr Azimut, 
d. h. durch den Winkel —" <ps+ = zwischen einer Ellipsenachse und 
der positiven x-Achse; ihre Gestalt ergibt sich aus der Elliptizitat, d, h. 
aus dem Achsenverhaltnis z = tgy (0 =ys 4 der Ellipsenhalbachsen & und 1. 


Setzt man zur Abkirzung fir das Amplitudenverhiltnis 


ae ee eee 
5, ~ ‘8? (o=; =|, (16) 
so folgt!) aus Gleichung (14) 
tg2q = tg2ycosd, (17) 
sin2y =-Fsin2ysino. (18) 
Aus (17) und (48) ergibt sich 
tgd = Fee (19) 
sin2q’ 
cos2y = cos2y cos29; (20) 


dabei gilt in (18) und (19) das obere oder das untere Vorzeichen, je nachdem die 
Welle rechts- oder linkselliptisch polarisiert ist. 

(17) und (18) gestatten die Bestimmung des Azimuts und der Elliptizitat 
der Schwingungsellipse, falls Amplitudenverhaltnis und Phasendifferenz der 
Lichtvektorkomponenten gegeben sind?). 

Ist umgekehrt die Schwingungsellipse gegeben, so kann man die Licht- 
vektorkomponenten nach zwei zueinander senkrechten Richtungen auf unend- 
lich viele Arten erhalten. Phasendifferenz und Amplitudenverhaltnis andern 
sich mit der Lage der Richtungen und bestimmen sich aus (19) und (20)). 

Ist 
2k+41 


a= Ak = 0,472; 62.) 


so fallen die Ellipsenachsen mit den Koordinatenachsen zusammen; die Welle 
ist rechts- oder linkselliptisch polarisiert, je nachdem k ungerade oder gerade ist. 
Die Komponenten des Lichtvektors sind dann gemaB (13) 


faa 23 rare 7 23 ¢ 
D, = §cos(27 2 — 4,), D, = Fysin(t — 4), Qz.=0; (21) 


hierbei gilt das obere Vorzeichen fiir rechts-, das untere fiir linkselliptische 
Polarisation. 


Ist 2k+4 


é= th me Oey vase) 


und auBerdem D, = D,, somit nach (16) tgy = 1, so wird die Ellipse nach Glei- 
chung (14) zu einem Kreise, und @ bleibt gemaB (17) unbestimmt. Die Welle 
bezeichnet man dann als zirkular polarisiert#), und zwar als rechts- oder 


1) H. pE SENARMONT, Ann. chim. phys. Bd. 73, S. 337. 1840. 

2) Uber eine geometrische Konstruktion zur Bestimmung von y aus y und 0, vgl. 
J. Cr. MaxweE tt, Trans. Edinbg. Roy. Soc. Bd. 26, S. 185. 1872. 

3) Die Methoden zur experimentellen Bestimmung von Phasendifferenz 6 und Ampli- 
tudenverhaltnis tgy, bzw. von Azimut ¢ und Elliptizitat tgy werden in Bd. XIX ds. Handb. 
besprochen. 

4) Die Entdeckung des zirkular polarisierten Lichtes erfolgte durch A. FRESNEL, Bull. 
des Scienc. par la Soc. philomat. Jg. 1822, S. 194; Ann. chim. phys. Bd. 28, S. 153. 1825; 
Oeuvr. compl. Bd. 1, S. 724, 744. Paris 1866. 
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linkszirkular, je nachdem k ungerade oder gerade ist. Die Komponenten des 
Lichtvektors einer zirkular polarisierten Welle ergeben sich demnach mit Hilfe 
von (13) zu 


D, = Feos (st — d,), 2, = FEsin Ft — 4), B= 0; = (22) 


das obere Vorzeichen gilt wieder fiir rechts-, das untere fiir linkszirkulare Polari- 
sation. 
Ist 
(ea lt ORR Ale 
so geht die Ellipse nach Gleichung (14) in eine Gerade tiber, und die Welle heibt 


dann linear oder geradlinig polarisiert+). Das Azimut der Geraden gegen 
die positive x-Achse folgt aus (16) und (17) mit Riicksicht auf die Grenzen von @ zu 


D 
temp = tev penis (23) 


wobei das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem & gerade oder ungerade 
ist. Die Gleichungen (13) fiir die Komponenten des Lichtvektors gehen daher 
bei einer linear polarisierten Welle tiber in 


Dz: = D, cost _ 64), Dy = D, cos (7 a d,), D, = 0. (24) 


23 Die Anderungen der Schwin- 

gungsbahn, welche eintreten, falls 

die Phasendifferenz 6 von 0 bis 

gz wachst, ergeben sich aus 

Abb. 2, in welcher der Um- 

laufssinn durch Pfeilspitzen an- 

a Says YI gedeutet ist; wachst die Phasen- 

Abb. 2. Schwingungsbahn einer polarisierten Welle. differenz von ey bis 27, SO werden 

(0 Phasendifferenz zwischen den Lichtvektorkomponenten D,, und dieselben Figuren mM umgekehrter 

Dy; Dz und Dy Amplituden dieser Komponenten.) Reihenfolge und entgegengesetz- 

tem Umlaufssinn durchlaufen. 

9. Geometrische Darstellung der Schwingungsbahn nach Poincaré. Wir 

k6énnen in (13) D, und Q, als die reellen Teile der komplexen GréBen 


Diet, Dee 
betrachten (Ziff. 7), wobei D, und D, im allgemeinen komplexe GréBen sind. 
Das Verhaltnis 


D, Dy -tlds-8 


D, 2; 
bestimmt Amplitudenverhaltnis tgy und Phasendifferenz 6 = 6, — é1, somit 
gemaf (17) und (18) auch Azimut und Elliptizitat der Schwingungsellipse. Wir 
konnen daher jeden Polarisationszustand der Welle durch einen Punkt 
wder komplexen Zahlenebene u,v darstellen; der absolute Betrag 
von w liefert das Amplitudenverh4ltnis tgy, die Anomalie von w 
ergibt die negative Phasendifferenz —6. 

Da die Welle rechts- bzw. linkselliptisch polarisiert ist, je nachdem sind 
negativ bzw. positiv, d. h. je nachdem —xz <6 <0 bzw. 0X6 <zrist (Ziff. 8) 


) = tgycosd —itgysind =u -+ iv (25) 


, 


*) Die Bezeichnung stammt ebenfalls von A. FRESNEL (vgl. die Zitate S. 93, Anm., 4). 
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so liegt beieinerrechtselliptisch polarisierten Welle der entsprechende 
Bildpunkt w oberhalb, bei einer linkselliptisch polarisierten Welle 
unterhalb der w-Achse. 

Bei einer linear polarisierten Welle ist nach Ziff. 8 6 = Ratt ee Ol, 2; es) 
somit v = 0; der eine linear polarisierte Welle darstellende Bildpunkt w liegt 
daher auf der w-Achse, und der Winkel ~, den die geradlinige Schwingungsbahn 
mit der positiven «-Achse bildet, wird mit Riicksicht auf (23) 


w=u= tg. (26) 
Fir die Punkte der v-Achse ist 


2k+1 
C= - = 


ee 0, 1,4, es) 


diesen Punkten entsprechen nach Ziff.8 Schwingungsellipsen, deren 
Achsen parallel zur x-Achse und y-Achse liegen und deren Ellipti- 
zitat durch 
v=tgy (27) 
gegeben ist. 
Die Punkte P, und P, (Abb. 3) mit den Koordinaten u = 0,v=-+1 ent- 
sprechen demnach einer rechts- und einer linkszirkular polarisierten Welle. 
Fir das Azimut gm der Schwingungsellipse gegen die positive x-Achse und 
den Winkel w der Elliptizitat hat man nach (17) und (18) 


tg2m = tg2ycosd, sin2y =--sin2ysino. (28) 
Andererseits folgt aus (25) 
u = tgycoso, v = —tgysino; (29) 


in (28) gilt nach Ziff. 8 das obere bzw. das untere Vorzeichen, je nachdem die 
Welle rechts- bzw. linkselliptisch polarisiert ist. Aus (28) und (29) erhalt man nun 


age t. a2 1. 9 oe = — nee 
Ge +- * - “tg2p 1 O, (30) A 
3-1 2,3 E = = 

wty Sr mere ae 0. (31) 


Diejenigen Punkte w, die Ellipsen mit gleichen 
Achsenrichtungen, d. h. mit konstantem Azi- 
mut q@ entsprechen, liegen nach (30) auf einem 
Kreise K (Abb. 3), der durch die beiden Punkte P, 
und P, geht; diejenigen Punkte w, die Ellipsen mit 
gleichen Elliptizitaten, d. h. mit konstantem 
y entsprechen, liegen nach (31) auf einem zu / ortho- 
gonalen Kreise K’. 

Sind A und 4A’ die Schnittpunkte von K’ mit 


; : Abb, 3. Zur geometrischen Dar- 
der v-Achse, so entsprechen diesen Punkten ZWe1  stellung der Schwingungsbahn nach 


Porncart, 


um 90° gegeneinander gedrehte Ellipsen. 
Denn ist C derjenige Kreis der Schar K, dessen 
Mittelpunkt im Koordinatenanfangspunkte O liegt, so folgt wegen der Ortho- 
gonalitat von C und K’ 
OA*OA =O0P-=4; 

OA und OA’ sind aber nach (27) die Elliptizitaten der den Punkten A und A’ 
entsprechenden Schwingungsellipsen, deren Achsen parallel zur x-Achse bzw. 
zur y-Achse legen. 
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Wir bilden jetzt diese Abbildung durch eine stereographische Projektion 
auf eine Kugel mit dem Durchmesser 1 ab, welche die wv-Ebene im Koordinaten- 
anfangspunkte O beriihrt; diese Abbildung ist bekanntlich konform, und jedem 
Kreise der wv-Ebene entspricht ein Kreis auf der Kugeloberflache. Ist M der 
Kugelmittelpunkt und Q 
der zweite Endpunkt des 
durch O gehenden Kugel- 
durchmessers, so ist Q das 
Projektionszentrum (Ab- 
bild. 4); einem Punkte w 
der uwv-Ebene entspricht 
derjenige Punkt der Kugel- 
oberflache, in welchem letz- 
tere von der Verbindungs- 
linie Ow getroffen wird. 

Den Achsen « und v 
entsprechen GroBkreise der 
Kugel. Der der u-Achse entsprechende Grofkreis heiit Aquator, den Punkten 
dieses Kreises entsprechen linear polarisierte Wellen. Der der v-Achse entspre- 
chende, zum Aquator senkrechte Grof8kreis heiBt erster Meridian; seinen 
Punkten entsprechen Schwingungsellipsen, deren Achsen parallel zur x-Achse 
bzw. y-Achse legen. 

Den Punkten P, und P, entsprechen die Pole #, und #, der Kugel; diese 
stellen daher zirkular polarisierte Wellen dar. Der Aquator trennt die den 
rechts- bzw. linkselliptisch polarisierten Wellen entsprechenden 
Punkte; erstere legen auf der 9,, letztere auf der , zugewandten 
Halbkugel. Wir bezeichnen zur Abkirzung ~, als den Nordpol, #, als den 
Siidpol der Kugel. 

Den durch P, und P, gehenden Kreisen K entsprechen die durch p, und 
ps gehenden Meridiane der Kugel; zu den Punkten eines Meridians ge- 
héren daher Schwingungsellipsen mit konstantem Azimut qg. Ist G 
ein Punkt der u-Achse, g der entsprechende Punkt der Kugeloberflache, so 
folgt aus (26) oO 

SY ) 


ist nun < OMG =A die zum Punkte g gehdrende, vom ersten Meridian aus 


gezahlte Lange, somit << OQG = =; so wird OG = ig 4 und daher 


Abb. 4. Geometrische Darstellung der Schwingungsbahn nach PorNncaRE. 


| > 


: (ia (32) 


Das Azimut der Schwingungsellipse, die einem bestimmten 
Kugelpunkte entspricht, ist demnach gleich der (vom ersten Meri- 
dian aus gezahlten) halben Lange des durch jenen Kugelpunkt ge- 
legten Meridians. " 

Den zu K orthogonalen Kreisen K’ entsprechen auf der Kugeloberflache 
die Breitenkreise; den Punkten der letzteren entsprechen somit 
Wellen mit konstanter Elliptizitat. Sind a und a’ die den Punkten A und 
A’ entsprechenden Punkte der Kugeloberflache, so haben wir nach (27) 


[Wed erat) 206 
ist nun «< OMa = [ die zum Punkte a gehdrende Breite, somit — 000 — i 
ee: Bb 2” 
so wird OA = tg— und daher 
2 8 


Ay = 
U 5 
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Der Winkel y der Elliptizitat der Schwingungsbahn, die zu 
einem bestimmten Kugelpunkte gehért, ist somit gleich der halben 
Breite des durch diesen Punkt gehenden Breitekreises. Der Punkt a’ 
liegt demnach symmetrisch zu a in Bezug auf p,/,. 

Aus diesen Sitzen folgt, daB jedem Punkt der Kugeloberflache 
ein bestimmter Polarisationszustand entspricht; das Azimut der 
Schwingungsellipse ist gleich der halben Lange, die Elliptizitat 
gleich der Tangente der halben Breite des Kugelpunktes und die 
Polarisation ist rechts- bzw. linkselliptisch, je nachdem der Punkt 
auf der nérdlichen bzw. siidlichen Halbkugel liegt. Den Endpunkten 
eines beliebigen Kugeldurchmessers entspricht eine rechts- und eine linksellip- 
tische polarisierte Welle, deren Schwingungsellipsen ahnlich und deren groBe 
Achsen rechtwinklig gekreuzt sind; ferner ergibt sich, da8 zwei Wellen, bei 
welchen das Verhaltnis D,/D, den Wert w, bzw. w, hat, ahnliche, mit den 
groBen Achsen rechtwinklig gekreuzte und im selben Sinne umlaufene 
Schwingungsellipsen besitzen, falls 
- W.-W, = —1 
ist. 

Diese geometrische Darstellung kénnen wir dazu benutzen, um die Ver- 
anderungen darzustellen, welche die Schwingungsellipse erfahrt, 
falls die nach beliebigen senkrechten Richtungen genommenen Kom- 
ponenten 2, und 9, eine Anderung ihrer Phasendifferenz erhalten. 

Geht die Phasendifferenz 6 in 6 — A iber, so wird dies analytisch durch 
Multiplikation von (25) mit dem Faktor e'4 , geometrisch durch Drehung der 
uv-Ebene in sich um den Winkel A ausgedriickt. Dieser ebenen Drehung ent- 
spricht in unserer stereographischen Projektion eine Drehung 4 der Kugel um 
den Aquatordurchmesser OQ. Die Schwingungsellipse, welche dadurch 
entsteht, daB die Komponenten 9, und D, eine Anderung A ihrer 
urspringlichen Phasendifferenz erhalten, wird somit durch einen 
Kugelpunkt dargestellt, deraus dem die urspriingliche Schwingungs- 
ellipse darstellenden Kugelpunkt durch eine Drehung 4 um den 
Aquatordurchmesser OQ hervorgeht. 

Mit Hilfe von (26) folgt, daB die Punkte O und Q den Richtungen der «-Achse 
und y-Achse entsprechen. Dreht man nun das Koordinatensystem xy in seiner 
Ebene um den Winkel 7 in eine neue Lage x’y’, so entspricht nach (26) der x’- 
Achse der Punkt u = tgy, v= 0, und der y’-Achse der Punkt u = — cotgy, 
v=0. Diese beiden Punkte werden auf der Kugeloberflache durch die End- 
punkte 0’Q’ eines Aquatordurchmessers dargestellt, von dem aus die Lingen 
2’ za rechnen sind und der mit OQ offenbar den Winkel 27 bildet; denn ist » 
das Azimut der Schwingungsellipse in bezug auf die positive x-Achse, ’ ihr 
Azimut in bezug auf die positive x’-Achse, so ist py’ = m — yz, und gemaB (32) 


ik yi 


page ke somit in der Tat 2 — 2’ = 27. Erleiden die nach den Richtungen 
x’, y’ genommenen Komponenten 9’, und D/, der Schwingungsellipse eine Ande- 
rung A’ ihrer Phasendifferenz, so hat man demnach eine Drehung 4’ der Kugel 
um den Aquatordurchmesser O’Q’ auszufithren. 

Einer Anderung der Phasendifferenz, welche die nach zwei be- 
liebigen senkrechten Richtungen genommenen Komponenten der 
Schwingungsellipse erleiden, entspricht daher stets eine Drehung 
der Kugel um einen Aquatordurchmesser. 

Erhalt die Schwingungsellipse durch irgendeinen Vorgang lediglich eine 
Anderung o ihres Azimuts (wie z. B. beim Durchgang der Welle durch 


= 


Handbuch der Physik. XX. Tf 


98 Kap. 4. G.Szivessy: Polarisation. Ziff. 10. 


eine isotrope ,,optisch-aktive‘‘ Schicht), so erhalt man nach G2)eden, dex 
neuen Lage der Schwingungsellipse entsprechenden Kugelpunkt, 
indem man den die urspriingliche Ellipse darstellenden Kugel- 
punkt so verschiebt, wie es durch eine Drehung 20 der Kugel um 
ihren Polardurchmesser ~,p, geschieht. 

Die in dieser Ziffer besprochene geometrische Darstellung der Schwingungs- 
bahn und ihrer Veranderungen stammt von POINCARE?). 


c) Interferenz polarisierten Lichtes. 


10. Allgemeine Bedingung fiir die Nichtinterferenz zweier polarisierter 
Wellen. Wir betrachten zwei in derselben Richtung fortschreitende, ebene, 
monochromatische, elliptisch polarisierte Wellenziige, die beide von demselben 
urspriinglichen Wellenzuge stammen und fragen nach den Bedingungen, 
die erfiillt sein miissen, damit die beiden Wellenziige nach ihrem 
Zusammentreffen nicht interferieren kénnen. 

Wir legen das Koordinatensystem x, y, z so, das die positive z-Achse in 
die gemeinsame Wellennormale fallt, und benutzen fiir die Komponenten der 
Lichtvektoren 2’ und 9” der beiden Wellen die komplexe Darstellung (Ziff. 7). 
Bezeichnen wir die Halbachsen der Schwingungsellipsen, die sich durch senk- 
rechte Projektion der Schwingungsbahnen auf die xy-Ebene ergeben, mit &’, 77’ 
bzw. &”, 7’, so kénnen wir fiir die nach diesen Achsenrichtungen und der z-Achse 
genommenen Komponenten von 9’ und 9” schreiben [vgl. Gleichung (21)]: 


(Fe v) i(- t y) Ee 3 ") 
py Geet : 4|\—-t-¢ = i|— 1-0’ - wv 
Dene = oe Dye ee eet 

27 | (22% ey Qn (33) 
ANE, LG Ng? : an wie Gh de yy DV il t-a”= 9") 
AVS. (2 i, Dy’ = —1H € - = Ove , 


Vor dem Zusammentreffen der beiden Wellen mégen ihre Phasenkonstanten 
0’ bzw. 0” die Anderungen A’ bzw. A” erleiden; sind @’ und gy” die Azimute 
der auf die xy-Ebene projizierten Schwingungsellipsen gegen die positive x-Achse, 
und setzt man 4 = (0 + 4”) — (0’+ 4’), so erhalt man mit Hilfe von (9) 
fur die Komponenten des Lichtvektors ® der resultierenden Welle, die durch 
Zusammentreffen der Wellen (33) in einem Punkte P entsteht, die Ausdriicke 


(2% ; ‘5 (27 
</ Sets, aya i(Fe-s -4’) a4 ‘ A i(Grt-0”- 4”) 
D, = (& cosq’ + in’sing’)e \T + (&’cospy” + in”sin p”)e \T 
(Pe y 4’) 
=/ ~ is & Lees . } . ° a OO Memes 
={(F cosp’+ &” cosp”e-*4) + i(y’ sing’ + ” sing”e-'4)\e \T : 
ie yt ’) 
as fh 0 ; ieee _ is : — t—0 = 
Dy ={(¢ sing’ + &” sing”e-*4) —1(n/ cosq’ + n cosg’e-*4)le\P ‘ 


(23 yA 
ay La a NG, if Oe - 0’) 
D, ={ D+ Dre-ia+o-on a 


') H. Porncaré, Théorie mathématique de la lumiére. Bd. 2, S. 275. Paris 1892. Ein- 
gehende Darstellungen der Methode mit Anwendungen auf spezielle Falle finden sich bei 
J. Warxer, Phil. mag. (6) Bd. 3, S. 541. 1902; H. Joacui, N. Jahrb. f. Mim. Beil. Bd. 24 
S. 547. 1906; Cu. Maucurn, Bull. soc. minéral. Bd. 34, S. 6. 1911; O. Gaur, N Tahir f. 
Min. Beil. Bd. 38, S. 687. 1915; L. CHaumont, Ann. de phys. Bdi-4, Ss: 103. 1018: R OE 
MALLEMAN, Ann. de phys. Bd. 11, S. 24. 1925. ape 


Ziff.11. Lage des Lichtvektors zur Wellennormale bei ebenen polarisierten Wellen. 99 


Die Intensitat der resultierenden Lichtwelle folgt hieraus mit Hilfe von (12) zu 
T= {(&cos y" ae &”cos pei 4) + i(n’ sing’ a sin pei 4 


{(fcosp’ + &’cosp”e'!) — i(n’sing’ + 7” sing” e'4)\ 
+ {(fsing’ + &’sing”e-*4) — 1(n’cosqy’ + 9”cosq”e-*4)\ 
(“sing’ + &sing”e!4) + i(y’cosq’+ 7”cosq” e! 4)\ 


f 

V 
as {D. wo Dl e- HA +0" - on n {D, ti Di et (ati “- oN 
ne 2 zs eve ae "2 Be Oy? 4+ oY” sey) (7 nn”) cos (~” cae q’) cosA 
+ 2(En” + En’) sin(y”— g’)sind + 2D,” cos(4 + 0” — 9%). 


Ist J’ bzw. J" die Intensitat, welche jede der Wellen (33), fiir sich allein 
vorhanden, im Punkte P erzeugen wiirde, so haben wir nach (8) mit Riicksicht 


auf (33) 
f= F84-92+ De, [os BO a Ae? (34) 
wir erhalten daher 
JHSJ +I + EE’ + 9") cos(q” — gy’) cosA + 2 (8 + EN’) sin (y” — ¢’) sin A 
4+- 29D’ cos(A + 9” — #), 
und dieser Ausdruck geht nach Einfithrung der durch die Elliptizitaten 


tey=>, tey"=a : (35) 
bestimmten Winkel yw’ und wy” in die Form iiber 
| ad Ma hi te (+ tey'tey’) cos (p”—¢’) cos A+ (tgy’+ tg”) sin(y”—¢’) sin 4} 
+2D,D% cos(4 + 0” — #). 

Die resultierende Intensitat J ist somit im allgemeinen nicht gleich der 
Summe der Einzelintensitaten J’ und J’’, sondern hangt noch von der Differenz 
der Azimute g’’— pm’ sowie von den Phasendifferenzen 4 und #’’— &# ab. 

Soll tiberhaupt keine Interferenz der beiden Wellen (33) statt- 
finden kénnen, so muB J von der Phasendifferenz A’— dA’ un- 
abhangig sein, d.h. es muB 

LE + tgp’ tgp”) cos(y”— ¢’) + 2D,D% cos(#” — &) = 0, 

FE" (tg yp’ Ee tg y ”) sin ig — Y’) ted Dy, DY sin (0” — 0”) Ki 
sein. Diese beiden Bedingungen lassen sich auf unendlich viele, verschiedene 
Arten erfiillen. 

11. Lage des Lichtvektors zur Wellennormale bei ebenen polarisierten 
Wellen. Nun zeigt die Erfahrung, da8 die beim HuyGuHENSschen Funda- 
mentalversuche erhaltenen senkrecht zueinander polarisierten 
ebenen Wellen (Ziff.1) keine Interferenzen zeigen, falls man mit 
ihnen einen der bekannten Interferenzversuche (vgl. Kap. 1 dieses Bandes) 
ausfiihrt. Diese Tatsache ist zuerst von FRESNEL und AraAGo!) gefunden und 
spater wiederholt?) festgestellt worden. 


(36) 


1) A. FRESNEL, Oeuvr. compl. Bd. 1, S. 385, 410, 509. Paris 1866; F. ARAGOu. A. FRESNEL, 
Ann, chim. phys. Bd. 10, S. 288. 1819; F. ArRaco, Oeuvr. compl. Bd. 10, S. 132. Paris- 
Leipzig 1858. 

2) J. STEFAN, Wiener Ber, Bd. 53 (2), S. 548, 1866; Bd. 66, (2), S. 425, 1872; E. Mac 
u. W. Rosicky, Wiener Ber. Bd. 72 (2), S.197, 1872; E. Macu, Boltzmann-Festschrift 
S. 441. Leipzig 1904. Zusammenfassende Darstellung der Versuche bei J. FROuticn, Mathem. 
u. naturw. Berichte aus Ungarn. Bd.21 (Jg.1903),S. 159. 1907. 


/ ha 
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Werden z. B. bei der in Abb. 1 dargestellten Versuchsanordnung die beiden 
Kalkspatrhomboeder so gegeneinander orientiert, dab ihre zum Einfallslot ge- 
hérenden Hauptschnitte senkrecht zueinander stehen, so erhalt man nur die 
beiden senkrecht zueinander polarisierten Wellen oo’ und oe’; da diese nach 
dem Gesagten nicht interferieren, miissen fiir sie die Bedingungen (36) erfullt 
sein. Nun verhalt sich aber jede dieser beiden Wellen beziiglich ihres Polari- 
sationszustandes wie die andere, falls diese um die Richtung der Wellennormale 


um + = gedreht wird. Es ist daher 


go —-Y¢ = aS: i == 1A, la, Oe = 
zu setzen. In Verbindung mit (36) folgt hieraus 
Do a 0F toe te) Oe (37) 


Die erste der Gleichungen (37) sagt aus, da beim HuyGHeEnsschen Fun- 
damentalversuche der Lichtvektor in den aus dem Kalkspatrhomboeder aus- 
tretenden senkrecht zueinander polarisierten, ebenen Wellen senkrecht zur 
z-Achse, d. h. zur Wellennormale liegt; man pflegt hierfiir auch zu sagen, daB 
die Lichtschwingungen bei diesen Wellen transversal?) sind. 

Aus der zweiten der Gleichungen (37) folgt, daB die Schwingungsellipsen 
zu Geraden degenerieren, d.h. daB die aus dem Kalkspat austretenden 
Wellen linear polarisiert sind. 

Unter der Polarisationsebene einer linear polarisierten Welle versteht 
man die Ebene, die durch die Wellennormale senkrecht zur Richtung des Licht- 
vektors gelegt ist?); bei dieser Festsetzung liegt demnach der Lichtvektor der 
ordentlichen Welle senkrecht zum Haupischnitt des Einfallslotes des Kalkspats 
(Ziff. 1). Unter der Schwingungsebene versteht man die durch Wellen- 
normale und Lichtvektor bestimmte Ebene; Schwingungsebene und _ Polari- 
sationsebene stehen senkrecht zueinander. 

Da das durch Reflexion unter dem Polarisationswinkel (Ziff. 3) sowie 
durch Brechung (Ziff. 4) erhaltene polarisierte Licht dieselben Eigenschaften hat, 
wie das durch Doppelbrechung gewonnene, so ist es ebenfalls als linear polarisiert 
zu betrachten. Das bei der Besprechung der Grundversuche in Ziff. 4 
bis 4 schlechtweg als ,,polarisiert“ bezeichnete Licht ist demnach 
linear polarisiertes Licht. 

Eine elliptisch polarisierte, ebene Welle entsteht gemaB (13) durch Uber- 
lagerung zweier linear und senkrecht zueinander polarisierter Wellen; es miissen 
daher auch bei ihr die Lichtschwingungen transversal sein, d. h. die Schwin- 
gungsbahn liegt in der Wellenebene. 


*) Da®B aus der Nichtinterferenzfahigkeit senkrecht polarisierter Wellen die Trans- 
versalitat der Lichtschwingungen gefolgert werden mu, hat zuerst A. FRESNEL ausge- 
sprochen (Ann. chim. phys. Bd. 17, S. 179. 1821; Bull. des Sciences par la Soc. philomat. 
Jg. 1824, S. 147; Mém de 1 Acad. des Scienc Bd. 7, S. 55. 1827; Oeuvr. compl. Bd. 4, S. 394 
629; Bd. 2, S. 490. Paris 1866, 1868), allerdings mit einer unrichtigen Beweisfiihrung Den 
richtigen Beweis lieferte spater E. Verpret [C. R. Bd. 32, S. 46. 1854: Ann. ane phys 
(3) Bd. 31, S. 377. 1851; Oeuvr. Bd. 1, S. 73. Paris 1872]. 

2) Diese Lage des Lichtvektors zur Polarisationsebene entspricht den Ergebnissen der 
Versuche O. WiENERs (Wied. Ann. Bd. 40, S. 203. 1890) tiber stehende Lichtwellen und ist 
in Ubereinstimmung nut der mechanischen Lichttheorie A. FRESNELS (Mém. de l’Acad. des 
Scienc Bd. 7, S. 61. 157. 1827; Oeuvr. compl. Bd. 2, S. 495, 578. Paris 1868); die mechanische 
Lichttheorie von F. NEUMANN verlangte dagegen, daB der Lichtvektor in der Polarisations- 


ebene liegt (Pogg. Ann. Bd. 25, S. 451. 1832: Ges. Werke Bd.2. S 486. Leipzic ie 
hiertiber Kap. 7 ds. Bandes. SEEKS aarselpaigs 1900). Vik: 
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12. Entgegengesetzt polarisierte Wellen. Die allgemeinen Bedingungen (36) 
fir die Nichtinterferenz ebener, polarisierter Wellen reduzieren sich mit Riick- 
sicht auf die Transversalitat der Lichtschwingungen (9. = D/ = 0) auf folgende: 

(1 + tgy’ tg”) cos(m”— g’) = 0, (tgy’+ tgp”)sin(y~”— o’) =0; 


diese sind erfillt, wenn entweder 


cos(p”— 9’) =0 und_ tgy’+tgy’=0 (38) 
oder 

sin(y”—g’)=0 und 1+ tgy’ tgy”=0 (39) 
oder 
1+ tgy’tgy”=0 und tey’+ tep”=0 (40) 
Ist. 


Aus den Gleichungen (38) folgt 
P—~P=t5, tey"=—tey’ 


Die beiden Wellen besitzen somit ahnliche und mit ihren groBen Achsen recht- 
winklig gekreuzte Schwingungsellipsen; die eine Welle ist [(vg . Gleichung (21) 
und (35)]| rechts-, die andere linkselliptisch polarisiert. Ist insbesondere y’ = y” = 0, 
so sind beide Wellen linear und senkrecht zueinander polarisiert. 


Die beiden Gleichungen (39) ergeben wy” — qg’= 0 oder = aund w”= y’+ =; 
sie fiihren offenbar zu demselben Ergebnis wie (38). 4 

Die Gleichungen (40) liefern y”= —y’ = oe ergeben somit [vgl. Glei- 
chung (22)) eine rechts- und eine linkszirkular polarisierte Welle; dies ist aber 
ein spezieller Fall des eben besprochenen. 

Man kann daher sagen, daB zwei von demselben urspriinglichen Wellenzuge 
stammende, ebene, monochromatische, polarisierte Wellen nur dann 
keine Interferenz zeigen, wenn ihre Schwingungsbahnen dahnlich 
und rechtwinklig gekreuzt sind, und wenn die eine Welle rechts-, 
die andere links polarisiert ist. Derartige Wellen bezeichnet man als ent- 
gegengesetzt polarisiert). Der experimentelle Nachweis dieses Satzes ist 
zuerst von FRESNEL und ARAGO gefithrt worden (vgl. Ziff. 11). 

Von Wichtigkeit mit Riicksicht auf gewisse Erscheinungen?) ist der Sonder- 
fall zweier sich iberlagernder, entgegengesetzt zirkular polarisierter 
Wellen, deren Lichtvektoren D’ und 9” die Komponenten 


4) 


[23 / pe 25 7 ¥ 3 
i= Ecos| ri 6}, D, = Fsin( = t— 0’), Spe 6) 
und 
25 w ee Se PED y\ a , 
Dy = Ecos( it — 6 Ms Dy = —ésin(27 ¢ — 8", D’=0 


besitzen. Der Lichtvektor der resultierenden Welle hat dann nach (9) die Kom- 
ponenten 


_ Der + 5” 
Cite ee te CN? EaAnC sce Z a ee 
De = D, + D! = 2 cos cos(F ¢ — SF}, 
Ua aa, P48 
Dy = D, + Dy = 2 sin—,> cos(St¢—E"), D,= D, + DB; = 0. 


1) G. G. StoxEs, Trans. Cambr. Phil Soc. Bd. 9, S. 404. 1852; Mathemat. and Physic. 
Papers. Bd. 3, S. 241. Cambridge 1901. : 
2) Vgl. die Ausfiihrungen tiber optische Aktivitat in Kap. 11 ds. Bandes. 
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Die resultierende Welle ist somit [vgl. Gleichung (24)] near po- 
larisiert; das Azimut der Schwingungsgeraden gegen die positive 


x-Achse ist nach (23) gleich es ae also gleich der halben Phasendiffe- 


2 
renz der beiden zirkular polarisierten Wellen. . 
13. Gleichartig polarisierte Wellen. Besitzen die beiden ebenen polarisierten 
Wellen gleiche Intensitat, so folgt aus (34) und der folgenden Gleichung bei 
Beriicksichtigung der Transversalitat der Lichtschwingungen (2, = DY = 0): 


fly fe SE RE ye 
a2 (dee) 


wobei 

0 = cos (y” — y’) cos (~” — g’) cosA + sin(y”+ y”’) sin(y’”— g’)sind (41) 
gesetzt ist. 

Zeigen die beiden Wellen Interferenzerscheinungen, so werden diese dann 
am scharfsten auftreten, wenn die Maxima von J gleich 4/’, die Minima von / 
gleich Nuil sind; dies ist aber der Fall, wenn der maximale bzw. minimale 
Wert von @ gleich 1 bzw. gleich —1 ist?). 

Nun folgt aus (41) fur den extremen Wert 09,, von 0 


O;, = cos? (y” — yp’) cos? (gp” — gy’) + sin? (y” + y’) sin? (g”— ¢’), 
wir erhalten daher als Bedingung fiir die vollstandigste Interferenz der beiden 
Wellen 
cos? (y” — w’) cos? (w~” — oo’) + sin? (y”-+ y’) sin? (p”— @’) = 1 
= cos? (g” — g’) + sin? (p” — gq’) 
oder 
cos? (p” — g’) sin? (y” — wp’) + sin? (~” — g’) cos? (w” + wp’) = 0; 


diese Gleichung wird erfillt fiir 


sin(y’—¢)=0, sin(y”—y/) =0, (42) 
oder 

cos(p”— @')=0, — cos(y”-+ w) =0, (43) 
oder 

sin(y’— y’) = 0, cos (wy +y") = 0. (44) 


Die beiden Gleichungen (42) verlangen, daB og” = gy’ und w’’= y’ ist, d. h. 
daB die beiden Welien vollstandig gleichartig polarisiert sind. Ist insbesondere 


y’=wy' =0, so sind die beiden Wellen linear und parallel polarisiert. 
IU 


Die Gleichungen (43) fordern wy’ = 
offenbar zu demselben Schlusse wie (42). 

Die Gleichungen (44) verlangen py” = y’= Sa d.h. [vgl. Gleichung (22)], 
daB beide Wellen rechts- oder beide linkszirkular polarisiert sind; dieser Fall 
ist in dem eben angegebenen enthalten. 

Man kann daher sagen, daB zwei von demselben urspritnglichen 
Wellenzuge stammende ebene, monochromatische, polarisierte 
Wellen dann am vollstandigsten interferieren, wenn ihre Polari- 
sationszustande vollig gleichartig sind. - 


aT ae 
— y' und »"— gy’ = = fuhren also 


| 


1) G. G.. STOKES, vgl. die Zitate S. 101, Anm. 4. 
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Der experimentelle Nachweis dieses Salzes ist zuerst von FRESNEL?) und 
ARAGO*) erbracht und spiaiter wiederholt*) geliefert worden. 

14. Unpolarisiertes (natiirliches) Licht. Aus der Tatsache, daf beim 
HuyGHENSschen Grundversuche die aus dem Kalkspat austretenden, linear 
polarisierten Wellen nur transversale Schwingungen enthalten (Ziff. 11), 
schlie8t man*), da8 die auffallende unpolarisierte, ebene Welle gleiches 
Verhalten zeigt. Wiurde letztere namlich auBer transversalen auch longitudinale 
Schwingungen enthalten, die in den durchgehenden Wellen nicht mehr auftreten, 
so miiBte in der reflektierten Welle ein UberschuB von longitudinalen Schwin- 
gungen vorhanden sein. Dieser wiirde dann durch mehrere aufeinanderfolgende 
Reflexionen immer gréBer werden, und es miiBte sich damit auch der reflektierte 
Bruchteil der auffallenden Welle steigern. Ein derartiges Anwachsen der relativen 
Intensitat des reflektierten Lichtes wird jedoch durch die Beobachtungen nicht 
bestatigt. 

Um die analytischen Ausdriicke fiir die Bedingungen zu erhalten, welchen 
der Lichtvektor einer unpolarisierten, ebenen Lichtwelle geniigen mu8B, gehen 
wir von folgenden Erfahrungstatsachen aus: 

1. Die Intensitaten der beiden linear polarisierten Wellen o und e, die beim 
HvuyGuHENsschen Versuche aus der senkrecht auffallenden, unpolarisierten Welle 
s (Abb. 1) entstehen, sind unabhangig von der Orientierung des zum Einfallslot 
gehérenden Hauptschnittes des Kalkspatrhomboeders K (Ziff. 1); da sich nun jede 
ebene Welle durch die Komponenten ihres Lichtvektors, genommen nach zwei senk- 
rechten, in der Wellenebene liegenden Richtungen darstellen 1aBt, so sind demnach 
bei einer unpolarisierten Welle die nach (8) berechneten Intensitaten dieser Kom- 
poponenten unabhangig von den Richtungen, nach welchen sie genommen werden. 

2. Die Gleichheit der Intensitaten der beiden Wellen o und e ist unabhangig 
von ihrer Phasendifferenz, die sie infolge ihrer verschiedenen Geschwindigkeit 
in K erleiden, und die offenbar durch die Dicke von K bestimmt wird (vgl. Ziff. 25); 
hieraus folgt, daB bei einer unpolarisierten, ebenen Welle die Intensitaten der 
nach zwei senkrechten, in der Wellenebene legenden Richtungen genommenen 
Komponenten unabhangig von deren Phasendifferenz ist. 

Wir zeigen jetzt, daB diese Eigenschaften des unpolarisierten Lichtes?) 
sich durch die Annahme erklaren lassen, daB die Schwingungsbahn einer 
ebenen, unpolarisierten Lichtwelle eine Ellipse ist, welche in sehr 
kurzen Zeitintervallen unstetige Anderungen der Elliptizitat und 
des Azimuts erleidet'). 

Wir legen in die Wellenebene ein rechtwinkliges Achsenkreuz x, y; sind zu 
einem bestimmten Zeitpunkte € und 7 die Halbachsen der Schwingungsellipse 
und ist m ihr Azimut gegen die positive x-Achse, so erhalt man fiir die Kom- 
ponenten D,,D, des Lichtvektors mit Hilfe von (9) und (21) bei Benutzung der 
komplexen Darstellung (Ziff. 7) 


270 (27 
a wF.. r i{—t s) aa : i( a ») 
Dz = (Ecosp + 17 Sona : D, = (sing Lin cosp)e ‘7 » (45) 
1) A. FRESNEL, Oeuvr. compl. Bd. 1, S. 385, 410. Paris 18066. 
2) F. ARaGo u. A. FRESNEL, Ann. chim. phys. Bd.10, S.288. 1819; F. Araco, 


Oeuvr. compl. Bd. 10, S. 132. Paris-Leipzig 1858; A. FRESNEL, Oeuvr. compl. Bd. 1, 5. 509. 
Paris 1866. 

3) Vgl. die Angaben S, 99, Anm. 2. 

4) Vgl. z. B. E. Mascart, Traité d‘optique Bd. 1, S. 540. Paris 1889; W. Voret, Kom- 
pendium der theoret. Physik. Bd. 2, S. 542. Leipzig 1896. 

5) Die erste der angegebenen Eigenschaften wiirde nach (8) und (22) auch eine zirkular 
polarisierte Welle zeigen, nicht aber die zweite. 

8) Die Grundlage dieser Vorstellung geht auf A. PRESNEL zuriick (Ann. chim. phys. 
Bd. 17, S. 185. 1821; Oeuvr. compl. Bd. 1, S. 635. Paris 1866). 
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wobei das obere Vorzeichen im Falle rechts-, und das untere im Falle links- 
elliptischer Polarisation gilt. Bei zeitlich veranderlichen Werten &, 
y und g stellen (45) die Komponenten des Lichtvektors einer ebenen, 
monochromatischen, elliptisch polarisierten Welle mit: zeitlich 
veranderlicher Schwingungsbahn dar. 

Wir suchen nun die Bedingungen,-welchen die GréBen é, 7 und p 
zu geniigen haben, damit die Lichtvektorkomponenten (45) mit den 
angegebenen Eigenschaften des unpolarisierten Lichtes in Uber- 
einstimmung sind}), 

Erhalt D, gegen D, die Phasendifferenz 4, und nehmen wir in der Wellen- 
ebene ein zweites rechtwinkliges Achsenkreuz x, y’, dessen positive «/-Achse 
gegen die positive x-Achse den Winkel 7 bildet, so verlangt die Eigenschaft des 
unpolarisierten Lichtes, daB der zeitliche Mittelwert von S2,, erstreckt 
iiber ein der Wahrnehmung eben noch zugiangliches Zeitintervall, 
fir jeden Wert A unabhangig von y wird. 

Nun folgt bei Beriicksichtigung von (45) 


Dy = D, cosy + D,siny = {é(cosmcosye-*4 -+ sing sin y) 

te (Fr t—9) 
+ in (sing cosye-*4 — cospsinz)be \F : 

somit wird 

D2, = (&2 cos? -+ yn? sin? q) cos?y + (€%sin?y + 7? cos? q) sin? 
+ siny cos 7{2 (& — 7?) sing cosy cosA + 2&y sin A} (46) 
= 4(A + B)cos?y + 4(A — B) sin?y + sinycosy(CcosA+Dsin4), 
wobel 


Ana 62 yt, B= (62 — 77) COs2O7. C= (62 = 4) sin 20 ee ey) 
gesetzt ist. 

Bezeichnen wir den zeitlichen Mittelwert einer Funktion /, erstreckt tiber ein 
der Wahrnehmung eben noch zugangliches Zeitintervall, mit M(/), so muB bei 
unpolarisiertem Lichte M(D*.) fiir jeden Wert 4 unabhangig von y sein; aus 
(46) und (47) folgt dann 

ME? — 77) cos2gpr=— 0; M{(& — n?) sin2@} = 0, Mien) == O07) (48) 
(48) sind die Bedingungen, welche die Elemente der Schwingungs- 
ellipse &, 7 und m bei ebenen, monochromatischen unpolarisierten 


Wellen erfiillen miissen. 
Mit Hilfe von (11) schlie8t man 


D, cosd = Ecosy, 9, sind = Fysing, (49) 
D, cos(6 + A) = Esing, , sin(d + A) = Ccse. , 


wobei sich das obere Vorzeichen auf rechts-, das untere auf linkselliptische 


Polarisation bezieht. Fiihrt man daher D,, D, und A an Stelle von é, n und 
ein, so folgt aus (48) und (49) 


M(®,D, cos4) = 0, M(®,®, sin A) = 0, M(@2— D2) =0. (50) 


(50) sind die Bedingungen, welchen die Lichtvektorkomponenten 
D,, Dy (bezogen auf zwei beliebige in der Wellenebene liegende, 
zueinander senkrechte Richtungen) und deren Phasendifferenz A 


bei einer ebenen unpolarisierten Welle geniigen miissen. 


*) E. VERDET, Ann. de l’Ecole norm. Bd. 2, S. 291. 1865; Oeuvr. Bd. 4, 9.284. Paris 1872” 
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Die Intensitat der unpolarisierten Welle folgt aus (7), (8) und (50) zu 
J = M(B? + Di) = 2M (2). 


Die Bedingungen (48) und (50) sind einander gleichwertig; sie lassen sich 
auf unendlich viele verschiedene Arten erfiillen*), und hierdurch erklirt sich das 
negative Ergebnis friherer Versuche?), die spezielle Gestalt der Schwingungsbahn 
einer unpolarisierten Welle auf experimentellem Wege zu ermitteln. 

Den Bedingungen (48) oder (50) kann man z. B. geniigen durch den speziellen 
Ansatz einer linear polarisierten Welle, deren Polarisationsebene mit groBer kon- 
stanter Winkelgeschwindigkeit um die Wellennormale rotiert. Bei dieser Annahme 
wiirde in (45) & unabhangig von ¢ anzunehmen und 


i=; p = ane + Po 


zu setzen sein, wobei rt die Periode der rotierenden Polarisationsebene bedeutet 
und @, deren Azimut gegen die zx-Ebene zum Zeitpunkte ¢t = 0 ist; die Mittel- 
werte (48) werden dann durch Integration iiber eine Periode rt erhalten. Wird 
in der Tat z. B. beim HuyGensschen Grundversuche eines der beiden aus- 
tretenden, linear polarisierten Strahlenbiindel o oder e (etwa durch Abblenden 
des anderen) isoliert und der Kalkspatkristall um die Richtung des auffallenden 
Strahlenbiindels s in schnelle konstante Rotation versetzt, so zeigt das nicht 
abgeblendete Strahlenbiindel die oben angegebenen beiden Eigenschaften eines 
unpolarisierten Strahlenbiindels*). 

Jedoch kann die zeitliche Anderung der Schwingungsbahn bei 
unpolarisiertem Lichte nicht stetig erfolgen, da sonst nahezu 
monochromatische, sehr enge Spektralbereiche nicht isoliert wer- 
den kénnten*). Eine ebene, elliptisch polarisierte Welle mit gleichférmig sich 
anderndem Azimut gm der Schwingungsellipse kann namlich stets erzeugt gedacht 
werden durch Uberlagerung ebener, entgegengesetzt zirkular polarisierter Wellen 
von verschiedenen Schwingungsdauern; denn ist 


t 
p= 22 + Po: 
so erhalten wir fiir die Komponenten des Lichtvektors nach (45) 


Dz = a(& + neintat zt 8+ 04} ae h(E a ) eels = =) t-8- oo} 


1 1 


eee et tee Os eg Ate eto, 


Die Schwingungsbahn 1aBt sich somit in der Tat von den beiden entgegengesetzt 
zirkular polarisierten Wellen®) 


See % 1 oe Ey. 1 1 
D=-5 " cos|2a( 7 aE + )t—d-+ oo ==> sin J2ae( 7 4 +\t-3-+ 4} 


1) G. G. Sroxss, Trans. Cambr. Phil. Soc. Bd. 9, S. 412. 1852; Mathemat. and Physic. 
Papers Bd. 3, S. 252. Cambridge 1901. 

2) J. STEFAN, Wiener Ber. Bd. 50 (2), S. 380, 1864; Bd. 66 (2), S. 427, 1872; Pogg. 
Ann. Bd. 124, S. 623. 1865; E. Maca u. W. Lear Wiener Ber. Bd. 72 (2), S. 208, 1875. 

3) H. W. Dove, Pogg. Ann. Bd. 71, S.97. 1847. 

4) G. Atry, Trans. Cambr. Phil. Soc. Bd. 4, S. 79, 198. ae F. Lippicu, Wiener Ber. 
Bd. 48 (2), S. 146, 1863. 

°) Der experimentelle Nachweis dieser beiden Wellen actos durch A. Ricui, Mem. 
di Bologna (4) Bd. 4, S. 247. 1883; Cim. (3) Bd. 14, S. 173. 1883; Journ. de phys. (2) Bd. 2 
S. 437, 1883. 
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und 

E 1 1 : Soe 1 1 
D, = 25" cosy2n(7 ‘\t a) vo Dy = —- 5 sin}2a(z r)ji-6 v4} 
erzeugt betrachten, deren Schwingungsdauern 7, und T, durch 


1 1 1 1 1 1 

eg Time a Sg ei TE 5 
gegeben sind. Bei gleichformiger Anderung der Schwingungsbahn wiirden somit 
monochromatische, unpolarisierte Wellen nicht existieren. 

Da in Wirklichkeit jedoch sehr schmale, nahezu monochromatische Spek- 
tralbereiche unpolarisierten Lichtes isoliert werden kénnen, so ist man zu der 
Annahme gendotigt, da bei einer unpolarisierten Welle die Anderung 
der Schwingungsbahn in Zeitintervallen erfolgt, die zwar sehr klein 
sind, aber doch noch eine groBe Anzahl von Schwingungsdauern 
umfassen, daB also z. B. in dem oben besprochenen Falle t sehr groB sein muB 
im Vergleich zu T. 

DaB in der Tat die Anderungen der Schwingungsbahn des unpolarisierten 
Lichtes langsam erfolgen im Vergleich zu den Lichtschwingungen, zeigen die 
Beobachtungen iiber die Interferenzfahigkeit des unpolarisierten 
Lichtes (vgl. Kap. 41 dieses Bandes), welche ergeben, daB z. B. bei der grimen 
QOuecksilberlinie in einem Zeitintervall, welches mindestens 1,2 - 10° Schwingungs- 
dauern enthalt, die Schwingungsbahn sich noch nicht geandert hat!). Anderer- 
seits entspricht diesen 1,2 - 10° Schwingungsdauern eine Zeit von etwa 2-10~1° 
Sekunden, und da selbst die kiirzesten (okular oder photographisch) wahrnehm- 
baren Lichteindriicke viel gré8er sind, so laBt sich der momentane Polarisations- 
zustand des unpolarisierten Lichtes nicht beobachten. 

Uber die neuere thermodynamische Theorie des unpolarisierten Lichtes 
vgl. Kap. 8 dieses Bandes. 

15. Interferenz linear und senkrecht zueinander polarisierte Wellen nach 
Zuruckfuhrung auf dieselbe Polarisationsebene. Die Vorstellung, da8 bei einer 
unpolarisierten Welle Elliptizitat und Azimut der Schwingungsbahn sehr haufig 
in unregelmaBiger Weise in Zeitintervallen wechseln, die klein sind gegen die 
Dauer eben wahrnehmbarer Lichteindriicke, wird gestiitzt durch die von FRESNEL 
und ARAGO?) entdeckte und spiater wiederholt*) beobachtete Erscheinung, daf 
zwel von einer ebenen Welle stammende, linear und senkrecht 
zueinander polarisierte Wellen nach Zurickfiihrung auf dieselbe 
Polarisationsebene nicht interferieren, auBer wenn die urspriing- 
liche Welle selbst schon polarisiert war. 

Zwei auf dieselbe Polarisationsebene zuriickgefiihrte, urspriinglich linear 
und senkrecht zueinander polarisierte Wellen erhalt man z. B. beim HuyGuens- 
schen Grundversuche (Abb. 1), wenn man von den aus dem zweiten Kalkspat- 
thomboeder kK" austretenden vier Strahlenbiindeln 00’, eo’, oe’, ee’ entweder 
oo und eo’ oder oe’ und ee’ abblendet; die nicht abgeblendeten Strahlenbiindel 
sind nach den erwahnten Beobachtungen nur dann interferenzfahig, wenn die 
auffallende Welle s polarisiert ist. 

Zur analytischen Darstellung legen wir das rechtwinklige Koordinaten- 
system x, y, z so, daB seine positive z-Achse in Richtung der Wellennormale 


1) O. LUMMER u. E. GEHRCKE, Verh. d. D. Phys. (Ges cet onc O02 Ee aus 
Ann. d. Phys. (4) Bd. 79, S. 4. 1926. 
*) F. ARAGO u. A. FRESNEL, Ann. chim. phys. Bd. 10, S. 300. 1819; F. aoe Oeuvr. 


compl. Bd. 10, S. 144. Paris-Leipzig 1858; A. FRESNEL, Oeuvr. comply Bde 415" S. 548) Paris 
1866. : 


3) Vgl. die Angaben S. 99, Anm. 2 


~ 
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von s fallt; die x-Achse soll senkrecht zum Hauptschnitt des Einfallslotes von 
K, die y-Achse somit im Hauptschnitt des Einfallslotes von K liegen. Wir be- 
trachten zunachst den Fall, daB die ebene monochromatische Welle s elliptisch 
polarisiert ist; die nach den Achsen der Schwingungsellipse genommenen 
Komponenten des Lichtvektors D dieser Welle sind nach (21) bei Benutzung 
der komplexen Darstellung (Ziff. 7) 


[2x 
; oe — reilt-*) te tinea a (51) 
wobei das obere Vorzeichen im Falle as und das untere im Falle links- 
elliptischer Polarisation gilt. 

Ist DY, bzw. D der Lichtvektor der aus K austretenden Welle o bzw. e, 
so liegt D” parallel zur x-Achse, D parallel zur y-Achse. Besitzt die Schwingungs- 
ellipse von (51) das Azimut @ gegen die positive x-Achse, so ergibt sich der Betrag 
von 2) aus (54) zu 


Ds = (Ecosm Finsing)e én : (52) 


der Betrag von D® zu 


Dwe-i4 — (Esing Lincosy)e ape ‘), (53) 


hierin bedeutet 4 die Phasendifferenz, welche e gegen o beim Durchgang durch 
K infolge der verschiedenen Geschwindigkeiten der beiden Wellen (vgl. Ziff. 1) 
erhalten hat. 

Der Winkel, den die zu 00’ und eo’ gehérenden Lichtvektoren 9°”) und 
2°") mit der positiven x-Achse bilden, ist gleich dem Winkel « zwischen den 
zum Einfallslot gehérenden Hauptschnitten von K und K’; der Betrag von DY”) 
bzw. 2°) ergibt sich somit aus (52) und (53) zu 


2% 
ne i([re-3-4') 
(E cosp cosa 17 sing cosa)e \F . (54) 
bzw. 
ede ay Hagin a 4=4") 
Esingw sina +17 cos@sina)e \4 : (55) 


wobei A’ die Phasendifferenz ist, welche oo’ und eo’ gegen die auffallenden 
Wellen o und e infolge Durchganges durch K’ erhalten. 

Nach Abblendung von oe’ und ee’ tritt aus K’ eine resultierende, linear 
polarisierte Welle aus, deren Polarisationsebene der zum Einfallslot geh6rende 
Hauptschnitt von K’ ist, und die durch Uberlagerung der parallel polarisierten 
Wellen oo’ und eo’ entstanden ist. Der Betrag des Lichtvektors 2” dieser 
Welle ist nach (54) und (55) offenbar der reelle Teil von 

E(cosy cosa + sing sina e~'4) ae 
{ ( / oC 4 ? (Pr ") | (56) 
+ in(sing cosa — cosp sina e~'4)be \4 ; 
und die Intensitat J der Welle ergibt sich nach (12) und (56) zu 
J = {&(cosp cosa + sing sina e~'4) F in (sing cosa — cos sina e~'4)} 
- {E(cosp cosa + sing sina e'4) + in (sinpcosa — cosp sina e! ay 
= & (cos? cos?a + sin®@ sin?) + 7?(cos?@ sin?a +- sin? cos? a) 
+ 2(£— n?) sing sina cos cosa cosA + 2&y sing cosp sind. 
Beachtet man ferner, daB nach (12) und (51) 


(6 
y= Ptr 
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die Intensitat der auffallenden Welle s ist, und fiihrt man die Elliptizitat tg yp = e 


ein (vgl. Ziff. 8), so erhalt man aus (57) fiir die Intensitat der aus K’ aus- 
tretenden, linear polarisierten Welle (56) 


J =Jp{cos*yp (cos*pcos?a + sin?@sin?a) + sin*y (cos*p sin? a + sin? pcos?) 58) 


4-4cos2ysin2psin2acosA-+-4sin2ysin2psin 4}. 


Da demnach j von der Phasendifferenz 4 der Wellen o und e abhangt, so sagt 
Gleichung (58) aus, daB die beiden von der elliptisch polarisierten Welle 
s stamimenden, linear und senkrecht zueinander polarisierten 
Wellen o und e nach Zuriickfithrung auf dieselbe Polarisations- 
ebene interferieren, in Ubereinstimmung mit den obenerwahnten Beobach- 
tungsergebnissen. 

Ist die auffallende Welle s linear polarisiert, so ist in (58) p=o zu 
setzen, und man erhalt 


J =Jy (cos? cos?a + sin?g sint?a + }sin2@sin2« cos 4). (59) 


Der Faktor sin2 cos2a indem letzten Gliede dieses Ausdruckes hat positives oder 
: ‘ : i eee ; Te IG 
negatives Vorzeichen, je nachdem = — + 3) und w (- z= O=+ a 


beide im selben Quadranten oder in verschiedenen Quadranten legen. Im 
ersteren Falle interferieren die beiden Wellen o und e nach Zuriickfithrung auf 
dieselbe Polarisationsebene wie gewoéhnliche parallel polarisierte Wellen mit 
der Phasendifferenz A (vgl. Ziff. 13); im letzteren Falle befinden sich die 
Intensitaétsminima dort, wo vorher die Intensitaétsmaxima gelegen haben, die 
Wellen verhalten sich also wie parallel polarisierte, deren Phasendifferenz 
[+ a ist?). 

Werden die Wellen 00’ und ¢éo0’ abgeblendet, dagegen die Wellen oe’ und 


ee’ durchgelassen, so muB in (58) a durch a + = ersetzt werden, wodurch sich 


in (59) das Vorzeichen des von 4 abhangigen Gliedes umkehrt. Somit erhalt man, 
falls tiberhaupt keine Abblendung der aus K’ austretenden Strahlenbiindel 
stattfindet, eine zweifache Zuriickfiithrung der linear und senkrecht zueinander 
polarisierten Wellen o und e auf zueinander senkrechte Polarisationsebenen, 
und falls dann die vier Strahlenbiindel 00’, oe’, eo’, ee’ (z. B. bei hin- 
reichend diinnem K’) nicht getrennt werden, sondern sich tiberlagern, so 
tritt nicht etwa eine Interferenz mit doppelter Intensitat, sondern uberhaupt 
keine auf. 

Wir wenden uns jetzt dem Falle zu, daB die auffallende monochro- 
matische Welle unpolarisiert ist. w und y sind dann (vgl. Ziff. 14) als zeitlich 


schnell veranderlich anzusehen, und zwar erhalt @ alle Werte zwischen — ~ 


wu . IU 
eee y * und Ae ON e eR: 
und +—, wy alle Werte zwischen — 5 und o bzw. o und + — *) in unregelmaBiger 


Reihentolge, aber wahrend eines Lichteindruckes doch in durchschnittlich 


4) F. ARAGO u. A. FRESNEL, Ann. chim. phys. Bd. 10, S. 305. 1819; F. ARaco Oeuvr 
compl. Bd. 10, S. 149. Paris-Leipzig 1858; A. FRESNEL, Oeuvr. compl. Bd.1, S 522 Pane 
1866. os a 


; It 
2) Die Grenzen — — S i 1 
) e = und 0 entsprechen nach Gleichung (21) rechts-, die Grenzen 0 und 


Oo ne ‘ 
= linkselliptischer Polarisation. 
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gleichmaBiger Verteilung. Die vom Auge wahrgenommene Intensitaét ergibt sich 
mit Hilfe von (58) als Mittelwert zu 


ist also unabhingig von der Phasendifferenz 4. In Ubereinstimmung mit der 
Erfahrung folgt somit, daB zweilinearundsenkrecht polarisierte Wellen, 
die von einer unpolarisierten Welle herrihren, nach Zurickfihrung 
auf dieselbe Polarisationsebene nicht interferieren. 

16. Teilweise polarisiertes Licht. Sind bei einer gegebenen Welle nicht 
alle drei Bedingungen (48) bzw. (50) erfillt, so nennt man die Welle teilweise 
polarisiert oder partiell polarisiert; teilweise polarisiertes Licht erhalt 
man z. B. bei der Reflexion unter beliebigem Einfallswinkel (Ziff. 3). Fir D,, 
®, und 4 hat man demnach bei einer teilweise polarisierten Welle. 

M(,D,cos4) =A, M(®,D,sin4d)=B, M(S2)=F, M(B%)=Z, (60) 
wobei A, B, I’, Z im allgemeinen von Null und untereinander verschieden sind. 

Man kann sich die gegebene, teilweise polarisierte Welle stets durch Uber- 
lagerung einer unpolarisierten und einer polarisierten Welle zusammengesetzt 
denken. Ist D™ der Lichtvektor der unpolarisierten, D®) der Lichtvektor der 
polarisierten Teilwelle, und ist etwa J’> Z, so hat man mit Riicksicht auf (50) 
fiir die Komponenten von 2 und D) offenbar die Bedingungen 


M(B! D® cos4)=0, M(DY De sind) =0, M(D*"*) = M(B") = =, 


(61) 


2 


by 


DPD cosA=A, DP/DPsind=—=B, DP=L—s, DP = Z— 


r 


die Konstante = wird dabei?) durch die positive Wurzel der Gleichung 


(C — &)(Z — 5) = DP" DP" = AP + B 
bestimmt. 

Unter dem Polarisationsfaktor oder Polarisationsgrad p der teil- 
weise polarisierten Welle versteht man das Verhdltnis der Intensitét J, des 
polarisierten Anteils zur Gesamtintensitét J der Welle. Nun folgt aus (8) mit 
Riicksicht auf (60) und (61) 

de oa ar ve or — ‘yet 7 25, I — M(®2 + D2) — oe ae 
somit ist 
el segs os tea (62) 
Ist der polarisierte Anteil elliptisch polarisiert, so sind Azimut und Elliptizitat 
der Schwingungsbahn nach (17), (18) und (61) bestimmt durch 
2D” D” 2D”) D” : 
el / sind = 


2A 2 
ed ss | : 
yack a DP + oP PEZ—-28 


>, .sin2y= 
De® — T=z’ J 


ist er zirkular polarisiert (tgy = 1), so muB 
[4+2Z2-—24=2B 
sein. Ist er linear polarisiert (tgy = 0), so ist 
B= oO 


1) E. VERDET, Ann. de l’Ecole norm. Bd. 2, S.291. 1865; Oeuvr. Bd. 1, S. 308. Paris 1872. 
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und das Azimut g der Schwingungsrichtung gegen die positive x-Achse ist dann 
nach (23) und (61) bestimmt durch 

a 
legt man die x-Achse in die Schwingungsrichtung, so wird y = 0, Ze umd 
man erhilt fiir den Polarisationsfaktor nach (62) und (60) den einfachen Aus- 
druck 


Ue 


ye — tb, M (Dz = D;) 


+ Dy) 


P=TtZ~ MO 


Die Methode zur Bestimmung der Schwingungsbahn des polari- 
sierten Anteils einer teilweise polarisierten Welle sowie zur Messung des 
Polarisationsfaktors p werden in Bd. XIX ds. Handb. besprochen. 


III. Prinzipien der Methoden zur Herstellung 
polarisierten Lichtes. 


a) Allgemeines iiber die Methoden zur Herstellung 
linear polarisierten Lichtes. 


17. Polarisator, Analysator. Jede Vorrichtung, welche aus einem unpolari- 
sierten Strahlenbiindel ein linear polarisiertes zu gewinnen gestattet, heiBt ein 
Polarisator. Eine linear polarisierende Vorrichtung kann auch (vgl. die Aus- 
fihrungen in Bd. XIX ds. Handb.) zur Ermittelung der Lage der Schwingungs- 
bahn einer gegebenen linear polarisierten Strahlung benutzt werden sowie 
zur Feststellung, ob ein gegebenes Strahlenbiindel einen polarisierten Anteil 
enthalt; bei dieser Verwendung wird die linear polarisierende Vorrichtung als 

Analysator bezeichnet. Eine Verbindung von Polarisator 
SSA und Analysator nennt man Polarisationsapparat. 

18. Herstellung linear polarisierten Lichtes durch Re- 
flexion. Fallt ein unpolarisiertes, monochromatisches Strah- 
lenbiindel auf die ebene Begrenzungsflache einer Glasplatte 
rt unter einem Einfallswinkel, der gleich dem durch das 
. BrewsTeERsche Gesetz bestimimten Polarisationswinkel ist, so 


SSN ist das reflektierte Strahlenbiindel in der Einfallsebene pola- 
S risiert. (Ziff. 3); eine eben geschliffene Glasplatte kann daher 

WwW’ als Polarisator oder als Analysator dienen. 
— Beim NORRENBERGschen Polarisationsapparat}) 


Abb. 5. NORRENBERGSCher 
Polarisationsapparat. 


(P polarisierende Glas- 
platte, A Analysator, S 
reflektierender Spiegel, 
s einfallendes  unpolari- 
siertes Strahienbiindel, p 
polarisiertes Strahlenbiin- 
del, yr von A reflektiertes 
Strahlenbundel.) 


(Abb. 5) ist der Polarisator eine durchsichtige, unbelegte, 
um eine horizontale Achse drehbare Glasplatte P, die unter 
dem Polarisationswinkel gegen die Horizontalebene geneigt 
wird. Ein unter dem Polarisationswinkel einfallendes, un- 
polarisiertes Strahlenbiindel s wird linear polarisiert nach 
unten reflektiert und von dem horizontalen Spiegel $ 
nach oben zurtickgeworfen; es tritt dann (unter Schwa- 


1) Zuerst beschrieben von J. HAcHETTE, Nouv. Bull. de la Soc. philomat. Jg. 1833, S. 86; 


ausfihrliche Beschreibungen bei E. Mascart, Traite doptique Bd. 2, S. 30. Paris 18091: 
MU trer-Pouittets Lehrbuch der Physik und Meteorologie. 10. Aufl. Bd. 2 (3), S. 823. Braun- 
schweig 1909; P. DRupzE, Lehrbuch der Optik. 3. Aufl. S. 233. Leipzig 1912; F. J. Cuesutre, 
Trans, Opt. Soc, Bdii23, S. 246, 1029. . : 
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chung seiner Intensitat) durch P hindurch und fallt auf den Analysator A. 
Dieser ist eine hinten geschwirzte Glasplatte, die ebenfalls unter dem Polari- 
sationswinkel gegen die Horizontalebene geneigt istt) und auBerdem um die verti- 
kale Achse gedreht werden kann. Ist « der Winkel, den die Einfallsebenen von 
Pund A bilden, und ist J die Intensitat des auf den Analysator fallenden Strahlen- 
biindels #, so ist die Intensitat des von ihm reflektierten Strahlenbiindels 7 nach 
dem Matusschen Gesetz (Ziff. 2) proportional cos?a@; in Abb. 5 sind P und A 
parallel gestellt gezeichnet. 

Die Methode zur Herstellung linear polarisierten Lichtes durch Reflexion 
hat den Nachteil, daB die lineare Polarisation des reflektierten Strahlenbiindels 
nur dann angendhert vollstandig ist, wenn der Offnungswinkel des auffallenden 
Strahlenbiindels hinreichend klein bleibt?); ferner tritt bei ihr stets eine Rich- 
tungsanderung des Strahlenbiindels*) sowie eine Schwachung seiner Intensitat ein. 
Sie findet daher im sichtbaren Spektralbereiche nur noch bei speziellen Versuchs- 
anordnungen*) Verwendung; desgleichen wird auch der NORRENBERGsche Polari- 
sationsapparat nur noch zu qualitativen Beobachtungen benutzt. Im Ultra- 
violetten Gebiete benutzt man die Methode zur Herstellung linear polarisierten 
Lichtes, dessen Wellenlange unterhalb 200 mu liegt; als reflektierende Flache 
dient dann eine Quarzglasplatte. 

19. Herstellung linear polarisierten Lichtes durch einfache Brechung. 
Fallt ein monochromatisches, unpolarisiertes Parallelstrahlenbiindel unter be- 
liebigem (von o und 2/2 verschiedenem) Einfallswinkel auf die ebene Begrenzungs- 
flache eines isotropen, nicht absorbierenden Kérpers (z. B. einer Glasplatte), 
so ist das reflektierte Strahlenbiindel teilweise in der Einfallsebene, das gebrochene 
Strahlenbiindel teilweise senkrecht zur Einfallsebene polarisiert; die Intensitat 
des polarisierten Anteils ist in beiden Strahlenbiindeln gleich (Ziff. 4). Fallt das 
gebrochene Strahlenbiindel auf eine zweite Glasplatte, so wird der polarisierte Teil 
vollstandig gebrochen; der unpolarisierte Teil wird zum Teil reflektiert, zum Teil ge- 
brochen, und der gebrochene Anteil ist wieder teilweise senkrecht zur Einfallsebene 
polarisiert. Benutzt man einen Glasplattensatz’), d.h.ein System planparalle- 
ler, aufeinanderliegender Glasplatten, so wiederholt sich der Vorgang bei jeder fol- 
genden Platte und das hindurchgehende Licht ist bei hinreichend groBer Plattenzahl 
(etwa 10) nahezu senkrecht zur Einfallsebene polarisiert, falls der Einfallswinkel 
des auffallenden Strahlenbiindels gleich dem Polarisationswinkel des Glases ist ®), 
Ey 1) Uber die Ausschaltung der von P nicht unter dem Polarisationswinkel reflektierten 
Strahlen vgl. L. Laurence und H. O. Woop, Optician. Bd. 68, 5S. 326. 1924. 

2) Bei gréBeren Offnungswinkeln muB die Lichtquelle klein und die reflektierende 
Flache geeignet gekriimmt sein (F. JentzscH-GRaAEFE, Verh. d. D. Phys. Ges. Jg. 21, S. 361. 
4919; H. Scnurtz, Zentral-Ztg. f. Opt. u. Mech. Bd. 47, S. 112. 1926). 

3) Die Richtungsanderung laBt sich durch Einschaltung reflektierender Flachen auf- 
heben (DELEZENNE, Mém. de la Soc. Roy. des Scienc., de l’agric et des arts. de Lille. Jg. 1834, 
S. 284 [1835]; H. Scuurz, ZS. f. Istrkde. Jg. 31, S. 180. 1911; P. Metzner, ZS. f. wiss. Mikrosk. 
Bde 37,29. 2735+ A920). 

4) Z. B. zur Herstellung linear polarisierter Strahlenbiindel von sehr groBem Quer- 
schnitt, vgl. E. G. Coker u. S. P. THompson, Engineering, Bd. 94, Shy ey ole tek 

5) F. AraGo, Oeuvr. compl. Bd. 10, S.271. Paris-Leipzig 1858. Uber eine Verbesserung 
derWirkung durch EinschlieBung des Glasplattensatzes zwischen zwei Prismen vgl.G. Bropsky, 
Nature Bd. 103, S. 97. 1919; P. Metzner, ZS. f. wiss. Mikrosk. Bd. 37, 5. 273. 1920. 

6) Der Polarisationsfaktor des hindurchgehenden Strahlenbiindels JaBt sich berechnen, 
wenn der Einfallswinkel des auffallenden unpolarisierten Strahlenbiindels sowie der Bre- 
chungsindex des Glases bekannt sind (F. Neumann, Vorlesungen iiber theoret. Optik. Heraus- 
geg. von E. Dory, S. 149. Leipzig 1885; C. Bown, Pogg. Ann. Bd. 117, S.117. 1862; vel. 
auch Kap. 6 ds. Bandes). Die genauere Theorie erfordert die Beriicksichtigung der Absorp- 
tion des Lichtes im Glase (G. G. Stokes, Proc. Roy. Soc. Bd. 11, S. 545. 1862; Phil. Mag. [4] 
Bd. 24, S. 480. 1862; Mathem. and Physic. Papers Bd. 4, S. 145. Cambridge 1904; F. Brn- 
FORD, Journ. Opt. Soc. Amer. Bd. 7, S. 1017. 1923). 
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Als Polarisator wird der Glasplattensatz wegen der unvollkommenen Polari- 
sation des austretenden Strahlenbiindels nur noch bei qualitativen Versuchen 
benutzt; seine Verwendung bei der Bestimmung des Polarisationsfaktors einer 
teilweise polarisierten Welle wird in Bd. XIX ds. Handb. besprochen. 

20. Herstellung linear polarisierten Lichtes durch Doppelbrechung. Der 
in Ziff. 1 besprochene Grundversuch, mit, Kalkspat oder irgendeinem anderen 
doppelbrechenden Kristall angestellt, kann prinzipiell zur Herstellung linear 
polarisierten Lichtes benutzt werden, wenn das eine der beiden durch Doppel- 
brechung entstehenden, linear polarisierten Strahlenbiindel beseitigt wird. 

Gewisse absorbierende Kristalle, wiez. B. Turmalin}), besitzen die Eigen- 
schaft, ordentliches und auBerordentliches Strahlenbiindel verschieden Sunes M0) 
absorbieren. Fallt ein unpolarisiertes Strahlenbiindel auf die ebene Begrenzungs- 
flache einer parallel zur kristallographischen Hauptachse geschnittenen Turmalin- 
platte?), so wird im Inneren des Kristalls das ordentliche Strahlenbiindel starker 
absorbiert, und bei hinreichender Dicke (etwa 1 bis 2mm) der Platte tritt fast 
nur das auBerordentliche Strahlenbiindel aus; die Erscheinung tritt auch dann 
noch auf, wenn der Einfallswinkel des auffallenden unpolarisierten Strahlen- 
biindels erheblich von Null abweicht. Das austretende au8erordentliche Strahlen- 
bundel ist aber gefarbt, und auBerdem ist seine Intensitaét ebenfalls erheblich ge- 
schwacht, weshalb die Anordnung als Polarisator oder Analysator nur noch zu 
orientierenden Versuchen Verwendung findet. 

Weit vorteilhafter ist das Verfahren, eines der beiden linear polarisierten 
Strahlenbiindel, welche bei einem nichtabsorbierenden, doppelbrechenden Kristall 
aus einem auffallenden unpolarisierten Strahienbiindel entstehen, abzusondern. 
Dies geschieht bei den sog. Polarisationsprismen?’), von welchen zwei Grup- 
pen zu unterscheiden sind; bei der einen trennt man die beiden austretenden, 
linear polarisierten Strahlenbiindel raumlich und blendet das eine ab (Ziff. 21), 
bei der anderen wird eines der beiden Strahlenbiindel durch Totalreflexion be- 
seitigt, und es tritt nur ein linear polarisiertes Strahlenbiindel aus (Ziff. 22, 23). 


b) Polarisationsprismen. 

21. Polarisationsprismen mit zwei austretenden, linear polarisierten 
Strahlenbtndeln. Bei der in Abb. 1 dargestellten Anordnung sind die aus dem 
Kalkspat A austretenden Strahlenbiindel o und e nur dann raumlich getrennt, 
wenn das autfallende Strahlenbiindel s hinreichend kleinen Querschnitt und der 
Kalkspat K hinreichende Dicke besitzt. Eine vollstandige raumliche Trennung 
auch bei gréBerem Querschnitt des auffallenden Strahlenbiindels erzielt man bei 
prismatischer Form des doppelbrechenden Kalkspatstiickes; um die Richtung 
des einen der austretenden Strahlenbiindel e in die Richtung des auffallenden s 
zu bringen und angenihert zu achromatisieren, kombiniert man ein Kalkspat- 


*) Die Erscheinung wurde bei Turmalin zuerst von J. B. Brot (Bull. des Scienc. par la 
Soc. philomat. Jg. 1815, S. 26; Ann. chim. phys. Bd. 94, S. 191. 1815) beobachtet. Noch 
starker tritt dieselbe bei einem gewissen Chininsalz auf (W. B. HEerapatn, Phil. Mag. [4] 
Baggs. dod. 1852; G. G. StoxEs, Rep. Brit. Assoc. Jg. 1852 [2] S.15; Mathem. and Physic. 
Papers Bd. 4, 5. 18. Cambridge 1904; A. ZimmMERN, C. R. Bd. 182, S. 1082. 1926) P 
*) Besonders geeignet sind braune und griine Turmalinkristalle. 
=) Zusammentassende Darstellungen: E. Mascart, Traité d’optique Bd.1, S. 605 
Paris 1889; J. WALKER, The analytical theory of light. S. 300. Cambridge 1904; W. Grossz, 
Die gebrauchlichsten Polarisationsprismen mit besonderer Beriicksichtigung ihrer Anwen- 
dung in Photometern. Clausthal 1887; Verh. d. Ges. D. Naturf. u. Arzte. Bd 631(2)))Sa33 
(Jg- 1890) ; S. P. THompson, Proceed. optic. convention Nr. 1, S. 216. 1905; H. she ten 
ZS. f. techn. Phys. Bd. 3, S. 49. 1922; Polarisation (in E. GeHRcKE, Handb. der physikal. 
Optik Bd. 1, S.883. Leipzig 1927); Polarisation des Lichtes (in Handbuch der Experimental- 
physik, herausgeg. von W. Wien und F. Harms. Bad. 18, S. 374—400. Leipzig 1928) 
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prisma A, dessen kristallographische Hauptachse parallel zu einer brechenden 
Flache und parallel oder senkrecht zur brechenden Kante des Prismas liegt, 
mit einem gleich groBen Glasprisma G, welches angenahert dieselbe Dispersion und 
denselben Brechungsindex besitzt wie das Kalkspatprisma fiir die auBerordent- 


liche Welle (Abb, 6). Fallt ein unpolarisiertes Strahlen- 
biindel s senkrecht auf das Kalkspatprisma K, so gehen 
im Inneren desselben ordentliches und auBerordentliches 
Strahlenbiindel in derselben Richtung bis zur gemeinsamen 
Hypotenusenflache beider Prismen (vgl. die Ausfiihrungen 
in Kap. 11 ds. Bandes). Das auBerordentliche Strahlen- 
biindel tritt in G ein, ohne eine merkliche Brechung zu 
erleiden, und besitzt nach dem Austritt die von s wenig 
abweichende Richtung e; der Winkel zwischen s und e hangt 
noch in geringem Mabe von der Wellenlinge ab, kann aber 
wegen seiner Kleinheit als angendhert achromatisiert be- 
trachtet werden. Das ordentliche Strahlenbiindel besitzt in 
G groBere Geschwindigkeit als in K, es tritt in der von e ab- 
weichenden Richtung o aus. 

Bei der Prismenkombination Kalkspat-Glas wird keine 
vollkommene Achromatisierung erzielt; eine solche erreicht 


a) 


K G 
Yy 
0 e 
Abb. 6. Achromatisiertes 


Kalkspat-Glasprisma. (K 
Kalkspat-, G Glasprisma. 
Die Richtung der kristallo- 
graphischen Hauptachse 
im Kalkspatprisma ist 
durch Schraffierung ange- 
deutet. s auffallendes un- 
polarisiertes Strahlenbiin- 
del, o ordentliches, e auBer- 
ordentliches Strahlen- 
biindel.) 


man nahezu, wenn man, wie dies bei den Polarisationsprismen 
von RocHon und SENARMONT der Fall ist, das Glasprisma G durch ein Kalk- 
spatprisma ersetzt. 

Bei dem Prisma von Rocuon}) hegt die kristallographische Hauptachse in 
dem einen Kalkspatprisma K senkrecht zur Prismenkante und zur 4uBeren brechen- 
den Flache, in dem zweiten 
Kalkspatprisma K’ parallel 
zur Prismenkante (Abb. 7, R). 
Das auffallende unpolarisierte 
Strahlenbiindel s zerlegt sich, 
da beim Fortschreiten in Rich- 
tung der kristallographischen 


Abb. 7. Prisma von Rocuon (R), SENARMONT (S) und WoLLAsTON (WV). 


ea Ea é (Die Richtung der kristallographischen Hauptachse ist durch Schraffie- 
Hauptachse keine Doppel rung bzw. Punktierung angedeutet. s auffallendes unpolarisiertes 
brechung stattfindet (vgl. Strahlenbiindel, 0 ordentliches, e auBerordentliches Strahlenbiindel.) 


Kap. 11 ds. Bandes), erst beim 
Auftreffen auf die gemeinsame Hypotenusenflache in das ordentliche Strahlen- 
biindel o und das auBerordentliche Strahlenbiindel e; ersteres tritt in un- 
geanderter Richtung aus und ist achromatisiert, e ist abgelenkt mit einer 
von der Wellenlange abhangenden Winkelabweichung und wird abgeblendet. 
Die Polarisationsebene von o liegt parallel, die von e senkrecht zur brechenden 
Kante des Prismas. 

Beim Prisma von SENARMONT?) liegt die kristallographische Haupt- 
achse in beiden Prismen senkrecht zur brechenden Prismenkante, und zwar in 

1) A.M. pE Rocuon, Receuil de mém. sur la mécanique et la physique. Paris 1783; 
Nova Acta Acad. Petropolitanae Bd. 6, S. 37. 1790; Journ. de phys., de chim, et d’hist. nat. 
Bd. 53, S. 169. 1801; Gilb. Ann. Bd. 40, S. 141. 1812. RocHon verwandte sein Prisma als 
Distanzmesser (RocHoNsches Mikrometer); vgl. hieriiber E. Mascarr, Traité d’optique. 
Bd. 1, S. 625. Paris 1889; M. BrenpEL, Beobachtungsergebn. d. K. Sternwarte. Berlin, 
Heft 6, S. 37. 1892; Miiier-Povurttets Lehrbuch der Physik und Meteorologie 10. Aufl. 
Bd. 2 (3), S. 851. Braunschweig 1909; A. Kénic, Die Fernrohre und Entfernungsmesser. 
S. 139. Berlin 1923. Uber die Verwendung doppelbrechender Kristallkeile zu demselben 
Zweck, vgl. L. Wurr, ZS. f. Instrkde. Jg.17, S. 292. 1897. 

2) H. pE SENARMONT, Ann. chim. phys. (3) Bd. 50, S. 480. 1857. 
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dem einen K senkrecht, in dem anderen K’ parallel zur 4uBeren brechenden Flache 
(Abb. 7, S). Der Gang der austretenden Strahlenbiindel ist derselbe wie beim 
Rocuonschen Prisma, nur sind die Lagen der Polarisationsebenen vertauscht 
(vgl. auch die Ausfiihrungen in Bd. XIX ds. Handb.). 

Rocuonsches und SENARMONTsches Prisma werden statt aus Kalkspat auch 
aus Quarz hergestellt. 

Eine stirkere Winkeldivergenz der beiden austretenden Strahlenbiindel, 
allerdings ohne Achromatisierung, erzielt das aus Kalkspat hergestellte WoL- 
LASToNsche Prisma!) (Abb. 7, W); es unterscheidet sich vom RocHonschen 
Prisma nur durch die Lage der kristallographischen Hauptachse in K, welche senk- 
recht zur brechenden Kante und parallel zu der durch diese Kante gehenden auBeren 
brechenden Fliche liegt. Das auffallende unpolarisierte Strahlenbiindel s wird 
schon in K in zwei senkrecht zueinander polarisierte Strahlenbindel zerlegt, welche 
sich in gleicher Richtung, aber mit verschiedenen Geschwindigkeiten fortpflanzen 
und beim Auftreffen auf die gemeinsame Hypotenusenflache in entgegengesetzten 
Richtungen gebrochen werden; ihre (von der Wellenlange abhangige) Winkel- 
divergenz ist nahezu doppelt so groB wie bei einem Rocuonschen Prisma gleicher 
Dimension. 

Eine starke Winkelabweichung erzielt auch das Dovesche Prisma’), 
welches aus einem gleichschenklig-rechtwinkligen Kalkspatprisma besteht, dessen 
kristallographische Hauptachse senkrecht zur einen Kathetenflache hegt. Das 
ordentliche Strahienbiindel, das aus dem unter beliebigem Winkel (meist 0° 
oder 45°) einfallenden unpolarisierten Strahlenbiindel entsteht, ist nach dem 
Austritt achromatisiert; es erfahrt eine zweimalige Brechung an den Katheten- 
flachen und totale Reflexion an der Hypotenusenflache. Das auBerordentliche 
Strahlenbiindel wird abgeblendet. Das Dovesche Prisma kann aber nur als 
Polarisator benutzt werden, da es Spiegelbilder mit Vertauschung von links 
und rechts erzeugt (vgl. auch die Ausfthrungen in Bd. XIX ds. Handb.). 

Geringere Intensitat und kleinere Winkeldivergenz liefert das ABBEsche 
Polarisationsprisma®), welches aus einem gleichseitigen Kalkspatprisma be- 
steht, dessen brechende Kante parallel zur kristallographischen Hauptachse liegt 
und das durch zwei Glaskeile zu einem rechtwinkligen Parallelepiped mit senk- 
rechten Endflachen erganzt wird. Eine ahnliche, aber nicht in den Gebrauch 
gekommene Form, bestehend aus einem rechtwinkligen Kalkspatprisma zwischen 
zwei Flu8spatprismen, hat THompson?) angegeben. 

Eine raumliche Trennung des ordentlichen und auBerordentlichen Strahlen- 
bundels kann man auch durch Linsen aus Kalkspat erzielen, deren kristallo- 
graphische Hauptachse senkrecht zur Linsenachse liegt’). 

22. Polarisaticnsprismen mit austretendem auBerordentlichen Strahlen- 
bindel. Die Polarisationsprismen, bei welchen eines der beiden entstehenden, 
senkrecht zueinander polarisierten Strahlenbiindel entfernt wird und nur ein 


1) W. H. Wo ttraston, Phil. Trans ee are ; ; i 
F : ! , Phil. Trans. Jg. 1820, S. 126. Uber ein dem Wottastonschen 


2) H. W. Dove, Monatsber. Berl. Akad. Jg. 1864, S. 42; Pogg. Ann. Bd. 122, S. 18. 


Opt. u. Mech. Bd. 8, S. 457. 1887. 


8) E. ABBE, Journ. Roy. microsc. Soc. (2) Bd. 4, S. 462. 1884; E. J. CHESHIRE, Nature 
Bde; s-289) 1919, 


*) Sy 122 THompson, Phil. Mag. (5) Bd. 31, S. 120. 1891. 
7) Eve FEDOROW, Annuaire géol. et minéral. de Russie. Bd. 4, S. 142. 1900: ZS. f. 
Krist. Bd. 37, S. 413. 1903; W. Scutirz, ZS. £. IEoaysy, Aste, 35 SS. Owe: eel st SS. S45, 1925; 


H. Scuurz, ZS. f. Phys. Bd. 33, S. 183. 1925; ZS. f. Instrkde Bd.4%. § STIS. i 
Beirige Ba be cia Gok E Dye ‘ AGE Hoy Sh MOPS VAS. ii. 
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Strahlenbiindel austritt (vgl. Ziff 20), zerfallen in zwei Gruppen, je nachdem 
das ordentliche oder das auberordentliche Strahlenbiindel beseitigt wird?) 
Die zur ersteren Gruppe gehérenden Polarisationsprismen sind Modifikationen 
des Nicoischen Prismas?) und werden erhalten, indem man ein prismatisches 
Kalkspatstiick durch einen geeigneten Schnitt in zwei Halften zerlegt und diese 
nachtraglich mit Hilfe einer diinnen Kittschicht (meist Kanadabalsam, Terpen- 
tin oder Leindl) zusammenkittet*); der Brechungsindex des Kittes muB kleiner 
sein als der ordentliche Brechungsindex des Kalkspates. Ubersteigt der Einfalls- 
winkel bei der Kittschicht einen bestimmten Wert, so wird das ordentliche Strahlen- 
biindel total reflektiert und an der geschwarzten Seitenflache absorbiert*) ; da der 
auBerordentliche Brechungsindex bei Kalkspat fiir jeden Einfallswinkel kleiner 
ist als der ordentliche Brechungsindex, so geht das auBerordentliche Strahlen- 
biindel im allgemeinen durch die Kittschicht und tritt aus dem Prisma aus. 
Die Polarisationsprismen dieser Gruppe unterscheiden sich beziiglich der 
kristallographischen Orientierung der Endflachen und der Schnittebene. Bei der 
klassischen Form von NIcoL werden die Endflachen eines 
natiirlich abgespaltenen, langlichen Kalkspatrhombo- = A 
eders, welche mit der Langskante k (Abb. 8) ur- was) Z 
spriinglich den Winkel von ca. 72° bilden, so ab- * Clea me 
geschliffen, daf dieser Winkel nur noch 68° betragt. y, s ; 
Die Schnittebene AA’ wird senkrecht zu den neuen (24 Shmittfiache = autallen 


(AA’ Schnittflache, s auffallen- 


Endflachen sowie der durch & und die kristallogra- @¢F_ polatisiertes Strahlenbin- 
phische Hauptachse bestimmte Ebene (d. h. senkrecht ordentliches Strahlenbiindel. 


zur kurzen Diagonale der Endflache) gelegt; die beiden 
durch den Schnitt entstehenden Teile werden mit Kanadabalsam zusammen- 
gekittet. 

Diese urspriingliche Form hat den Nachteil, da8 das austretende polari- 
sierte Strahlenbiindel e gegen die Richtung des auffallenden unpolarisierten 
Strahlenbiindels s verschoben®) und die Polarisation der austretenden Strahlung 
fiir ein konvergent auffallendes Strahlenbiindel unvollstandig ist. Um ein voll- 
standig polarisiertes Gesichtsfeld zu erhalten, dirfen die auffallenden Strahlen 
mit der Langskante & einen Winkel von héchstens ~« = 14,5° bilden; den doppel- 


1) Uber die Theorie der Polarisationsprismen vg]. auBer den S. 112, Anm.3 gemachten 
Angaben K. Freussner, ZS. f. Instrkde. Jg. 4, S. 41. 1884; H. Scuutz, ZS. f. Instrkde. Jg. 36, 
S. 247. 1916; Jg. 38, S. 69. 1918; Jg. 39, S. 254, 350. 1919; Jg. 40, S. 180. 1920; Jg. 41, 
S. 118. 1921; Jg. 44, S. 453. 1924. Uber den Astigmatismus der Polarisationsprismen 
und seine Beseitigung bei der Verwendung eines Polarisationsprismas im Mikrsoskop 
vgl. S. Becuer, Ann. d. Phys. Bd. 47, S. 285. 1915; M. Berex, Zentralbl. f. Min. Jg. 1919, 
S. 218, 247, 275; A. Eurincuaus, Zentralbl. f. Min. Jg. 1921, S. 54, 252, sowie die Aus- 
fiihrungen in Bd. XIX ds. Handb. 

2) W. Nicort, Edinb. new. phil. Journ. Bd. 11, S. 83. 1829; Bd. 27, S. 332. 1839; 
M. Spassky, Pogg. Ann. Bd. 44, S. 168. 1838; G. Rapicxe, Pogg. Ann. Bd. 50, S..25. 1840; 
Potter, Phil. mag. (4) Bd. 14, S. 452. 1857; Bd. 16, S.419. 1859; B. Hasert, Pogg. Ann. 
Bd. 113, S. 188. 1861; K. Feussner, ZS. f. Instrkde. Jg. 4, S. 44. 1884; S. P. THompson, 
Phil. Mag. (5) Bd. 21, S. 478. 1886. 

3) Ist die Dispersion der Kittschicht nicht richtig gewahlt, so erscheinen die Grenz- 
kurven der Totalreflexion, durch welche das linear polarisierte Gesichtsfeld abgegrenzt wird, 
bei Beleuchtung mit weiSem Lichte gefarbt; iiber die von der Kittschicht zu fordernde Dis- 
persion vel: Ti. ScHutz, ZS, 4. Imstrkde. Jg. 39, S..154. 1919. 

4) Will man die bei Benutzung sehr starker Intensitaten infolge Absorption des 
totalreflektierten Strahlenbiindels auftretende Erwarmung vermeiden, so kann man 
durch ein an der einen Seitenflache angebrachtes Glasprisma das nicht benutzte ordent- 
liche Strahlenbiindel zum Austritt bringen. Vgl. W. v. Icnatowsky, ZS. f. Instrkde. Jg. 30, 
S27. 1010; 

5) Uber die Verwendung gegeneinander drehbarer Glaskeile zur Beseitigung dieser 
Verschiebung vgl. C. A. REESER, Physica Bd. 2, S. 81. 1922. 
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ten Grenzwinkel 2« bezeichnet man als das Polarisationsfeld oder kurz als 
das Gesichtsfeld des Nicotschen Prismas’). ; 

Alle Abanderungen, welche die urspriingliche Form des Nrcorschen Prismas 
_ spater erfahren hat, bezwecken Steigerung der GréBe des Polarisationsfeldes 

und Herabsetzung des bei der Herstellung eintretenden Materialverbrauches, 
sowie Vermeidung der Parallelverschiebung des austretenden Strahlenbiindels. 
Beim Foucauttschen Prisma2), dessen Zwischenschicht aus Luft besteht, 
ist der Materialverbrauch sehr gering; die Prismenlange ist nur das 1,5 fache 
seiner Breite. Das Polarisationsfeld betragt allerdings nur etwa 8°, auBerdem 
wirken die an der Luftschicht eintretenden mehrfachen Reflexionen stérend. 

Bei der THompsonschen Form des Nicorschen Prismas’) liegt die 
kristallographische Hauptachse parallel zur brechenden Kante des Prismas, die 
Schnittebene liegt parallel zum Hauptschnitt des Einfallslotes ; das Polarisationsfeld 
betrigt 39°. Diese Form lat sich auch mit Endflachen senkrecht zur Langskante 
herstellen*) und ist in dieser Ausfiihrung jetzt die am meistengebrauch- 
liche (vgl. auch die Ausfithrungen in Bd. XIX ds. Handb.). Dieselbe Orientie- 
rung besitzt die Schnittflache beim GLANschen Prisma‘), bei dem die End- 
flachen ebenfalls senkrecht zur Langskante liegen. Die Zwischenschicht ist hier, 
wie beim Foucautschen Prisma, Luft, wodurch eine erhebliche Verkirzung 
der Lange (auf das nur ca. 0,9fache der Breite) erzielt wird; das Polarisationsfeld 
betragt etwa 8°. Der Materialverlust bei der Herstellung dieser Prismen ist 
bedeutend®). 

Beim Prisma von HARTNACK und PRAZMOWSK!") liegt die kristallo- 
graphische Hauptachse senkrecht zur Schnittebene, die Endflachen liegen senk- 
recht zur Langskante. Im giinstigsten Falle betragt das Polarisationsfeld ca. 42°, 
die Lange ist dann (bei Leinél als Kittschicht) das 4fache der Breite. Eine 
Herabsetzung der Prismenliange (auf das ca. 2fache der Breite) ohne Verringerung 
des Polarisationsfeldes (ca. 40°) hat AHRENS*) durch Herstellung eines drei- 
teiligen Prismas mit zwei Kittflachen erzielt, doch ist diese Form wegen der 
Schwierigkeit der Herstellung sowie wegen eines st6renden, das Gesichtsfeld 
durchziehenden Bandes (bedingt durch die zusammenstoBenden beiden Schnitt- 
flachen) nicht in Gebrauch gekommen, 

Bei der Verwendung im ultravioletten Spektralbereiche’) muB als 
Zwischenschicht Luft oder (zur Erzielung eines gréBeren Gesichtsfeldes) Glyzerin 


1) AuBer den S. 115, Anm. 1 zitierten Abhandlungen vgl. J. TH. GRoosmutieEr, ZS. f. 
Instrkde. Jg. 46, S. 563. 1926. Uber die Messung des Polarisationsfeldes vgl. H. Scuutz, ZS. f. 
Instrkde.. Jg. 41, S. 144. 1921. 

La Foucaurnr, ©. RK. Ba: 45, S. 238. 1857; Rec. des trav. scientif. S. 301. Paris 1878. 

*) S. P. THomrson, Rep. Brit. Assoc. Jg. 1881. S. 563; Phil. Mag. (5) Bd. 12, S. 349. 
1881; Bd. 15, S. 435. 1883. : 

) R. T. GLAZzEBROOK, Phil. Mag. (5) Bd. 10, S. 247. 1880; Bd. 15, S. 352. 1883 
oo °) P. Gran, Carls Repert. f. Experimentalphys. Bd. 16, S. 570. 1880; Bd. Wie S. 195. 

8) Um den Materialverlust herabzusetzen, wurden Polarisationsprismen konstruiert 
(C. LEtss, Berl. Ber. Jg. 1897, S. 901; E. v. LommEt, Miinchener Ber. Bd. 28, S. 111. 1898), bei 
welchen die eine Prismenhalfte aus einer Glassorte besteht, welche nahezu denselben 
Brechungsindex und dieselbe Dispersion besitzt wie Kalkspat fir den au(erordentlichen 
Strahl; doch waren die Ergebnisse wegen der eintretenden Gesichtsfeldverzerrune nicht 
befriedigend. Vgl. hierzu H. Scuurz, ZS. f. Instrkde. Wee ey Sa Gs slo . 

4). iste HARTNACK u. A. PRAzMowsk1, Ann. chim. phys. (4) Bd. 7, S. 181. 1866; Pogg 
ay ean erg Mt Bd. 128, S. 336. 1866, vgl. hierzu K. Feussner, ZS. f. lnstelde! 
oe aon nese aie ees eee Soc. (2) Bdv6,S. 397, 859. 1886. S. P. THOMPSON, 

y Alec LS I, 21, OO. Ds OOO. pe a ic ‘or fee a 
seit ote Z Bee . ie oe oe eine ahnliche Form vel. B. Hatter, Handb. d 

9) S. S. RicHarpson, Phil. Mag. (6) Bd. 28, S. 256. 1944. 
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benutzt werden; da sich letzteres unter der Einwirkung der ultravioletten 
Strahlung zersetzen kann*), wird noch besser Rhizinusél verwendet. Am ge- 
brauchlichsten ist fiir diesen Zweck das GLANsche Polarisationsprisma. 

23. Polarisationsprismen mit austretendem ordentlichen Strahlenbiindel. 
Will man das bei der Doppelbrechung entstehende ordentliche Strahlenbiindel 
beniitzen und das auBerordentliche Strahlenbiindel durch Totalreflexion ent- 
fernen, so bringt man die doppelbrechende Kristallplatte als Zwischenschicht 
zwischen zwei gleich gestaltete, entgegengesetzt gerichtete Prismen aus einem 
Material mit hinreichend groBem Brechungsindex?). 

JAmrn*) benutzte eine planparallele Kalkspatplatte, die sich in einem mit 
Schwefelkohlenstoff gefiillten Trog befand; an Stelle der Fliissigkeit wurde spater 
von BERTRAND*) Flintglas verwendet. FEUSSNER®) gebrauchte statt einer Kalk- 
spatzwischenschicht eine solche aus Natronsalpeter, welche den Vorteil bietet, 
daB bei ihr die Differenz zwischen ordentlichem und auBerordentlichem Brechungs- 
index noch gréfer ist. Bei Benutzung einer Kalkspatplatte betrégt das Polari- 
sationsfeld bei einem Prisma, dessen Linge rund das vierfache der Breite ist, 
ca. 44°; bei einer Natronsalpeterzwischenschicht (bei einem Verhialtnis der 
Prismenlange zur Breite von ca. 3,5) sogar ca. 53°. Diese Polarisationsprismen 
erfordern zwar nur diinne Kristallplatten, sind aber fast gar nicht in Gebrauch 
gekommen 

24. Lanpottscher Streifen. Falls bei einem Polarisationsapparat, dessen Po- 
larisator und Analysator Nicorsche Prismen (oder eine der in Ziff. 22 besprochenen 
Prismenformen) sind, der Analysator sich in solcher Stellung befindet, daB die 
Polarisationsebene der aus ihm austretenden Strahlung senkrecht steht zur 
Polarisationsebene der aus dem Polarisator austretenden Strahlung, so mu 
das Gesichtsfeld bei parallelstrahliger Beleuchtung vollstandig dunkel sein. 
Bei Beleuchtung mit einer sehr hellen Lichtquelle zeigt sich jedoch, daB bei 
dieser Stellung das sehr dunkle Gesichtsfeld von einem schwarzen, schwach para- 
bolisch gekriimmten Streifen durchzogen wird, von dem aus die Intensitat nach 
beiden Seiten hin wachst. Dieser Streifen, dessen Lage sich schon bei geringer 
Drehung des einen der beiden Polarisationsprismen andert, wird als LANDOLT- 
scher Streifen®) bezeichnet, obgleich er schon vorher von JAMIN‘) beobachtet 
worden war. 

Die Theorie des LANpDoLTschen Streifens ist von LippicH’) gegeben und 
spater von BEREK’), von BruHatT und Hanot!) und von GROOSMULLER") ver- 
vollkommnet worden. Sie zeigt, daB die Polarisationsebenen der aus dem Polari- 
sationsprisma austretenden Teilstrahlenbiindel verschiedene Lagen haben, die den 
verschiedenen Einfallswinkeln der auffallenden Teilstrahlenbiindel entsprechen. 

HOV: Bene a. A. Kanc, C. K, Bd, 154, S. 1264. 1912. 

2) Diese Prismenform wurde 1837 von E. SanoG der Roy. Society in Edinburgh vor- 
geschlagen (vgl. P. G. Tair, Proc. Edinburgh Bd. 18, S. 337. 1891). Uber die Theorie dieser 
Polarisationsprismen vgl. auBer den S$. 115, Anm.1 gemachten Angaben H. Scuvutz, ZS. f. 
Instrkde. Jg. 40, S. 180. 1920. 

3) J. Jamin, C. R. Bd. 68, S. 221. 1869; D. B. Brace (Phil. Mag. [6] Bd.5, S. 164. 1903) 
benutzte eine Kalkspatplatte in einem mit Monobromnaphthalin gefillten Troge. 

4) E, BERTRAND, C. R. Bd. 99, S. 538. 1884. Bull. soc. minéral. Bd. 7, S. 340. 1884. 

5) K. Freussner, ZS. f. Instrkde. Jg. 4, S. 47. 1884. 

6) H. Lanpott, Das optische Drehungsvermégen organischer Substanzen. S. 95. 
Braunschweig 1879. 

7) J. Jamry, Ann. chim. phys. (3) Bd. 29, S. 267. 1850; vgl. hierzu R. SIssIncu, 
ATC Neen. Bd. 200,477. 1880. 

8) F, LippicH, Wiener Ber. Bd. 85 (2), S. 268. 1882. 

%) M. Berex, Verh. d. D. Phys. Ges. Jg. 21, S. 338. 1919. 


) 
10) G. Bruaat u. M. Hanot, C. R. Bd. 172, S. 1340. 1921. 
41) J. TH. Groosmutier, ZS. f. Instrkde. Jg. 46, S. 573. 1926. 
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Vollstaindige Dunkelheit tritt bei gekreuzten Polarisationsprismen nur in dem- 
jenigen streifenformigen Gebiet des Gesichtsfeldes ein, in welchem die Polarisations- 
ebenen der aus dem Polarisator austretenden Teilstrahlenbiindel streng senk- 
recht zur Polarisationsebene des Analysators stehen. 


c) Methoden zur Herstellung elliptisch und zirkular 
polarisierten Lichtes. 


25. Herstellung elliptisch polarisierten Lichtes. Eine ebene, linear polari- 
sierte, monochromatische Lichtwelle falle senkrecht auf die ebene Begrenzungs- 
flache einer planparallelen, doppelbrechenden Kristallplatte. Ist die Platte eine 
parallel zur kristallographischen Hauptachse geschnittene Kalkspat- oder Quarz- 
platte, so sind die Polarisationsebenen der im Inneren durch Doppelbrechung ent- 
stehenden Wellen diejenigen beiden Ebenen, welche durch das Einfallslot parallel 
bzw. senkrecht zur kristallographischen Hauptachse gelegt sind (vgl. Ziff. 1). 
Wir benutzen ein rechtwinkliges Koordinatensystem x, y, 2, dessen positive 
z-Achse mit der Wellennormale (und damit mit dem Einfallslot) zusammenfallt 
und dessen x-Achse parallel zur kristallographischen Hauptachse des Kristalls 
liegt. Bezeichnen wir mit « den Winkel, den die durch den Lichtvektor D und 
die z-Achse gelegte Schwingungsebene der auffallenden Welle mit der zx-Ebene 
bildet, so sind die Komponenten yon 2 vor dem Eintritt in die Kristallplatte 


1S 
2 


| PXGE 
pes Oa ‘cosa.cos (3't — dp), 


(63) 


I 


5 <x : PRE 
=| > | Sie — | Disima cos (71 = bo), 
D, = 0. 


Ist d die Dicke der Platte, und sind c, und c, die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten 
der beiden im Inneren des Kristalls entstehenden, linear und senkrecht zueinander 
polarisierten Wellen, so bleiben diese gegen die auffallenden Komponenten (63) 
gemaB (4) zeitlch um d/c, bzw. d/c, zuriick. Die Komponenten von D nach dem 
Austritt aus der Platte lauten daher 


D, = |D| cosa cos {7 (1 zs) a4} = |D| cosa cos (et ra ,), | 

/ 
y= |® | sin & cos f(t = “) oa 64} = |D sin a cos (=! a ds) | a! 
ee ; 


Die aus der Kristallplatte austretende, durch Uberlagerung der beiden linear 
polarisierten Teilwellen entstehende Welle ist daher, wie der Vergleich mit (13) 
zeigt, elliptisch polarisiert. Die Phasendifferenz zwischen den Kompo- 
nenten D, und D, betragt nach (64) 


$= 8,—8,=20d(7—7), (65) 


wobei 4, und A, die Wellenlangen der beiden linear polarisierten Wellen im 
Inneven des Kristalls sind. 
Hierfiir kann man auch schreiben 
2 5, Cc c Dirge 
= d(- = NES —a(%ez —%,), 


}. Cy Cy } 


wobei 4 die Wellenlange im Auenraume (Luft) ist und 7,, , die Brechungs- 
indizes des Kristalls fiir die beiden im Inneren desselben fortschreitenden, linear 
polarisierten Wellen in Bezug auf den AuSenraum bedeuten. 
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Fir den Gangunterschied g (Ziff. 8) hat man dann 
g§ = d(n, — n,). 


Die Phasendifferenz 6 ist nach (65) der Plattendicke proportional. 
Das Amplitudenverhaltnis wird nach (64) und (16) 


tgy = tga. 

Durch Anderung von d und «a kann man somit (vgl. Ziff. 8) 
Gestalt, Lage und Umlaufsinn der Schwingungsellipse beliebig 
varlieren. 

Zur Herstellung elliptiseh polarisierten Lichtes laBt man daher die 
(durch ein Polarisationsprisma erzeugte) linear polarisierte Parallelstrahlung senk- 
recht auf eine parallel zur kristallographischen Hauptachse geschnittene Quarz- 
platte (oder auch Kalkspatplatte) mit variierbarer Dicke fallen; eine solche wird 
dargestellt durch den SOLEILschen Kompensator!). Derselbe besteht aus 
zwei parallel zur kristallographischen Hauptachse geschnittenen, planparallelen 
Platten, die mit rechtwinklig gekreuzten Achsenrichtungen aufeinandergelegt 
sind. Die eine Platte besitzt konstante Dicke; die zweite Platte besteht aus 
zwei Keilen, die sich zu einer planparallelen Platte erginzen. Der eine Keil ist 
fest, der zweite mikrometrisch verstellbar. Durch Anderung der Stellung des 
zweiten Keiles kann der wirksamen Dicke des Plattenpaares und damit der 
Phasendifferenz 6 der beiden austretenden, sich iiberlagernden, linear polarisierten 
Wellen jeder beliebige Wert erteilt werden. Eine Anderung von a erzielt man 
durch Drehung des die auffallende linear polarisierte Strahlung erzeugenden 
Polarisationsprismas um seine Langsachse. 

Uber weitere Einzelheiten betreffs Theorie und Gebrauch des SoLEtrschen 
Kompensators vgl. die Ausfithrungen in Bd. XIX ds. Handb. 

26. Herstellung zirkular polarisierten Lichtes. Zirkular polarisiertes 
Licht erhalt man ee Ziff. 8 mit der in Ziff. 25 besprochenen sauce Ot wenn 


a =+ und 6 =— 5 gemacht wird. Eine Kristallplatte, bei welcher 6 = — ist, 
bezeichnet man al Viertelwellenlangenplatte, weil bei ihr der Caprice 
schied g a == betragt. Eine Viertelwellenlangenplatte liefert z. B. der 


SoLEItLsche eee indem man bei diesem die wirksame Dicke so wahlt, 
daB 6 = = wird; sehr gebrauchlich sind auch Glimmer- oder Gipsplatten 
geeigneter Dicke?). 

Da m, und nm, sich mit der Wellenlange andern, so kann eine aus einem 
doppelbrechenden Kristall hergestellte Viertelwellenlangenplatte nur fiir eine 
Wellenlange richtig sein*). 

Frei von diesem Ubelstande ist folgende, von FRESNEL‘) herriihrende Methode 
zur Herstellung zirkular polarisierten Lichtes: Wird linear polarisiertes Licht von 

1) A. Bravais, C. R. Bd. 32, S. 112. 1851; Ann. chim. phys. (3) Bd. 43, S. 141. 1855. 

2) Uber die Methoden zur Herstellung von Viertelwellenlangenplatten sowie zur Test- 
stellung der Wellenlange, fiir welche eine ungefahre Viertelwellenlangenplatte die exakte Phasen- 
differenz 2/2 besitzt, vgl. A. Ricut, Atti dei Lincei. Classe di sc. fis. mat. 6 nat. |g. 289 (5) 
Bd. 1, S. 189. 1893; A. Corron und H. Movron, Ann. chim. phys. (8) Bd. 20, S. 275. 
4910; L. CHaumont, C. R. Bd. 154, S. 271. 1912; C. BercuHoim, Ann. d. phys. (4) Bd. 44, 
S. 1057. 1914; S. WEDENEEWA, Ann. d. Phys. (4) Bd. 73, 5S. 138. 1923. Vgl. auch die Angaben 
in Bd. XIX dieses Handb. 

3) Uber die Herstellung nahezu achromatischer Viertelwellenlangenplatten vgl. D. B. 
Brace, Phil. Mag. (5) Bd. 48, S. 345. 1899; E. Perucca, Atti di Torino Bd. 54, S. 1013), 1919. 


4) A. FRESNEL, Ann. chim. phys. (2) Bd. 29, S. 185. 1825; Oeuvr. compl. Bd. 1, S. 760. 
Paris 1866. 
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einer Glasplatte mit dem Brechungsindex 1,54 unter dem Einfallswinkel 54° 37 
total reflektiert, so besitzen die beiden reflektierten Komponenten parallel und 
senkrecht zur Einfallsebene die Phasendifferenz 2/4; durch zweimalige Total- 
reflexion unter diesem Einfallswinkel bekommt man 

somit die Phasendifferenz 2/2 und daher zirkular po- 

¢ larisiertes Licht, falls die Polarisationsebene des auf- 

fallenden linear polarisierten Lichtes mit der Einfalls- 

Abb. 9. Fresneisches Parallel- ebene einen Winkel von 45° bildet. Eine derartige 
pees Se een a zweimalige Totalreflexion erhalt man mit Hilfe des 
nade FRESNELschen Parallelepipeds?), d.h. eines Glas- 
prismas von der in Abb. 9 dargestellten Form. Fallt 

das linear polarisierte Strahlenbiindel / senkrecht auf die schmale Seite des 
Glasprismas, so ist das austretende Strahlenbiindel c zirkular polarisiert. Im 
Gegensatz zu der aus einem doppelbrechenden Kristall hergestellten Viertel- 
welleniangénplatte ist hier die erzielte Phasendifferenz nahezu unabhangig von der 


Wellenlange. 


1) Uber die Theorie des FREsNEtschen Parallelepipedes vgl. Lord Ketvin, Balti- 
more lectures on molecular dynamics and the wave theory of light. S. 393 Cambridge, 
1904; deutsche Ausgabe von B. WEINSTEIN, S. 328. Leipzig 1909, sowie auch Kap. 6 ds. 
Bandes. Uber eine nach Art des FREsNEtschen Parallelepipedes hergestellte Anordnung 
vel. A. Ox~py, Chem. News. Jg. 102, S. 189: 1910; Phil. Mas. (6) Bd. 21, S. 5417. 4914. 


Kapitetl 5. 


Weifes Licht. Gesetzmafigkeiten 
schwarzer und nichtschwarzer Strahlung. 


Von 


L. GREBE, Bonn. 


Wahrend die leuchtenden Gase und Dampfe Licht aussenden, das meist 
aus einzelnen sehr engen Wellenlangenbezirken besteht, haben die leuchtenden, 
festen und flussigen K6rper Emissionen, die breite Spektrengebiete kontinuier- 
lich erfiillen. Erstreckt sich dieser kontinuierliche Wellenlangenbezirk wber die 
Wellen des sichtbaren Spektrums, so erscheint das emittierte Licht mehr oder 
weniger vollkommen weif. Wir wollen fiir die folgenden Betrachtungen unter 
weiBem Licht allgemein eine Emission verstehen, die ein groéBeres Spektralgebiet 
kontinuierlich erfiillt. Ferner wollen wir uns fir das folgende zunachst auf 
den Boden der klassischen Undulationstheorien stellen. 

Haufig hat nun die Frage die Physiker beschaftigt, wie die von der Lichtquelle 
ausgehenden St6rungen — seien sie nun mechanisch oder elektromagnetisch auf- 
gefaBt — beschaffen sein miissen, damit das Spektroskop ein solches kontinuier- 
liches Spektrum liefert. Besonders eingehend hat sich Gouy?) mit diesem Pro- 
blem beschaftigt. Er hat zuerst darauf hingewiesen, dal} man den Lichtvektor 
an einer Raumstelle durch eine Fourtersche Reihe darstellen, und so in einfache 
Sinusschwingungen auflésen kann, die bei konstanter Lichtquelle konstante 
Schwingungszahl Amplitude und Phase haben. Gegen diese Auffassung sind 
besonders von CARVALLO?) und CorprNno*) Einwande erhoben worden, die darautf 
fuBen, daB, falls die Gouysche Auffassung richtig ware, durch das Zusammen- 
wirken von Partialschwingungen mit geniigend benachbarten Schwingungs- 
zahlen sichtbare Interferenzen entstehen miiBten. Spater hat dann PLANCK‘) 
die Frage aufgegriffen, und den Einwand vollkommen widerlegt. Nach ihm finden 
zwar zwischen je zwei einander naheliegenden Partialschwingungen fortwahrende 
regelmaBige Interferenzen statt, aber diese partialen Interferenzen sind sehr 
zahlreich und wirken im allgemeinen in verschiedenem Sinne, d. h. wenn zwei 
Partialschwingungen sich in einem Augenblick verstarken, so schwachen sich in 
demselben Augenblick an derselben Stelle zwei andere. Eine sichtbare Wirkung 
dieser partialen Interferenzen wiirde nur dann eintreten, wenn sie an einem Orte 
zu einer bestimmten Zeit zum itberwiegenden Teil in demselben Sinne erfolgten. 


1) A. Gouy, Journ. de phys. et le Radium (2) Bd. 5, S. 354. 1886. Spatere Bemerkungen 
Cr Rav sd. 430; S. 244 a. 560: 4900. 

2) FE. CarVALLo, C. R. Bd. 130, S. 79 u. 404. 1900. 

3) Os MM. (Corsino, ©, KS Bd. 133,7S.-412. 4901. 

4) M. Prancx, Ann. d. phys. (4) Bd. 7, S. 390. 1902. 
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In konstantem weiBen Licht sind also die Amplituden und Phasen der Partial- 
schwingungen — eben weil die Wirkungen der partialen Interferenzen sich gegen- 
seitig aufheben — vollkommen unregelmaBig angeordnet. Zwei unmittelbar be- 
nachbarte Partialschwingen stehen in gar keinem Zusammenhang miteinander, 
und deshalb ist die gemessene Lichtintensitat die Summe der Intensitaten der 
einzelnen Partialschwingungen. Normales weiBes Licht von konstanter Intensitat, 
ist also nach PLANCK vollstandig definiert 1. durch die Verteilung der Energie 
auf die verschiedenen Gebiete des Spektrums, 2. durch den Satz, da innerhalb 
eines schmalen Spektralbereiches, in dem die Energieverteilung als gleichmaBbig 
angesehen werden kann, die Amplituden und Phasen der einzelnen einfach 
periodischen Partialschwingungen absolut unregelmaBig angeordnet sind. 

Man kann auch mit PLANCK, RAYLEIGH?) und anderen das weiBe Licht als 
aus einer groBen Anzahl mehr oder weniger schnell abklingender Einzelschwin- 
gungen oder auch aus Impulsen zusammengesetzt denken, die ganz unregelmaBige 
StéBe darstellen. 

Wendet man zur Herstellung der oben angedeuteten Unordnung, die dem 
weiBen Licht charakteristisch ist, die Gesetze der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
an, und dehnt die Betrachtung iiber das ganze Spektrum aus, so erhalt man eine 
ganz bestimmte Energieverteilung im Spektrum als die wahrscheinlichste. Diese 
Energieverteilung ist die im sog. absolut schwarzen K6rper bei reiner Temperatur- 
strahlung verwirklichte, zu deren Betrachtung wir jetzt iibergehen wollen. 

i. Das Kircuuorrsche Gesetz. Das erste sicher fundierte Gesetz uber die 
Strahlung der Korper, die durch reine Temperaturerhéhung zur Ausdehnung 
elektromagnetischer Wellen angeregt werden, wurde von KIRCHHOFF aufgestellt. 
Dieses Gesetz enthilt eine Beziehung zwischen dem Absorptionsvermégen und 
dem Emissionsvermégen eines Kérpers und sagt aus, daB das Verhaltnis von 
Emissionsvermoégen und Absorptionsvermégen eines Kérpers von 
seiner Natur unabhangig ist?). 

Zur Definition des Absorptions- und Emissionsvermégens nimmt KircH- 
HOFF eine durch zwei kleine Offnungen begrenzte Strahlung an und lat durch 
diese Offnungen die Strahlung des emittierenden Kérpers hindurchtreten. Von 
dieser Strahlung betrachtet er den Teil, der ein Wellenlangengebiet zwischen 
4+ di erfiillt und zerlegt ihn in zwei senkrecht zueinander polarisierte Kom- 
ponenten. Die Intensitat der nach der einen dieser Richtungen polarisierten 
Komponente nennt er E - dd und bezeichnet dann E als das Emissionsvermégen 
des Kérpers fiir die so festgelegte Strahlenrichtung, Wellenlange und Polari- 
sationsebene. 

Fallt umgekehrt durch die Offmungen ein Strahlenbiindel auf den Kérper 
auf, das die Wellenlange und die entsprechende Polarisationsebene hat, so wird 
ein Teil desselben von dem Kérper absorbiert. Der iibrige Teil kann reflektiert 
oder durchgelassen werden. Das Verhaltnis der Intensitat des absorbierten zu 
dem des auffallenden Teils heiSt das Absorptionsvermégen A, das algo einen 
echten Bruch bedeuten mu, und das wieder fiir Wellenlange, Richtung und 
Polarisationszustand definiert ist. Der Satz von KircHuHorr lautet nun: Das 
Verhaltnis von Emissionsvermogen und Absorptionsvermégen ist 
fur alle Kérper bei derselben Temperatur dasselbe. Es gilt also: 


=== 2, 


*) Lord RayLetcu, Phil. Mag. (6) Bd. 10, S. 401. 1905; Bd. 11, S. 123. 1906. 


*) G. Kircuuorr, Berl. Ber. 1859, S. 7933; Poge, Anns Bde109,°S,275- a860° Abe 
handlgn. d. Berl. Akad. 1861, S..63. : De 
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wo e eine von der Natur der Kérper unabhingige GréBe ist, die nur von der 
Temperatur abhangt. Fir A = 1, fiir einen Kérper also, der alle auf ihn auf- 
fallende Strahlung absorbiert, ist E =e, Einen solchen Kérper pflegt man als 
absolut schwarzen Kérper zu bezeichnen, und e ist also das Emissionsver- 
mogen des absolut schwarzen Kérpers fiir die entsprechende Temperatur. 

Der Beweis des Satzes ist von KIRCHHOFF an den angegebenen Stellen auf 
etwas verschiedene Arten gefiihrt worden. Da gegen den Beweis Einwendungen 
erhoben worden sind, ist er spaiter mehrfach modifiziert worden. Einen einfachen 
Beweis, der von den gegen den KircHHorrschen erhobenen Einwendungen frei 
ist, hat PRINGSHEIM!) geliefert. Andere Beweise sind spaiter gegeben worden, 
z.B. von DUNOYER*® 8). Wir kénnen also das KircHHorFrsche Gesetz als eine 
theoretisch wohl begriindete Beziehung fiir die Strahlung der Kérper ansehen, 
die auch der experimentellen Priifung, soweit sie erfolgt ist, immer standgehalten 
hat. Die theoretischen Beweise selbst sollen hier nicht gegeben werden, da die 
Strahlungstheorie an einer anderen Stelle dieses Handbuches behandelt wird. 

Bei den experimentellen Arbeiten zur Priifung des Gesetzes ist zu unter- 
scheiden zwischen solchen, die nur eine qualitative und solchen, die eine quanti- 
tative Priifung enthalten. Die Zahl der ersteren ist sehr groB, die der letzteren 
sehr gering. Alte Messungen von PROVOSTAYE und DEsAINS, TYNDALL, STEWART, 
Le CHATELIER, KIRCHHOFF und anderen, welche zeigen, daf8 Korper, die stark 
absorbieren, auch stark emittieren, findet man kritisch zusammengestellt 1m 
2. Bande von Kaysers Handbuch der Spektroskopie*). Einige wenige dieser Ver- 
suche seien erwahnt: KIRCHHOFF erhitzt in einem Platinring eine Perle aus 
phosphorsaurem Natrium. Die Perle bleibt durchsichtig, leuchtet aber auch 
nicht, wahrend der undurchsichtige Platinring stark leuchtet. STEWART zeigt, 
daB farbiges Glas beim Erhitzen starker strahlt als farbloses. In neuerer Zeit 
hat STUCHTEY®) einen Versuch beschrieben, nach dem ein in einer Vertiefung 
eines Asbestpappstiicks durch eine Knallgasflamme erhitztes Goldstiickchen mit 
griner Farbe zu gliihen beginnt. Ebenso geht die Farbe des zur Weifglut er- 
hitzten Goldes bei der Erkaltung durch WeiBlichgriin in Dunkelgriin iber und 
die Eigenemission hért mit dieser Griinglut bei weiterer Erkaltung auf, ohne daB 
Rotglut eingetreten ware. Dies ist nach dem KiRcHHOFFschen Gesetz zu erwarten, 
da das Gold das Griin stark absorbiert. Einen Versuch, der die Giltigkeit des 
Gesetzes fiir die verschiedenen Polarisationszustande beweist, hat wieder KIRCH- 
HOFF selbst gegeben, indem er eine Turmalinplatte erhitzte. Eine parallel zur 
Achse geschliffene Turmalinplatte absorbiert mehr Strahlen, die parallel zur 
Achse, als solche, die senkrecht dazu polarisiert sind. Wenn das auch bei hoher 
Temperatur noch gilt, muB das emittierte Licht teilweise polarisiert sein. Die 
Beobachtung zeigt, daB das richtig ist, wenngleich die Polarisation nicht so stark 
ist, wie sie nach dem Verhalten des Turmalins im kalten Zustande zu erwarten 
ware. Auf das Verhalten der Spektrallinien in Emission und Absorption, das 
KIRCHHOFF hauptsichlich zur Aufstellung seines Satzes fithrte, konnen wir 
heutzutage nicht mehr hinweisen, da wir wissen, daf} es sich hier meist nicht um 
ein Temperaturleuchten handelt. 

Die quantitativen Priifungen des Gesetzes sind immer noch sehr sparlich, 
allerdings reicht bei der guten theoretischen Begriindung das vorhandene Material 

1) —. PRINGSHEIM, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 3, S. 81. 1901. 

2) L. DunoyEr, Ann. de chim et d. phys. (8) Bd. 9, S. 30. 1906. 

3) Wegen eines Versuchs einer axiomatischen Begriindung des Gesetzes durch HILBERT 
und eine daran anschlieBende Diskussion mit PrinGSHEIM s. Phys. ZS. Bd. 13, S. 1057. 
1912; Bd. 14, S. 589, 592, 847. 1913. 


4) H. Kayser, Handb. d. Spektroskopie Bd. II, S. 39ff. Leipzig 1902. 
5) K. Stucutery, Sitz-Ber. Ges. z. Bef. d. ges. Naturw. Marburg 1908, S. 85. 
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aus, um auch experimentell das Gesetz genugend zu begriinden. Zwar ist eine 
Priifung von Rizzo1) negativ ausgefallen, doch scheinen dabei grundsatzliche 
Fehler in der Versuchsanordnung vorzuliegen. Dagegen zeigen schon Versuche 
von Bouman?), daB fiir das Verhaltnis E bei einem erhitzten Glase und fiir die 
Emission e des Kupferoxyds, das nahezu wie ein schwarzer Korper strahlt, Pro- 
portionalitat besteht. Eine weitere Versuchsreihe ist von ROSENTHAL’) an 
Quarz und Glimmer ausgefithrt worden. Dabei wurden fiir diese Substanzen die 
Gebiete starker selektiver Absorption im Ultrarot verwendet. Als schwarzer 
K6rper diente auch hier ein oxydiertes Kupferblech. Wegen der starken Absorp- 
tion kann die Durchlassigkeit unberiicksichtigt bleiben, und das Absorptions- 
vermégen A aus dem Reflexionsvermégen R zu 1 — R berechnet werden. Aller- 
dings wird hier das Reflektionsvermégen beim kalten Material bestimmt. Immer- 
hin erweist sich die Bezichung des Ktrcuuorrschen Gesetzes innerhalb der Fehler- 
grenzen erfiillt. 

Den Turmalinversuch Kircuuorrs hat PFLUGER*) quantitativ wiederholt. 
Es werden bei der gleichen Temperatur sowohl die Absorptions- wie die Emissions- 
intensitaiten einer glithenden Turmalinplatte fiir eine bestimmte Wellenlange 
ihermoelektrisch bestimmt, und zwar sowohl fiir die in der Achse des Turmalins 
wie die dazu senkrecht polarisierten Komponenten. Ist J die Intensitat der be- 
nutzten Lichtquelle, D der von der Platte durchgelassene, R der yon ihr reflek- 
tierte Bruchteil, so ist die absorbierte Intensitat A = E (1 — R—D). Sind die 
Komponenten der Intensitat fiir den ordinaren und extraordinaren Strahl be- 
zuglich E, und E, die Absorptionsvermégen A, und A,, so mu nach dem 


: Eevee ; 
KircHHoFFschen Gesetz Eq. (Sein. Diese Beziehung wird mit bemerkens- 


werter Genauigkeit bestatigt gefunden. : 

Aus dem KircuHorfschen Gesetz ergibt sich die Méglichkeit der experi- 
mentellen Verwirklichung des absolut schwarzen Kérpers. KrIRCHHOFF selbst 
hat in seiner grundlegenden Arbeit diese Méglichkeit schon angedeutet. Er 
sagt, das ein von Korpern gleicher Temperatur umschlossener Hohlraum, durch 
dessen Wande keine Strahlen hindurchtreten kénnen, die aber im iibrigen beliebig 
beschaffen sein kénnen, in seinem Innern nur Strahlen enthalten kann, die 
nach Qualitat und Intensitat so beschaffen sind, als ob sie von einem schwarzen 
Korper von derselben Temperatur herkamen. Man sieht das nach dem Kircu- 
HoFFschen Gesetz sofort ein, wenn man beriicksichtigt, da8 jedes Strahlen- 
biindel in einem solchen Kérper bei den vielen Reflexionen, die es erfahrt, 
allmahlich vollsténdig absorbiert wird. Ein entgegengesetzt gerichtetes Biindel 
muB dann also die vollkommene Emission des schwarzen Kérpers darstellen. 

Obwohl nach dieser Bemerkung von Kircunorr die Realisierung des schwar- 
zen Korpers durch einen Hohlraum mit gleich temperierten Wanden, der nur 
eine kleine Offmung enthalt, durch die er Strahlen nach auBen senden. kann, 
nahe gelegen hatte, ist diese praktische Folgerung doch erst sehr viel spater von 
WreEN und LuMMER®) gezogen worden. Sie zeigen, daB ein kugelfo6rmiger Hohl- 
raum mit gleich temperierten und diffus reflektierenden Wanden mit einer (ff- 
nung do bei senkrechter Bestrahlung derselben eine Energiemenge 


5 GhG, R 
42x 1—R 
4) G. B. Rizzo, Atti di Torino Bd. 29, S. 292. 1893/94. 
) J. P. Bouman, \ ersl. K. Ak. v. Wetensch. Amsterdam Bd. 5, S. 438. 1897. 
°) H. RosentHat, Wied. Ann. Bd. 68, S. 783. 1899. 
*) A, PFLUGER, Ann. d. phys. Bd. 7, S. 806. 1902. 
*) W. WiEN u. O. LumMER, Wied. Ann. Bd. 56, S. 451. 1895. 
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wieder nach auBen abgibt, wenn F& die einfallende Energie, R das Reflexions- 
vermégen der Wande und y der Radius der Kugel ist. Dieser Ausdruck ist dann 
gleichzeitig ein Mais ftir die Abweichung vom absolut schwarzen Kérper. Sorgt 
man dafir, daB do klein gegen die Kugeloberfliche und R klein gegen 1 ist, so 
kann man diese Annaherung sehr vollkommen machen. 

Fir einen praktischen Zweck, namlich fiir die Messung der Gesamtstrahlung 
eines absolut schwarzen Koérpers haben LUMMER und PRINGSHEIM?) diese Idee 
zum erstenmal verwendet, und seither werden alle Messungen der schwarzen 
Strahlung an derartigen strahlenden Hohlriumen ausgefiihrt. 

2. Das Sreran-Bottzmannsche Gesetz. Da durch das KrrcHHorrsche 
Gesetz die Emission eines beliebig strahlenden Kérpers zur Emission des absolut 
schwarzen Kérpers in Beziehung gesetzt ist, so ist die Kenntnis dieser letzteren 
von fundamentalem Interesse. Die Untersuchung kann sich auf die von dem 
schwarzen K6rper emittierte Gesamtstrahlung und auf diejenige der Emission 
fiir jede einzelne Wellenlange erstrecken. 

Fir die Gesamtstrahlung gilt das von STEFAN?) auf Grund vorliegenden 
experimentellen Materials aufgestellte Gesetz. STEFAN selbst wuBte noch nicht, 
daB es sch dabei um eine Beziehung fiir den schwarzen Kérper handelte; er 
glaubte, sie gelte fiir alle Kérper. Die wahre Bedeutung des Gesetzes wurde von 
BOLTZMANN®*) erkannt, der auf einen gleichtemperierten warmedurchlassigen 
Hohlraum die Ergebnisse der elektromagnetischen Lichttheorie und der Thermo- 
dynamik anwandte. Nach diesem Gesetz ist die Gesamtemission des schwar- 
zen Kérpers der vierten Potenz seiner absoluten Temperatur pro- 
portional. Weitere Beweise des Satzes sind von GALITZINE‘), PLANCK®) und 
W. WIeEN®*) gegeben worden, so daf es sich auch hier um ein wohlbegriindetes 
Gesetz der Strahlung handelt. 

Strahlen zwei kleine schwarze Flachen in einem gegen ihre Dimensionen 
groBen Abstand R gegeneinander, so erhalt also die Flache von der niederen Tem- 
peratur T, von der mit der héheren Temperatur T, wenn Fy und Fy, die Flachen- 
groBen sind, die zur Verbindungslinie senkrecht stehen sollen, in der Sekunde 
die Energie 
Fy+ Fy 


a os eg ee eae 
B= — (Ty T3) Rk? 


Diese Gleichung ist die Beziehung des STEFAN-BOLTZMANNschen Gesetzes, wie 
sie fiir experimentelle Untersuchungen des Gesetzes zugrunde gelegt werden 
mu. Die Konstante o ist die Energie, die das Flachenelement des schwarzen 
Korpers von der GréBe 1 pro Sekunde in den Raum ausstrahlt. 

Die Priifungen des Gesetzes, die vor der Erkenntnis seiner ausschlieBlichen 
Giltigkeit fiir den schwarzen Kérper liegen, kénnen hier auBer Betracht bleiben. 
Die erste brauchbare Arbeit zur Priifung des Gesetzes, bei der bewuBt ein schwar- 
zer Korper als Strahlungsquelle benutzt wird, stammt von LUMMER und PRINGs- 
HEIM’). Der schwarze K6érper wird hier durch einen strahlenden Hohlraum mit 
gleich temperierten Wanden und kleiner Offnung realisiert, und dessen Strahlung 
bei verschiedenen Temperaturen in relativem Mab mittelst eines Bolometers 


1) O. LuMMER u. E. PRINGSHEIM, Wied. Ann. Bd. 63, S. 395. 1897. 
2) J. STEFAN, Wiener Ber. Bd. 79 (2), S. 391. 1879. 

3) L. BottzMann, Wiener Ann. Ed. 22, S. 291. 1884. 

) B. GarirzinE, Wiener Ann. Bd. 47, S. 479. 1892. 

IM Pranck. Ann. d. phys. Bdi4, S.111. 1899. 

) W. Wien, Wied. Ann. Bd. 52, S.155. 1894. 

) O. LuMMeER u. E. PrincsHEeim, Wied. Ann. Bd. 63, S. 395. 1895. Ann. d. phys. Bd. 3, 
S59. 1900; 
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bestimmt. Das Bolometer ist mit Platinmoor tiberzogen und absorbiert die auf- 
fallende Strahlung einigermaBen vollstandig. Siedendes Wasser, geschmolzener 
Salpeter und ein elektrisch erhitzter Chamotteofen dienen zur Heizung des strah- 
lenden Hohlkérpers. Als MaB fir die Energiegr6Be der Ausstrahlung dienen die 
Ausschlage des Galvanometers der Bolometeranordnung. Ist das STEFAN-BOLTz- 
MANNsche Gesetz richtig, so muB fiir diesen Ausschlag A die Beziehung 


A= Co = 


gelten, wo T, die absolute Temperatur des schwarzen Korpers und 7, die des 
Bolometers ist. Die Temperatur wird mit Thermometern und Thermoelementen 
gemessen. Fiir die Konstante C ergeben sich die in der folgenden Tabelle zusam- 
mengestellten Werte: 


Temperatur | Cc Temperatur | Cc 
373 127 877~ 118 
492 124 1106° 110 
733 118 AA D5 111 
LS 120 aH)” 116 
799° 1114 1492° 116 
820° 116 1522) | 113 

{5 Ovliee 114 


Das Mittel ist 116 mit verhaltnismaBig kleinen Abweichungen. In der zweiten 
Arbeit zeigen die Verfasser, da die Abweichungen noch geringer werden, wenn 
eine Korrektur an den Temperaturbestimmungen angebracht wird, die infolge 
einer Neubestimmung der Temperaturskala notig war. Die Richtigkeit des 
STEFAN-BOLTZMANNschen Gesetzes fur den schwarzen Kérper ist damit nach- 
gewiesen. Als eine relative Messung, die das STEFAN-BOLTZMANNSche Gesetz aus- 
gezeichnet bestatigt, ist auch eine Untersuchung von MENDENHALL?) und For- 
SYTHE zu nennen, die das Gesetz zu Temperaturmessungen verwenden, und eine 
vollstandige Ubereinstimmung der so gewonnenen Temperaturen mit der gas- 
thermometrischen Temperaturskala von Day und SosNAN zwischen 1063 und 
1549°C bis auf --0,5° finden. 

Eine weitere Priifung des Gesetzes, die gleichzeitig zum erstenmal einen 
absoluten Wert fiir die Konstante desse ben lieferte, stammt von KURLBAUM?). 

Die Methode besteht darin, daB die Strahlung eines schwarzen Ko6rpers, der 
entweder auf 0° oder auf 100° C erwarmt wird, auf einen mit Platinmoor ge- 
schwarzten Bolometerstreifen auffallt. Nachher wird derselbe Galvanometer- 
ausschlag durch elektrische Erwirmung des Streifens erzeugt, und aus den elek- 
trischen Gr68en des Heizstroms die Energie ermittelt. Bei einer Bolometer- 
temperatur von 18,73° C ergibt sich fiir den schwarzen Kérper von 0° 


So 
TW 7 = 2960, 


fiir den von 100° 


S100 
Ti Fi = 2951, 


wo So. und Sio9 die in willkiirlichem Mai gemessene Strahlungsenergie und T, 
und 7, die Temperatur von Bolometer und schwarzem Korper ist. Der Unter- 


) C, E. MENDENHALL und W. E. ForsyTHE, Phys. Rev. Bd. 4, S. 62. 1914. 
*) F. KuRLBAUM, Wied. Ann. Bd. 65, 9. 746. 1898. 
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schied ist nur 1/;%, das STEFANsche Gesetz fiir diese beiden Temperaturen also 
erfiillt. Die Konstante ergibt sich zu 


5,32- 10-22 Watt cm-2 Grad-‘. 


Nach der Methode von KuRLBAUM hat VALENTINER!) bei Temperatur des Strahlers 
bis 1450° C weitere Messungen ausgefiihrt und fiir den schwirzesten Empfanger 
5,58 als Strahlungskonstante erhalten, nachdem eine Korrektur an den direkten 
Messungen wegen mangelnder Schwarze des Strahlers und des Empfangers an- 
gebracht war. 

Gegen diese Bestimmungen ist zuerst von FERy?) eingewendet worden, 
daB eine beruBte oder mit Platinmoor iiberzogene Flache immer noch ein erheb- 
liches Reflexionsvermégen besitze, also kein absolut schwarzer Empfanger sei. 
Er ersetzt deshalb den Empfanger durch einen Kupferkonus von 30° Offnungs- 
winkel, der innen mit RuB geschwarzt ist, und in der Mitte einer Metallkugel 
liegt. Er wird durch elektrische Heizung eines um den Konus gewickelten Drahtes 
in Watt geeicht. Mit dieser Anordnung erhalt FERy im Temperaturbereich des 
strahlenden schwarzen Kérpers von 529 bis 1262° C eine gute Konstanz des Aus- 
drucks 

Ss} 
ro Tt 
Der Wert der Konstanten ergibt sich im Mittel zu 
6,30 + 10722 Watt cm~?Grad~# 


mit Extremwerten von 6,66 und 6,02. Auch gegen die FEérysche Arbeit, die 
spater von FERyY und DreEcg*) wiederholt worden ist, und einen noch héheren 
Wert von 6,514 ergeben hat, sind Einwande erhoben worden, die hauptsachlich in 
der Kritik der Eichung des Empfangers beruhen. Spater sind FERy und DrEecQ 
zu einem etwas niedrigeren Wert 6,2 gekommen. 

Eine Arbeit von GERLACH‘) sucht einen Fehler der KURLBAUMschen Methode 
zu vermeiden, der von PASCHEN®) aufgedeckt wurde, und der darin besteht, daB 
ein Bolometerstreifen, der nicht iiberall gleichmaBige Dicke hat, bei Bestrahlung 
eine andere Warmeableitung zeigt, wie bei elektrischer Heizung. Der Wert der 
Strahlungskonstanten muB darum nach PascHEN zu klein ausfallen. Bei GER- 
LACH wird deshalb hinter den bestrahlten Streifen eine empfindliche Thermo- 
sdule gesetzt, die durch eine diinne Luftschicht von dem Streifen isoliert ist. 
Wird dann der Streifen elektrisch erwarmt, so gibt er bei gleichem Ausschlag 
des Galvanometers nach PASCHEN die gleiche Warme ab, wie bei Bestrahlung mit 
der gleichen Energie. GERLACH erhdlt so aus den Bestimmungen fiir einen schwar- 
zen K6érper von 0° und 100° den Wert 


o = 5,80- 10-12 Watt cm~? Grad-?. 


Dieser Wert ist durch Beriicksichtigung der nicht vollkommenen Schwarzung 
auf 5,9 zu erhéhen. Spaiter hat GERLACH®) seine Messung in einen groBeren Tem- 
peraturintervall des Strahlens zwischen 20 und 450° C wiederholt und ist zu einem 
Werte von 


o = 5,85-10°-™ 


1) S. VALENTINER, Ann. d. phys. Bd. 31, S.272. 1910; Bd. 39, S. 489. 1912. 

2) Cu. Féry, C. R. Bd. 148, S. 915. 1909; Ann. de chém. et d. phys. Bd. 17, S. 267. 1909. 

DeCobervedeain WREco, ©, kk. Bd. 152;"S, 590; Jour, de phys: (5) Bda-1, 5: 551. 
1Otts Co Ro Bd: £55; so: 1239,4912: 

4) W. Gervacu, Ann. d. phys. Bd. 38, S. 1. 1912. 

5) F. Pascuen, Ann. d. phys. Bd. 38, S. 30. 1912. 

8) W. Grervacu, Ann. d. phys. Bd. 50, S. 259. 1916. 
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eekommen, den er spater!) durch Einfiihrung einer genaueren Schwarzungskorrek- 


tion auf 
6 = 5,80- 10-12 Watt cm~?Grad~* 


abgedndert hat. Die GrERLAcHschen Versuche sind sehr sorgfaltig ausgefihrt, 

und es ist ihnen infolgedessen ein erhebliches Gewicht beizulegen. : 
Im wesentlichen die gleiche Methode wie GERLACH hat COBLENTZ 2) zu seinen 

Bestimmungen der Konstante o benutzt.. Er findet teils in Zusammenarbeit 


mit EMERSON einen Wert von 
iy 2 10 “oe . 


Von CoBLENtTz*) stammen auch einige wertvolle kritische Zusammenstellungen 
iiber die hier in Frage kommenden MeBmethoden. Auch Kananowlicz?) hat nach 
der vorhin beschriebenen Methode gearbeitet und den Empfanger zur Vermeidung 
von Strahlungsverlusten in eine versilberte Halbkugel gesetzt, die zum Eintritt der 
Strahlung einen Schlitz hat. Ihr Wert ist 5,61 - 10-12. Die GERLAcHsche Methode 
ist schlieBlich mit einer Modifikation von KussMANN®) benutzt worden. Als 
Empfanger diente auch hier ein geschwarzter Platinstreifen. Statt der dahinter- 
gestellten Thermosiule wurde aber ein Radiomikrometer benutzt, auf dessen 
Létstelle die Strahlung des erwarmten Streifens durch eine Steinsalzlinse ge- 
sammelt wurde. Der gefundene Wert fiir die Konstante bei dieser ebenfalls sehr 
sorgfaltig ausgefiihrten Messung betragt 


5,/9,°10°4 


mit einem wahrscheinlichen Fehler von 1%. Die Unterschiede in den Resul- 
taten von GERLACH, KoBLENTZ und KUSSMANN scheinen im wesentlichen von 
der verschiedenen Einfiihrung der Schwarzungskorrektur herzurithren, und zeigen 
sonst recht gute Ubereinstimmung. 

Es soll nun noch eine Reihe anderer Methoden zur Bestimmung der Kon- 
stante o besprochen werden, wenn sie sich auch zum Teil nicht als brauchbare 
Prazisionsmethoden erwiesen haben. 

Der Einwand, der gegen die Methoden mit elektrischer Bestimmung des 
Empfangerwertes gemacht werden kann, ist der der verschiedenen Ableitungs- 
verhaltnisse bei Stromerwarmung und Strahlungserwarmung. Deshalb haben 
BAvER und Movtin®) versucht, auch die Eichung des Empfangers durch Strah- 
lung zu bewirken. Sie benutzen dazu einen elektrisch g-heizten Platinstreifen, 
der als Strahlungsquelle dient, und bestimmen den Teil der elektrisch zugefithrten 
Energie, der ausgestrahlt wird, indem sie den durch Leitung und Konvektion ent- 
fernten Anteil eliminieren. Die Sicherheit ihres Wertes wird durch eine hohe 
Korrekturgr6Be beeintrachtigt. Dieser ist 5,30, also dem KuRLBAUMschen Werte 
nahe. Jedoch hat GERLACH auf eine Unstimmigkeit in der Rechnung hingewiesen. 

Eine interessante Bolometermethode hat Puccranti’) benutzt. Er kon- 
struiert zwei Bolometerzweige von genau gleicher Form und unter gleichen Ab- 
leitungs- und Konvektionsverhaltnissen aus schwarzen Koérpern und la8t den 
einen gegen einen niedrig temperierten schwarzen Korper (Temperatur der fliis- 


) Wis GERLACH Zot) Pbvs Bd. 25. 7661020: 

) W. W. CopLentz, Phys. ZS. Bd. 15, S. 762. 1914; Bull. Bur. of Stand Bd. 12, S. 503. 

(mit EMERSON). 

) W. W. CoBLENTZ, Jahrb. d. Radioakt. Bd. 10, S. 340. 1913; Scient. Bureau of Stand. 
7. 1921. 

. KaHanowtcz, Lincei Rend. (5) Bd. 28 [4], S. 73. 1919. 

 ISUSSMANN, (Zou. ehivs. Sdaohe Sas Qo Oo4p 

SAUER u. M. Mouttn, C. R. Bad. 149, S. 988. 1909; Bd. 50s SO Ono 

. PuccrantTi, Cim. (6) Bd. 4, S. 31. 19142. 
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sigen Luft) strahlen, den anderen nicht. Der Unterschied in der Temperatur 
der beiden K6rper wird dann nur durch den Strahlungsverlust des einen bestimmt, 
und dieser Verlust kann durch elektrische Heizung kompensiert werden; auf 
diese Weise wird die abgegebene Strahlungsenergie gemessen, PUCCIANTI erhilt 
den Wert 

o = 5,96- 10-12 Watt cm-2Grad-. 


Nach einem Einwand von CoBLENTz ist dieser Wert vielleicht zu hoch, weil nach 
der Versuchanordnung Strahlungsverluste, die nicht den Empfanger treffen, 
nicht ganz ausgeschlossen sind. 

Eine weitere thermometrische Methode von Puccrantr?) liefert als Resultat 
fiir die Strahlungskonstante den ebenfalls sehr hohen Wert von 6,15, eine ge- 
nauere von KEENE?) 

5,89 - 10-22 Watt cm~?2 Grad-?. 


Auf eine wieder andere Art ist SHAKESPEAR®) vorgegangen. Eine ebene 
Metallplatte wird durch elektrische Heizung auf 100° C gehalten. Ihr gegeniiber 
steht eine andere geheizte Platte, die durch Wasser gekithlt wird und auf kon- 
stanter Temperatur bleibt. Die erwaérmte Platte gibt einen Teil ihrer Energie 
durch Leitung, Konvektion und Strahlung ab. Andert man nun das Emissions- 
verm6dgen dieser Platte, indem man sie einmal schwarzt, das andere Mal poliert, 
so bleiben die Verluste durch Leitung und Konvektion die gleichen, der Strah- 
lungsverlust andert sich. MiBt man also den Verbrauch der erwarmten Platte 
an elektrischer Energie bei denselben Temperaturen der beiden Platten einmal 
bei hohem und dann bei niedrigem Emissionsvermégen der beiden Platten, so 
1aBt sich der Verlust durch Leitung und Konvektion eliminieren. Das Verhaltnis 
der Emissionsvermégen wird dann mit einem Radiomikrometer bestimmt. 
SchuieBlich wird noch das Emissionsvermogen der Rubflache gegen einen schwar- 
zen Kérper bestimmt. Aus diesen Daten laBt sich die Konstante o bestimmen. 
Die Messungen ergaben 


= 5,67-10- Watt cm~? Grad-?. 


Eine ahnliche Methode hat WEsTPHAL*) benutzt. Um zu vermeiden, da Leitung 
und Konvektion den gré8ten Teil des Energieverlustes bewirkten, wurden die 
gegeneinander strahlenden Korper, hier ein Kupferzylinder, und die geschwarzte 
Wand einer Glasflache in Luft von 1mm Druck untersucht. WESTPHAL findet 
den Wert 

og = 5,54-107*. 


Spater hat H@rrmMann®) nach der WestpHatschen Methode die Bestimmung 
wiederholt, da die Emissionsbestimmung bei WESTPHAL nicht ganz genau er- 
schien, und den Wert o = 5,76, gefunden. Auch WacuHsmutH®) hat eine ahn- 
liche Methode benutzt und 5,73 -10~!% gefunden. Aus allen diesen Messungen 
wird man mit GERLACH einen wahrscheinlichsten Wert von 


5,76: 10-12 Watt cm~2 Grad “4 | 


ele eOccrAna, vim, (6)2 8d.4) $2322. 41912; 

2) W. KEENE, Proc. Roy. Soc. London Bd. 88, 5. 49. 1913; s. auch G. W. Topp, Proc. 
Roy. Soc. London Bd. 83, S.19. 1909. 

3) G, A. SHAKESPEAR, Proc. Roy. Soc. London Bd. 86, S. 180. 1911. 
4) W. WESTPHAL, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 14, S. 987. 1912. 
) K. Horrmann, ZS. f. Phys. Bd. 14, S. 301. 1923. 
DR: 


ableiten kénnen. 


a 


2 WacusmutH, Verh. d. D. Phys. Ges. (3) Bd. 2, S. 36. 1921. 
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3. Das Wiensche Verschiebungsgesetz. Auf theoretischem Wege ist W.WIEN!) 
zu einem Gesetze fiir die Emission des schwarzen Korpers gelangt, welches 
heute als Wrensches Verschiebungsgesetz bezeichnet wird. Dieses Gesetz bildete 
einen ersten Schritt auf dem Wege, die GréBe e des KircuHorrschen Gesetzes 
also das Emissionsvermégen eines schwarzen Kérpers, in ihrer Abhangigkeit 
von Wellenlinge und Temperatur darzustellen. Man kann dieses Gesetz 1n der 
Iform schreiben 


e(A, T) = ae+f(A+T). 


Aus dieser Gieichung ergibt sich, da der Verlauf der Funktion e fiir jede belie- 
bige Temperatur berechnet werden kann, wenn er fiir eine einzige Temperatur 
bekannt ist. Nehmen wir bei der Temperatur 7, eine bestimmte Wellenlange 
2, und bei einer anderen Temperatur 7, eine andere Wellenlange A, so daB 
4,7, = 4,To ist, so hat fiir beide Temperaturen die Funktion f den gleichen Wert. 
Es ergibt sich also 

é, At 

Go Abe 
wobei e, sich auf die Temperatur 7, und die Wellenlange /,. e, auf die Temperatur 
T, und die Wellenlange A, bezieht. Bei der zweiten Temperatur erhalten wir 
also, wenn wir die Wellenlange als Abszissen, die zugeh6origen Energien als Or- 
dinaten auftragen, ein Abzissenverhaltnis von 7,:7,, und ein Ordinatenverhalt- 
nis von 4}: 43 oder auch von T3:7?. Der Flacheninhalt der von der Kurve und 
der A-Achse umschlossenen Flache andert sich also mit 7*, wie es das STEFAN- 
BOLTZMANNsche Gesetz erfordert. 

Die Experimente zeigen nun, da die Funktion e(A4, 7) ein Maximum hat. 
Nennen wir 4/,, die Wellenlange dieses Maximums fir die Temperatur 7, so hat 
die Funktion 4~>-/(4- 7) fir diesen Wert ihr Maximum. Die Differentiation 
nach 4 bei Konstanten T und die Maximumbedingung lhefert 

a= =) ohn Tam: 7, a Het Naate Iya T=0. 
Daraus folgt 
bee (Am : T) = Am sie (Am r i) 


Das ist aber eine Bestimmungsgleichung fiir das Produkt 2, + T, die unabhangig 
von dem gewahlten Temperaturwert fiir das Produkt 4,, - T immer das gleiche 
Resultat liefert. Wir folgern also aus dem WtENschen Gesetz 


Am* I = konst. 


fiir jede Temperatur 7, d. h. die Wellenlangen der maximalen Strahlung sind 
den absoluten Temperaturen umgekehrt proportional. Bei Zunahme der Tem- 
peratur verschiebt sich das Energiemaximum nach kiirzeren Wellen. Das Gesetz 
wird deshalb auch das W1ENsche Verschiebungsgesetz genannt., 

Die experimentelle Priifung des WreNschen Verschiebungsgesetzes ist fast 
immer in Verbindung mit Untersuchungen iiber die vollstiandige Strahlungs- 
formel erfoigt. Um Wiederholungen zu vermeiden, wollen wir uns deshalb zu- 
erst dieser selbst zuwenden. 

4. Das vollstandige Strahlungsgesetz des schwarzen Korpers. Es han- 
delt sich noch darum, im WiEnschen Verschiebungsgesetz die Funktion [(A- T) 


*) W. Wien, Wied. Ann. Bd. 52, S. 132. 1894; Berl. Ber. 1893, S. 55; s. auch M. TuHigseEn, 
Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 2, S. 65. 1900. 
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zu bestimmen. Dieser Bestimmung ist eine grofe und sehr schwierige experimen- 
telle und theoretische Arbeit gewidmet worden. 

Auf theoretischem Wege sind drei Gleichungen abgeleitet worden, die ge- 
nugend begriindet worden sind, um als Grundlage fiir die Untersuchung zu 
dienen. Die erste stammt von RAYLEIGH und JEANS!) und lautet 


a Taher, 


wo C eine Konstante ist. Man sieht, daB sie das W1ENsche Verschiebungsgesetz 
erfullt, indem die Funktion /(4+ 7) den Wert 2+ T selbst hat. Spater hat Ray- 
Cy 
LEIGH noch den Faktor e *°7 hinzugefiigt. 
Die zweite Formel stammt wieder von WIEN?) und wurde spater von PLANCK*) 
besser begriindet. Sie lautet 


Co 


e(4, T) =C,-A-S-e¢ 47, 


Die dritte Formel endlich, die als Ausgangspunkt der Quantentheorie historische 
Berthmtheit erlangt hat, stammt wieder von PLANCK‘). Sie lautet 


e(, T) Booey feelin 


Alle drei Formeln erfillen das Wrensche Verschiebungsgesetz; nur gibt die 
RAYLEIGH-JEANSsche Formel in der ersten Form keine Rechenschaft von dem 
schon durch rohe Annaherungsversuche feststellbaren Intensitaétsmaximum bei 
festgehaltener Temperatur. Man sieht aber, da fiir hohe Werte von 4: T die 
PLANcKsche Formel in die RAyLEIGHsche tbergeht, wenn man die e-Funktion 
in eine Reihe entwickelt, und hdhere Glieder vernachlassigt. Fir kleine Werte 
von 4+ T aber geht die PLANcKsche Formel in die von WIEN iiber, weil dann die 
1 im Nenner gegen das erste Glied verschwindet. Es ergibt sich ferner durch die 
Aufstellung der Maximumbedingung aus der WiENschen Formel 


s Ce 
b= 1 -T = 7 , 
aus der von PLANCK 
ae ey ee 
ei, name 0a 


als Zusammenhang mit der Konstanten 6 des W1ENschen Verschiebungsgesetzes. 

Fir die experimentelle Priifung der Strahlungsformeln kénnen zwei Wege 
beschritten werden. Einmal kann man bei konstanter Temperatur des schwarzen 
Strahlers die Abhangigkeit der Strahlungsintensitat von der Wellenlaénge unter- 
suchen, also Kurven zeichnen, die man Isothermen nennt, dann aber kann man 
bei konstant gehaltener Wellenlange die Temperatur verandern, und erhalt eine 
Abhangigkeit, die sich durch sog. Isochromaten darstellt. 

Beide Methoden sind fiir die Priifung der Formeln vielfach verwendet wor- 
den. Wieder wollen wir bei Besprechung der Versuche diejenigen Arbeiten, dic 
vor der experimentellen Herstellung des schwarzen Korpers als strahlender Hohl- 


1) Siehe z. B. Lord Rayreicu, Phil. Mag. (5) Bd. 49, S. 539. 1900 oder H. A. LORENTZ, 
Theorie d. Strahlung, Leipzig 1927, S. 56ff. 

2) W. Wien, Wied. Ann. Bd. 58, S. 662. 1896. 

3) M. Pranck, Anu. d. Phys. Bd. 1, S. 719. 1900. 

4) M. PLancx, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 2, S. 202, 237. 1900; s. besonders auch M. 
PLANCK, Theorie der Warmestrahlung 5. Aufl. Leipzig 1923. 
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raum liegen, auBer Betracht lassen. Nur diejenigen von PASCHEN!) mussen 
erwihnt werden, weil in ihnen die Methodik solcher Untersuchungen sehr voll- 
kommen entwickelt worden ist. 

Auch bei den Messungen mit schwarzen Strahlern sind wieder zuerst solche 
von PASCHEN?) zu nennen, der mit schwarzen Kérpern verschiedener Temperatur 
als Strahler und geschwarztem Platinbolometer in spiegelnder Kugel als Emp- 
fanger die Untersuchungen ausfiihrte und sowohl Isothermen wie Isochromaten 
zu den Rechnungen benutzte. Er glaubt fiir das Temperaturintervall von 100 
bis 1300° C und den Wellenlangenbereich von 0,5 bis 9,2 das Wiensche Gesetz 
innerhalb der Versuchsfehler beseitigt zu haben. Allerdings fallen ihm bet den 
héchsten verwendeten Temperaturen Abweichungen auf, die sich in einem gro- 
Beren Wert der Konstante C, auBern. 

Fir das Gebiet der sichtbaren Wellen bestatigte sich das W1ENsche Gesetz 
jedoch mit groBer Vollkommenheit. Dies geht aus Messungen von PASCHEN 
und WANNER?) hervor, die mit dem Spektralbolometer isochromatische Linien 
sichtbarerWellenlangen untersuchten, und weiteren Beobachtungen von WANNER’), 
der die Isochromaten photometrisch untersuchte, und bis zu 4000° zeigte, dal 
das WreNsche Gesetz nahe giiltig sein miisse. 

DaB das Wrensche Gesetz nicht als allgemeines Strahiungsgesetz brauchbar 
ist, haben dann LUMMER und PRINGSHEIM?) gezeigt. Bei ihren Messungen an der 
durch ein Fluoritprisma oder Sylvinprisma spektral zerlegten Strahlung eines 
schwarzen Kérpers ergab sich, da aus Isochromaten fiir verschiedene Wellen- 
langen errechnete Werte der GréBe c, des WrENschen Gesetzes nicht konstant 
waren, sondern mit wachsender Weilenlange anstiegen. So ergab sich der Wert 
dieser GréBe bei einer Wellenlange von 4,56 zu 16500 gegen 13500 bei einer 
Wellenlange von 1,214. Messungen von BECKMANN®) hatten fiir die Wellen- 
langen der Reststrahlen des FluBspats von 23,5 und 25,5 w sogar einen Wert 
von 24250 ergeben. Ebenso zeigten Messungen von RUBENS und KURLBAUM*‘) 
bei den Wellenlangen 8,85 bis 51,2 4 und bei Temperaturen zwischen —190 und 
1500° die Unbrauchbarkeit der WiENschen und die Giiltigkeit der PLANCKschen 
Iormel, die bei hohen Temperaturen durch die RayLerGusche ersetzt werden 
kann. Auch weitere Untersuchungen von PASCHEN®’) bestatigen diesen Befund. 
Auch diese Versuche sind an Isochromaten ausgefithrt und ergeben fiir die Kon- 
stante C, der PLancKschen Formel c, = 14498 Mikron: Grad. Die Konstante 
b des WiENschen Verschiebungsgesetzes folgt daraus zu 2920 Mikron - Grad. 
Einen etwas kleineren Wert fanden HoLBoRN und VALENTINER’), die gegen die 
Temperaturbestimmung in den fritheren Arbeiten Bedenken erhoben. Sie fanden 
ebenfalls durch Messungen an Isochromaten c, = 14200. Im kurzwelligen Teil 
des Spektrums hat Batscu!) Isochromaten durch Schwarzungsmessungen an 
photographischen Platten bestimmt, und zwischen 0,334 und 0,496 wu den Wert 
Cy = 14950 gefunden. 


) F. Pascnen, Wied. Ann. Bd. 58, S. 455, 1896; Bd. 60, S. 662. 1897. i 

) F. Pascuen, Berl. Ber. 1899, S. 405, 959. 

3) F. PascHEN, u. H. WANNER, Berl. Ber. 1899, S. 5. 

) H. Wanner, Ann. d. Phys. Bd. 2, S. 144. 1900. 

: ) ©, LumMeER u. E. PrRINGSHEIM, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 4, S. 23, 21S 1890) mis dees 
». 163. 1900. 

*) H. BECKMANN, Diss. Tiibingen 1898. 

‘) HE. RusBens u. F. Kuripaum, Ann. d. Phys. Bd. 4, S. 649. 1901; Berl. Ber. 1900, 


F. Pascuen, Ann. d. Phys. Bd. 4, S. 277. 1901. 
®) L. HoLporn u. S. VALENTINER, Ann. d. phys. Bd. 2255S; 15 19007. 
i. Barsceu, Ann. d. Phys. Bd. 35, S. 543. 1914. 
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Sehr sorgfaltige Messungen sind dann in der physikalisch-technischen Reichs- 
anstalt von WARBURG und seinen Mitarbeitern!) ausgefithrt worden. Bei zwei 
Temperaturen wurden Isothermen einer prismatisch zerlegten Hohlraumstrah- 
lung spektralbolometrisch aufgenommen und auerdem vergleichende Hellig- 
keitsmessungen bei der Wellenlange der roten Wasserstofflinie ausgefithrt. Aus 
Isothermen und Isochromaten kann dann cy bestimmt werden. Besonderer Wert 
wurde in diesen Arbeiten auf die richtige Temperaturbestimmung gelegt. Die 
Ergebnisse der ersten Arbeit fiihren zu einem Wert 


Cy = 14370 + 40 Mikron : Grad, 


die der zweiten 14250 oder 14300 oder 14400 je nach der benutzten Temperatur- 
skala und der fiir das Quarzprisma angenommenen Dispersionskurse. Als wahr- 
scheinlichster Wert wird aus allen diesen Messungen 


Cy = 14300 Mikron - Grad, 
oder fiir die Konstante des WieNschen Verschiebungsgesetzes 


b = 2880 Mikron - Grad 
gewonnen. 

Zu einem Werte, der dem vorigen nahe liegt, ist dann auch COBLENTZ?) 
gekommen, der aus Isothermen und Isochromaten nach anfanglich etwas hoheren 
Werten cy = 14320 6 = 2882 fand. In der angefithrten Arbeit findct sich eine Zu- 
sammenstellung der von dem Verf. angestellten Versuche. 

Alle diese Untersuchungen lassen es kaum zweifelhaft erscheinen, daB das 
PLANCKsche Strahlungsgesetz, welches das WIENsche Verschiebungsgesetz in 
sich einschlieBt, der adaquate Ausdruck fiir die KrrcHHoFFsche Funktion der 
Strahlung des absolut schwarzen Korpers ist, und man wird die Werte 


Cy = 14300 Mikron - Grad und 6 = 2880 Mikron - Grad 


als wahrscheinliche Werte fiir die Strahlungskonstanten ansehen kénnen. 

Zwar haben NERNST und WuLF*) bei nochmaliger eingehender Kritik aller 
friiheren Untersuchungen eine kleine Modifikation der PLANCKschen Formel 
durch die empirische Gleichung 


wo wieder % = coe und « eine kleine von « abhangige KorrekturgréBe mit einem 
Maximum bei x = 2,5 und einem gréBten Werte von 0,07 ist, einfiihren zu miissen 
geglaubt. RuBENs und MICHEL‘) haben aber dann durch sehr sorgfaltige Mes- 
sungen an Isochromaten in einem weiten Bereich des Produktes 2+ 7 zeigen 
k6énnen, daB es doch wohl Fehlerquellen in den alten Messungen sein miissen, die 
die Notwendigkeit der «-Korrektur bedingen, und MICHEL) hat dann die Mes- 
sungen zu einer nochmaligen Bestimmung der Konstante c, benutzt, die den Wert 
14270 liefert. 

Wir diirfen also fiir den untersuchten Temperatur- und Wellenlangenbereich, 
der sich iiber alle herstellbaren Temperaturen und itber Wellenlangen von 8 Ok- 
taven erstreckt, die Richtigkeit der PLaNcKschen Formel annehmen, 


1) E. WarBurG, G. LeirHAuser, E. Hupka u. E. Mtxrer, Ann. d. Phys. Bd. 40, S. 609. 
4913; E. WarBurG u. E, Miitter, Ann. d. Phys. Bd. 48, 5. 410. 19145. 
2) W. W. CosLentz, ZusammengefaBt in Journ. Opt. Soc. Amer. Bd. 5, S. 131. 1921. 
3) W. NERNST u. TH. WuLF, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 21, S. 294. 1919. 
4) H. RuBens u. G. MicHeL, Berl. Ber. 1921, S. 590. 
) G. Micuet, ZS. f. Phys. Bd. 9, S. 285. 1922. 
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Aufer den besprochenen experimentellen Methoden zur Bestimmung der 
Strahlungskonstanten o und c, liegt noch die Méglichkeit vor, diese Konstanten 
aus ihren theoretischen Zusammenhangen mit anderen physikalischen GroBen zu 
berechnen. Die PLANckKsche Strahlungstheorie liefert fiir o und c, die Beziehungen 


6 = 40,862 -—— und i 


Darin ist ¢ die Lichtgeschwindigkeit, k die BoLtzMANNsche Konstante und h 
das PLancKsche Wirkungsquantum. Fiir die nach dem augenblicklichen Stande 
der Forschung besten Werte dieser GroBen 


6 == 92,9035 10 cmisee =), 
R= 4372-10 © erg ~otad +2), 
t= 655-10 “Vere ~see>) 
ergibt sich 
o = 5,716-10-5- 10-12 Watt cm 2 Grad =4, 
Cy = 14320 Mikron - Grad, 
6 = 2880 Mikron - Grad. 


Der Wert von o ist etwas kleiner als der aus den Experimenten direkt gefundene, 
wahrend c, gut mit dem experimentellen Mittelwert tibereinstimint. 

5. Die Strahlung nichtschwarzer Korper. Die GesetzmaBigkeiten der Strah- 
lung nichtschwarzer Korper sind noch wenig erforscht. Nach dem KIRcH- 
HoFFschen Gesetz kommt die Untersuchung im wesentlichen auf diejenige des 
Absorptionsvermégens A heraus, da das Emissionsvermégen /) mit diesem durch 
die Beziehung 


= € 


As] ty 


verkniipft ist, und e die besprochenen Gesetze befolgt. Die Abhangigkeit der 
Gr6Be A von Temperatur und Wellenlange ist aber nur fiir wenige Falle geniigend 
bekannt. Fir die Falle, in denen der strahlende Korper fiir die Strahlung un- 
durchlassig ist, steht, wie frither schon erwahnt, das Absorptionsvermégen A 
mit dem Reflexionsvermégen R in der Beziehung 


Al = jl == IR, 


so da®B auch die Untersuchung der Temperatur- und Wellenlangenabhangigkeit 
von F in vielen Fallen das Problem lésen wiirde. Fiir Metalle*) laBt sich eine 
Beziehung zwischen dem Absorptionsvermégen, der Schwingungsdauer T des 
einfallenden Lichtes und der elektrostatisch gemessenen Leitfahigkeit 6 in der 
von DRubDE herrschenden Form aufstelien 

2 

A = Se = ——y 
jo-T-m 

wo m die Magnetisierungskonstante ist, die sich im allgemeinen nur wenig von 
1 unterscheidet. Wird statt der Schwingungsdauer die Wellenlange 4 in UU ge- 


1) F. HENNING u. W. JAEGER,.ds. Handb. Bd. 2, S. 507. 1926. 
2) F. HENNING u. W.. JAEGER, ebenda, S. 504. 
3) F. HENNING u. W. JAEGER, ebenda, S. 511. 
4) Vgl. den Bericht von F..HENNING, Jahrb. d. Radioakt. Bd. 17, S. 30. 


\ 1920, wo auch 
ausfihrliches Literaturverzeichnis. 
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messen und statt o der spezifische Widerstand y des 1 Meter-Drahtes von 1 mm2 
Querschnitt in Ohm gemessen eingefiihrt, so wird fiir m = 1 


A = 0,365 Ve. 


Diese aus der MAXWELischen Theorie gewonnene Gleichung gilt jedoch nur fiir 
lange Wellen. Man kann fir ihren Giiltigkeitsbereich die Strahlungsgesetze fiir 
die Metalle angeben und findet nach AscHK1NAss!) 


Co =i 


wo ¢, und cy die Konstanten der PLANcKschen Formel sind. 
Fir das Maximum der Energie folgt daraus 


Ari e204 5 
und fir die Gesamtstrahlung, wenn sie im Gebiet geniigend langer Wellen bleibt, 
G=C-yy-T#5, 


Im Gebiete der langen Wellen sind diese Beziehungen insbesondere durch HAGEN 
und RuBENs?) gepriift worden. Es zeigte sich, daB fiir eine groBe Anzahl von 
Metallen bei Zimmertemperatur und Wellenlangen zwischen 8 und 12 sowie 
bei 170° und einer Wellenlange von 25,5 « die Beziehung zwischen Absorptions- 
vermogen, Leitfahigkeit und Wellenlange der DrupEschen Formel folgte. Auch 
Platin, das bei der Wellenlange 25,5 u in einem gr6feren Temperaturintervall 
untersucht wurde, folgte bis etwa 1560° bis auf geringe Abweichungen diesem 
Gesetz. Die Abweichungen erfolgen hierbei im Sinne eines gegen die Theorie zu 
groBen Emissionsvermogens. 

Geht man jedoch zu kleineren Wellenlangen iiber, so sind die aus der MAx- 
WELtschen Theorie gefolgerten Gesetze, wie es ja auch zu erwarten ist, nicht mehr 
giltig. Im sichtbaren Gebiet andert sich das Reflexionsvermégen der Metalle 
fiir eine bestimmte Wellenlange augenscheinlich nur noch sehr wenig mit der 
Temperatur*). Das Absorptionsvermégen ist also hier ebenfalls eine Konstante. 
Da im sichtbaren Gebiet fiir die Strahlung des schwarzen Kérpers das WIENsche 
Strahlungsgesetz als giiltig angenommen werden kann, laBt sich das KrRcu- 
HOFFsche Gesetz hier in der Form schreiben: 

C2 


Pedeaiites ' 2, 


Bestimmt man nun die Temperatur S eines schwarzen Korpers fiir eine be- 
stimmte sichtbare Wellenlange /, fiir die die Emission des schwarzen Strahlers 
bei der gleichen Wellenlange dieselbe ist wie die des nichtschwarzen bei der 
Temperatur 7, so ist 


also 


oder 


ae eS aes = 
Ind => fs ae 


1) E. Ascuxrinass, Ann. d. Phys. Bd. 17, S. 960. 1905. 
2) E. Hacen u. H. Rusens, Ann. d. Phys. Bd. 8, S. 432. 1902; Bd. 11, S. 873. 1903; 


Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 6, S. 128. 1904; Berl. Ber. 1909, S. 478; 1910, S. 467. 
3) Siehe z. B. L. HorBorn u. F. HENNING, Berl. Ber. 1905, S. 311. 


136 Kap. 5. L. Grese: Weifes Licht. Ziff. 5. 


Die Temperatur S heiBt die ,,schwarze Temperatur’ des Strahlers fur die 
bestimmte Wellenlinge, und die obige Gleichung gestattet daher aus wahrer 
und schwarzer Temperatur eines Strahlers sein Absorptionsvermogen Zu be- 
stimmen. Umgekehrt erlaubt die Formel bei bekannten Absorptionsvermogen 
und gemessener schwarzer Temperatur, die mit einem optischen Pyrometer aus- 
gefiihrt werden kann, auch die Temperaturbestimmung eines nichtschwarzen 
Strahlers?). 

Unter der Voraussetzung, daB bei langen Wellen (etwa iiber 8 yu) dic Max- 
WELIsche Theorie angewendet werden darf, und da® im sichtbaren Spektral- 
gebiet das Absorptions- bzw Reflexionsvermégen konstant ist, 1aBt sich also 
fiir Metalle eine theoretische Behandlung der Strahlung fiir diese Bereiche durch- 
fiihren. Im iibrigen aber sind wir auf empirische Bezichungen angewiesen, und 
fiir eine Reihe von Metallen sind solche Beziehungen aufgestellt worden. 

Besonders einfach zu bestimmen bei Mctallen ist die Gesamtstrahlung als 
Funktion des spezifischen Widerstandes. Man braucht dazu nur eine Auf- 
nahme der Stromspannungskurve eines im Vakuum geglithten Drahtes, dessen 
Abmessungen bestimmt sind, auszufiihren. Nach Eintreten eines Gleichgewichts- 
zustandes geht die verbrauchte Leistung als Ausstrahlung verloren. 

Wenn der Temperaturkoeffizient des Widerstandes bekannt ist, kann dann 
auch die Temperaturabhangigkeit der Strahlung bestimmt werden. Auf diesem 
Wege findet VERNon A. SuypAm?) fiir eine Reihe von Metallen die Gesamt- 
strahlung, darstellbar durch eine Formel von dem Typus 

(Cas CI ee 
Fiir Silber zwischen 610° und 981° abs. findet er 
C2 Oe Ors Watt elie =< obadiaas ade 

Fur Platin zwischen 647° und 1135° abs. findet er 

C= 24 DIS 2, 0240. Watticniat srads >) Vee 
Fir Eisen zwischen 696° und 1303° abs. findet er 

C= 2,0 biS3,90.-410-** Watticm 2 erad= * Picea sin ss 

Fur Nickel zwischen 463° und 1283° abs. war die Beziehung schlechter er- 
fiillt, lieB sich aber fiir c = 1,04-107 und ” = 4,65 noch einigermaRen auf- 
recht erhalten. 

In ahnlicher Weise haben spater ForsyTHE und WoRTHING?®), ZWIKKER?) 


und GEIss®) die Gesamtstrahlung von Wolfram bestimmt. Nach Geiss laBt 
sich diese durch die Beziehung 


G= 1,425 +10 % A Wattom 4 
als Funktion des spezifischen Widerstandes y darstellen. Der Temperaturbereich 
geht dabei von 1700° bis 2700° abs. Fiir Platin ist nach Geiss*) im Temperatur- 
bereich zwischen 475° und 1575° abs. 
G=@. 1] ¥so- 1" Wattem .4, 


wo o dic Konstante des STEFANschen Gesetzes, ¢ = 6,22 - 1074 und @ = 0,767 ist. 


f 


)) siehe Zz. By Mi y. PiraAnn Verh. de Dy Phys. Ges. Bd. 12, S. 301. 1910; Phys. ZS. 


IBGE SS 7555 1Od2. 
*) VERNON A. SuypaAm, Phys. Rev. Bd. 5, S. 497. 1915. 
2) W. E. ForsyTHE u. G. Wortuine, Astrophys. Journ. Bd. 61, S. 146. 1925. 
') C. ZWIKKER, Diss. Amsterdam 1925; Arch. Neerland (GARB AROmS: 207. 1925. 


°) W. Geiss, Ann. d. Phys. Bd. 79, S. 85. 1926. 
*) W. Geiss, Physica Bd. 5, S. 203. 1925. 
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Bei einigen Metallen ist versucht worden, cine vollstandige Strahlungs- 
gleichung aufzustellen. PAscHEN?!) erhielt fiir die Platinstrahlung AnschluQ 
der Messungen an eine der WieNschen Strahlungsgleichung ahnliche Formel 


ees 
E=¢,:§-t.¢ 


mit den Konstanten « = 6,4 und cy = 15000. Dab dies nicht die wahre Strah- 
lungsgleichung fiir alle Temperaturen sein kann, folgt aus dem Umstande, dab 
aus dieser Gleichung fur sehr hohe Temperaturen ein Emissionsvermégen folgen 
wirde, das groBer als das des schwarzen K6rpers bei gleicher Temperatur ware. 
Die Gesamtstrahlung ergibt sich namlich aus der obigen Gleichung proportional 
zu 4 — 1, also zu 5,4. Auch der Wert von « = 6, den LUMMER und PRINGSHEIM?) 
fanden, wiirde zu diesem Widerspruch fiihren. Deshalb ist die Beobachtung von 
COBLENTz*) wichtig, der fir a mit zunehmender Temperatur abnehmende Werte 
findet. Dementsprechend ergibt sich auch fiir das Produkt Ayyx7T, das nach 
der obigen Formel konstant gleich c,/a sein miBte, mit steigernder Temperatur 
eine Zunahme. 

Von nichtmetallischen Strahlern, die untersucht worden sind, ist zundchst 
die Kohle zu nennen. Sie ist schon von PAscHEN*) in der Form von Graphit 
untersucht worden, und ihre Emission lat sich durch die PASCHENsche Strah- 
lungsformel 1m Temperaturbereich von 343 bis 1206°C mit den Konstanten 
Cy = 13380 bis 14110 und « = 5 bis 5,6 darstellen. In der Form von Ruf wird 
die Kohle zur Schwarzung von Strahlungsempfangern benutzt, und vielfach ist 
die Schwarze solcher beruBter Flachen bestimmt worden. Hier ist natiirlich das 
Emissionsvermégen wegen der nichtdefinierten Oberflache nicht immer das 
gleiche, sondern von der Art der Herstellung abhangig. Besonders eingehende 
Untersuchungen solcher geschwarzter Flachen sind von RUBENS und HOFFMANN?) 
angestellt worden. Dabei waren die strahlenden Flachen die Seiten eines mit 
siedendem Anilin von 184° C gefillten Kupferkastens. Bei geeigneter Herstellung 
und geeigneter Dicke der strahlenden Schicht kann erreicht werden, daB der 
RuB ungefahr als vollkommen grauer Korper strahlt, so daB also ein Emis- 
sionsvermégen vorhanden ist, welches unabhangig von der Wellenlange immer 
den gleichen Bruchteil des Emissionsvermégens eines absolut schwarzen Kor- 
pers von der gleichen Temperatur bildet. Als bestes Schwarzungsmittel finden 
RuBENS und HOFFMANN ein nach folgendem RKezept hergestelltes: 5 g kauf- 
liches Olschwarz werden in 15 ccm Alkohol gelést und dreimal unter Zusatz 
von je 10 ccm Wasser auf kleiner Flamme unter dauerndem Riihren zu diinnem 
Brei eingedampft, bis aller Alkohol verdampft ist. Dann wird der Brei nach 
Zusatz von 3ccm Natronwasserglas (2,5 g fester Substanz) mit einem Haar- 
pinsel in diinner Schicht mehrmals auf die zu schwarzende Flache aufgetragen. 
Bei einer Schichtdicke von 400 ergibt sich dann ein Emissionsvermégen von 
93 bis 97% derjenigen des schwarzen Kérpers, wobei die kleineren Werte sich 
auf kiirzere, die groBeren auf langere Wellenlangen beziehen. Andere RuBschich- 
ten (Terpentinru8, Crovaru8) sowie auch Platinmoor zeigen etwas geringere 
Schwarzung und groBere Wellenlangenabhangigkeit. 

Eine gréBere Anzahl von Untersuchungen liegt itber die Strahlung von 


1) F. Pascuen, Wied. Ann. Bd. 58, S. 455. 1896; Bd. 60, S. 622. 1897. 

2) O. LuMMER u. E.,PRINGSHEIM, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 1, S. 215. 1899. 
3) W. W. Copitentz, Bull. Bureau of Stand. Bd. 9, S. 81. 1912. 

4) F. PascHen, Wied. Ann.’ Bd. 58, S. 455. 1896; Bd. 60, S. 622. 1897. 

5) H. Rupens u. K. Horrmann, Berl. Ber. 1922, S. 424. 
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Metalloxyden vor. Fiir Eisenoxyd und Kupferoxyd findet PascHEN?!) seine 


Strahlungsformel 
Cy 


JHqy-d tee VT 


mit den Konstanten « = 5,618 und c, = 14245 fiir Kupferoxyd und « = 5,560 
und c, = 14630 fiir Eisenoxyd giiltig. M. KaHANowicz?) findet fiir die Gesamt- 
strahlung von Eisenoxyd, Nickeloxyd und Kupferoxyd statt des STEFANschen 
Gesetzes eine Bezichung von der Form 


Ctl 


erfiillt. Die Konstante C hat dabei fiir alle diese Oxyde den gleichen Wert. 

Fir Aluminiumoxyd und Magnesiumoxyd finden HENNING und HEuse%), 
daB bei 1100° eine 9 mm dicke Schicht im Sichtbaren nahe wie ein grauer Korper 
vom Emissionsvermégen 0,8 des schwarzen K6rpers strahlt. 

Besonders interessant ist die Strahlung einer Reihe von Oxyden, die stark 
selektive Eigenschaften aufweisen. Hier ist die Emission des Auerstrumpfes zu 
nennen, die insbesondere von RUBENS*‘) genauer untersucht worden ist. Das 
Energiespektrum des aus 99,2% Thoriumoxyd und 0,8% Ceroxyd bestehenden 
Auerstrumpfes zeigt ein starkes Maximum in Blau und Griin, das dem des schwar- 
zen Korpers bei gleicher Temperatur nahekommt, fallt dann stark ab bis auf 
etwa 0,01 der Emission des sciiwarzen Korpers und erreicht erst bei sehr langen 
Wellen, bei denen die Strahlung itberhaupt nur noch einen sehr geringen Bruch- 
teil der Gesamtstrahlung ausmacht, wieder héhere Werte, die schlieBlich dem 
Emissionsvermogen des schwarzen Ko6rpers bei etwa 18 4 wieder nahekommen. 
Die Messungen bilden eine Bestatigung einer von NERNST und Bose aufgestell- 
ten Hypothese, nach der infolge der feinen Massenverteilung und der geringen 
Gesamtemission der Auerstrumpf in der Bunsenflamme eine hohe Temperatur 
erreicht. In Verbindung mit der groBen strahlenden Oberflache des Gliihk6rpers 
und seinem hohen Emissionsvermégen im sichtbaren Spektralgebiet bedingt 
diese hohe Temperatur von 1500 bis 1600° C den giinstigen Lichteffekt. Ubrigens 
ist das Absorptionsvermégen und damit auch das Emissionsvermégen des Strump- 
fes stark vom Cergehalt abhangig. Die giinstigste Leuchtwirkung wird bei dem 
oben angegebenen geringen Cergehalt erreicht, weil mit zunehmendem Cergehalt 
wegen der dickeren Schicht die Absorption und damit auch die Emission im un- 
sichtbaren Spektralgebiet erhéht wird, so daB keine so hohe Temperatur mehr 
erreicht werden kann. Auch von der Temperatur ist das Emissionsvermégen 
des Ceroxyds stark abhangig im Sinne eines Wachsens mit steigender Temperatur. 

Das gleiche gilt fiir die Masse des Nernstfadens, der aus Zirkonoxyd mit 
einem Zusatz von 15% Yttererden besteht. Auch diese Substanz zeigt nach 
IKKURLBAUM und GUNTHER-SCHULZE®) zwischen 1100 bis 1500° in der Gegend von 
0,5 bis 0,55 ein Gebiet selektiver Emission. Die Gesamtstrahlung ist von 
WIEGAND) untersucht worden. Sie betragt bei 1000° C nur 16% der Strahlung 
des schwarzen Korpers und steigt mit zunehmender Temperatur erst langsam, 
dann schneller, bis sie bei der Brenntemperatur der Nernstmasse von etwa 


Hee PAscHEn, Wied. Anny Bd 58s. 455.1890 bdi60s Sa622- 1897. 
2) M. Kananowicz, Lincei Rend. Bd. 30, S. 132. 1921. 
3) F. HENNING u. W. HeEusE, ZS. f. Phys. Bd: 20, S. 132. 1923. 
4) H. Rusens, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 7, S. 346. 1905; Ann. d. Phys. Bd. Wh, Si, JPRS 
Phys. ZS. Bd. 6, S. 790. 1905. : ie i 
5) F. KurLBAuM u. GUNTHER-SCHULZE, Verh. d. D. Phys. Ges, a Sys 3 3 
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2200° C etwa 75% der Strahlung des schwarzen Kérpers gleicher Temperatur 
erreicht hat. Uber die Emission des Nernstfadens im Sichtbaren ist noch eine 
Untersuchung von PrLUGER?) zu nennen, der mit der linearen Thermosiule die 
spektrale Energieverteilung in diesem Gebiet gemessen hat. 

Von weiteren Arbeiten iiber die Emission von Oxyden ist besonders bemer- 
kenswert eine von MALLory®) herrithrende Untersuchung itber die Strahlung des 
Erbiumoxyds. Auch hier ist eine ausgesprochene Selektivitat vorhanden, die 
von der Temperatur abhangig ist, aber der Vergleich mit der Strahlung des 
schwarzen Korpers zeigt hier eine Abweichung vom KircHuHorrschen Gesetz. 
Bei Temperaturen nahe 1000° C iibersteigt namlich die Intensitat der Strahlung 
besonders im Griin die des schwarzen Kérpers. Die Strahlung des Oxyds im 
Griin kam bei 900° der des schwarzen Kérpers bei 1000° gleich und war bei 
980° viermal so stark, wahrend im Rot diese Anomalie schon nicht mehr auf- 
trat. Dieser Befund wurde spater von NicHoLs und Howes’) bestatigt und dahin 
gedeutet, daB in diesem Spektralbereich sich eine Lumineszenzstrahlung itber 
die reine Temperaturstrahlung iiberlagert. Auch das von NicHors‘) im sicht- 
baren Spektralgebiet untersuchte Germaniumoxyd zeigt eine starke, von der 
Temperatur abhangige Selektivitat, ohne aber das Emissionsvermégen des 
schwarzen K6rpers zu ubersteigen. 

In diesem Zusammenhang ist schlieBlich noch die Emission solcher leuchten- 
der Flammen zu nennen, die weiBes Licht aussenden, und in denen die Emission 
durch gliihende kleine Teilchen fester Substanz bewirkt wird. 

Als Normallichtquelle ist hier besonders die Hefnerlampe untersucht wor- 
den. Ihre Gesamtstrahlung hat ANGSTROM®) mit Hilfe seines Kompensationspyr- 
heliometers in 1m Entfernung von der Flammenmitte zu 2,15- 1075 cal cm~2 sec? 
gemessen, wobei durch ein sich nicht erwarmendes Diaphragma die Strahlung 
des Flammenrohres und der warmen Luft iiber der Flamme abgeblendet war. 
Spater hat GERLACH®) mit seiner Methode der absoluten Thermosdule die Mes- 
sung wiederholt, wobei das definierende Diaphragma in 10 cm von der Flammen- 
mitte aufgestellt war und eine Gr6Be von 14+ 50mm hatte. Das Diaphragma 
war aus dreifachem Metallblech hergestellt, an den Ecken durch Lederstiickchen 
zusammengehalten, blank auf der Flammenseite, geschwarzt auf der Seite der 
Thermosdule. Das Resultat ist 2,25 -10~5calcm~2sec ! mit einer Reprodu- 
zierbarkeit von +2%. Die spektrale Energieverteilung der Hetnerlampe im 
sichtbaren Spektralgebiet ist ebenfalls von ANGSTROM gemessen worden‘), Er 
findet eine WiENsche Formel fiir die Energie pro cm? in Grammkalorien in 1 m 
Abstand von der Flamme 
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giiltig. Eine spatere genauere Messung von VALENTINER und ROssIGER®) gibt 
besseren AnschluB durch die Formeln 
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oder 
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im Bereiche von 0,44 bis 0,75 wu. 

Einige amerikanische Arbeiten beschaftigen sich mit der Emission der 
Azetylenflamme. Hypr, ForsytHe und Capy?) stellten fiir die zylindrische 
Flamme des Eastmanbrenners cine Strahlungsverteilung fest, die mit der des 
schwarzen K6rpers iibereinstimmte, glaubten aber im Rot jenseits 0,7 «« fiir die 
Azetylenflamme eine starkere Strahlung als die des schwarzen Kérpers zu finden. 
Nach CopLEN‘rz?) ist aber bis zu 0,744 die Ubereinstimmung der Energiever- 
teiling mit der des schwarzen Kérpers von 2360° abs. vorhanden. 


l) FE. P. Hype, W. E. ForSyTHE u. F. E. Capy, Phys. Rev. (2) Bd. 14, 5S. 379. 1919. 
*) W. W. CopLentz, Phys. Rev. Bd. 14, S. 168. 1919. 


B. Fortbildung der Wellentheorie. 


Kapitel 6. 
Elektromagnetische Lichttheorie. 


Von 
W. Konic, GieBen!). 


Mit 19 Abbildungen. 


I. Historische Ubersicht. 


1. Einleitung. Von einer Theorie des Lichtes in dem Sinne, den wir heute 
mit diesem Worte verbinden, in dem Sinne einer Ableitung der Erscheinungen 
aus einer bestimmten Grundvorstellung tiber die Natur des Lichtes, kann man 
erst seit dem letzten Viertel des 17. Jahrhunderts sprechen. Nicht als ob man 
sich in friiheren Zeiten keine Vorstellungen tiber die Natur des Lichtes gemacht 
hatte. Die optischen Erfahrungen, die jeder Mensch macht, sind ja so unmittel- 
bar, ja man kann sagen, so viel unmittelbarer, eindringlicher und reichhaltiger, 
als alles, was uns unsere anderen Sinne an Erfahrungen vermitteln, daB jeder 
Versuch, das Wesen der Naturvorgange zu erfassen, die Lichterscheinungen vor 
allem behandeln muBte. Aber die Vorstellungen, die man sich im Altertume und 
im Mittelalter von der Natur des Lichtes bildete, waren doch rein spekulativer, 
man kann sagen, willkiirlicher Art; denn es fehlte die Kenntnis bestimmter 
GesetzmaBigkeiten, die die Grundlage und den Priifstein der theoretischen Vor- 
stellungen abgeben konnten. Solche Kenntnisse wurden erst im Laufe des 47. Jahr- 
hunderts gewonnen. SNELLIUS und DEscarTES stellten die Gesetze der Spiege- 
lung und Brechung fest, OLAF ROMER bewies die endliche Fortpflanzungsge- 
schwindigkeit des Lichtes, BARTHOLINUS entdeckte die Doppelbrechung, GRIMALDI 
die Beugungserscheinungen. Diesen Komplex von Erscheinungen galt es nun 
aus einer einheitlichen Vorstellung von dem Wesen des Lichtvorganges abzu- 
leiten,. 

2. Huycens. Der Schépfer dieser Idee und damit der Begriinder unserer 
Lichttheorie war CHRISTIAN HuyGENs, der seine Gedanken iiber die Art der 
Lichtausbreitung 1676 in der franzésischen Akademie vortrug und sie 1690 in 
seiner Schrift: Traité de la lumiére?) im Druck erscheinen lieB. Es war offenbar 
die Analogie mit der Ausbreitung des Schalles einerseits und die Kenntnis der 
StoBgesetze andererseits, die ihn in seiner Vorstellung von der Art der Ausbrei- 
tung des Lichtes geleitet haben; denn er denkt sich das Licht aus Impulsen be- 


1) Ich bin Herrn Studienassesor Dr. phil. HernrtcH FuHR aus GieBen, der mir in 
der Kontrolle der Rechnungen und beim Lesen der Korrekturen wertvollste Hilfe ge- 
leistet hat, zu groBem Danke verpflichtet. 

2) Cur. HuyGens, Abhandlung iiber das Licht, Ostwalds Klassiker, Nr. 20. 
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stehend, die von der Lichtquelle aus, wie der Schall von einer Schallquelle aus, 
nach allen Seiten sich fortpflanzen, und in der Art tibertragen werden, wie ein 
Sto durch eine Reihe sich beriihrender elastischer Kugeln itbertragen wird. 
Dazu bedarf es dann freilich der Vorstellung eines besonderen, auch den leeren 
Raum erfiillenden und die Kérper durchdringenden Mittels von entsprechenden 
elastischen Eigenschaften; diesem Mittel hat HuyGens den Namen gegeben, 
den wir schon bei den Griechen als Bezeichnung fir die himmlische Sphare, 
fiir das Feinste und Héchste der Welt finden, den Namen ,,Ather‘‘. Damit war 
diejenige Ausdrucksweise formuliert, deren wir uns bis heute bedienen, um die 
Tatsache, daB das Licht den leeren Raum mit endlicher Geschwindigkeit durch- 
eilt, gewissermaBen dem physikalischen Verstandnis zu erschlieBen, die Hypo- 
these des das Weltall erfiillenden Lichtathers als des Ubertragers der Licht- 
wirkungen. Die Entwicklung der Lichttheorien ist die Geschichte der Versuche, 
die Eigenschaften dieses Lichtaéthers physikalisch zu begreifen. _ 

3. Die Huycrnssche Wellenflache. HuyGEns schrieb dem Ather, wie ge- 
sagt, die Fahigkeit zu, elastische St6Be fortzupflanzen. Dieser Gedanke ware 
an und fiir sich nicht als etwas Besonderes und besonders Neues anzusehen ; 
denn der Ather als Lichtiibertrager war schon von HooKE und anderen an- 
genommen worden, aber niemals mit der gleichzeitigen Vorstellung der endlichen 
Ausbreitung des Lichtes. Diese Vorstellung aber ist es, die HUYGHENS auf die 
Einfithrung jenes fundamentalen Begriffes gefiihrt hat, mit dem er die Ausbrei- 
tung des Lichtes in ihren verschiedenen Formen einheitlich zu erklaren vermochte, 
des Begriffs der Wellentiache. Denn wenn das Licht eine endliche Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit besitzt, so erreicht der von einem Punkt der Lichtquelle aus- 
gehende Impuls nach einer gewissen Zeit (in einem homogenen, isotropen Mittel) 
die Punkte einer jenen Lichtpunkt umgebenden Kugelflache. Diese Flache ist 
die Wellenflache; in Gestalt ihrer fortschreitenden Erweiterung vollzieht sich 
die Ausbreitung des Lichtes, eine Vorstellung, die offenbar ganz unabhangig 
von den Vorstellungen itber die Art der fortschreitenden Erschiitterung und uber 
die Natur ihres Tragers ist, die also ebensogut fiir Wasserwellen wie fiir Schall- 
und Lichtwellen giltig ist. Gewif hat Macu Recht, wenn er die Ansicht aus- 
spricht'), daB es die Erscheinungen an Wasserwellen gewesen sind, die HUYGENS 
auf den Begriff der Wellenflache gefithrt haben. Man kann ja auch die Huy- 
GENSschen Ideen experimentell gar nicht besser veranschaulichen, als mit Hilfe 
von Wasserwellen. Infolge dieser ihrer allgemeinen Bedeutung bilden die 
HuycGensschen Ideen einen grundlegenden Bestandteil der allgemeinen Wellen- 
optik, ganz unabhangig von der besonderen Form der Lichttheorie. 

4. Das Huycenssche Prinzip. Die Anwendung, die HuyGENS von seiner 
Wellenflache macht, beruht auf jenem geistreichen Gedanken, den man im 
besonderen das ,,HUyGENSsche Prinzip‘’ nennt. Er sagt: ,,Jedes Teilchen des 
Stoffes, in welchem eine Welle sich ausbreitet, muB seine Bewegung nicht nur 
dem nachsten Teilchen, welches in der von dem leuchtenden Punkte aus ge- 
zogenen geraden Linie liegt, mitteilen, sondern mu notwendig allen itbrigen 
davon abgeben, welche es berithren und sich seiner Bewegung widersetzen. 
Daher muB sich um jedes Teilchen cine Welle bilden, deren Mittelpunkt dieses 
Teilchen ist‘ Die eigentliche Wellenflache ist die Beriihrende aller dieser Ele- 
mentarwellen. Mit Hilfe dieser Elementarwellen leitet HuyGEens die gerad- 
linige Ausbreitung des Lichtes ab, indem er fiir alle Punkte des durch eine Off- 
nung hindurchtretenden Stickes einer kugelférmigen Wellenflache die Elementar- 
wellen mit gleichem Radius konstruiert (Abb. 1). Sie haben eine gemeinsame 


*) E. Macu, Die Prinzipien der physikalischen Optik. Leipzig: J. A. Barth 1921, S. 353. 
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Beriihrende nur so weit, als sie innerhalb des durch den Lichtpunkt und die die 
Wellenfliche begrenzende Offnung BG bestimmten Kegels liegen. Die von A 
kommenden Wellen werden also immer durch die geraden Linien AC, AE begrenzt 
werden, da diejenigen Teile der Elementarwellen, welche sich iiber den Raum 
ACE hinaus ausbreiten, zu schwach sind, um daselbst Lichteindriicke hervorzu- 
bringen. Um Reflexion und Brechung abzuleiten, werden die Elementarwellen 
nicht fir die in diesem Falle als eben angenommene 
Wellenflache, sondern fiir die vom Lichte getroffenen 
Punkte der ebenen Grenzflache des brechenden Mittels 
konstruiert; sie miissen in diesem Falle, entsprechend 
den verschiedenen Zeiten, in denen diese Punkte von 
der ankommenden Erschitterung getroffen werden, mit 
verschiedenen Radien gezeichnet werden, um in der Be- 
ruhrenden Punkte zusammenzufassen, die wieder zu der- 
selben Zeit von der Erschiitterung getroffen werden C é 
(Abb. 2). Dabei miissen in dem vorderen Mittel, in S40 ey OR ac al ae edi es 
das reflektierte Licht sich mit derselben Geschwindigkeit _ tion der geradlinigen Ausbrei- 
fortpflanzt, wie das einfallende, die Radien der Elementar- 8 “Regen ten eo 
wellen so bemessen werden, daB AN =CB, K,N, = 

CB — H,K,, K,N, = CB — H, Kg ist, wahrend in dem unteren Mittel, um die 
Brechung erklaren zu kénnen, eine andere Lichtgeschwindigkeit angenommen 
werden muB, und die Radien der Elementarwellen sémtlich in einem konstanten 
Verhaltnis — im dichteren Mittel verkiurzt, 1m dtinneren verlangert werden 
miissen. Dann ergibt die Konstruktion das SNELLIUSsche Brechungsgesetz, und 
der Brechungsexponent als Quotient der Sinus des Einfalls- und des Brechungs- 
winkels ist gleich dem Verhialtnis 
der Lichtgeschwindigkeiten in den 
beiden Mitteln. Nach denselben 
Prinzipien erfahren die optischen Er- 
scheinungen im Islandischen Doppel- 
spat ihre Erklarung; nur verlangt 
die Tatsache der doppelten Brechung 
die Annahme, daB sich die Licht- 
fortpflanzung im Kalkspat nicht 
in einer, sondern-in zwei Wellen- 
flachen volizieht, und da entspre- 
chend die Elementarwellen in dieser 
doppelten Form zu _ konstruieren 
sind. Es ist ein wahrhaft genialer 
Einfall yon HuyGcens, den Unter- 
schied der auBerordentlichen Bre- 
chung von der ordentlichen dadurch . 
pieriiicces 20% er sich die Wellen-- ~*°2/ Mewenne, Ronstuiktion dex Reflexion, und Brephnng 
flache fir die auBerordentliche Bre- 

chung in Gestalt eines Rotationsellipsoides denkt, das die kugelf6rmige Wellen- 
flache der ordentlichen Brechung umschlieBt, eine Annahme, die durch die 
feinsten Messungen einer spiteren Zeit immer wieder bestitigt worden ist 
(s. dariitber den Abschnitt iiber Kristalloptik). : 

5. Mangel der Huycensschen Wellentheorie. Uberblickt man diese Lei- 
stungen von HuyGENs, so kann es verwunderlich erscheinen, daB er das von 
ihm selbst betonte Ubergreifen der Elementarwellen in den Schattenraum nicht 
zur Deutung der von GrImMALpI entdeckten Beugungserscheinungen benutzt hat. 
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Man hat daraus den SchluB gezogen, daB er die Beugungserscheinungen nicht 
gekannt habe. Allein es war weniger das Ubergreifen des Lichtes tiber die geo- 
metrische Schattengrenze hinaus, als vielmehr die Entstehung der Beugungs- 
fransen diesseits der Schattengrenze, was den Zeitgenossen GRIMALDIS als das 
Neue und Erklarungsbediirftige erschien, wie deutlich aus der Behandlung her- 
vorgeht, die NEwTon im 3. Buche seiner Optik diesen Erscheinungen zuteil werden 
laBt1). Fiir solche Erscheinungen aber versagte die HuyGENnssche Lehre. Hier 
war ihr schwacher Punkt. HuyGEns betrachtet das Licht als eine unregel- 
maBige Folge von StéBen. Es war ihm dadurch jede Méglichkeit genommen, 
die Farbenerscheinungen und alles, was mit den Farben zusammenhangt, jJenen 
groBen Kompiex von Erfahrungen, um den gerade zu derselben Zeit die For- 
schungen Newtons die Optik bereichert hatten, in seine Lehre aufzunehmen. 
Das ist offenbar der letzte Grund dafiir, daB die HuyGENssche Undulations- 
theorie durch die Newronsche Emissionstheorie?) vollstandig in den Hinter- 
grund gedrangt wurde. 

6. Newtons Emissionstheorie. Man wird nun zwar beim besten Willen von 
der Emissionstheorie nicht behaupten kénnen, da® sie die grundlegenden Tat- 
sachen der Optik einleuchtender und faflicher erklarte, als die Undulations- 
theorie. Das gilt héchstens von der geradlinigen Ausbreitung des Lichtes; diese 
findet in der Annahme, daB die Lichtstrahlen aus sehr kleinen Korpern bestehen, 
die von den leuchtenden Stoffen ausgesandt werden, in der Tat eine unmittelbar 
anschauliche Deutung, der gegenitber die HuyGuEnssche Konstruktion aus der 
Wellenflache mit den Elementarwellen gekiinstelt erscheint. Allein schon hier 
fithrt die Frage, warum alle diese Teilchen mit der gleichen Geschwindigkeit 
fortgeschleudert werden, auf eine Schwierigkeit, die die Wellenlehre nicht kennt ; 
denn bei dieser hangt die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wellen ausschlieBlich 
von den Eigenschaften des ibertragenden Mittels ab und ist, wie die Geschwindig- 
keit des Schalles bei der Ubertragung durch die Luft, fiir alle Arten von Er- 
schiitterungen die gleiche. Eine viel groBere Schwierigkeit aber erhob sich fiir 
die Emissionstheorie in der Erklarung der Tatsache, da sich ein Lichtstrahl 
an der Oberflache eines durchsichtigen Mittels in einen reflektierten und einen 
gebrochenen Strahl teilt. Hier konnte sich NEwron nur mit der gewif sehr 
merkwirdigen Annahme helfen, daB die Lichtstrahlen wechselnde Anwandlungen 
hatten, Anwandlungen leichterer Reflexion und Anwandlungen leichteren Durch- 
ganges. Unter dieser Voraussetzung erklaért er alsdann den Vorgang der Re- 
flexion und Brechung nicht durch Berithrung der Lichtteilchen mit den Kérper- 
teilchen, sondern durch fernwirkende Krafte, die in der Nahe der Oberflache von 
den Kérperteilchen ausgeiibt wiirden, und die fiir die Spiegelung in einer Re- 
pulsion, fiir die Brechung in einer Attraktion bestiinden. Aus dieser anziehenden 
Wirkung folgerte NEwron fiir das dichtere Mittel eine im Verhiltnis des Bre- 
chungsexponenten vergroBerte Geschwindigkeit der Lichtteilchen, im Gegen- 
satz zu der Undulationstheorie, nach der die Lichtgeschwindigkeit im dichteren 
Mittel dem umgekehrten Verhaltnis des Brechungsexponenten proportional wire. 
An diesem Punkte lag die Méglichkeit einer experimentellen Entscheidung 
zwischen den beiden Theorien vor, wenn man in der Lage gewesen ware, dic 
Geschwindigkeit des Lichtes, etwa im Wasser, unmittelbar zu messen und fest- 
zustellen, ob sie 4/; oder 3/, der Lichtgeschwindigkeit im leeren Raume ist. 
Das konnte man zu NEwrons Zeiten nicht. Erst in der Mitte des 19, Jahrhunderts, 
als die Emissionstheorie aus anderen Griinden langst tber Bord geworfen war, 
ist dieser interessante und wichtige Versuch durch FoucauLt, mit seiner Methode 

1) NEwrTons Optik, Ostwalds Klassiker, Nr. 97, S. 116. 

*) NEwTons Optik, Ostwalds Klassiker Nr. OG ns NI O777 
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des rotierenden Spiegels, die ihm die Lichtgeschwindigkeit innerhalb eines Zim- 
mers Zu messen gestattete, ausgefiihrt und die Frage zugunsten der Undulations- 
theorie entschieden worden (s. Bd. 29). 

7. Das Licht als periodische Erscheinung. So viel Schwierigkeiten aber 
auch die Newronsche Theorie durch die Haéufung von Annahmen bot, die zu 
ihrer Durchfithrung nétig waren, in einem Punkte war sie der HuyGENsschen 
Lehre entschieden tiberlegen. Die von NEwron festgestellten GesetzmaBigkeiten 
der Farben diinner Blattchen fiihrten ihn zu dem zwingenden Schlusse, daB es 
sich bei dem Licht um eine streng periodische Erscheinung handele. Er ist der 
Urheber dieses fundamentalen Gedankens, und wenn er ihn auch seiner Emissions- 
theorie insofern anpaBte, als er den wechselnden Anwandlungen diesen perio- 
dischen Charakter zuschrieb, so hat er doch den Gedanken als eine von allen 
Hypothesen unabhingige Folgerung aus den beobachteten Erscheinungen hin- 
gestellt. Und in der Tat ist dieser Gedanke eines der Fundamente der weiteren 
Entwicklung aller Lichttheorien geworden. NEwron selbst hat, entsprechend 
seinem Grundsatze, keine Hypothesen aufzustellen, die Emissionstheorie mit 
einem gewissen Vorbehalte behandelt; er hat auch die Anschauungen der Un- 
dulationstheorie in seinem Werke besprochen. Aber er hat schlieBlich doch die 
Atherhypothese mit aller Entschiedenheit abgelehnt und sich dadurch auf die 
Seite der Emissionstheorie gestellt. Damit war die HuycGrenssche Lehre be- 
seitigt, nicht bloB fiir die Zeitgenossen der beiden grofen Physiker; die Auto- 
ritat NEWTONs war so iiberragend, daf ber 100 Jahre hinaus die Emissionstheorie 
die Grundlage der theoretischen Optik bildete. Es war vergeblich, da der groBe 
Mathematiker EuLER 1760 die Athertheorie wieder aufnahm und mit gr6Bter 
Entschiedenheit gegen die Emissionstheorie vorging; er war der erste, der den 
Gedanken der Periodizitat mit der Undulationstheorie verband, indem er jeder 
Farbe Schwingungen von ganz bestimmter Schwingungszahl zuschrieb?). Und 
selbst die weitere Entwicklung dieses Gedankens im ersten Jahrzehnt des 19. Jahr- 
hunderts durch THoMAs YouNG?), der das Prinzip der Interferenz in die Optik 
einfiihrte, die NEwronschen Ringe und die Beugungserscheinungen iiberein- 
stimmend daraus erklarte und die ersten Werte der Lichtwellenlangen berech- 
nete, vermochten der Undulationstheorie noch nicht zum Siege zu verhelfen. 
Aber nun mehrten sich durch die Entdeckungen auf dem Gebiete der Polari- 
sation in den Jahren 1810 bis 1812 — die MaLussche Entdeckung der Polarisation 
durch Spiegelung und die Entdeckung und das Studium der Erscheinungen der 
chromatischen Polarisation durch ArRAGO, Bror und BREWSTER — die von einer 
Lichttheorie zu lésenden Probleme in einem solchen Mabe, daB ein genialer Kopt 
eine neue und viel vollkommenere Lichttheorie entwickeln konnte, als sie bisher 
bestanden hatte. Der Begriinder dieser ersten, mathematisch durchgebildeten 
Lichttheorie, deren Ergebnisse, da sie mit den Versuchen tibereinstimmten, alle 
spaiteren Lichttheorien nur wiederholen konnten, war AUGUSTIN I'RESNEL. 

8. Fresner und die Transversalitat der Lichtschwingungen. I RESNEL 
verhalf der Undulationstheorie zum endgiiltigen Siege, indem er erstens das 
Interferenzprinzip YouNGs mit dem HuyGEnsschen Prinzip der Elementarwellen 
verband und daraus die vollstandige Erklarung der Beugungserscheinungen 
herleitete, und indem er zweitens fiir die Polarisationserscheinungen die Mog- 
lichkeit der Erklarung auf der Grundlage der Wellenlehre gewann durch die 
Annahme, daB die Lichtschwingungen transversal waren. Diese Idee P'RESNELS 
war offenbar von besonderer Kithnheit; denn man hatte sich bisher den Ather 


1) L. Euer, Briefe an eine deutsche Prinzessin. Leipzig 1773. 1. Teil. 28. Brief. 
2) THomas Younc, A course of lectures on natural philosophy and the mechanical 
arts. London 1807. 39. Vorlesung. 
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doch ausschlicBlich als ein Mittel von gasartiger Beschaffenheit gedacht, und in 
solchen kannte man nur longitudinale Wellen. Transversale Schwingungen aber 
kommen in der Materie nur in festen Kérpern vor. Man muBte also dem Ather 
die Eigenschaften eines festen elastischen Korpers zuschreiben. FRESNEL be- 
griindete diese Annahme mit der Bemerkung, daB sich feste Kérper von flussigen 
und gasférmigen in Hinsicht der inneren Beweglichkeit ihrer Teilchen erst dann 
unterscheiden, wenn die Verschiebung der Teilchen aus der Gleichgewichtslage 
so groB ist, daB eine neue Gleichgewichtslage eintritt; der Unterschied fallt Tom, 
so lange die Verschiebungen kleiner sind, als die Sphare des stabilen Gleichge- 
wichts; von den Lichtbewegungen aber kann man annehmen, daB die Elongationen 
so klein sind, daB sie innerhalb dieser Sphare verlaufen, und darum fallt der Unter- 
schied der Kohasionszustande hier fort?). 

Von diesem Gesichtspunkte aus behandelte FRESNEL die Lichtschwingungen 
als elastische Schwingungen, indem er sich vorstellte, daB ein Atherteilchen bei 
einer Verriickung nach der Gleichgewichtslage zuriickgezogen werde durch eine 
Kraft, die der Verriickung proportional sei. In isotropen Mitteln ist diese Kraft 
nach allen Richtungen gleich groB und mit der Richtung der Verrtickung zu- 
sammenfallend zu denken, Fir anisotrope Mittel gilt das im allgemeinen nicht 
mehr; nur fiir drei zueinander senkrechte Richtungen soll die elastische Gegen- 
kraft mit der Richtung der Verriickung zusammen fallen, aber ihre Gr6Be soll 
bei gleichen Verriickungen verschieden sein. Auf dieser Grundlage hat FRESNEL 
die Gesetze der Lichtausbreitung in Kristallen abgeleitet und die Gleichung der 
Wellenflache fiir zweiachsige Kristalle aufgestellt. Aber auch fur isotrope Mittel 
hat er als Erster die Gesetze der Spiegelung und Brechung in aller Vollstandig- 
keit unter Ableitung der Formeln fiir die Intensitaét des reflektierten und des 
gebrochenen Strahles aufgestellt und hat das Problem der Totalreflexion in héchst 
geistreicher Weise behandelt und die dabei auftretenden Phasendifferenzen 
zwischen der in der Einfallsebene und der senkrecht dazu schwingenden Kom- 
ponente der Lichtbewegung theoretisch abgeleitet und durch Versuche an Glas- 
parallelepipeden bestatigt. 

9. Die Mangel der Fresnerschen Theorie und die Neumannsche Theorie. 
Alle diese Erfolge der FRESNELschen Arbeiten beruhen aber nicht auf einer 
einheitlichen und streng durchgefiihrten Theorie der Elastizitat fester Koérper. 
Eine solche gab es zu FRESNELS Zeiten noch nicht; zu ihrer Ausgestaltung im 
Laufe der folgenden Jahrzehnte haben vielmehr gerade die FRESNELschen Ge- 
danken neben den grundlegenden Arbeiten NAVIERs einen wesentlichen AnstoB 
gegeben. Die FRESNELschen Entwicklungen beruhen auf einer Reihe von An- 
nahmen, die zum Teil durchaus willkiirlich erscheinen und miteinander nicht 
in einem inneren Zusammenhange stehen. Es seien nur zwei von diesen Annah- 
men erwahnt. Seit der Entdeckung von Matus war es iiblich, die Reflexions- 
ebene des durch Spiegelung polarisierten Lichtes als seine Polarisationsebene zu 
Litas the “Be OE Doppelbrechung in einachsigen Kristallen fallt dann die 

olarisationsebene des ordentlichen Strahles mit dem Hauptschnitt zusammen, 
die des auberordentlichen Strahles steht auf dem Hauptschnitt senkrecht. Er- 
klart man diese Erscheinungen durch die Annahme transversaler Schwingungen, 
ch Goh eee mien ape 
Polarisationsebene erfol . d k é an pea epee eed 
Polarisationsel rfolgen oder sen recht zu ihr. FRESNEL nahm das Letztere 
an, Damit hangt die Vorstellung zusammen, dab in einem doppelbrechenden 
Mittel die Geschwindigkeit des Fortschreitens einer ebenen Welle nur durch die 

1) A. FRESNEL, Ann. de chim. et de phys. Bd. 4 2 mG 
BaiT, &. 6335 F, Necwanny, Pogg, Ann, Bll 25/6/4l% (eee Wea tee 


Ziff. 10. Weiterentwicklung der elastischen Lichttheorien, 147 


Richtung der Lichtschwingungen, aber nicht auch durch die Richtung, in der 
die Welle fortschreitet, bestimmt sei. Ferner bedient sich FREsNEt fiir die Fort- 
pilanzungsgeschwindigkeit des Lichtes in ihrer Abhaingigkeit von den Eigen- 
schaften des durchstrahlten Mittels j jener Formel, die seit NEwron fiir die Fort- 
pflanzung beliebiger Erschiitterungen in einem elastischen Mittel bekannt war, 
v = )E/o, worin E eine die elastischen Krafte bestimmende Konstante und 0 
die Dichte des Mittels bedeutet. Fir die Behandlung der Lichtbewegung in 
anisotropen Mitteln hat nun FRESNEL, wie schon oben erwahnt, die Verschieden- 
heit der Lichtgeschwindigkeit fiir die beiden Strahlen und ihre Abhangigkeit 
von der Richtung dadurch erklart, daB er die elastischen Krafte nach verschie- 
denen Richtungen als verschieden annahm. Bei der Ableitung seiner Spiegelungs- 
und Brechungsformeln hat er dagegen die Annahme gemacht, da} die Elastizitat 
des Athers in allen Mitteln die gleiche ware, und die Anderung der Lichtge- 
schwindigkeit beim Ubergang in ein anderes Mittel durch die verschiedene Dichte 
der Mittel bedingt ware. Hier liegt eine Unausgeglichenheit der FRESNELschen 
Theorie vor, die zur Kritik herausforderte. FRANZ NEUMANN versuchte die FREs- 
NELschen Resultate aus einer strengeren und einheitlicheren Theorie abzuleiten. 
Er nahm, um die Verschiedenheit der Lichtgeschwindigkeit zu erklaren, nicht 
die Dichte, sondern die Elastizitat des Athers in den verschiedenen Mitteln als 
verschieden an. Aber NEUMANN konnte auf dieser Grundlage zu den von der 
Erfahrung so gut bestaétigten FRESNELschen Ergebnissen nur gelangen, wenn er 
die Schwingungen des polarisierten Strahles als in der Polarisationsebene liegend 
annahm, So stand man vor der Moéglichkeit zweier, durchaus gegensiatzlicher 
Fassungen der Grundlagen der Optik. Beide Standpunkte erschienen gleichbe- 
rechtigt. Beide haben ihre Vertreter gefunden, sind weiter entwickelt und aus- 
gebaut worden, aber der Dualismus der FRESNELschen und der NEUMANNschen 
Auffassung yon der Lage der Schwingungen zur Polarisationsebene blieb be- 
stehen, da es keinen Versuch gab, der iiber diese Frage hatte entscheiden kénnen. 

10. Weiterentwicklung der elastischen Lichttheorien. Allein man kann 
dem Problem, das in diesem Dualismus steckt, auch eine andere Deutung geben. 
Die vollstandige Theorie der Elastizitat der festen Koérper, wie sie von LAME 
entwickelt worden ist, fiihrt zu Gleichungen, die fiir isotrope Mittel, wenn w, v, 
«# die Komponenten der Verriickung eines Atherteilchens bedeuten, folgender- 
maBen lauten: 


pe A ti De (1) 


entsprechend fiir v und w, Dabei ist 


(ele oO oO 
Am aaa 
On» ay? oz 
gesetzt und 
Ou dv Ow 
On oy Oz 


bedeutet die raumliche Dilatation. Nimmt man an, dafi die Lichtschwingungen 
ausschlieBlich transversaler Natur sind, so ist die réumliche Dilatation 6 = 0 
zu setzen und die Grundgleichungen der Lichtausbreitung lauten: 


Ozu o2u : Ow 2 
se Aa, = ) = =: ) 2) 
05a = Ku, Oa, KAv, 0 7p KAw, (2) 
Bildet man die Ausdriicke: 
/) ‘) ‘) 29) yu ‘) 
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so stellen die Gréen &, 7, € die Komponenten der Drehung dar, die mit der 
Verschiebung im Punkte x, y, z verbunden ist. Diese GréBen ¢, 4, ¢ genugen 
denselben Gleichungen, wie die GréBen wu, v, w. Aber die Richtung des Vektors, 
der die Drehung darstellt, steht senkrecht auf der Richtung des Vektors, der die 
Verschiebung darstellt. In den elastischen Theorien der Optik, wie sie 1m vor- 
stehenden erértert sind, war man von der.als selbstverstandlich erscheinenden 
Vorstellung ausgegangen, daB die Lichtwahrnehmungen durch die Verschiebung 
der Atherteilchen bedingt seien. LaBt man die Frage offen, ob es nicht vielleicht 
die Drehungen sind, die als Ursache der Lichtwahrnehmungen anzusehen sind, 
so liegt der Dualismus, den wir als Gegensatz der FRESNELschen und der NEU- 
MANNschen Theorie kennen lernten, schon in der einzelnen Theorie selber, in der 
Frage, welchen der beiden Vektoren, den Verschiebungs- oder den Drehungs- 
vektor man als maBgebenden Lichtvektor der Theorie zugrunde legen will; denn 
beide Vektoren sind in den transversalen Wellen untrennbar miteinander ver- 
kniipft. Setzt man die Ausdriicke fiir die Drehungen = 0, so folgt daraus, daf 
Ags A) Aiea 

v oy Oz 

ist, und die Gleichungen (1) zeigen, daB die Verschiecbungen dann nur Anderungen 
der raumlichen Dilatation bewirken, also rein longitudinalen Charakter haben. 
Wir werden weiter unten, in der elektromagnetischen Theorie des Lichtes, dem 
Dualismus in der gleichen Formulierung begegnen, wie hier in der elastischen 
Theorie, so daB in diesem Punkte eine formale Verwandtschaft beider Theorien 
besteht. Sie ist besonders ausgepragt in der Theorie von Mac CuLLaGu, die in 
der Tat nicht mit den Verschiebungen, sondern mit den Drehungen arbeitet?). 

Alle Theorien, die, um die Transversalitat der Lichtschwingungen erklaren 
zu koénnen, die Eigenschaften der festen elastischen Korper als Vorbild fiir die 
Konstitution des Athers nehmen, miissen die in den elastischen Kérpern stets 
méglichen, longitudinalen Erschiitterungen durch besondere Bedingungen aus- 
schalten. Es wird die raumliche Dilatation = 0 gesetzt; der Ather wird als 
unzusammendriickbar angesehen, d.h. die Krafte, die einer Dichteanderung ent- 
gegenwirken, als auBerordentlich gro’ gegeniber der leichteren Verschiebbarkeit 
der Teilchen in transversaler Richtung, entsprechend die Geschwindigkeit, mit der 
sich die longitudinalen Erschiitterungen fortpflanzen wiirden, als ungeheuer 
groB. Es mége nicht unerwahnt bleiben, daB Sir Wirt1aAM THOMSON eine Licht- 
theorie entwickelt hat, in der er die Méglichkeit longitudinaler Erschiitterungen 
dadurch beseitigt, dai er ihre Fortpflanzungsgeschwindigkeit — sie ware in 
den Gleichungen (1) die GroBe L + 2K — gleich Null setzt. Einen Ather, der 
diese Eigenschaft hat, mii8te man sich unter dem Bilde eines luftfreien, homo- 
genen Schaumes vorstellen?). 

11. Verknupfung der Lichttheorien mit der Molekulartheorie der 
Materie. So gut die Theorien von FRESNEL, NEUMANN und ihren Nachfolgern 
die Grundtatsachen der Reflexion, Brechung und Doppelbrechung darzustellen 
vermochten, in einem Punkte versagten sie alle. So lange die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit des Lichtes einfach proportional mit VEl/o gesetzt wird, ergibt 
die Theorie fiir jedes durchsichtige Mittel nur eine Lichtgeschwindigkeit, und es 
besteht keine Méglichkeit, die Abhangigkeit der Lichtgeschwindigkeit in der 
Materie von der Schwingungszahl des Lichtes, die Tatsache der Dispersion, zu 
erklaren. In einem homogenen, kontinuierlichen, elastischen Mittel besteht fur 


~— as 


') The collected works of J. Mac Cuttacu, ed. by J. Jellet and S. Haughton, Dublin 
London 1880. > : 


2) Sir W. THomson, Phil. Mag. (5) Bd. 26, S. 414. 1888 ; Baltimore Lectures, London, 
1904. S. 174, 351-354, 407. 
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jede der beiden méglichen Wellenarten, die transversalen und die longitudinalen, 
nur je eine Fortpflanzungsgeschwindigkeit. Man mu den Gedanken der Kon- 
tinuitat des Mittels aufgeben, um zu einer Erklirung der Dispersion zu gelangen. 
Nun sind allerdings schon die alteren Elastizititstheorien von NAVIER und 
Potsson von der Annahme einer molekularen Struktur des elastischen Mittels und 
von Fernkraften zwischen den Molekiilen ausgegangen. Wenn sie trotzdem zu einer 
von der Schwingungszahl unabhiangigen Fortpflanzungsgeschwindigkeit fithrten, 
so lag dies, wie CAUCHY gezeigt hat, daran, daB sie ihre Betrachtungen auf Glieder 
der ersten Ordnung bechrankten. CAucHy war der Erste, der eine Dispersionstheorie 
aufstellte, indem er die Beziehung zwischen den Molekularkraften und den Verriik- 
kungen in Potenzreihenentwickelte und dieGlieder héherer Ordnung beriicksichtigte. 
Er kam auf diesem Wege auch fiir den Brechungsexponenten zu einer nach Potenzen 
von 1//? fortschreitenden Reihe, einer Formel, die schon in ihren ersten Gliedern 
die gewOohnlichen Dispersionserscheinungen in befriedigender Weise darstellte!). 

Die CAucHysche Theorie hatte die Vorstellung eines Mittels von moleku- 
larer Struktur auf den Ather selbst itbertragen und muBte infolgedessen die 
Tatsache, daB der Ather im leeren Raume keine Dispersion besitzt, durch beson- 
dere Annahmen erklaren. Eine bessere Herleitung der CAucHyschen Dispersions- 
formel gab BoussINeEsQ, indem er die Verlangsamung des Lichtes in der Materie 
und die Abhangigkeit von der Schwingungszahl auf den Einflu8 zuriickfihrte, 
den die Kérpermolekiile auf die Atherschwingungen ausiiben?). Hier liegt der 
Ansatz, auf dem sich die weitere Entwicklung der Dispersionstheorien bewegte, 
ais von CHRISTIANSEN und KunpT die anomale Dispersion entdeckt und ihre 
GesetzmaBigkeiten festgestellt wurden. Fir deren Erklarung reichte die CAucHy- 
sche Formel nicht aus. Aber sie gelang, wenn man die Vorstellung der vom Ather 
bewegten K6érpermolekiile durch die Annahme vervollstandigte, daB diese Kér- 
permolekiile infolge von elastischen Kraften, die zwischen ihnen wirksam sind, 
Eigenschwingungen von bestimmter Periode um ihre Gleichgewichtslage aus- 
fiihren. Wenn die Kérpermolekiile durch die Atherschwingungen angeregt wer- 
den, so muB bei Ubereinstimmung der Periode der Lichtschwingungen mit der 
Periode der Eigenschwingungen der K6érpermolekile ein Resonanzvorgang 
auftreten. Das Licht dieser Periode wird absorbiert, indem seine Energie auf die 
Kérpermolekiile iibergeht. SELLMEIER war der erste, der zeigte, daB durch diese 
Vorstellung nicht bloB die Absorption, sondern auch die merkwiirdige Verander- 
lichkeit des Brechungsexponenten in der Nahe des Absorptionsgebietes her- 
geleitet werden kann*). HELMHOLTZ hat die SELLMEIERSche Theorie verbessert, 
indem er auBer den elastischen Molekularkréften noch eine der Bewegung der 
Molekiile entgegenwirkende Reibungskraft einfiihrte’), Eine solche Annahme 
erscheint erforderlich, um die von den Korpermolekiilen aufgenommene Energie 
nicht ins Unendliche wachsen zu lassen. 

Fiir die mechanisch-elastischen Lichttheorien vermehrten sich mit diesem 
Ausbau nach der Seite der Molekulartheorien die Schwierigkeiten, die ihrer 
Erfassung als physikalisch-méglicher Wirklichkeiten im Wege standen. Schon 
die Auffassung des Athers als eines unzusammendriickbaren, festen elastischen 
Mittels war doch im Grunde ein Bild, dem man irgendeine Realitat nicht gut 
zuschreiben konnte. Die Dispersionstheorien fiigten die Annahme von Kraften 


1) A, L. Caucuy. Exercises de mathématique, Bd. 3, 4, 5. 1828— 1830; Mémoire sur la 
dispersion de la lumiére. Prague 1836; [Oeuvres (2) Bd. X]. 

2) J. Boussinesg, C. R. Bd. 65, S. 167. 1867; Journ. d. math. (2) Bd. 13, S. 313. 1868; 
ferner Journ. d. math. Bd. 13, 17, 18; Ann de chim. (4) Bd. 30. 

3) W. SELLMEIER, Pogg. Ann. Bd. 145, S. 399, 520; Bd. 147, S. 386, 525. 1872. 

4) H. Hetmuortz, Pogg. Ann. Bd. 154, S. 582. 1875; Wiss. Ablidile, ti, 5.243. 
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zwischen dem Ather und den materiellen Molekiilen hinzu — Krafte, die ja 
itbrigens auch erforderlich waren, wenn man die Aussendung der Lichtwellen 
von den Lichtquellen erklaren wollte — und ferner die Annahme von Kraften 
zwischen den Molekiilen — Kraften, die doch wieder von anderer Art waren als die 
Krafte der gewohnlichen Elastizitat der Kérper. Es fehlte jede Beziehung dieser 
Wirkungen zu irgendwelchen anderen Wirkungen oder Eigenschaften der Materie. 

42. Die elektromagnetische Lichttheorie Maxwetts. Diese Schwierigkeiten 
verschwanden mit einem Schlage, als MAXWELL die Lichterscheinungen als elek- 
tromagnetische Vorgange auffassen!) lehrte und H. Hertz die Méglichkeit nach- 
wies, elektrische Wellen zu erzeugen, die die gleiche Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
und den gleichen transversalen Charakter haben wie die Lichtwellen. Damit 
wurde die Optik ein Sondergebiet der Elektrodynamik, wie die Akustik schon 
lange ein Sondergebiet der Mechanik war. Die MAxwetische Theorie ersetzt die 


Formel v = VE/o der elastischen Theorie durch die Formel v = c/J/e+, in der 
c die Lichtgeschwindigkeit im leeren Raume, ¢ und mw Dielektrizitatskonstante 
und Permeabilitat des durchstrahlten Mittels bedeuten, und verkniipft dadurch 
die Lichtvorginge mit den elektrischen und magnetischen Eigenschaften der 
Materie. Aber sie litt in dieser Form an dem gleichen Mangel, wie die elastische 
Theorie; die Formel ergibt nur eine, von der Schwingungszahl unabhangige 
Lichtgeschwindigkeit in der Materie, erklart also nicht die Dispersion. Dafur 
bedurfte die elektromagnetische Theorie ebenso wie die elastische der Hinzunahme 
molekularer Vorsteltungen. Diese aber nahmen auf dem Boden der MAXWELLschen 
Theorie eine ganz andere Gestalt an. Denn wenn die Lichtstrahlen fortschrei- 
tende elektrische und magnetische Wechselfelder sind, dann miissen elektrische 
Ladungen der Molekiile die Ausgangspunkte bzw. die Angriffspunkte der Licht- 
wellen sein. Diese notwendige Konsequenz der MAxwettschen Theorie fand 
ihre Ausgestaltung in der Elektronentheorie in erster Linie durch H. A. LORENTz?), 

Aber bei den Bemithungen, nicht blo&8 die Absorption, sondern auch die 
Emission, zunachst die GesetzmaBigkeiten der schwarzen Strahlung, aus Schwin- 
gungsvorgangen in der Materie abzuleiten, ergaben sich Schwierigkeiten, die 
nur durch sehr eigentiimliche, mit der bisherigen Theorie nicht vereinbare An- 
nahmen iiberwunden werden konnten. Das ist die von PLANCK begriindete 
Vorstellung von der quantenmafigen Struktur der Strahlung, eine Vorstellung, 
die in ihrer weiteren Ausdehnung und Anwendung auf die Erklarung der Emis- 
sionsspektra der Gase und Dampfe die Optik zum Fundament der modernen 
Anschauungen vom Aufbau der Materie gemacht hat. Mit dieser Erweiterung 
der Aufgaben, die eine Lichttheorie zusammenfassend und einheitlich zu behan- 
deln hat, ist nun aber die alte, seit 100 Jahren bestehende und als so wohl be- 
grindet angesehene Undulationstheorie in eine schwere Krisis eingetreten, deren 
Losung noch nicht gelungen ist. Es mu8 hinsichtlich dieser neuesten Wendung 
und des gegenwartigen Standes der Lichttheorie auf die weiter unten folgende 
Darstellung des Herrn LANDE und hinsichtlich der ausfiihrlichen Ausgestaltung 
der Quantentheorie in der Optik auf die folgenden Bande dieses Werkes ver- 
wiesen werden. An dieser Stelle, in den folgenden Kapiteln dieses Bandes, soll 
nur die klassische Theorie auf der Grundlage der MAXWELL-HeERtzschen Elektro- 
dynamik behandelt werden. Eine ausfiihrliche Darstellung der historischen Ent- 
wicklung der alteren Lichttheorie, iiber die hier nur ein kurzer Uberblick gegeben 
werden konnte, findet man in dem Aufsatz von A. WANGERIN in der Enzyklop. 
@eamath. Wiss) Bada V 3) Ho4. 


1) J.C. MAXWELL, Phil. Trans. Bd. 155, S. 459. 1864: Scient-Papers I, S. 577; Treatise 
on electricity and magnetism. Bd. II, Chap. 20, London 1873. 
*) H. A. Lorentz, The theory of electrons. Leipzig 1909. 


ZHi AS, Die Grundlagen der clektromagnetischen Lichttheorie. 1514 


Il. Elektromagnetische Lichttheorie. 


a) Die Grundlagen. 


13. R. KOHLRAUSCH und W. WEBER!) stellten 1856 zum ersten Male das Ver- 
haltnis einer im elektrostatischen MaBe gemessenen Elektrizitaétsmenge zu der- 
selben im elektromagnetischen Mabe gemessenen Menge fest. Diese Zahl v war 
sehr nahe gleich der Lichtgeschwindigkeit (3.1019 cm/sec). Als daher MAXWELL?) 
1862 zeigte, daB die Ausbreitungsgeschwindigkeit elektromagnetischer Wellen 
durch diese Gréke v bestimmt sei, kam er zu dem itiberraschenden SchluB, dal 
elektromagnetische Wellen sich mit Lichtgeschwindigkeit fortpflanzen miiBten, 
und daB umgekehrt das Licht als ein elektromagnetischer Vorgang aufzufassen 
sei. Damit war die Briicke von der Elektrizitat zur Optik geschlagen. Es 
sei hier in Kiirze die Ableitung der Maxwettschen Gleichungen wiedergegeben, 
die die Grundgleichungen der Lichttheorie bilden (s. im wbrigen 
Bd. 15 ds. Handb.). 

Man kann die Beziehung zwischen den elektrischen und magne- 
tischen Kraften in den beiden symmetrisch gefaBten Satzen aus- 
sprechen: Ein elektrischer Strom erzeugt um sich herum einen Wirbel 
magnetischer Kraft, und ein magnetischer Strom erzeugt um sich 
herum einen Wirbel elektrischer Kraft. Der erste Satz ist der Aus- app. 3, Posi- 
druck der von OERSTEDT entdeckten magnetischen Wirkung eines liver Drehungs- 
elektrischen Leitungsstromes. Der zweite Satz ist die verallgemeinerte 
Fassung des FARADAyschen Induktionsgesetzes, wenn man unter einem magne- 
tischen Strom die zeitliche Anderung der magnetischen Induktion versteht. 
Bedient man sich fiir den Wirbel des Symbols ,,rot‘’ und bezeichnet man die 
magnetische Kraft mit , die magnetische Induktion uw mit %, die elektrische 
Kraft mit ©, den elektrischen Leitungsstrom mit §, so sind die beiden Satze durch 


die Gleichungen formuliert: 
AB Z 


o Cc a 
J =a rot) ¥ a5 =—b rote . 


in denen a und # zwei von den zu wahlenden MaBeinheiten ab- 
hangige Konstanten sind. Dabei ist die Drehung positiv gerechnet 
im Sinne der Abb. 3, oder wenn man, wie stets im folgenden, 
ein Koordinatensystem benutzt, dessen X-Achse nach rechts, 
Y-Achse nach hinten, Z-Achse nach oben gerichtet ist (Abb. 4), 
so ist die positive Drehung diejenige, die bei einer Drehung um die Z-Achse dic 
+ X-Achse auf dem kiirzesten Wege (Drehung um 90°) in die + Y-Achse iiber- 
fiihrt. Denkt man sich die Stromstérke und die elektrische Kraft in elektro- 
statischem Mabe, die magnetischen GroBen in magnetischem Mae ausgedriickt, 
so ist a =c/4a und b =c zu setzen, unter c das Verhaltnis der beiden Mab- 
systeme, d. h. die Lichtgeschwindigkeit verstanden. 

Der wesentlichste Punkt der MAxwetrtschen Theorie ist aber die Erweite- 
rung, die MAXweELr der ersten der beiden Gleichungen hat zuteil werden lassen. 
Wie in der zweiten Gleichung unter einem magnetischen Strom die veranderliche 
magnetische Polarisation eines magnetisierten Mittels verstanden wird — einen 
Leitungsstrom gibt es ja beim Magnetismus nicht —, so hat MAXWELL auch die 
verdnderliche elektrische Polarisation eines elektrisierten Mittels als elektrischen 
Strom aufgefaBt und die fiir die ganze Entwicklung grundlegende Hypothese 


x 


Abb. 4. Koordi- 
natensystem. 


1) R. Konrrauscnw und W. WesBeErR, Abhdlg. d. K. Sachs. Ges. d. Wiss. V. S. 278. 
Pogg. Ann. Bd. 99, S.10. 1856. Ostwalds Klassiker, Nr. 142. 
2) J.C. MaxweE tt, Phil. Mag. Bd. 23, S. 22. 1862. Scientific Papers I, S. 500. 1890. 
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aufgestellt, daB dieser Vorgang einer zeitlichen Veranderung der elektrischen 
Polarisation die gleichen magnetischen Wirkungen austitbe, wie sie von Devas 
strémen bekannt waren. Dieser sog. ,,Verschiebungsstrom™ ist, in clektrosta- 
tischem Mae ausgedriickt, durch die Formel gegeben: 

: teers) e O€ 

14a Of ~, 4x 68’ 
in der D = e€ die elektrische Erregung und ¢ die Dielektrizitatskonstante be - 
deuten, entsprechend der Permeabilitat yin der magnetischen Beziehung 8 = MS). 
Dann wiirden in einem Dielektrikum, das zugleich Leitfahigkeit besitzt, die 
Grundgleichungen lauten: 

+ dn] =cr0tg, OS = —crot. 

Fithrt man schlieBlich noch die spezifische elektrische Leitfahigkeit o des Mittels 
ein, so ist J = o€ zu setzen, und die Grundgleichungen der Lichtausbreitung 
nehmen die Form an: 


als : 5 (hse) : 1 
e— + 4x20 =croth, Mo = CLO US, (1) 
ot S Ot 
oder in kartesischen Koordinaten ausgedrickt: 
‘ AN AV alle ae Ae \ 
0G, i OS, 0S, OD. (5 S, og, 
a (ee ee, Allis See eee as = , 
egy + AnoG, = 6| a> — a), one ee erie 
V1 AC, aie ne 1 1 D5 
C OF 15 Cc » x CX)z | c Dy Seas & ed 9 
Ss Fe psf ROU je nae aa 2 
TREE aah | Oz Ox ); | Bot Ox Oz (2) 
a6. 28.) |, 88 pes 
c mais d yy — << — i, ——— C|\—— 
é Ot + 4x06, c| Ox ey | b ot oy Ox 


Indem man diese Gleichungen noch einmal nach der Zeit differenziert, kann man 
die $- oder die ©-GréBen eliminieren und erhalt Gleichungen von der Form 


2 &, OG, Seer Ot cre 
EW a9 4namo ie eA, — c aa (div), | 
62'S) any) 0 3) 
Oo” Sy y De 9 S i) } di ~ 
—* + 43 = = AG, — c? — (div), 
Eula 4m WO, AD, ae ») 


und entsprechend fir ¢,, ©, , und $,. Dabei bedeutet 4g den Ausdruck 


ra 


Oy eee? CG: 
Ox? | Oy2 ' Oz 
und divf den Ausdruck Pow Ce ma Of 
0x ' Oy Oz 


Abgesehen von dem die Leitfahigkeit « enthaltenden Gliede auf der linken 
Seite, das fiir einen Isolator = 0 wird, haben diese Gleichungen dieselbe Form 
wie die Gleichungen (1) in der historischen Ubersicht, die aus den Grundglei- 
chungen der Elastizitat gewonnen waren. Aber wahrend es dort einer beson- 
deren Annahme bedurfte — der Annahme der Unzusammendriickbarkeit des 
Aethers —, um die zweiten Glieder auf der rechten Seite zum Verschwinden zu 
bringen, iallen in der elektromagnetischen Theorie diese Glieder ohne weiteres 
fort. Denn die magnetischen Kraftfelder sind uberhaupt dadurch charakterisiert, 


ae div) =0 (4) 


ist, und fiir die elektrischen Kraftfelder gilt ebenso 
divé=0, (5) 


solange es sich um Raume handelt, die keine elektrischen Ladungen einschlieBen., 
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Im leeren Raume ist 6 = 0, ¢ = w = 1: Daher: 


no (t ir nd 
og, “aye pan og, ey oe, rs 
ATS 12 ; At ey Ce Bors 
er c AG, , ob —t AG, , OR =C AG, , 
a ow ‘ 6 
al CAD OP Dy __ 2A¢ OD, 24¢ (0) 
DE bs di Cr C Dy , oe. CW AA N)z - | 


Fir die tiberwiegende Mehrzahl der Stoffe ist die Permeabilitat pu so wenig 
von 1 verschieden, daB diese GréBe in den folgenden Entwicklungen auch inner- 
halb der Materie = 1 gesetzt werden kann. Doch mége zur Wahrung der All- 
gemeinheit das Symbol u zunachst beibehalten werden. 


b) Lichtausbreitung im leeren Raume. 


14. Ebene geradlinig polarisierte Wellen. Die einfachste Lésung der 
ersten 3 Gleichungen (6) ist gegeben durch den Ansatz: 
©, = f(pt —qz+ 90,), Cc, =0, Os SSO (7) 
Er gilt, wenn 
p= og (8) 
ist, und stellt einen mit der Geschwindigkeit c in der Richtung der +2Z-Achse 


fortschreitenden Zustand dar, der ausschlieBlich durch zur X-Achse parallel 
wirkende elektrische Krafte charakterisiert ist. Aus den Grundgleichungen (2) 


folgt = 0; , = f(t — q2z + 0,), §.=0. 


Also wirken gleichzeitig magnetische Krafte langs der Y-Achse. Beide, die elek- 
trischen und die magnetischen Krafte liegen senkrecht zueinander und zur 
Fortpflanzungsrichtung der Welle. Da in jeder zur Z-Achse senkrechten Ebene 
der Zustand in allen Punkten der gleiche ist, so stellt die Lésung eine ebene 
Welle dar, und zwar, da die elektrische Kraft nur in einer Richtung wirkt, eine 
ebene Welle geradlinig polarisierten Lichtes. Da es sich erfahrungsgemaB bei 
den Lichtvorgingen um Schwingungen von strenger Periodizitét handelt, kann 
man die allgemeine Funktion / spezialisieren durch eine Sinus- oder Kosinus- 
funktion, indem man schreibt: 


mr : Ct oe ; bv Zz 
Z i ; C 
©, = A,sin2x = TT d;), er sin2a{ : oe d;), (9) 
oder allgemeiner 
t z 
i2Qn2{|—-—+06, 
&;,. — Aye 3 « | } 


und ebenso $,. Darin bedeutet 1 die Schwingungsdauer, 4 die Wellenlange, die 
nach (8) durch die Gleichung: Wes ae (10) 


zusammenhangen. A, ist die Amplitude der Schwingung, 0, eine den Anfangs- 
punkt der Zeitzéhlung bestimmende Phasenkonstante. 

Eine ebensolche Lésung stellt das System dar: 
+- do}, c= 0, 


2 L it Zz 
c=, ¢, = A, sin2x(— = 


; t Zz x ; 
= —AFJ Ss - — -t- : —— 14 ( . J = O ° 
Dx A, sin2n(— mo bo), Oy ) ). 


15. Das Prinzip der Ubereinanderlagerung kleiner Bewegungen. Aus der 
Tatsache, daB die Differentialgleichungen der Lichtbewegung linear und homo- 
gen sind, folgt, daB die Summe zweier Lésungen auch wieder eine Losung dar- 
stellt. Man bezeichnet diesen Satz als das Prinzip der Ubereinanderlagerung 
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kleiner Bewegungen. Er mége hier zunachst auf Schwingungen von gleicher 
Schwingungsdauer angewandt werden, also t und 2@ gleich in beiden Wellen. 
Setzt man dann noch gleiche Phasen voraus, 0. = 0, so setzen sich die beiden 
Schwingungen wieder zu einer geradlinig polarisierten Schwingung zusammen, 
in der die elektrische Kraft mit der X-Achse einen Winkel @ bildet, der durch 
die Gleichung 


i 


i he 
toe are =a ele 
gegeben ist. 

46. Elliptisch und kreisformig polarisiertes Licht. Ist 0,=0, | |], 
und bezeichnet man das Argument der Sinusfunktion zur Abkiirzung mit 9, 
so ist 

C= Asin. Cre Ascos@), 
daher 


al (11) 


Die beiden Schwingungen setzen sich nicht mehr zu einer geradlinigen Schwingung 
zusammen, sondern der resultierende Lichtvektor beschreibt wahrend einer 
Schwingung die Flache einer Ellipse, deren Achsen mit der X- und Y-Achse 
zusammenfallen. Man nennt Licht von dieser Schwingungsform elliptisch po- 
larisiert. 

Ist A, = Ag, so ist die Ellipse ein Kreis. Das Licht ist zirkular oder kreis- 
f6rmig polarisiert, und zwar wird der Kreis, wenn 

C, = AsinO, G, — A cos © 
ist, in negativem Sinne, d. h. von der +-Z-Achse gesehen, im Sinne des Uhrzeigers 
oder rechts herum durchlaufen, wenn 
C,=Asnd, ¢, = —AcosO, 
in entgegengesetztem Sinne oder links herum. 

Hat die Phasendifferenz der beiden Schwingungen einen beliebigen Wert, 
so ist die resultierende Schwingung eine Ellipse, deren Gleichung durch Elimi- 
nation von © aus den beiden Gleichungen fiir ©, und ©, in der Form erhalten 
wird: 


} a Fs cos 27 (0, — 0) = sin?27(d, — d,). (12) 


Die Achsen dieser Ellipse bilden mit der X- bzw. Y-Achse einen Winkel Pp 
der durch die Gleichung gegeben ist: 


? 


D4, 
tgog ao 2 ase = a 


Haben beide Schwingungen gleiche Amplitude, so liegen die Achsen der ‘Ellipse 
immer unter 45° zur X- und Y-Achse. Sind in den Gleichungen: 
C= A) sin ¢, = A,sin(O+ A), 
die Amplituden 4, und A, positiv, so wird die Ellipse rechts herum durchlaufen, 
wenn 4 zwischen 0 und + 2, links herum, wenn es zwischen 0 und —z liegt. 
17. Geradlinig polarisierte Kugelwellen. Heinrich HERTz hat eine par- 
tikulare Losung der MAXweEttschen Gleichungen aufgestellt, die die Ausbreitung 
der elektrischen und magnetischen Krafte von der geradlinigen Schwingung eines 
elektrischen Dipols aus zum Ausdruck bringt. Diejenigen Glieder dieser Lésung, 
die die Wirkung in groBer Entfernung vom Schwingungszentrum darstellen 
(ie k d 
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kann man zunachst als Ausdruck fiir die Lichtausbreitung um cinen leuchtenden 
Punkt herum benutzen. Hertz setzt!) 


el err Om err 


a an 05° > ayar: = a Ta ey 13) 
Dieser Ansatz erfullt die Gleichungen (6), wenn // der Bedingung geniigt: 
a2 IT 
aa = OAL. (14) 


e 
Man kann die Lésung dieser Gleichung in der allgemeinen Form ansetzen: 


_ f(pt— qr) 
ii = Se a) (15) 
Sie erfiillt die Gleichung (14), wenn zwischen p und gq wieder die Beziehung 
p?=c*q? besteht. Dann ist 
gate 
= y 
und stellt offenbar einen Zustand auf einer Kugelflache dar, die sich mit der 
Geschwindigkeit c im Raume ausbreitet. Um die elektrischen und magnetischen 
Krafte auf dieser Kugel darzustellen, fithren wir noch fiir die Winkel, die der 
Radius y mit den Koordinatenachsen bildet, die Bezeichnungen «, /, 7 ein, also 


cosa = = cosh = ~ cos : 
Si = "— sp = —,. SY Ss =, 
Wi yr’ ? y 


Dann ergibt sich aus (13) 


Peet Bed gl EY ee a eee 

c= 6 eae + ys| COS& COS 7, 

pee te em Ea ee ote 

¢, = arcmiler. + y cos cos}, (10) 
pa 1 (7P , 3aF , 3f| a2,  29F _ 2 

e,=-+ rae eae » ie FN ces yp PS 


Bei den Lichtschwingungen kann man die allgemeine Funktion f durch cine 
einfache harmonische Funktion oder allgemeiner durch eine e-Funktion mit 
imaginérem Exponenten spezialisieren. Setzt man dann noch 

2% 2% 

p= — oder =2ny und g=~, 

T . 
so ist r die Schwingungsdauer, v die Schwingungszahl in der Sekunde, 2 = c +t 
die Wellenlange der betrachteten Schwingung. Da die Lichtwellenlangen auBer- 
ordentlich klein sind, so brauchen in den obigen Gleichungen fur endliche Werte 
von y nur die Glieder mit g?/r beriicksichtigt zu werden. Dann ist 


42” ,,,COS& COSY . 42° ,,, COSP cosy ; 4x” ,,, Sin=¥ 
ee Pree ET im é yes tt v7 
C, i " » Gy yh i y , &, 7h f y (17) 

Die Resultante dieser 3 Komponenten hat den Betrag 
a. 4n° siny ,, 4x” siny : t Y 
5 = = ] —— “A+ sin2a( — iF 18 
a / bzw. & Xr 7 7 (18) 


Sie steht auf dem Radius 7 senkrecht, da €, cosa + ©, cosf + ©, cosy = 0 
ist, und fallt in die durch y und die Z-Achse gehende Ebene. Man nennt die 
Z-Achse die Polarachse dieser Kugelwelle. In den Polen (y = 0 oder z) ist 
€ = 0, am Aquator (y = =} hat die elektrische Kraft ihr Maximum. Setzt 


1) H. Hertz, Wied. Ann. Bd. 36, S.1. 1888. Gesammelte Werke, II. S. 148. 
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man die Werte von (17) in das 2. Tripel der MAxwettischen Gleichungen (2) 
ein, so erhalt man fiir die magnetischen Krafte die Ausdritcke: 


Ax 1», COS s 4 a? 44, COSH = 
D2 = 72 oe Dy = — 7B ip , 9, = 0, 
aus denen als Resultante folgt: 
4a? siny : t v 
= SEA. Sina = | = a 
+S) Ee A -sin n= "| (18a) 


Da sowohl $, cosa + 9, cosB = 0 als auch ,©,4- 0,6, = 0 ast, Psoytolet, 
daB die Richtung von $ auf dem Radius und auf der Richtung der elektrischen 
Kraft senkrecht steht. Wa&ahrend also bei 
dieser Art von Kugelwellen die elektrischen 
Krafte in Richtung der Meridiane verlaufen, 
fallen die magnetischen Krafte in die Rich- 
tung der Breitenkreise (Abb. 5). 

Um zu erkennen, welcher Art der Vor- 
gang im Mittelpunkt der Kugelwelle ist, der 
die Aussendung der Kugelwelle veranlaBt, 
kann man in den Ausgangsgleichungen (13), 
(14), (15) die Betrachtung auf Werte von 7 
beschranken, die klein sind gegen 4, so daB 
in der Funktion f/ gv gegen pt vernachlassigt 
werden kann. Dann ist: 


Abb. 5. Geradlinig polarisierte Kugelwelle. 


Elektr. Kraft, .... Magn. Kraft. Daher 
” 0 fell : 0 fell a 0 foil 
y= So — [| a = S| |S i 
Cr ae az) vy cel Ores alent (19) 
d. h. die Komponenten erscheinen als Ableitungen eines Potentials von der Form 
0 (f (pt) 0 ([Asinpt 
02 | v ones Oz | Y ; 


Das ist aber das Potential eines elektrischen Dipols, der in der Richtung der 
Z-Achse Schwingungen von der Periode 7 ausfiihrt. 

Bei der vollkommenen Symmetrie der Grundgleichungen in bezug auf die 
elektrischen und die magnetischen Krafte kann natitrlich die gleiche Lésung 

ica . . pea . . = 

auch fiir die magnetischen Krafte aufgestellt werden, wie sie vorstehend fiir 
die elektrischen Krafte aufgestellt wurde. Dann erhalt man polarisierte Kugel- 
wellen, bei denen die magnetischen Krafte lings den Meridianen und die elek- 
trischen Krafte langs den Breitenkreisen schwingen, und die gleichen Betrach- 
tungen ergeben als erregenden Vorgang im Mittelpunkt der Kugelwelle die 
Schwingung eines magnetischen Dipols in der Richtung der, Z-Achse, eine 
ochwingung, tie man etwa durch die ele ktrische Schwingung eines kreisf6rmigen 
Oszillators nach Art der BLonpLotschen Oszillatoren hervorgebracht denken 
konnte. 

18. Der Dualismus der Theorie und die Entscheidung an der Erfahrung 
Der Dualismus, den wir in den elastischen Theorien bereits kennengelernt haben 
tritt uns hier wieder in doppelter Weise entgegen. Erstens kénnte es fraglich 
faa eee eee ee ee is. rt aoe ee Sat Se x 
erscheine n, ob wir dic elektrische oder die magnetische Kraft als den eigentlichen 
wirksamen Lichtvektor in einem polarisierten Strahle anzusehen haben. Allein 
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da wir seit AMPERE gewoéhnt sind, alle magnetischen Wirkungen auf elektrische 
Stréme zuriickzufiihren, erscheint es naturgemaB, die elektrische Kraft als den 
magebenden Lichtvektor anzusehen, dessen zeitliche Verainderungen allerdings 
stets zwangsliufig mit dem Auftreten magnetischer Krafte verbunden sind. 

Allein selbst wenn wir diesen Standpunkt festhalten, kénnte es bei der Be- 
trachtung einer polarisierten Kugelwelle infolge der vollkommenen Symmetrie 
in bezug auf die Langen- und die Breitenkreise immer noch fraglich erscheinen, 
ob man es mit der einen oder der anderen Art von Kugelwellen zu tun hat. Das 
hangt davon ab, ob wir uns die Schwingungsvorginge in den Licht aussendenden 
Molekiilen oder Atomen eher als geradlinige oder als kreisf6rmige Schwingungen 
denken kénnen. 

Die Ausgangspunkte der elektrischen Kriafte sind elektrische Massen, elek- 
trische Ladungen. Der Elektrizitat schreiben wir ebenso wie der Materie eine 
atomistische Struktur zu. Aus positiv geladenen Kernen, die von negativen 
Elektronen umkreist werden, denken wir uns nach den neuesten Anschauungen 
die letzten Teilchen der Materie, die Atome der chemischen Elemente aufgebaut 
(s. Bd. 22 ds. Handb.). DaB bei leuchtenden Atomen oder Molekiilen die aus- 
gesandten elektrischen Wellen von Schwingungen dieser elementaren Ladungen 
nach Art der Schwingungen eines elektrischen Dipols herriihren, das diirfte bei 
den erwahnten Anschauungen vom Bau der Atome wohl annehmbar sein, wah- 
rend Hinundherschwingungen dieser Elementarladungen auf Kreisbahnen, die 
einem schwingenden magnetischen Dipol entsprachen, wohl weniger gut vor- 
stellbar sein wiirden. Man kann demnach als Grundtypus der von einem Licht- 
punkt ausgehenden Kugelwellen die erste Form der oben behandelten polari- 
sierten Kugelwellen ansehen. 

Diese Auffassung wird bestatigt durch die Erfahrungen, die man in den 
Fallen gemacht hat, in denen es gelingt, polarisierte Kugelwellen wirklich her- 
zustellen. Im allgemeinen ist das Licht einer natiirlichen Lichtquelle vollkommen 
unpolarisiert. ZEEMAN hat gezeigt, daB das unpolarisierte Licht einer Spektral- 
linie eines leuchtenden Gases im magnetischen Felde in polarisierte Schwingungen 
von verschiedener Schwingungsdauer aufgespalten wird. Bei der einfachsten 
Form des Zeemaneffektes sendet diejenige Komponente, die eine vom Magnet- 
feld nicht beeinfluBte Schwingungsdauer besitzt, eine geradlinig polarisierte 
Kugelwelle aus, deren Polarachse mit der Richtung der magnetischen Kratt- 
linien zusammenfallt. Dasselbe gilt bei der Aufspaltung einer Spektrallinie im 
elektrischen Felde, dem sog. Starkeffekt. Auch hier gibt es Komponenten, die 
eine polarisierte Kugelwelle aussenden mit einer in die Richtung der Kraftlinien 
fallenden Polarachse. In beiden Fallen ist die Erscheinung unmittelbar ver- 
standlich, wenn man sich die Lichterregung als eine in der Richtung der magne- 
tischen bzw. elektrischen Kraftlinien verlaufende elektrische Schwingung, die 
elektrischen Krafte in der Kugelwelle also langs der Meridiane verlaufend denkt, 
entsprechend dem ersten Typus. In der Tat — beobachtet man in Richtung 
der Kraftlinien, so sieht man diese Komponenten itberhaupt nicht; senkrecht 
zu den Kraftlinien haben sie das Maximum ihrer Intensitat. 

Bei beiden Effekten treten neben diesen Komponenten andere auf, die bei 
der Beobachtung senkrecht zu den Kraftlinien ebenfalls geradlinige Polari- 
sation zeigen, aber mit einer um 90° verschiedenen Richtung, bei denen also die 
elektrischen Krafte auf der Richtung der Kraftlinien senkrecht stehen, wenn wir 
annehmen, daB sie bei den ersten Komponenten bei derselben Beobachtungs- 
richtung mit den Kraftlinien zusammenfallen. Allein die Kugelwellen, die diese 
zweite Art von Komponenten aussenden, entsprechen nicht etwa dem zweiten 
Typus, wie er oben behandelt ist, denn diese Komponenten verschwinden nicht, 
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wenn man in Richtung der Kraftlinien beobachtet, sondern erweisen sich im 
magnetischen Velde als zirkular polarisiert, 1m elektrischen Felde als unpolari- 
siert. Es sind also Kugelwellen von einem komplizierteren Typus, die man sich 
durch Ubereinanderlagerung von Kugelwellen des Grundtypus entstanden 
denken kann. 

19. Elliptisch polarisierte Kugelwellen. Wie bei den ebenen Wellen, kann 
man auch bei den Kugelwellen Wellen verschiedener Schwingungsrichtungen 
iibereinanderlagern. Stellen die Gleichungen (13), (14), (15) eine geradlinig pola- 
risierte Kugelwelle dar, deren Polarachse in der Z-Achse liegt, so stellen die 
Gieichungen: 


z DT ae 52 TT 2 TT ’ CIT 
CS = : Ay? & = wa tae o> 3 Je? | 
Ox0y Ox Zz yoz’ | (20) 
nad fi(pt — 497) 
i — | 


eine ebensolche Kugelwelle dar, deren Polarachse in der Y-Achse liegt. Setzt man 


{/=—AsinO, }, = BsinO, wobei zur Abkiirzung 9 fir 2n(~ — +) geschrieben 


ist, so stellt die Summe der Ausdriicke (13) und (20) abermals eine geradlinig 
polarisierte Kugelwelle dar, deren Polarachse in der Y Z-Ebene liegt und mit 
der Y-Achse den durch die Gleichung 

A 

tgy = B 
bestimmten Winkel w einschlieBt. Anders, wenn zwischen / und /, cine Phasen- 
differenz besteht: 

j= Asin9@, /}, = Bsin(O + 0). 


Dann setzen sich die Schwingungen zu einer elliptischen Schwingung zusammen, 
und man erhalt als Summe der beiden Losungen die Formeln fiir eine elliptisch 
polarisierte Kugelwelle. Die Darstellung mége sich auf den Fall beschrianken, 


daB 6 = = und A = B ist, also 


(Asin 6; /, =A cos; 
Dann ist 


¢, =— = _ [sinO cosy + cos @cosf] cosa , 
Gee 4 [sin@ cosf cos » — cos @ sin? f 
y qe L 5) sO sin? ], (21) 
Ag A 


= peeeryae as ey Y)sin2y — 3 (A S 
, = + ss 7 [sin@ sin?y — cos @cosf cosy]. 


In der Y Z-Ebene (0 = =| ist G, == 0; 
¥ Mgeh Jah @ Ried a8: 
¢, == See sin(@ — p)-sinp, 


: Tie 
GC — +5 F sin(@ — f)-cosf. 


Hier ist also das Licht geradlinig polarisiert; die Schwingungsrichtung liegt in 
der YZ-Ebene; die Amplitude ist in allen Richtungen innerhalb dieser Ebene 
gleich, nur die Phase variiert. In der X-Achse (0 =0,f=y= =| ist © 
ebenfalls = 0, an ‘ 


2 


2 42° A z x | 
Wy = 5 72 COS 0), &, — + ae a sin &), 
\ ¥ 4 V 
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In dieser Richtung setzen sich die beiden Schwingungen zu ciner Kreisschwingung 
zusammen (s. Ziff. 15). Eine Kugelwelle dieser Art hat also die Eigenschaften, 
die man an den beiden duberen Komponenten eines einfachen ZEEMANschen 
Triplets wahrnimmt, wenn man die X-Achse mit der Richtung der magnetischen 
Kraftlinien zusammenfallend denkt. In Richtungen, die zwischen der X-Achse 
und der Y Z-Ebene legen, ist das Licht dieser Kugelwelle elliptisch polarisiert, 


z. B. fiir eine beliebige Richtung in der X Y-Ebene (y = 5 Ls a — a): 


Ps 42° A P 

C= —-—3a * cos cosa sing , 
4x” A sQ cos 

ape : cos@ cosa cosa, (22) 
Aa ¥ 


Asc A. 
. Gee es 
ae he ere sind, 


Die in die X Y-Ebene fallende Komponente hat hier wieder den Zeitfaktor 
cos@, die dazu senkrechte Komponente den Zeitfaktor sin@. Aber die Ampli- 
tuden sind nicht mehr gleich. Wahrend die zur X Y- Bene senkrechte Schwin- 


gung fir alle Richtungen die konstante Amplitude we - hat, nimmt fiir die 


. der X Y-Ebene legende Komponente die Amplitude ab nach der Formel 
= Se cosa. Die resultierende Schwingung ist eine Ellipse, deren groBe Achse 
auf ae XY-Ebene senkrecht steht). 

Nehmen wir entsprechend (19) als Erregungsv organg einer geradlinig pola- 
risierten Kugelwelle die geradlinige Schwingung eines elektrischen Dipols oder 
eines im Atomverbande schwingenden Elektrons an, so miissen wir fiir Kugel- 
wellen der hier beschriebenen Art als Erregungsvorgang rs Cea een 
annehmen, aber nicht Hinundherschwingungen, wie sie eine Kugelwelle des 
zweiten geradlinig polarisierten Typus hervorrufen wiirden, sondern Kreisum- 
laufe von konstantem Umlaufsinn und konstanter Geschwindigkeit. 

20. Weitere Schliisse aus dem Zeemaneffekt. Die Feststellung des Um- 
laufssinnes der Kreisschwingungen eines ZEEMANSchen Triplets gestattet eine 
noch tiefere Einsicht in die Natur des Leuchtvorganges. H. A. LORENTZ hat 
zuerst bewiesen, daf eine geradlinige Schwingung elektrischer Ladungen durch 
ein magnetisches Feld in zwei kreisfOrmige Schwingungen, eine von vergroBerter, 
die andere von verkleinerter Schwingungsdauer, zerlegt wird. Man kann die 
Ableitung ganz elementar auf den Satz griinden, da eine geradlinige Schwingung 
als Resultante zweier entgegengesetzt kreisfOrmiger Schwingungen aufgefabt 
bzw. in solche zerlegt werden kann. Beobachtet man in der Richtung der X-Achse 
eine transversale Schwingung, die langs der Z-Achse erfolgt, so ist der Zustand 
durch die Gleichungen dargestellt: 


y= 0, z=asin2ant, 


fiir die man auch schreiben kann: 


y= +4acos2nn,t, z=+4asin27n!, 
n Pass 1 34 h 
y = —4acos22n,t, Z2=-+4asin22n 1. 


Das erste Paar stellt eine Kreisschwingung im positiven, das zweite Paar eine 
gleich groBe Kreisschwingung im negativen Sinne um die X-Achse dar. Vor- 
aussetzung fiir das Bestehen solcher einfacher Sinusschwingungen ist die Vor- 


1) Uber die allgemeineren Formen elliptisch polarisierter Kugelwellen s. W. KO6nic, 
Wied. Ann. Bd. 17, S. 1016. 1882. 
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stellung, da® die schwingende elektrische Ladung e durch eine quasielastische 
Kraft nach einer bestimmten Gleichgewichtslage gezogen werde. Ist dann m 
die mit der Ladung verbundene Masse, so ist die Frequenz der Schwingung 
bzw. des Kreisumlaufs bei nicht erregtem Felde durch die Gleichung gegeben, 
die die Gleichheit von Zentrifugalkraft des Umlaufs mit der quasielastischen 


Kraft ausdriickt : mAntyy = for 
Oe ? 
woraus folgt ; oe 
T= ate an) ae 


Bei erregtem Felde kommt die der linken Handregel entsprechende Wirkung 
des Feldes auf die bewegte Ladung hinzu. Steht die Kraftrichtung des Feldes 
auf der Kreisbahn senkrecht, so wird die quasielastische Kraft fiir den einen 
Umlauf um 22rve%/c vermehrt, fiir den entgegengesetzten Umlauf um ebenso- 
viel vermindert. Entsprechend andern sich die Frequenzen in 


Wy ery e D % 
2%’ DNS i, Das 


© |S 


2 9 é 
ey YY = 
i ‘ibgiges Fe 


Da die durch das Magnetfeld bewirkte Anderung nur sehr gering ist, kénnen die 
Anderungen der Frequenzen geschrieben werden: 
a) 

Y,—-% = SS und Vy = V2 = EOS : (23) 
Wenn ZEEMAN in der Kraftlinienrichtung des Magnetfeldes beobachtete, so daB 
die positive Richtung der Kraftlinien auf sein Auge zu lief, so fand er, daB die 
linksherum schwingende Komponente die verkleinerte Periode, also die gréBere 
Frequenz hatte. Wirde die umlaufende elektrische Masse eine positive Ladung 
sein, so miiBte unter den angegebenen Verhdltnissen das Magnetfeld der nach 
dem Zentrum wirkenden quasielastischen Kraft entgegenwirken; die Periode 
wirde verlangsamt, die Frequenz verkleinert werden miussen. Da das Umge- 
kehrte beobachtet wurde, muBte daraus mit Notwendigkeit der SchluB gezogen 
werden, da es negative Elektronen sind, die durch ihre Schwingungen und Um- 
laufe die Lichtaussendung bewirken. Messungen der Frequenz- oder der Wellen- 
langenanderungen in Feldern von bekannter Starke gewahren nach (23) die Még- 
lichkeit, das Verhaltnis e/m fiir die lichtaussendenden Elektronen aus dem 
Zeemaneffekt zu berechnen. Die vorziigliche Ubereinstimmung der so gefun- 
denen Werte mit den an Kathodenstrahlen gefundenen Werten bestatigte die 
Richtigkeit der Annahme negativer Elektronen als lichtaussendender Elemente. 
(Naheres hieriiber Bd. 22 ds. Handb.) 

Eine ausfiihrliche Behandlung polarisierter Kugelwellen und ihrer Zu- 
sammensetzung hat I. FROHLICH im Zusammenhange mit Studien wber die 
Polarisation des gebeugten Lichtes veréffentlicht!). Auf polarisierte Kugelwellen 
fiihrt ferner die Theorie der Zerstreuung des Lichtes an kleinen Teilchen2). 

21. Unpolarisiertes Licht. Anders liegen die Verhaltnisse beim Stark- 
effekt. Beobachtet man beim Zeemaneffekt in Richtung der Kraftlinien mit 
einem einfachen Analysator, so kann man freilich keinerlei Polarisation nach- 
Wweisen. Aber es gentigt die Zwischenschaltung einer 4/4-Platte, die zwischen 
die beiden Komponenten, aus denen sich die kreisférmige Schwingung zusammen- 
setzt, eine weitere Phasendifferenz von einer viertel Periode einfiihrt, um den 

1) T. FROHLICH, Experimentelle Erforsch reti : e mei 
Cas der Polarisation des an ent one eee Sees B.C. 
Teubner 1907. Vgl. auch P. FrOuticn, Ann. d. Phys. (4) Bd. 63, S. 900. 1920. ; 

*) Lord RayLeicu, Phil. Mag. Bd. 47, S. 375. 1899. Scient-Papjers Bd. IV, S. BOT. 
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zirkularen Charakter der Schwingung sofort zu erkennen. Beobachtet man aber 
im elektrischen Felde in Richtung der Kraftlinien, so ist das Licht durchaus 
unpolarisiert. Dasselbe gilt von dem nach allen Seiten von einer Lichtquelle 
ausgesandten Licht, wenn sie nicht den richtenden Kraften magnetischer oder 
elektrischer Felder ausgesetzt ist. Diese vollkommene Ungeordnetheit der 
Schwingungen des natiirlichen Lichtes kann, da jedes Elektron in jedem Augen- 
blicke nur eine bestimmte Schwingung ausfiihren kann, einen doppelten Grund 
haben. Erstens wird das Licht einer Lichtquelle nicht von einem einzelnen 
schwingungsfahigen Gebilde, einem einzelnen Elektron im Verbande eines ein- 
zelnen Atoms, ausgestrahlt, sondern von einer auBerordentlich groBen Zahl 
solcher Gebilde, die vollkommen unabhangig voneinander sind, wenn nicht die 
richtenden Krafte magnetischer oder elektrischer Felder die beschriebenen Gleich- 
maBigkeiten hervorrufen. Zweitens aber wird auch die Schwingung des ein- 
zelnen Elektrons infolge der Zusammenst6Be der Molekiile dauernden Ande- 
rungen nach Richtung und Phase unterworfen sein. Da jede der méglichen 
Schwingungen aus Komponenten langs den Koordinatenachsen zusammen- 
gesetzt bzw. in solche zerlegt werden kann, kann man sich das unpolarisierte 
oder natiirliche Licht dargestellt denken durch drei Komponenten lings den 
Koordinatenachsen, die den gieichen zeitlichen Mittelwert der Amplitude haben, 
aber im Betrag der Amplitude und der Phase dauernd und ganz unabhiangig 
voneinander nach den,Gesetzen des Zufalls schwanken. Entsprechendes gilt 
von den Kugelwellen unpolarisierten Lichtes, die sich von einem unendlich 
kieinen Volumenelement einer natirlichen Lichtquelle ausbreiten. Auch diese 
Kugelwellen sind als transversale Wellen aufzufassen, da ja jeder einzelne 
Schwingungsvorgang eine transversale Kugelwelle hervorruft. Aber an jedem 
Punkte der Wellenflache werden die Schwingungen der elektrischen und magne- 
tischen Kraft in durchaus unregelmaBiger Folge Richtung und Phase andern. 
Man kann den Zustand der unpolarisierten Welle darstellen durch zwei zuein- 
ander senkrechte Schwingungen, die den gleichen Mittelwert der Amplitude 
haben, aber in den Werten der Amplitude und der Phase nach den Gesetzen 
des Zufalls schwanken. (Uber Beziehungen zur Thermodynamik s. das 3. Kap. 
ds. Bandes.) 

22. Energiestromung. Poyntincscher Vektor. Nach der MAXWELLschen 
Auffassung ist die Arbeit, die bei der Erzeugung eines elektrischen oder eines 
magnetischen Feldes aufgewandt wird, als potentielle Energie in dem Felde 
enthalten. Driickt man die Feldstarken im GAussschen Mafe aus, indem man 
die Einheit der elektrischen bzw. magnetischen Menge nach dem CouLOMBschen 
Gesetze definiert, so ist die in der Raumeinheit enthaltene Energiemenge im 
elektrostatischen Felde durch 


im magnetischen Felde durch 


(eee 1 nF 
ee BH = Bx us? (25) 


W 
ausgedriickt. Eine in den Raum hinein fortschreitende elektrische Welle tragt 
entsprechend den elektrischen und magnetischen Kraften, aus denen sie besteht, 
Energie in den Raum hinaus. Wendet man das den statischen Feldern entnom- 
mene Energiema8 auf diesen Vorgang an, so erhalt man einen Ausdruck fir 
diese Energiewanderung aus den MAxwettschen Gleichungen, indem man das 
erste Tripel mit ©, G,, &,, das zweite Tripel mit ,, ,, -, beide auBerdem 
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mit 1/42 multipliziert und alle 6 Gleichungen addiert. Diese Operation ergibt 
fiir den leeren Raum, fiir den o = 0, ¢ = = 1 zu setzen ist: 


Lescol | 


a 


(26) 


ot (9, &z — §,C,) = jy DeGx oo §,©,) ria ate C, et Dy Cx )): 


PoyntING!) hat einen Vektor © eingefithrt, dessen ee nach den Ko- 
ordinatenachsen durch die Gleichungen gegeben sind: 


6,= — + (6, 6.-8.6), G=—Z(0.6-9.6), S.=— 7, (O6y- BG). 27) 


Nach den Regeln der Vektorrechnung ist dieser Vektor das mit ¢/4 multiplizierte 
Vektorprodukt der beiden Vektoren © und , d. h. 


= ;,[6. 91. (27a) 


Dann lat sich die auf der linken Seite der Gleichung (26) stehende zeitliche 
Anderung der Feldenergie darstellen als Divergenz des Vektors ©: 


3) eee : . 

iain (28) 
Da 

CAG +6 6, & ci © uty = 0 und ©, Oe —- Crs, + 6,9, = Ox 
so steht der V nite S aut F den beiden Vektoren © und §) senkrecht. Er fallt also 
zusammen mit der Richtung der Wellennormale, und das Vorzeichen ist so ge- 
wahlt, da die positive Richtung des Vektors in die Richtung fallt, nach der die 
Welle fortschreitet. 
Fur das oben behandelte Beispiel der ebenen Welle, die nach der X-Achse 

schwingt und nach der Z-Achse fértschreitet, ist, da €, = €, = §, = H, = O1st: 


~ 


Ge=0, Gy=0, 6, = {E.G =F sintan( —F44,). (20) 

Die besondere Bedeutung des PoyntiNGschen Vektors erhellt, wenn man 
die Ausdriicke der Energie fiir einen geschlossenen Raum bildet und auf das 
Integral uber div@ den sog. GAussschen Satz anwendet, der fiir einen im 
gegebenen Raum stetigen und eindeutigen Vektor das Raumintegral in ein 
Integral uber die Oberflaiche des iene verwandelt : 


fdiv6dV = {G,.dS, (30) 


wenn die nach auBen gerichtete Normale des Flachenelementes dS als positive 
Normalenrichtung genommen wird und ©, den in diese Richtung fallenden 
Betrag des Vektors © im Element dS bedeutet. Dann ist die zeitliche Anderung 
der in dem gegebenen Raume enthaltenen Energie 


ay = d|(W et W,)dV = —at f CaS, ' (31) 
d. h. gleich dem in der betreffenden Zeit durch die Oberflache des Raumes hin- 
durchtretenden Betrage des Vektors G. Der Vektor © stellt also die in den 
Lichtstrahlen enthaltene und mit ihnen fortschreitende Energie dar und wird 
daher als ,,Strahlvektor“ bezeichnet. 

Zur Anwendung auf die langs der Z-Achse fortschreitende ebene Welle 
denke man sich als Raum V den Inhalt eines Zylinders, dessen Achse der Z-Achse 
parallel, also auf der Wellenebene senkrecht steht, und der von zwei um eine Wellen- 
lange voneinander entfernten Wellenebenen begrenzt sel. Dann ist 


1) or ee POYNTING, Phil. Trans. 1884, II, S. 343 


eCeyetunecie 
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Mantelflache ©, = 0 und fiir die beiden Grundflaichen ©, gleich, aber von ent- 
gegengesetztem Vorzeichen ist nach (29) 


or : 
rf | (W. + W,,)dV =0. 


Der Betrag der wahrend einer Schwingung durch die eine Grundflache eintretenden 
und durch die andere austretenden Energie ist: 
1AR 
Ber 
wenn S den Querschnitt des Zylinders bedeutet. Durch die Flacheneinheit tritt 
also wahrend einer ganzen Schwingung die Energie 4A?/82, wahrend einer 
Sekunde der »fache Betrag: cAj/8a. Die Energie der Strahlung ist also dem 
Quadrat der Amplitude proportional. 
Wenden wir den PoyntiNGschen Satz auf die polarisierte Kugelwelle an, 
so ist nach (18) 
42% sinty ,, . t 
S,= 5, = = . i Atsin?2n(— — +), 
oder die durch ein Element dS der Kugelflache wahrend einer Schwingung hin- 
durchtretende Strahlung: 
27° A Sin” y= \d.5! 
Bo OP 


Damit ist der bekannte Satz ausgedriickt, daB die Intensitat des Lichtes bei 
Lichtquellen von kleinen Abmessungen mit dem Quadrat der Entfernung von 
der Lichtquelle abnimmt. Integriert man den Ausdruck iiber die ganze Kugel- 


oberflache, wobei ; 
a5 = 2nr* siny dy 


zu setzen ist, so wird die ganze von der Lichtquelle wahrend einer Schwingung 
ausgesandte Energie 
1624 


3/3 A®; (32) 
wahrend einer Sekunde 

16.24 - 

374 eA, 


Diese Strahlung bedingt fiir die Lichtquelle eine allmahliche Abnahme ihrer 
Energie, vorausgesetzt, daB ihr nicht Energie immer von neuem zugefiihrt wird!). 
Die Schwingungen der Lichtquelle sind also durch die Ausstrahlung gedimpft, 
eine Art der Dampfung, die man als ,,Strahlungsdampfung" oder nach P*ANCK?) 
als ,,konservative Dampfung‘’ bezeichnet, im Gegensatz zu einer dur Wider: 
stand bedingten ,,konsumptiven Dampfung“, bei der elektrische Schwingungs- 
energie durch Umwandlung in JouLEsche Warme verlorengeht. 

23. Interferenz. Das Prinzip der Ubereinanderlagerung ist oben auf zwei 
Wellenziige von gleicher Fortpflanzungsrichtung angewandt, deren Schwingungen 
aufeinander senkrecht stehen, und fiihrte auf die Schwingungsformen der ellip- 
tischen Polarisation. Angewandt auf zwei Wellenziige von gleicher Fortpflan- 
zungsrichtung und gleicher Schwingungsrichtung, fithrt es auf die Gesetze der 


1) G. F. FirzGeratp hat den durch Strahlung eintretenden Energieverlust fiir einen 
kleinen, alternierenden Kreisstrom berechnet (Rep. Brit. Assoc. Southport, 1883, S. 404), 
also fiir den zweiten Typus einer Kugelwelle. Wenn er den Betrag nur halb so groB 
findet, wie er oben angegeben ist, so diirfte dies wohl damit zusammenhangen, daB sich 
seine Rechnungen nur auf den magnetischen Teil der Strahlungsenergie beziehen. 

2) M. PLrancKk, Wied. Ann. Bd. 57, S.1. 1896 und Bd. 60, S. 577. 1897. 
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Interferenz. Zwei Planwellen, die in der X-Achse schwingen und in der Z-Achse 
fortschreiten : 


a : t 
Ce = A, sin2a{— — = + 5,), Co, = A,sin2a(— — = + 6,| 


74 


ergeben die Summe: 


C. = Ci, + Gey = A sitian(— — 4 + 0), (33) 
wenn . . . 
A, cos220, + RE: =A ee | (34) 
A, sin2206, + A,sin2a6, = Asin220 | 


gesetzt wird. Die resultierende Welle ist also eine Welle der gleichen Schwingungs- 
form, aber mit anderer Amplitude und Phase. Die Amplitude ist bestimmt 
durch die Gleichung 


At = A? + A} 4+ 2A,A,cos22(d, — 0), (35) 


die unmittelbar die Intensitat ausdriickt, da diese nach dem vorhergehenden 
Paragraphen dem Quadrat der Amplitude proportional ist. Die Amplitude 
iiegt je nach dem Werte der Phasendifferenz zwischen dem Maximum A, + Ag, 
fur 6, — 6, =k und dem Minimum A, — A, fur 6, — 06, = (2k 4+ 1)/2, wenn 
k eine ganze Zahi bedeutet. Haben die beiden Wellenziige gleiche Amplitude, 


so ist A = 2A, cosx(6, — 0,), 


Also: == QA aa (0, 205) == 2, Und? == Onur 
(0, — 0.) = (2k +1)/2. Im ersteren Falle addieren 
sich die beiden Wellenziige, im letzteren heben sie 
sich vollstandig auf. 

Nach Formel (35) berechnet sich, worauf schon FRESNEL hingewiesen hat}), 
die resultierende Amplitude in der gleichen Weise, wie sich die Resultante A 
zweier Krafte A, und A, berechnet, die an einem Punkte angreifen, und deren 
Richtungen den Winkel 4d = 2a (6, — 6,) miteinander bilden (Abb. 6), oder 
in der Sprache der Vektorrechnung, die resultierende Amplitude A ist die Summe 
der beiden Vektoren A, und Ag. 

24. Interferenz zweier Lichtpunkte. Als einfachstes Beispiel werde der 
Fall der Ubereinanderlagerung zweier Kugelwellen behandelt, die von zwei 
nahe beieinanderliegenden Lichtpunkten ausgehen. Die beiden Lichtpunkte 
sollen in der X-Achse zu beiden Seiten des Nullpunktes des Koordinatensystems 
um -++e und —e von ihm entfernt legen und ihre Schwingungen in der Z-Achse 
austihrsn. Wir betrachten das Zusammenwirken der von ihnen ausgehenden 
Kugelg. len in der XY-Ebene unter der Voraussetzung, da der Radius der 
Kugelwellen groB ist gegen den Abstand 2e der beiden leuchtenden Punkte. 
Unter Fortlassung des konstanten Faktors 472/22 [s. (48)] ist dann 

‘ Ae t Vy Aly 


G,=— sindz(— — "1-4 4,), G2, = isin 2n(— — “#4 44). 


al T 2 D 


Abb.6. Addition zweier Amplituden. 


5) 


Dann ist die Phasendifferenz der beiden Wellen 
5 es Vo — 1} 
A = 20(, ap ee 
Zur weiteren Vereinfachung werde angenommen, daB die beiden Lichtpunkte 
in gleicher Phase schwingen, d. h. 6; = 6). Die Flachen gleicher Phasendifferenz 


*) A. FREsNEL, Mémoire sur la diffraction de la lumiére; Couronné 1819. Oeuvres 
compl. Bd. I, 5, 292. 
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sind dann offenbar Rotationshyperboloide, die die X-Achse als Achse und die 
beiden Lichtpunkte als Brennpunkte haben. Allgemein ist: 


—- 


n=Ve—P+ y+ e=yA—2exte, n= |etePty tard oexta, 


wenn r, wie bisher, den Abstand vom Koordinaten-Anfangspunkt bedeutet. 
Nimmt man ry gro gegen e, so kann geschrieben werden: 


ex) ex 
nai 9). nari 9) 
also 
2ex 4 10ex 4ne€ 
i 1 = - und A= a ae 


wenn # den Winkel des Radius y mit der X-Achse bedeutet. Die Flachen gleicher 
Phasendifferenz sind in dieser Entfernung von den Lichtpunkten die Kreiskegel, 


die von den Asymptoten der Hyperboloide gebildet werden. Die Minima liegen 


Dect nih : : h 
. — , die Maxima auf den Kegeln: cos? = k - rs 


Fir # = 0, d.h. bei Beobachtung in der X-Achse, ist die Phasendifferenz 22 - ~, 


also gleich 22m, wenn m die Zahl der in der Strecke 2e enthaltenen Wellenlingen 
bedeutet. Fir # = = , ist A = 0; in der YZ-Ebene hat die Intensitat ein Maxi- 


mum. Weitere Maxima sind durch cos? = k/m bestimmt. Da k <™m sein 
muB, so ist die Zahl der Maxima gleich der gr6Bten ganzen Zahl, die in m enthalten 
ist. Fangt man das Licht auf einem zur Y-Achse senkrechten Schirme auf, so 
erscheint auf dem Schirme zu beiden Seiten des in der Y Z-Ebene liegenden hellen 
Mittelstreifens bei einfarbigem Lichte ein System von dunklen und hellen Streifen. 
In der Nahe des Mittelstreifens ist der Abstand s zweier benachbarter Maxima 
oder Minima gegeben durch die Gleichung: 


auf den Kegeln: cos? = = 


Vv}. 
s= =. 
2e@ 
Aus dem Umstande, daf der Streifenabstand von der Wellenlange abhangt, 
folgt, daB im weiBen Licht die Streifen farbig erscheinen. 

25. Bedingungen der Interferenz. Die Bedingung fiir die Sichtbarkeit dieser 
Interferenzen ist die Unveranderlichkeit der vom Schwingungszustande der beiden 
Lichtpunkte abhingigen Phasendifferenz (6, — 6,). Man driickt diese Bedingung 
aus, indem man verlangt, daB die beiden Lichtquellen ,,koharent‘ sein miissen, 
eine Bedingung, die bei zwei voneinander unabhangigen Lichtquellen wegen 
der UnregelmaBigkeit der Lichtschwingungen nicht erfiillt ist. Sie kann nur 
erfiillt werden, indem man die beiden interferierenden Wellenziige aus einem 
Wellenzuge ableitet. Das geschieht in isotropen Mitteln dadurch, daB man ein 
Lichtbiindel durch Spiegelung oder Brechung in zwei Biindel teilt, die man ent- 
weder in dem gleichen Mittel verschieden lange Wege oder gleiche Wege in 
Mitteln von verschiedener Lichtgeschwindigkeit durchlaufen ]4Bt, und dann 
wieder iibereinander lagert; ersteres ist der Fall bei dem oben besprochenen 
FRESNELschen Spiegelversuch, den Lioypschen Streifen, dem Biprisma, den 
Newrtonschen Ringen; letzteres beim JAmiNschen Interferenzapparat. Eine 
andere Klasse von Interferenzerscheinungen erhalt man in anisotropen Mitteln, 
indem man polarisiertes Licht auf eine Kristallplatte fallen laBt, in der es sich 
durch die Anisotropie des Mittels in zwei senkrecht zueinander schwingende 
Wellen von verschiedener Fortpflanzungsgeschwindigkeit teilt. Nach dem Aus- 
tritt aus der Platte werden diese beiden Wellen zur Interferenz gebracht, indem 
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sie durch einen Analysator auf gleiche Schwingungsrichtung tibergefithrt werden. 
Dies sind die Erscheinungen der chromatischen Polarisation in Kristallplatten. 

Eine andere Frage ist die, wie groB die Zahl m, die Phasendifferenz der beiden 
interferierenden Strahlen, werden kann, ohne da durch die UnregelmaBigkeiten 
im Ablauf der Schwingungen die Interferenzfahigkeit gestért wird. Fur die 
ausfiihrliche Behandlung dieser Fragen wird auf Kap. 9 verwiesen. 

26. Stehende Wellen. Wahrend im Vorstehenden Wellenziige von gleicher 
oder bei den Kugelwellen wenigstens annahernd gleicher Fortptlanzungsrichtung 
angenommen wurden, kénnen auch zwei entgegengesetzt laufende Wellenziige 
nach dem Prinzip der Uberlagerung zusammengesetzt werden. 

= A, sin2a( ae = + dy), Cy, = A, sin2n{~ + + -- 6.) 


Tv 


ergeben die Summe: 
. z i — Ob oe t 6, -+ dg 
©, = (A; + As) cos 2|- _ 21 = 3) sin 2a0{— -f- ee | 


A 2 T 2 
| fein z 6, —0,\ . (es 0, + 09 (37) 
== (Ay — Ap) sin 2a1( oe "2 )cos2a/ : | >), 
Diese Gleichung stellt nicht mehr eine fortschreitende Welle dar; denn fiir 
verschiedene Werte von z ist die Amplitude verschieden. An den Stellen, wo 
Or Oy th 


Ee 2 


s 


ist, verschwindet das zweite Glied und &, schwankt zeitlich zwischen -+ (A, + Ag). 
An den Stellen aber, wo 
z 5; — 05 _ 2k +1 
A Ae ent 
ist, betragt die Amplitude (4, — A,) und ist = 0, wenn die beiden sich iiber- 
lagernden Wellen gleiche Amplitude haben, A, = A,. Das Ganze stellt eine 
stehende Welle dar; die letztgenannten Stellen sind die Knoten, an denen die 
Schwingung ihr Minimum, die erstgenannten, die um 4/4 von den Knoten ent- 
fernt liegen, sind die Bauche, an denen die Schwingung ihr Maximum hat. Der 
Abstand zweier benachbarter Knoten oder Bauche ist eine halbe Wellenlange. 
Aus dem Umstande, dafi die Wellen entgegengesetzte Richtung haben, d. h. 
die Z-Koordinate fiir die eine Welle das negative, fiir die andere das positive 
Vorzeichen hat, folgt, daB die die elektrischen Schwingungen begleitenden magne- 
tischen Krafte zwar durch dieselben Ausdriicke wie die elektrischen Krafte gegeben 
sind, aber entgegengesetztes Vorzeichen haben. 


- t zB ; . Z 
oy, = A, sin 270|— Sa dy), Do = — A, sin 2a : a ba). 
Die Ubereinanderlagerung der beiden Wellen gibt daher fiir die magnetischen 
Krafte der stehenden Schwingung den anderen Ausdruck: 
6, — 


$y = — (A, + 4,) sin 221( ( : | ee: °s) 


OP) 
“1 *2) 69827 
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B 38 
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Die Knoten der magnetischen Kraft liegen an den Stellen, wo die elektrische 
Kraft ihre Bauche hat, und die Bauche der magnetischen Kraft da, wo die Knoten 
der elektrischen Kraft liegen. Zeitlich aber hat die elektrische Kraft ihr Maximum 
wenn die magnetische Kraft ihr Minimum hat, und umgekehrt. Sind die Ampli- 
tuden der beiden Wellen, also auch die Energien, die sie mit’sich fithren, gleich, 
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so findet in der stehenden Welle keine Fortfiihrung der Energie nach einer Rich- 
tung mehr statt, sondern nur ein Hin- und Herfluten der Energie zwischen 
Bauchen und Knoten aus der elektrischen in die magnetische Form und zuriick. 

Bei der im vorigen Paragraphen behandelten Uberlagerung zweier Kugel- 
wellen sind die von den beiden Lichtpunkten ausgehenden Wellen zwischen den 
beiden Punkten gegeneinander gerichtet und bilden hier stehende Wellen. Thre 
Bauche legen da, wo die konfokalen Hyperboloide, auf denen die Maxima der 
Helligkeit im Interferenzraume liegen, die X-Achse schneiden, ihre Knoten da, 
wo die den dunklen Streifen entsprechenden Hyperboloide die X-Achse schneiden. 
Diese stehenden Schwingungen sind aber der Beobachtung nicht zuganglich. 
Stehende Lichtwellen sind nur in einem Falle von O. WIENER nachgewiesen 
worden. Uber die besondere Bedeutung dieser Arbeit s. spiiter. 

27. Das Huycenssche Prinzip. Man kann von den Wellenfronten, gleich- 
viel ob es ebene oder kugelf6rmige Wellenflaéchen sind, sagen, daB sie sich in 
Richtung ihrer Normalen fortpflanzen, und da bei ungestérter Ausbreitung die 
Normalen gerade Linien sind, k6nnte man in diesem Gedankengange von der 
geradlinigeén Fortpflanzung des Lichtes sprechen und die Wellennormalen als 
die Lichtstrahlen ansehen. Allein physikalisch gritndet sich der Begriff der Licht- 
strahlen und die Vorstellung ihrer geradlinigen Fortpflanzung auf die Wirkung, 
die ein die Ausbreitung der Wellen stellenweise hemmender K6rper auf diese 
Ausbreitung austibt, d. h. auf die Schattenkonstruktion und die Wirkungen einer 
Lochkamera. Eine Erklarung dieser Erscheinungen auf der Grundlage der Wellen- 
lenre hat HuyGens mit Hilfe des Gedankens der Elementarwellen gegeben; 
FRESNEL hat durch Hinzunahme des Interferenzprinzips den HuycGEnsschen 
Gedanken zur Grundlage der ganzen Beugungstheorie gemacht. Allein es fehlte 
dem Prinzip in dieser Form die strenge mathematische Begrtindung. Eine solche 
ist zuerst von KIRCHHOFF gegeben worden, indem er sich eines mathematischen 
Hilfssatzes bediente, der die Umwandlung eines Raumintegrals in ein Integral 
iiber die Oberflache des Raumes gestattet. Diese unter dem Namen des GREEN- 
schen Satzes bekannte Formel lautet: 


[ (u. {vy —vAu)dV = — [ (w is — vgn) dF, (39) 


wenn w und v zwei Funktionen sind, die mit ihren ersten und zweiten Differential- 
quotienten nach x, y, z in dem ganzen Raume, iiber den sich das links stehende 
Raumintegral erstreckt, eindeutig und stetig sind, und wenn als positive Nor- 
malenrichtung an der Grenzflache des Raumes die innere Normale genommen 
wird. Wenn beide Funktionen der Gleichung geniigen: 


Au = —k?u und Av = —k?v, (40) 


so wird das Raumintegral gleich 0 und die Gleichung (39) lautet: 


Won Ou 
| (ws — vz |= 0. (41) 

; on On, 
Diesen Satz kann man benutzen, um den Wert w#, von w fiir einen Punkt P im 
Innern des Raumes auszudriicken durch das Integral iiber die Oberflache des 
Raumes. Man mu zu dem Ende die Funktion v so wahlen, daB sie im Punkte 
P unendlich wird wie 1/r, unter 7 den Abstand vom Punkte P verstanden — eine 
Bedingung, der zugleich mit der Schwingungsgleichung dv = —k?v_ gentgt 
wird z. B. durch die Funktion (cos k7)/r [nicht durch (sin kr)/r] oder allgemeiner 

e- ikr 

durch den Ausdruck —— 


Y 
P, in dem v unendlich wird, aus dem Integrat onsgebiete ausgeschlossen werden 


Bei einem solchin Werte von v muB der Punkt 
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durch eine Kugel von unendlich kleinem Radius. Die Integration ist dann nicht 
bloB iiber die AuBenflache F, sondern auch iiber die Oberflache dieser Kugel 
zu erstrecken. Dabei verschwinden aber, wenn w und du/dn endliche Werte 
haben, fiir 7 = 0 alle Glieder bis auf eines, fiir das sich 7? heraushebt, und das 
fiir y = 0 den Wert —422, annimmt. Dann ist also 
oe Bbaece OUu\ a5 42 
i rele vga )aF. (42) 
Um diesen Satz auf die Lichtausbreitung anwenden zu kénnen, ist zunachst 
zu beachten, da die Wellengleichung (6) 
8 Oy 
cA Pp = Be 
in die Schwingungsgleichung (40) tibergeht, sobald @ als eine periodische Funk- 
tion der Zeit angenommen wird. Driickt man dies durch den allgemeinen Ansatz 


aus ; 
Q=Uu- ert (43) 

wo uw nur noch von den Raumkoordinaten abhangt, so erfillt « die Schwingungs- 

gleichung (40), und der Faktor k in dieser Gleichung erhalt die Bedeutung 


pees 


C 


2 5 

ss 

Ist nun @ der Lichtvektor, der in jedem Punkte des Raumes die Lichterregung 
darstellt, die von einer oder mehreren auBerhalb der Flache F lhegenden Licht- 
quellen verursacht wird, so erhalt man den Wert von q, fiir den Punkt P inner- 
halb der Flache, indem man Gleichung (42) mit e’?* multipliziert: 


4 e —ikr 
0 
at ei pt Y e-tkr Ou 
Dy = Ue?’ = uUu—, = ear 
ae A ial CD Y on 
ale Ere kr) (45) 
j= ere 
4 % Y CDI RaN Cay AF 
— = 7 Pa =a = 
Aare ft | on Y On. y 


da man e¢’?! als einen von den Integrationsveranderlichen unabhangigen Faktor 
unter das Integralzeichen setzen kann. Der Ausdruck 


Pe 
ip|t— zh 
ei (pt kr) e : ( ¢e 


Y He 
hat den Charakter einer vom Element dF ausgehenden Kugelwelle. Die Licht- 
erregung @) im Punkte P wird also durch Gleichung (45) dargestellt als das Er- 
gebnis des Zusammenwirkens der von allen Elementen der Fliche F ausgehenden, 
mit der Geschwindigkeit c sich ausbreitenden ,,Elementarwellen“‘: denn der Er- 
regung in P zur Zeit ¢ entspricht die Erregung im Flachenelement dF Zu einer 
um r/c fritheren Zeit. Insoweit kommt also in dieser Formulierung die HuyGENs- 
sche Idee der Elementarwellen zum Ausdruck. Aber die Belegung der Fliche 
mit Erregungspunkten von Elementarwellen ist wesentlich komplizierter, als die 
elementare Fassung des HuyGEnsschen Prinzipes es sich vorstellt. Denn der Aus- 
druck fiir @» besteht aus der Differenz zweier Integrale. Das zweite Integral stellt 
eine Belegung mit einfachen Erregungsquellen dar, deren Amplitude durch 6 u/on 


gegeben ist. Das erste Integral dagegen stellt durch den Ausdruck 6( lan 


s . he 
offenbar eine Doppelschicht von Erregungspunkten dar, deren Amplitude durch 


uw bestimmt ist. Die Werte # und 0u/0m sind die Werte, die dieser raumliche 
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Faktor der Funktion q auf den Flichenelementen besitzt. Insofern sind also 
auch die Elementarwellen in ihrer Stirke durch das auf die Fliche auffallende 
Licht bestimmt. 

28. Anwendung auf einen Spezialfall. Die Richtigkeit des Satzes laBt sich 
leicht fiir einzelne Falle priifen, z. B. fiir den Fall, da8 die Lichterregung von 
einem Punkte L ausgeht und fiir einen Punkt P im Abstande a von L dargestellt 
werden soll. Ist 7, der Abstand eines beliebigen Punktes von L, so kann die 
Lichterregung nach (15) durch die Funktion 

ei (pt—kry) 


ae rly. (46) 


"4 
dargestellt werden und w hat den Wert 


e ikr, 


“= ——., (47) 


1, 


Als Flache um P werde eine Kugel vom Radius 7, genommen, wobei 7, < a 
sein soll (Abb. 7). Dann ist dy,/dn = —1. Es ist ferner, wenn 7, den Abstand 
des Flachenelementes von L bedeutet, 


% 
2 : : 
i= a? + rs — 2ar,cos?, L 
a 
adr, %—acost a*—yr—y9¥ 
dn Vy 211% : Abb. 7. Zum Huycensschen Prinzip. 


Das Integral iiber die Kugelflache kann leicht ausgefuhrt werden, indem man die 
Flache durch Ebenen, die auf LP senkrecht stehen, in Kreiszonen zerlegt, deren 
Flache = 2275sind dd = 227r2r,d7,/a ist. 'Bei der Ausfithrung der Rechnung 
zerfallt das Integral in eine Summe von Integralen, die sich zum Teil fortheben. 
Es bleibt folgender Ausdruck ibrig: 


—ikry f 2_ 2 
BAL [eter (1 — 2 Dil i sot =) 
2a 21s 2%o11 


der zwischen den Integrationsgrenzen 0 =0 und d=a, bzw. 4 =a—*71y 

und 7, = a+ 7, zu nehmen ist. Werden diese Grenzen eingesetzt, so ergibt sich 

fiir die obere Grenze (7, — 7. = a) der Wert 0, fiir die untere Grenze (7, + 72 = a) 
e-? ka 


WE) ae ere? 


also A gi(pt—ka) 


ie = 
Io Za , 


wie es fiir 7, = a der Fall sein mul. Aber die Diskussion des Ausdruckes lehrt, 
daB das richtige Ergebnis nur erhalten wird, wenn die Integration itber die ganze, 
den Punkt P umschlieBende Flache ausgefithrt wird. 

Statt um P kénnte man die Kugelflache auch um L legen. Dann wirde P 
im AuBenraume liegen; entsprechend miiBte die positive Normale der Flache 
nach auBen gerichtet sein und der AuSenraum ware, streng genommen, durch 
eine unendlich ferne Kugelflache nochmals zu begrenzen. Doch kommt deren 
Wirkung nicht in Betracht, da die Funktionen fiir 7, und 7, = oo bei endlichen 
Werten der Zeit verschwinden. In diesem Falle wire die Kugelflache um L eine 
Wellenflache, und die ganze Konstruktion entsprache in noch héherem Grade der 
HuyceEnsschen Idee, die von der Wellenflache ausgeht. Die Rechnung und 
ihr Ergebnis ware natiirlich das gleiche wie oben. Die Bedingung fiir das Ergebnis 
ist stets die, daB die Flache, iiber die integriert wird, den Aufpunkt und die Licht- 
quellen trennt. |UmschlieBt sie beide, so ist, wie K1RCHHOFF ausdriicklich abge- 
leitet hat, das Integral = 0. Man kann namlich in diesem Falle den Integrations- 
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raum durch cine Hilfsflache in zwei Raume zerlegen, von denen der eine nur 1 
der andere nur die Lichtquellen enthalt. Die Integration tiber die Oberflache 
sowohl des einen wie des anderen Raumes ergibt fiir die Lichtbewegung ieee 
4a, wenn jedesmal die positive Normale der Flache nach der Seite, auf der 
sich P befindet, gerechnet wird. Fir den Raum, der die Lichtquellen enthalt, 
ist aber diese Normalenrichtung entgegengesetzt derjenigen, die bei der Inte- 
gration iitber die ganze, P und die Lichtquellen umschlieBende Flache zu gelten 
hat. Man erhalt daher die Summe der Integrale iiber diese Flache, wenn man das 
Ergebnis der Integration iiber die beiden Teilraéume voneinander abzieht. Diese 
Differenz ist aber = 0. 

In der urspriinglichen HuyGensschen Fassung des Prinzipes und auch 
noch in der FresNELschen Formulierung unter Verkniipfung mit dem Inter- 
ferenzprinzip war es im Grunde nicht verstandlich, warum die Elementarwellen 
nicht auch nach riickwarts wirken. Die KrrcnHorrsche Fassung beseitigt dieses 
Bedenken. Schon bei der obigen Berechnung ist es charakteristisch, daf der 
Wert des Ausdrucks fiir die obere Grenze 7, = a+ 79, d. h, fitr den Pol der Welle, 
der iiber den Aufpunkt bereits hinweggegangen ist, null wird, wahrend die untere 
Grenze, d. h. der ankommende Pol der Welle, den vollen Betrag hefert. Noch 
allgemeiner kommt zum Ausdruck, da die Elementarwellen nicht nach riick- 
warts laufen, in dem soeben erwahnten Satze von KircHHorr, nach dem das 
Integral iiber die Flache 0 ist, wenn die Fliche Lichtpunkt und Aufpunkt gleich- 
zeitig umschlieBt, wenn also der Aufpunkt innerhalb der Wellenflache legt. 
Ein weiterer Fortschritt, der durch die strengere Fassung des Prinzipes erreicht 
wurde, war der, da die Durchrechnung nach dem KircHHorrschen Satze den 
richtigen Wert des Lichtvektors im Aufpunkte ergibt, wahrend die FRESNELSche 
Zonenkonstruktion immer zu einem um 2/2 in der Phase verschobenen Werte 
gefiihrt hatte. 

Gleichwohi ist auch gegen die KircHHorrsche Fassung der Einwand mangeln- 
der Strenge erhoben worden, und manche Versuche sind gemacht worden, sie 
durch eine strengere Fassung zu ersetzent). KiRcHHOFF selber hat zugegeben, 
daB eine vollkommen befriedigende Theorie aus den Hypothesen der Undulations- 
theorie nicht zu entwickeln ist. Denn erstens ist die Darstellung insofern un- 
endlich vieldeutig, als jede Lésung der Schwingungsgleichung (40), die in P 
unendlich wird wie 1/7, in die Gleichung (41) fir v eingesetzt werden kann. Zwei- 
tens aber miissen die Werte von w und O0u/dn auf der Oberflache bekannt sein; 
das sind sie im allgemeinen nicht, und auBerdem k6énnen sie nicht beide will- 
ktrlich gegeben werden, da, wenn wu der Schwingungsgleichung im Raume geniigt 
und auf der Flache vorgeschriebene Werte hat, damit auch die Werte von Oulon 
gegeben sind. Auf die Schwierigkeiten, die hieraus erwachsen, wird in einem 
spateren Kapitel eingegangen. 

29. Geradlinige Ausbreitung des Lichtes. Ubergang zur geometrischen 
Optik. Die Anwendung des KircHHorrschen Prinzipes auf die Lichtausbreitung 
beruht auf der Tatsache, daB die Lichtwellenlangen auBerordentlich klein sind 
gegen die Entfernungen 7 und 7, die in den Gleichungen (45) und (47) vorkommen. 
Denkt mian sich namlich die Lichterregung wieder durch die Gleichungen (46) 
und (47) gegeben und fithrt die Differentiationen nach » in Formel (45) aus, so 
erhalt man 
3 ees ee) eee eilpt—k(rtry)] 4 a ie F ee Or 
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oder, wenn man die reellen Werte einfiihrt: 
SE ee (= Or, 1 Oy 
Po = 4x. ry \r, On y On 

k (dF (0r,, Or\., 
oa te lae (an = ea) sin[pt — k(r + 7,)]. 
KixcuHorF bedient sich nun eines Hilfssatzes, welcher aussagt, dab das Integral 
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MD” = = 
R =| qe 7° Sin (RE + 0)a€ 
verschwindet, wenn &oo grof wird, vorausgesetzt, daB @ eine innerhalb der 
Integrationsgrenzen stetige Funktion und 6 eine Konstante ist. Aus diesem Satze 
folgt sogleich der weitere 


- 


)coslpt — k(r +7) 
(48) 


i | i igin(h? 4. 6) dt = = ea cos (ht + 8)|- 

unter der weiteren Bedingung, dal der erste Differentialquotient von @ inner- 
halb der Integrationsgrenzen stetig ist. Diese Satze werden auf die Integrale im 
Ausdruck fiir g») angewandt, indem zunachst 7 + 7, = € gesetzt wird. Das Zeit- 
glied im Argument der Kreisfunktionen kann unberiicksichtigt bleiben, da es 
durch Zerlegung der Funktionen ja vor das Integralzeichen gezogen werden 
kann. Da ry den Abstand eines beliebigen Punktes vom Aufpunkt P, 7, seinen 
Abstand vom Lichtpunkt L bedeutet, so stellt jeder Wert von €=y7-+ 7%, ein 
Rotationsellipsoid dar, dessen Achse die Verbindungslinie des Lichtpunktes mit 
dem Aufpunkte ist. Durch diese, den Werten €, €+ df, €+ 2d usw. ent- 
sprechende Schar von Ellipsoiden wird die Flaiche F in schmale Streifen zerlegt. 
Wenn nun in dem ersten Integral fiir q@ 


C+de 
d@,, [(dF(1 dyn 1 ay 
dt de = hale dn yr an)? 
in dem zweiten Integral rade 
ad@,, [dF (dr, Or 
dc = | matey ie an) 


gesetzt wird, beide Integrale nur iiber die Flache eines dieser schmalen Streifen 
genommen, so nehmen die Integrale iiber die ganze Flache f° die Gestalt der 
Integrale R an. Fir k = ce verschwindet dann das erste der beiden Integrale 
ganz, falls € fiir keinen Teil der Flache F konstant ist; das Integral kann tibrigens 
auch, wenn es nicht verschwindet, gegen das zweite Integral, das mit dem Faktor 
k = 2a/, behaftet ist, vernachlassigt werden. Das zweite Integral verwandelt 
sich in den Ausdruck d® Pa 

- ac cos(kC + 0) te’ (49) 
wenn ¢’ und €, den gréBten und den kleinsten Wert von ¢ fiir das llachenstiick 
bedeuten, auf das sich die Integration bezicht. Die Flache F ist eine den Auf- 
punkt P oder den Lichtpunkt L vollstandig umschlieBende, geschlossene Flache. 
Es werde nun ein Teil dieser Flache durch eine geschlossene Kurve S abgegrenzt 
gedacht und die Integration nur ttber den von dieser Kurve umschlossenen Teil 
der Flache ausgefithrt. Dann sind ¢, und ¢’ die Werte derjenigen Linien ¢, 
die die Randkurve S beriihren, und wenn keine endliche Strecke dieser Kurve 
mit den Linien €, oder ¢’ zusammenfallt, so verschwindet auch der Ausdruck 
(49), weil die Flachen zwischen €, und ¢, + d¢, bzw. ¢’ und ¢ + d¢ klein von der 
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2. Ordnung sind. Die weitere Voraussetzung dafiir ist aber die, dab dP ac inner- 
halb der ganzen, von S umrandeten Flache sich stetig mit ¢ andert. Das ist nicht 
der Fall, wenn die gerade Verbindungslinie von L und P den abgegrenzten Teil 
der Flaiche schneidet; denn in dem Schnittpunkte hat ¢ ein Minimum, d¢ ist 
hier = 0. Es ist auch dann nicht der Fall, Wenn die Flache / von einem der 
Ellipsoide ¢ = konst. beriihrt wird. Dieser letztere Fall aber labt sich dadurch 
ausschlieBen, daB man der von S umrandeten Flache eine andere Gestalt gibt. 
Das kann man, weil die Form der Flache beliebig gewahlt werden kann, wenn Ste 
sich nur mit dem auBerhalb S liegenden Teil zu einer L und P voneinander tren- 
nenden und den einen dieser Punkte umschlieBenden Flache zusammensetzt. 

Auf den vorstehenden Uberlegungen beruht der KtrcHHOFFsche Beweis fiir 
die geradlinige Ausbreitung des Lichtes. Denn wenn ko groB, d. h. 4 = 0 ge- 
nommen wird, so verschwindet in dem Integrale fiir gp» die Wirksamkeit aller 
Teile der Flache mit Ausnahme desjenigen Teiles, durch den die gerade Ver- 
bindungslinie LP hindurchgeht, wenn man sich diesen Teil durch eine Kurve 
S abgegrenzt denkt, die an keiner Stelle mit einer der Linien € = konst. zusammen- 
fallt. Fiir die Lichtbewegung im Punkte P ist es daher gleichgiiltig, ob der auBer- 
halb S liegende Teil der Flache eine nur gedachte, von der Lichtbewegung durch- 
setzte Flache oder ein fiir das Licht vollkommen undurchlassiger, schwarzer 
Schirm ist, der eine von S begrenzte Offnung enthalt und der das auf ihn fallende 
Licht so vollstandig absorbiert, daB die Lichtbewegung im Raume auf der Seite 
der Lichtquelle durch ihn nicht verandert wird. Dann ist hinter dem Schirm die 
Lichtbewegung fiir alle Punkte P, fiir die die Gerade L P durch die Offnung hin- 
durchgeht, so, als ob der Schirm nicht vorhanden ware, fiir alle Punkte auBerhalb 
des durch L und den Offnungsrand bestimmten Kegels aber = 0. Nur fiir die 
Geraden, die die Randlinie selber treffen, ist das Resultat unbestimmt; aber die 
Unbestimmtheit, die in den hier auftretenden Beugungserscheinungen ihren Aus- 
druck findet, beschraénkt sich auf einen um so schmaleren Raum, ite kleiner 2 
ist. Fir 4 = 0 ergibt sich also die scharfe Grenze der geometrischen Schatten- 
konstruktion. Denkt man sich fiir diesen Fall die Offnung unendlich klein, so 
kommt man zum Begriff des Lichtstrahles und der Abbildung durch eine Loch- 
kamera. In dieser Weise pflegt man die Grundbegriffe der geometrischen Optik 
aus der Wellenoptik abzuleiten. Die geometrische Optik erscheint als Grenzfall 
der Wellenoptik fiir co kleines 2. 

Hinsichtlich der ausfithrlicheren Darstellung, die KIRCHHOFF von seinem 
Prinzip gegeben hat, mu8B auf seine Originalabhandlung oder auf seine Vor- 
lesungen tiber mathematische Optik bzw. auch auf die Darstellung von W. Wi1EN 
und von M. v. LAvE in der Enzyklopadie der math. Wiss. verwiesen werden}), 

Auf einem ganz anderen Wege hat H. A. LorENtz das HuyGeEnssche Prin- 
zip in eine mathematische Fassung zu bringen versucht?). Er formuliert die 
mathematischen Bedingungen, die die Umwandlung einer Wellenfront aus einer 
Lage in eine folgende darstellen und beweist, daB in diesen Beziehungen die 
HuycGenssche Konstruktion zum unmittelbaren Ausdruck kommt. Wahrend 
die KircuHorFsche Theorie sich auf den Fall eines homogenen, ruhenden, iso- 
tropen und dispersionsfreien Mittels beschrénkt, vermag LoRENTz seine Theorie 
auf doppelbrechende und auf inhomogene, geschichtete Mittel auszudehnen 
allerdings stets mit der Einschrankung, daf sie das Licht nicht absorbieren. Es 
sel wegen dieser umfassenderen Giltigkeit auf die interessante Lorentzsche 

1) G. KircuHorr, Wied. Ann. Bd. 18, S. 663. 1883; Ges. Abhdlg. Nachtrag, S. 22. 
Vorlesungen tiber math. Optik, Berlin 1891, S. 22ff.; W. Wien, Enzklop. d. math. Wiss. 
Bd. V, 3, S. 124. 1909; M. v. Laux, ebenda Bd. V, 3, S. 418. 1905. 

*) H. A. Lorentz, Abhandlg. iiber theor. Physik, Bd. J, S. 415. 1906. 
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Arbeit ausdriicklich hingewiesen, zugleich auch wegen einer gewissen Ahnlich- 
keit in der grundsatzlichen Betrachtungsweise mit einem Aufsatze von A. Som- 
MERFELD und J. RUNGE?), in dem die Grundlagen der geometrischen Optik, 
ausgehend von den Lichtstrahlen und ihren Normalflachen, in vektorieller Form 
dargestellt werden, und die Beziehungen zur Wellenoptik in der Weise behandelt 
werden, da nach einem Gedanken von P. DEBYE aus der Wellengleichung die 
Gleichung des Eikonals abgeleitet wird. 


c) Beugungserscheinungen. 

30. Das Huycenssche Prinzip als Grundlage ftir die Erklarung der Beu- 
gungserscheinungen. Der Umstand, daB 4 in Wirklichkeit nicht oo klein ist, 
bedingt die am Rande der Offnung oder bei hinreichend kleiner Offnung im ganzen 
Gebiet des durchfallenden Lichtkegels und unter Umstanden weit dariiber hinaus 
auftretenden Beugungserscheinungen. In Verfolgung des hier vorgetragenen 
Gedankenganges beschrankt man sich bei der Berechnung dieser Erscheinungen 
auf die Auswertung des zweiten Integrals in (48) bzw. des Ausdrucks (49). Zur 
weiteren Vereinfachung nimmt man den Schirm als eine Ebene an, die als X Y- 
Ebene gewahlt wird; die Offnung, iiber die zu integrieren ist — sie ist natiirlich 
von einer ebenen Kurve begrenzt — soll groB gegen 4, aber klein gegen die Ab- 
stande y und 7, vom Lichtpunkt und Aufpunkt sein. Diese Annahmen haben 
zur Folge, daB man die GréBen vy und 7, , soweit sie nicht durch 4 dividiert werden, 
bei der Integration als konstant ansehen kann, ebenso dv/dn und dr,/dn; man 
kann sogar, da sich die Erscheinungen auf die Nachbarschaft des direkt durch- 
fallenden Strahles beschranken, d7,/dn = —dr/dn bzw. cos(n,7,) = —cos(n,7) 
setzen. Dadurch reduziert sich der Ausdruck fiir die Amplitude auf 

k Acos(n,r) { oe + Vy ANC OS|(G507)) |e (We aera 
_—s— seamed fe sin 22 ue =a | = eres [ak sin 2a (— — nee 
Werden die Koordinaten des Flachenelementes der Offnung mit € und 7 be- 
zeichnet, die Koordinaten des Lichtpunktes mit x, y, z, die des Aufpunktes mit 
%1, V1, %, so kann geschrieben werden 


P(e —£)* + (yy —7)* 4+ 2, He ay — EP + Oy — 7)" + i 
oder: 


Q(xeEtyn) . +7? (aE + yy) , +7? 
r=o}1— + — Y,=0,|/ 1 ; 


o- ‘ 0 


und in Beriicksichtigung der Kleinheit von &€ und 1: 


(1 &2 + 9/* HE+ VN (¥5 4 sili 
aT. “ae sg a0) = 
(4 2k 4 mE +My (Ms 4 Ha) 
r, = 0; 203 0? 20% , 
woraus folgt 1 ie 4 Vy 
Py y 0 0; | l E | ae ] ) 
ph p G1 @ 1 
ee a 8 ae Be (m€ +917)? 
aL 3 0 am 01 2 p? 20 ’ 


oder wenn man die Richtungskosinus ¥/0, *,/01, V/0, 1/01, mit 4, 44, B, b, bezeichnet : 
' - 3 1 Vie 
r+rn=o+o0,—(4+ 4,)&—(6 + fi)y 


pee eh ee ee Se 


= 
20 20, 


2 


\Q Q1 


1) A. SOMMERFELD und J. Runceg, Ann. d. phys. (4) Bd. 35, S. 277. 1911. 
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Das Argument des sinus ]a8t sich dann schreiben: 
ptth tf ete, w+met Grhdn , 17) 
: i ae A 2 2 


und die Amplitude im Aufpunkt P 1aBt sich durch Zerlegung der sinus-Funktion 
darstellen in der Form 


P) = CSE) c . sin22(~ a8 72) at S cos2ar(~ mews ] , (50) 
0 : i 


LV, As 


wenn man mit C und S die beiden Integrale tiber die Offnung bezeichnet: 


C= far: cos [(a + o,)é + (6 + B)n + 1 (2, 77)], | Gn 
; 1 


27 ig + aje+ E+ An tie. | 


Hier erscheint die Lichiwirkung in P als das Zusammenwirken von zwei Wellen, 
die um eine Viertelschwingung auseinander liegen. Daher ist die Lichtintensitat, 
in P gegeben durch 


S = | dF sin’ 


2 

Too aa aye (52) 
Ne v7? 

Die Berechnung der Beugungserscheinungen lauft also auf die Auswertung dieser 

beiden Integrale C und S hinaus. 

Die Behandlung ist verschieden nach der Art der Beugungserscheinungen, 
um die es sich handelt. Man unterscheidet FRESNELsche und FRAUNHOFERsche 
Beugungserscheinungen. Die letzteren nimmt man wahr, wenn man die beugende 
Offnung vor das Objektiv eines auf einen fernen Lichtpunkt eingestellten fo 
rohrs bringt. Der Lichtpunkt erscheint dann verbreitert und von Beugungs- 
fransen umgeben. Da hierbei die auf die Offnung fallenden und die von ihr. 
gebeugten Wellen als ebene Wellen angesehen werden kénnen, geniigt es, bei 
der Berechnung der Integrale nur die linearen Glieder in € und 4 zu berticksich- 
tigen. Liegen dagegen Lichtpunkt und Aufpunkt im Endlichen, beobachtet man 
die im Aufpunkt entstehenden Beugungswirkungen etwa durch Anvisieren des 
Aufpunktes mit einer Lupe, dann kénnen bei kiirzeren Abstanden vom Beugungs- 
schirm die Wellenflachen nicht mehr als eben angesehen werden und die quadra- 
tischen Gleder unter den Funktionszeichen der Integrale miissen beriicksichtigt 
werden. Man nennt die Integrale in diesem speziellen Falle ,,/RESNELsche In- 
tegrale™ 

31. Fresnersche Beugungserscheinungen einer kreisformigen Offnung. 
Wenn die Offnung kreisfoérmig vom Radius r ist, und Lichtpunkt und Aufpunkt 
auf der durch den Mittelpunk <t dieses Kreises hindurchgehenden Z-Achse liegen, 
so ist fiir den Rand der Offnung ¢ ¢ = konst. und die Bedingung, die den Ausdruck 
(49) zu 0 macht, ist nicht mehr erfiillt. Da a, f, «,, P, bei dieser Lage des Licht- 
und des Aufpunktes = 0 sind, so haben die FRESNELschen Integrale die Form: 


27" (o + 04) | 


20 O7 | 


7a’, S = Qa x | sin|= 


Potsson}) hat bei der Priifung der groBen FRESNELschen Arbeiten iiber Beugung 
zuerst darauf hingewiesen, daB die Integrale fiir diesen Sonderfall vollstandig 
mu berechnen sind. Fiir die Intensitat im Aufpunkte ergibt sich die fom 
4 A? Oe Ge *(0 + 04) 
= pce tee eon a (53) 
(@ + @1) 2 4001 


i s, D Poisson, Ann. dey chime ctade:piiys.0(2)sSumeons. 270.5 dens" 
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also ein Ausdruck, der Maxima und Minima aufweist, je nach dem Werte des 

Faktors, mit dem 2/2 unter dem sin multipliziert ist. Die Maxima liegen da, wo 

(e+ ey) 5, 

00,4 Fanny 4 (54) 

ist, die Minima da, wo derselbe Ausdruck = 2m ist. An den Minimalstellen ist 

die Intensitat = 0, an den Maximalstellen 4mal gréBer (die Amplitude doppelt 

so groB), als sie in dieser Entfernung vom Lichtpunkte bei ungestérter Ausbrei- 

tung sein wiirde. Bei gegebenen Werten von 7, A und 9, sind die Maximal- und 
Minimalstellen nach (54) bestimmt durch die Gleichung 


. or? 
= = 

=i mio —r? (55) 
m gerade: Minima, m ungerade: Maxima. 


Ist der Durchmesser der Offnung 1 mm, der Abstand des Lichtpunktes von der 
Offnung 1 m, so liegen fiir Licht von der mittleren Wellenlange 2 = 0,000550 mm 
hinter dem Schirme: 


Maxima bei 0, = 833,3 178,7  100,0 69,4 53,2 mm 


ll Il 


m ft 3 5 7 9 
Minima bei.9, = 294,1 128,2 §2,0 60,2 47,6 mm 
m= 2 4 6 8 LO: 


Die Messungen FRESNELS haben diese Folgerungen Poissons bestatigt. 

Formel (53) gibt den Verlauf der Intensitaét auf der durch den Mittelpunkt 
der Offnung gehenden Achse. Riickt man mit dem Aufpunkt aus dem 1. Maximum 
nach dem 1. Minimum, so erweitert sich das 1. Maximum zu einem hellen Ring, 
der das 1. Minimum umgibt. Bei weiterer Annadherung erweitert sich das 1. Mini- 
mum zu einem dunklen Ring, in dessen Mitte das 2. Maximum auftritt usf. Die 
Berechnung der Lichtverteilung um die Achse herum ist von LOMMEL mit Hilfe 
BersseEtscher Funktionen vollstandig durchgefiihrt und die Ergebnisse der Theorie 
sind von ihm durch Messungen bestatigt worden. Es mu8 hinsichtlich der Einzel- 
heiten auf diese Arbeit verwiesen werden}). 

32. Fresne_sche Beugungserscheinungen eines kleinenrunden Scheibchens. 
Die Integrale sind ebenfalls vollkommen zu berechnen, wenn der Fall genau 
umgekehrt liegt, d. h. wenn der Aufpunkt nicht in der Mittelachse des Licht- 
kegels einer kreisférmigen Offnung, sondern in der Mittelachse des Schattenkegels 
eines kreisférmigen Schirmes liegt. In dem Ausdruck (48), dessen Berechnung 
wieder auf das zweite Glied beschrankt werden kann, ist das Integral dann von 
dem Rande des Scheibchens, fiir den ¢ = konst. gilt, bis in die Unendlichkeit 
auszudehnen. An der unteren Grenze ist, wenn das Scheibchen hinreichend klein 


ist, wie oben, dr,/dn = —dr/dn = 1 zu setzen; in der Unendlichkeit dagegen ist 
dr,/dn = — dr/dn = 0. Daher reduzieren sich die beiden FRESNELschen Inte- 
grale auf die Werte fiir ihre untere Grenze: 
he . 2av*(o0 +4 ; hoo Qn v*(0 + 0,) 
C= — — sin (o + a1) Ce ——— COS te = 
(9 + 01) A 200) e+ f 2001 


und die Summe ihrer Quadrate ergibt nach (52) fir die Intensitat 
Yih 
(i= =; 
(2 + @1)° 
Die Intensitat ist also bei hinreichend kleiner Scheibe, unabhangig von der GroBe 
der Scheibe und von ihrem Abstande vom Lichtpunkt und vom Aufpunkt, 
im Zentrum des Schattens immer so groB, wie sie dort ohne Scheibchen sein wiirde. 


1) E. v. Lommer, Abhandlgn. d. bayr. Akad. d. Wiss. Bd. 15, 5. 233. 1886. 
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Auch diese von Porsson zuerst gezogene Folgerung ist durch Beobachtungen von 
FRESNEL und McAsrta!) bestitigt worden. Die genaue Berechnung der Licht- 
verteilung um den hellen Mittelpunkt herum ist auch hier wieder von LOMMEL 
in der vorgenannten Arbeit durchgefiihrt worden. 

33. Allgemeine Behandlung Fresnerscher Beugungserscheinungen. FRES- 
NEL hat auf Grund seiner Theorie zuerst die Beugungserscheinungen an 
geradlinig begrenzten Offmungen (Schirm, -Spalt, Streifen) berechnet. In diesem 
Falle sind die Integrale nicht vollstandig, sondern nur durch Reihenentwicklung 
auszuwerten. Man kann sie durch passende Wahl der Koordinaten und der Zeit 
auf eine gewisse Normalform bringen. Diese Umformungen sind in verschiedener 
Weise durchfiihrbar, am einfachsten wohl nach DrubE in folgender Form?). 
Der Anfangspunkt der Koordinaten wird in die Beugungsebene und zwar in den 
Punkt verlegt, in dem die gerade Verbindungslinie von der Lichtquelle zum 
Aufpunkt die Ebene trifft, und die X-Achse wird in dieser Ebene in die Richtung 
der Projektion jener Verbindungslinie auf diese Ebene gelegt. Dann ist 9 = — 4, 
C=, 0, Daher 


C= | dF cos 


J 


7 (2 + A\(@a = 0%) + 99), 


4 \e OQ1/ \ 


| 
a(£4 (ed —o9 +9), | 


oder nach Auflo6sung der Kreisfunktionen: 


S= ja F sin 


aie ae (eer Ollie, a) 201 [din cos (ke tot) 2 
( =| dé cos ee (4 — a%)é | dy cos ia 
— [dé sin [Ze + &) Ble miate) iia | dy sin [742 + &) ys 
Fad 4001 1 AQ 01 
5 ee le (Orets etna jz(o + 0) . 
Si [dé sin mle Gs) 14 — a*)& | dy cos w(o + @) "? 
J | 400 Ie 2001 
dE cos (wie +) x2) £21 [dn ein (Ze on) v2 
+ fae COS lene 1 a7) E [an sin ies Ha 


Damit sind die urspriinglichen Integrale zuriickgefthrt auf Integrale von der 
Form: - u 
c(u) = | dvcos~ v? und $(u4) = | dv sin = v2. (57) 
: 2 ‘ 2) 
0 0 


Es sind im besonderen diese Integrale, die man als FRESNELsche Integrale im 
engeren Sinne bezeichnet. Tafeln der Werte dieser Integrale sind berechnet 
worden von LOMMEL?), von PH. GILBERT?) und W. v. IGNaTtowsky®). Es sei 
auf die Wiedergabe dieser Tabellen in dem Werke von JAHNKE und EMDE ver- 
wiesen®), Eine eigenartige geometrische Veranschaulichung des Verlaufes dieser 
beiden Integrale hat CoRNU gegeben, indem er die Werte von c(u) als Abszissen, 
die von s(w) als Ordinaten in ein rechtwinkliges Koordinatensystem eintrug. 
Die Kurve ist eine Spirale, die durch den Nullpunkt hindurchgeht und im posi- 
tiven Quadranten den Punkt +4, +4, und symmetrisch dazu im negativen 
Quadranien den Punkt —4, —+} in immer enger werdenden Spiralen umkreist 


1) A. FRESNEL, Oeuvres compl. Bd. I, S. 365. 1819; ABria, Journ. d. Math. d. Liouville 
Bd. IV, S. 248. 1838. 

*) P. DRuDE, Lehrbuch der Optik, 3. Aufl. S. 177. Leipzig, S. Hirzel. 1912. 

3) E. vy. Lommer, Abhandlgn. d. bayr. Akad. d. Wiss. (2) Bd. 15, S. 120. 1886. 

4) Pu. GILBERT, Mém. cour. Acad. Bruxelles, Bd. 31. 1886. 

5) W. v. Ienatowsxky, Ann. d. Phys. (4) Bd. 23, S. 894. 1907. 

8) E, JAHNKE und F. Empe, Funktionentafeln. S. 23—26. Leipzig: B. G. Teubner 1909. 
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(CorNusche Spirale). Die asymptotischen Endpunkte der Spirale entsprechen 
den Punkten #=-+.o, da ¢(~) =s (oo) =} ist. Es sei hinsichtlich dieser 
Darstellung auf M. v. LAvEs Wellenoptik Ziff. 39 verwiesen?). 

Von einer Ausrechnung bestimmter Beugungsprobleme nach dem FRESNEL- 
schen Verfahren kann abgesehen werden, da diese Probleme in neuerer Zeit 
eine Lésung auf strenger Grundlage gefunden haben. Sie werden in dieser Form 
ausfithrlich behandelt in Kap. 7, und es kann daher hier auf die dort entwickelten 
Lésungen hingewiesen werden. 

34. Fraunnorersche Beugungserscheinungen. Hier kann, wie oben aus- 
gefiihrt, das Argument der Kreisfunktionen auf die linearen Glieder beschrankt 
werden. Die Integrale C und S lauten daher: 


C= [dF cos" [(a to) E+ (G+A)u], S=[aF sin [(a-+a)E+B+B) 4). (58) 


In der Gleichung (52) fiir die Intensitat tritt in diesen Fallen an die Stelle der bei 
allseitiger Ausbreitung mit der Entfernung von der Lichtquelle bzw. der beu- 
genden Offnung abnehmenden Amplitude (A/r, bzw. A/r,) die fiir ebene Wellen 
beim Fortschreiten konstant bleibende Amplitude A. Fiir die Mehrzahl der zu 
behandelnden Falle kann ferner cos (m, 7) = 1 gesetzt werden, da sich die berech- 
neten Erscheinungen meist auf kleine Winkel beschranken und die Abweichung 
von 14 fiir einen Winkel (7, 7) von 10° erst drei Prozent betragt. Also kann die 
Intensitat einfach in der Form 
I = 1,(C? +S) (59) 

angesetzt werden. 

35. Fraunsorersche Beugungserscheinungen einer rechteckigen Offnung. 
Fir geradlinig begrenzte Offnungen, z. B. eine rechteckige Offnung, einen 
Spalt, ist die Berechnung einfach, wenn man die Koordinatenachsen parallel zu 
den Begrenzungslinien legt. Fir eine rechteckige Offnung von den Ausmafen 
2a und 24 ist dann, indem tiber & von —a bis +a, tiber y von —bd bis +6 inte- 
griert wird, 


co Bg tale toma: 2a(B+ Ab = _y 
n?(x 5% x,)(P = Py) 7 /. 2 } # ss P 
sin 220 4 O04 [yin 288+ OP 
T= Tol" aatet aa || 2B AS a 
Sais = L yi 
Dieser Ausdruck hat sein Maximum 
Dinas ae z, i i: (01) 


unter f die Flache der Offnung verstanden, wenn a, «,, / und /, = 0 sind, also 
in der Richtung der Normale der einfallenden Welle. Der Einfachheit halber 
mége angenommen werden, daB die Wellenebene mit der Ebene der Offnung 
zusammenfalle, also « = / = 0 sei. Bewegt man sich dann in der X Z-Ebene, 
d. h. wahrend #, dauernd = 0 ist, nach gréferen Werten von a, so wird die 


2MK,a 


Intensitat = 0, wenn sin = Q ist, also fiir «1, = n/A/2a, wenn u eine ganze 


Zahl bedeutet. Ebenso in der Y Z-Ebene (a, = 0) fiir 6, = 14/2). Beriicksich- 
tigt man, daB a, und f, die cos der Winkel sind, die die Richtung der Normale 
der gebeugten Welle mit der X- bzw. Y-Achse bildet, und bezeichnet man den 
Winkel dieser Normalen mit der Z-Achse mit 0, so lauten die Gleichungen fiir 


1) M. v. Laug, Enzyklop. d. math. Wiss. Bd. V, 3, S. 430. 1915. 
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diejenigen Richtungen, in denen die Intensitat des gebeugten Lichtes vollstandig 


verschwindet, 
nh 


in der XZ-Ebene: sno = oe 
(62) 
in der YZ-Ebene: sind = oe 


Die Intensitat verschwindet also periodisch mit wachsendem Beugungswinkel. 
Die entsprechenden Winkel sind um so gréBer, je kleiner die Dimensionen der 
Offnung sind, oder die Minima liegen in derjenigen Richtung enger beieinander, 
in der die Dimension der Offnung gréGer ist. Fir Punkte auBerhalb der X Z- 
oder Y Z-Ebene sind die Bedingungen offenbar die gleichen, wie sie oben formu- 
liert sind. Die Intensitat verschwindet, sobald der Winkel der Beugungsrichtung 
mit der X-Achse oder mit der Y-Achse einen der durch obige Gleichungen be- 
stimmten Werte hat. Die Minima liegen also auf Kegelménteln, die die X- bzw. 
Y-Achse umgeben, mit Offnungswinkeln von der Gré8e a/2 — 6, wobei die 0 den 
obigen Gleichungen entsprechen. In der Nahe des Zentralstrahles (~, = 6; = 0) 
erscheinen diese Minimumflachen als nahezu gerade, den Richtungen der X- 
bzw. Y-Achse parallel verlaufende, sich durchkreuzende, dunkie Linien. 

Die zwischen diesen Stellen der Intensitat 0 auftretenden Maxima des Lichtes 
liegen angendhert an den Stellen, wo sin2za,a/d bzw. sin2f,b/A = 1 ist, 
deateaday Woo = on = Zw. fy = mae Se ist. Die genaue Lage dieser 
Maxima ist, wie die Differentiation des Ausdruckes sin */* ergibt, durch die 
Wurzeln der Gleichung x = tgx bestimmt. Die Werte dieser Wurzeln sind 
von LoMMEL berechnet worden nebst den Werten von sin %1); sie lauten als 
Vielfache von a fiir die ersten 5 Maxima 


1,4303 2,4590 3,4709 4,4774 5,4818 
statt 1,5000 2,5000 3,5000 4,5000 5,5000. 


Man sieht daraus, dafi die Abweichung der Lage der Maxima von der genauen 
Mitte zwischen den Mininias mit wachsender Ordnungszahl immer kleiner wird. 
Die Intensitat dieser Maxima nimmt auBerordentlich schnell ab, da in dem Aus- 
druck sinx/x der Nenner dauernd wachst, wahrend der Zahler zwischen 0 und 4 
schwankt. Setzt man die Intensitat des zentralen Maximums (4, = 6, = 0) gleich 14, 
so haben die in Richtung der X- oder Y-Achse gelegenen Maxima fiir die ersten 
5 Ordnungen die Werte 
0,0472 0,0165 0,0083 0,0050 0,0034 . 


Genaue Tafeln des Intensitatsverlaufes s. bel SCHWERD?). 

Die angegebenen Werte gelten nur unter der Voraussetzung, da der andere 
veradnderliche Faktor in der Gleichung (60) den Wert 1 hat, also nur fiir die in 
der XZ- bzw. Y Z-Ebene gelegenen Maxima. Fiir die anderen, zwischen den sich 
kreuzenden dunklen Streifen liegenden Maxima ist die Intensitat noch wesentlich 
schwacher, weil fiir diese ja auch der 2. Faktor wesentlich kleinere Werte hat. 
Die Beugungserscheinungen einer rechteckigen Offnung erstrecken -sich daher 
nur in denjenigen Richtungen, die auf den Seiten des Rechteckes senkrecht 
stehen, bis zu héheren Ordnungen; in den Diagonalrichtungen sind nur wenige 
Ordnungen wahrnehmbar. 

1) E. v. Lommer, Abhandlgn. d. Minch. Akad. (2) Bd.15, S. 123. 1886.; s. auch 


: 1 
E. JAHNKE und F. Empg, Funktionentafeln mit Formeln und Kurven. S. Leipzig: 
B, G. Teubner 1909. 


a : 
“) I. M. Scuwerp, Die Beugungserscheinungen usw. Mannheim 1835. 


Oy 
Bh 
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Ist die Erstreckung des Rechteckes in einer Richtung, z. B. der Y-Achse, 
sehr grof, ist also die Offnung ein Spalt, so schrumpft die Beugungsfigur in dieser 
Richtung auf das Mittelbild in der X-Achse zusammen, und es bleiben nur die 
Beugungserscheinungen in der Richtung senkrecht zum Spalt iibrig. 

36. Fraunnorersche Beugungserscheinungen einer kreisformigen Offnung. 
In diesem Falle miissen in die Integrale Polarkoordinaten statt der recht- 
winkhgen Koordinaten eingefiihrt werden. Der Mittelpunkt der Offnung sei der 
Anfangspunkt der Koordinaten: 


f= Popes. n= Psing, aF = PaPde. 
Nimmt man wieder eine auf die Offnung senkrecht einfallende Welle an (a =f = 0) 
und fiihrt man zwei GréBen # und O durch die Gleichungen ein 
= a, = p-cosO, = f,=p-sin, 


wobei zu beriicksichtigen ist, da a, und /, die cos der Winkel sind, die die 
Normale der gebeugten Welle mit der X- bzw. Y-Achse bildet, so nehmen die 
Integrale (58) die Form an 


Ro 22+0 R 22+0 
C =| PdP|decos[P-p-cos(e — 0), § = | PaP|desin[P-p - cos (e — O)], 
6 6 0 ) 


unter R den Radius der Offnung verstanden. Von diesen Integralen ist S wieder 
= 0. C ist eine BEssEtsche Funktion erster Ordnung. Setzt man ¢« — 0 = a, 
Pp=u, R-p =m, so ist 


Uo 2% Uo 
een 2a f 2a Ti (uo) 
C= ro [udu |dercos(u cosw@) = pe [edu J(u) or, the Ja (ho) = 2a Re a o, 
0 0 0 
wenn 2x 


J,(@) = |dw cos (ucos@) 
0 


die BEssEtsche Funktion nullter Ordnung bedeutet. Fir die Berechnung dieser 
Integrale sei auf F. NEUMANN und auf G. KiRCHHOFF verwiesen!), Die Inten- 
sitat ist also gegeben durch 


“ 


I= 41, je} Sel (63) 
Ug | 

Der Ausdruck /,(x)/x hat fiir x = 0 ein absolutes Maximum = $. Daw = f—:R 

= 22K sin 6// ist, wenn 0 wieder den Winkel bedeutet, den die Normale der 

gebeugten Welle mit der Z-Achse bildet, so ist in der Richtung der einfallenden 

Welle (6 = 0) die Intensitat wie in (61) 


Imax = La2h 


Mit wachsendem 7, oszilliert die Funktion /, (u9), wortiber die graphische Dar- 
stellung und die Tafeln bei JAHNKE und EmbE verglichen werden modgen. Die 
Werte von wu, in denen J, (wo) durch 0 hindurchgeht, bestimmen diejemigen 
Werte des Beugungswinkels 0, fiir die die Intensitat verschwindet. In Vielfachen 
von a sind die Wurzeln der Gleichung /, (uv) = 0 mit Ausnahme der Wurzel 
Ug =O: 


Uy = 1,220 23255 3,238 4,241 i 243s tc 


1) F, NEUMANN, Theoretische Optik, S. 84. Leipzig, B. G. Teubner. 1885; G. Krrcn- 
HOFF, Vorlesungen tiber math. Optik. S. 92ff. Leipzig, B. G. Teubner. 1891, 


1 Q* 
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und nahern sich mit wachsender Ordnung immer mehr dem Werte, (n +4) 
Die Intensitat ist also 0 auf Kegelmanteln, die die Normale der einfallenden 
Welle als Achse haben, und deren Offnungswinkel durch die Gleichung 


mh 

Silo == Sm (64) 
bestimmt sind, in denen m eine der obigen Zahlen baw. in den héheren Ordnungen 
n + 1 bedeutet. Das erste Minimum umgibt also das zentrale Maximum in 
einem Winkelabstande 6,, wenn sin 0;=,1,2204/2R, das zweite in einem Ab- 
stande &,, wenn sin 0, = 2,2334/2R ist usf. Zwischen den so bestimmten haat 
mailstellen liegen die Maxima annahernd in der Mitte, also fiir Werte vonm =n + 3; 
ihre genaue eee ist durch die Wurzeln der Gleichung: 


dJy(u) __ Jilu) ame ao Ji () 
Sys Se oder Oh d J(u) 
du 


bestimmt, die der Gleichung x = tg x des vorigen Abschnittes fiir die Maxima 
der rechteckigen Offnung eat Die Werte dieser Maxima nehmen mit 
wachsender Ordnung auBerordentlich schnell ab. So betragt fir das Maximum, 
das zwischen dem 1. und 2. Minimum liegt (bei u) = 5,14 = 1,6362), der Wert 
von 2], (ip)/%» 0,1323; die Intensitat dieses Maximums ist also 0,0175 oder 1/57 
der Intensitat im Zentrum des Beugungsbildes. Eine graphische Darstellung des 
Intensitatsverlaufes s. bei v. LAUE, Wellenoptik?). 

Auf den hier entwickelten Formeln fiir die Beugungswirkung einer kreis- 
formigen Offnung beruhen die wichtigen Berechnungen iiber das Auflésungs- 
vermégen optischer Instrumente (s. Bd. XVIII dieses Handbuches). 

37. Beugung durch mehrere Offnungen. Sind zwei Offnungen gleicher Art 
vorhanden, so lagern sich iiber die Beugungserscheinungen der einzelnen Offnung 
die ingoe mer der von beiden Offnungen ausgehenden gebeugten Wellen! 
Angenommen 2 rechteckige Offnungen von denselben AusmaBen 2a und 2) 
legen in der Richtung der X-Achse nebeneinander in einem Abstande d ihrer 
Mittelpunkte voneinander. Es ist dann in dem Ausdruck fir C die Integration 
iiber € nicht bloB von —a bis -+-a, sondern auch von d — a bis d + a zu erstrecken 
und man erhalt 


—_ i? . 2u(x+a;)a _. 2na(B+/)d ane ZHI + O41) a 
Gr aa Rea O By) -sin 7 sin 7 - (1 + COS ji ie 
Die entsprechende Rechnung fir S ergibt in diesem Falle 
< 2 Qa(a+a,)a .. 2n(B+B,)b . 2n(~n+0,)d 
Qh 2 ee = u sl ae us ayes 
Oe ey i ee, cate j 


Also ist die Intensitat 


es 
= Tepe | a 
ol aalataya || 2aFt Aye 

A 


A 4 


2la tos) ap fa5n 20 (0+ B)O} 


4. qe i (65) 


Das ist derselbe Ausdruck wie oben fur eine einzige Offnung, nur noch multi- 
pliziert mit dem Faktor 4 cos*a(a + 4,)d/A. Er bestimmt Nullstellen der 
Intensitat fiir die Werte 

5 2n+1 A 
d’ PI a eM 


1) Enzyklop. d. math. Wiss. Bd. V, 3, S. 426. 
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oder, wenn man wieder « = 0 annimmt und fiir den Richtungskosinus a, wieder 
den sinus des Beugungswinkels 6 einfiihrt, 


Da d > 2a ist, so liegen diese Minima bei kleineren Beugungswinkeln, als die 
durch die Gleichung sind = 4/2a@ bestimmten Minima der Grunderscheinung, 
durchziehen also die letztere als enger gelagerte schwarze Streifen, die auf der 
Verbindungslinie der beiden Offnungen senkrecht stehen. An den Stellen, fiir 
die cosa(a + a,)d/A = +1 ist, also fiir sind = nA/d, also auch fiir 6 = 0, ist 
die Intensitat der Beugungserscheinung 4mal gréBer als fiir eine einzelne Offnung. 

Sind nicht 2, sondern m gleiche Offnungen vorhanden, die alle in einer Reihe 
in gleichen Abstanden d aufeinander folgen, so tritt in dem Ausdruck fiir C an 
die Stelle von (1 + cosy) unter y zur Abkiirzung 22(a« + a,) d/A verstanden, 
die Reihe 

1 + cosy + cos2y + cos3w + --- + cos(m — 1)p 
und fiir S an Stelle von siny die Reihe 
siny + sin2y + sin3y-+ --- + sin(m—1)yp. 


Bezeichnet man diese Reihen mit c und s und bildet die Ausdriicke c + 7s und 
¢ —ts, so ergibt ihr Produkt den fiir die Intensitat maBgebenden Ausdruck 
(c2 + s?). Es ist-aber 

fed en ts emiy — 4 

c+tts=i1-eé¥4 + ¢* f +- te Sear ROSS pak 
eamiy — 4 


eva ? 


e—ts=A1te V+ ety... = 


. ,myp sie ae TE | w,) da 
sin? — sin? m* ioe 
= L 
c+ s?= - = 5-— 
re . ,t(a% + a,)d 
sin? sin? a eas: 
}. 


Dieser Faktor hat die Eigentiimlichkeit, daB er nicht blo® fir y = 0, sondern 
auch fiir alle y, die gleich ganzen Vielfachen von 22 sind, den Wert m? annimmt. 
Ist m sehr groB, so treten an diesen Stellen, d. h. fiir 


: hi 

Siti d (66) 
(h eine ganze Zahl) scharf begrenzte helle Maxima auf; dazwischen lagern sich 
in gleichen Abstanden m — 1 Stellen volliger Ausléschung des Lichtes, entsprechend 
den Werten 


Die zwischen diesen liegenden Maxima sind verschwindend klein gegeniiber den 
m*fachen Betragen der durch Gleichung (66) gegebenen Hauptmaxima. Dies 
ist die Theorie der zuerst von FRAUNHOFER behandelten Eigenschaften der Beu- 
gungsgitter?), 

Sind die beugenden Offnungen zwar gleich, aber regellos verteilt, so ver- 
wischen sich die von je zwei Offnungen herriihrenden Interferenzerscheinungen, 
da sie sich nicht mehr an gleichen Stellen iibereinander lagern, und es bleibt nur 
das Beugungsbild der einzelnen Offnung bestehen, das aber bei m Offnungen die 
miache Intensitat besitzt. Die Faktoren namlich, mit denen die Werte von C 


1) J. v. FRAUNHOFER, Denkschriften d. Akad. d. Wiss. zu Minchen, Bd. VIII, md 
1822; Ges. Schriften, S. 51. Miinchen 1888, 
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und S fiir die einzelne Offmung zu multiplizieren sind, haben in diesem Falle 
die Form der Reihen: 


¢=1 + cosy, - cosy, + -+- + COSWy-1; 
s=siny, + sinw, + --: +sinwWm-1 

und geben quadriert und addiert 
e+ t=m+ Base (Wa — Wr) 


als denjenigen Faktor, mit dem fle Intensitat im Beugungsbilde der einzelnen 
Offnung multipliziert werden muB. Bei einer groBen Zahl regellos verteilter 
Offnungen verschwindet das letzte Glied, weil in der Summe der cos alle beliebigen 
Werte Pviechen +4 und —1 vorkommen, und der Faktor reduziert sich auf die 
Zahl m. 

38. Das Basinetsche Prinzip. Aus den allgemeinen Grundlagen dieser 
Beugungstheorie folgt der zuerst von BABINET ausgesprochene Str, da die 
Beugungserscheinung einer Offnung und die eines der Offnung gleichen Schir- 
mes iibereinstimmen!). Zur Ableitung dieses Prinzipes denkt man sich zunachst 
in dem die Lichtquelle und den Aufpunkt trennenden Schirm eine Offnung von 
solcher GréBe angebracht, daB eine merkliche Beugungswirkung im Aufpunkte 
durch sie nicht entsteht. Die Integrale iber diese Offnung seien C und S. Nun 
werde innerhalb dieser Offnung ein Schirm / angebracht und die Integration nur 
iiber den freien Teil der Offnung ausgedehnt ; die Integrale seien in diesem Falle 
c, und s,. Dann werde der Schirm entfernt und die Offnung bedeckt bis auf ein 
Loch von der GroBe des Schirmes; die Integrale c, und sy sollen die Werte der 
Integration itber diese Offnung darstellen. Dann ist offenbar 


Cs Cr, und StS ye Sor 


Nun ist aber, wenn die urspriingliche Offnung keine Beugungswirkungen hervor- 
bringt, C und S fiir alle Richtungen = 0 mit Ausnahme der direkten Verbindungs- 
linie des Aufpunktes mit der Lichtquelle [nach Ziff. 29]. Also ist mit Ausnahme 
dieser zentralen Richtung fir alle anderen Richtungen c, = —c, und s, = —s, 
und c] + sj = c} + s3, d. h. die Intensitaten des gebeugten Lichtes sind fiir den 
Schirm und die ebenso groBe Offnung vollkommen gleich. Auf diesem Satze 
beruht die Ubertragung der Gesetze der Tebee sn eunic durch eine kreisférmige 
Offnung auf die Beugungsringe, die eine mit Lykopodiumsamen_ bestaubte 
Glasplatte hervorbringt, und auf die Erscheinung der Hofe, die aus Wassertrépf- 
chen bestehende Wolken um Sonne und Mond erzeugen. Die Durchmesser der 
beugenden Teilchen oder Trépfchen lassen sich aus den Winkelhalbmessern des 
1. oder 2. dunklen Beugungsringes nach den Formeln (64) berechnen: 


1, 220-4 2,233: A 
a5. S Tecra (67) 


f 


MW ae 


In bezug auf die Theorie dieser Beugungserscheinungen an vielen, unregel- 
maBig tiber eine Flache verteilten Teilchen sei hier nur kurz erwahnt, dab 
M. v. Lave in einer interessanten Arbeit?) die iibliche Behandlungsweise als 
unvollstandig nachgewiesen hat. Die strenge Theorie verlangt die Anwendung 
von Wahrscheinlichkeits- Betrachtungen auf das Zusammenwirken der an den 
einzelnen Teilchen gebeugten Wellen und fiihrt zu dem Ergebnis, daB das Bild 
der See yee nae noch Intensitatsschwankungen aufweist, die strahlenartig in 


) A. Benen Care dude Sos cumioaye 
*) M. v. Lave, Berl. Ber. Bd. 47, S. 1144, 1914. Enzykl. d. math. Wiss. Bd. V;, 3; S. 393) 
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radialer Richtung und unregelmaBiger Verteilung das Beugungsbild durchziehen. 
Diese Erscheinung ist tatsachlich zu beobachten, wie K. EXNER zuerst bemerkt 
hat?). 

Das BaBinETsche Prinzip gilt in ‘gleicher Weise fiir FRESNELsche wie fiir 
FRAUNHOFERSChe Beugungserscheinungen. Doch ist immer zu beachten, daB es 
nur fiir solche Punkte des Gesichtsfeldes bzw. solche Richtungen der Lichtstrahlen 
gilt, fiir die die Bedingung C = 0 und S = Oerfiillt ist, also nicht fiir die zentrale 
Richtung oder das Bild der Lichtquelle und ihre unmittelbare Umgebung. 


d) Lichtausbreitung in der Materie. 


39. Die Grundgleichungen. Den bisherigen Betrachtungen liegen die Glei- 
chungen (6) zugrunde, d. h. sie beziehen sich auf die Lichtausbreitung im leeren 
Raume. Fiir die Lichtausbreitung in der Materie, die durch ihre Dielektrizitats- 
konstante ¢, ihre Permeabilitat « und ihre Leitfahigkeit o charakterisiert ist, 
gelten die Gleichungen (1): 


| & 
+ ase 


o€ ~ & 
Bra + 420€=c-roth, bl 


oder in Koordinaten ausgedriickt die Gleichungen (2) und (3). Werden die drei 
Gleichungen (2) nach dx, dy und dz differenziert und addiert, so erhalt, man die 
Gleichungen 


a, (dive®) + 4zodivE = 0, a (div wu) = 0. (68) 


Fiir die magnetischen Krafte kann auch in der Materie die Gleichung (4): div = 0 
angenommen werden. In elektrostatischen Feldern bedeutet divD = dive die 
Dichte 9, einer vorhandenen Raumladung. Dann folgt aus (68) 

Co 420 aeoee 

eae oder integriert: ity oe 
Eine gegebene Raumladung sinkt also in der Zeit T = ¢/4z0 auf den eten Teil 
herab. Man nennt T die Relaxationszeit. 

Es soll im folgenden von Raumladungen in der Materie abgesehen, 

also 9, = 0 und entsprechend div = 0 gesetzt werden. Die Grundgleichungen 
der Lichtausbreitung in der Materie haben dann die Form: 


eG, o€ : re : : 

eu az + 4210 7 =c?A, und entsprechend fiir ©, und €,, 
Az & 7 (69) 
25. | 09, aye : , 

si e oF <i 47 Ot = C, I, ”? ” ” Dy Aa De 5 


40. Losung fiir ebene geradlinig polarisierte Wellen. [iir eine in der Z- 
Achse fortschreitende ebene Welle, deren elektrische Schwingungen langs der 
X-Achse erfolgen und in der ganzen Ausdehnung der Wellenebene gleiche Ampli- 
tude haben — man nennt solche Wellen homogene Wellen — laBt sich die Lésung 
wieder, unter Fortlassung der Phasenkonstanten, in der Form ansetzen: 


GE, = A- et (Pt-4), == 01, C,. = 0. 
Aber fiir die Beziehung zwischen # und q tritt an Stelle der Gleichung (12) dic 


komplexe Gleichung: We nus ee. (70) 


1) K. EXNeErR, Sitzgsber. d. Wien. Akad. Bd.76, S.522, 1877. Wied. Ann. Bd. 4, 
SASS el Si aed. Oy 539), 1880: 
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Man muB daher entweder g oder # in komplexer Form ansetzen. Es werde zu- 
nachst g = ¢ —1q” gesetzt; das ergibt 


Nis Lae IE 2uuop 


EN ee und Tq ae (71) 


und ©, nimmt die Form an: 
©, = A-e-9%. etlpt-ge) , 


: : 2 It 2% : Ie: f 
Setzt man wieder p= — und gq =, so kann die ebene Welle in reeller 


Form dargestellt werden durch 


G,=A ew’? sin 2a = z). (72) 
Die Lésung unterscheidet sich von der Gleichung (9) durch den Faktor e- 2. 
Er driickt aus, daB die Amplitude der Welle, die beim Fortschreiten im leeren 
Raume unverdndert bleibt, in der Materie im Laufe des Fortschreitens abnimmt, 
fiir die Langeneinheit des durchlaufenen Weges im Verhaltnis e~”. Nur in 
solchen Mitteln, in denen o = 0, also auch g” = 0 ist, bleibt die Amplitude der 

Welle beim Fortschreiten konstant. 
Fiir die die elektrische Welle begleitende magnetische Welle ergibt sich aus 

den Grundgleichungen 

G0 Dy = YA + tev? sin2a{— — — -- =), ess O),  -(WS)) 


wobei die neuen Symbole x, x und 6 folgende Bedeutung haben: m ist das Ver- 
haltnis der Lichtgeschwindigkeit im leeren Raume zur Lichtgeschwindigkeit 
c’ in der Materie, also eine Zahl, die fiir durchsichtige Mittel seit HuyGENs 
den Brechungsexponenten bedeutet: 

n= 4 = - ferner i Zi = i und [Keay = Pe (74) 
mit A) ist hier und im Folgenden die zur Schwingungsdauer 1 gehdérige Wellen- 
lange im leeren Raume, Ay, = cr, bezeichnet, wahrend 4 die entsprechende 
Wellenlange in der Materie, 4 = c’r, bedeutet. 

Wie die Gleichung (73) lehrt, hat die Materie, wenn sie Leitfahigkeit besitzt, 
die weitere Eigenschaft, da die magnetische Welle mit der elektrischen Welle 
nicht mehr in gleicher Phase schwingt, sondern um 6 gegen sie verzégert ist, 
eine Eigentiimlichkeit, die dadurch bedingt ist, daB der Leitungsstrom der elek- 
trischen Kraft selber, der Verschiebungsstrom dagegen ihrer zeitlichen Anderung 
proportional ist. In Isolatoren fallt diese Phasendifferenz zwischen elektrischer 
und magnetischer Welle ebenso fort, wie im leeren Raume. 

Im allgemeinen ist also die Materie in optischer Beziehung durch zwei Kon- 
stanten charakterisiert, durch m und x, die mit den elektrischen Konstanten des 
Mittels, aber nicht mit diesen allein, sondern zugleich mit der Schwingungsdauer 
des Lichtes durch die Gleichungen verbunden sind: 


TN (Rar) ee und ToL G Ti Bis) 
oder 402? 
! +| (eee 
5 é 20 
n* = €4 ——__—____, Y= SSS 
3 2 ¢ LS} » 
a j 40° tT 
(1 " | 1 + a 
( € 
oder, wenn man den Ausdruck 2o6t/e mit m bezeichnet: 
5. = 1 + V1 + m? m 
N Ef — 5 ; 2 (76) 


2 (oovT ane, 
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Lést man die Gleichung (70) dadurch, daB man nicht g, sondern f in kom- 

plexer Form ansetzt, p= p+ 7", so erhilt man folgende Gleichungen: 
we(P? +p) = cg? undp” = 772, 
G, = Ae-P’t. eilp't-az), 

rae) 
‘ : F BAN 
ist, wo 7 die oben bereits eingeftihrte Relaxationszeit bedeutet, so lauten die 
Gleichungen der ebenen Welle: 


< 2x 2x o : : 
und wenn man wieder /’ = ~~» ¢= = setzt und beriicksichtigt, daB p”= 


€, = Ae *Psin2a(t _ -)p CG, =0, =e 
fe } 
(77) 
: -= t z I 
ee $, = A = e ®Psin 27 1 ~7-5}, 9. =0, 
und es ist 
p” ; tT Ot m 
aot 3" oe 


n= ent + oF) = ent - 7). ee 


Die Form (77) fir die Gleichung der ebenen Welle wirde offenbar dem Fall 
entsprechen, daB zur Zeit ¢ = 0 die Welle in ihrer ganzen Ausdehnung mit kon- 
stanter Amplitude besteht und dann mit der Zeit allmahlich abklingt, wahrend 
die Form (72), (73) eine Welle darstellt, deren Amplitude zur Zeit ¢ = 0 im Raume 
langs der Z-Achse mit abnehmender Gr6fe verteilt ist. Will man im letzteren 
Falle die zeitliche Abnahme beim Fortschreiten der Welle im Raume zum Aus- 
druck bringen, so mu man beriicksichtigen, daB ¢ und z durch die Geschwindig- 
keit ¢ = - miteinander verknipft sind. Der Dampfungsfaktor e~%’? wiirde 
dann die Form annehmen: e~%’“! und wiirde sich unter Verwendung der ein- 
gefiihrten Symbole schreiben lassen: e-W7(1+Vi+m), wihrend er in (77) dic 
t 

Form hat: e 27. Die beiden Formen der Darstellung, die ja zwei in den An- 
fangsbedingungen verschiedenen Zustanden entsprechen, stimmen iiberein, und 
zwar nicht bloB in bezug auf den Dampfungsfaktor, sondern auch in den Werten 
von n® und in der Phasenverzégerung (6 = A), wenn der Ausdruck m so klein 
ist, daB m? gegen 1 vernachlassigt werden kann. 

41. Energie und Energiestromung in der Materie. [Fiihrt man dieselbe 
Operation, wie in Ziff. 22 an den vollstandigen MAXweELtschen Gleichungen (2) 
aus, unter Beibehaltung des die Leitfahigkeit des Mittels beriicksichtigenden 
Gliedes, so erhalt man unter Verwendung der Definitionen (24) und (25) fiir die 
elektrische und die magnetische Energie und der Definition (28) fiir den Strahl- 
vektor die der Gleichung (29) entsprechende Gleichung 


2 (W, + Wr) = — dive — 06, (79) 

und bei Anwendung auf einen durch die Oberflache S abgeschlossenen Raum V 
entsprechend der Gleichung (31) 

dW =d[(W. + Wm)dV = —dt[S,dS — dt/oWdV. (80) 


Das 1. Glied stellt wieder die durch die Oberflache hindurchtretende Strahlung 
dar, das 2. Glied aber eine innerhalb des Raumes V infolge der Leitfahigkeit 
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des Mittels verschwindende elektrische Energie. In der Materie setzt sich also 
die gesamte Anderung der Energie aus zwei Teilen zusammen, und nur in Iso- 
latoren, fiir die «o =O ist, verschwindet das 2. Glied und der Strahlvektor 
allein ist fiir die Energiednderung maBgebend. 

Als Beispiel sollen die Betrachtungen wieder auf die ebene Welle und auf 
den Raum eines geraden Zylinders, dessen Grundflachen S in den Wellenebenen z 
und z+ 4 liegen, angewendet werden. Aus (72) und (73) folgt fiir den Energie- 
inhalt dieses Raumes zur Zeit #: 


W, fe eh vee Bemis f : # -sindar( 
Vi 


16% 4ax jee T 


% Sse ea Daa je ee hee 
ee ey ae, ea ie —— -sindn|— = 4 — Ie Aa 


162° 1— x2 4% 1+ x2 a d A x 
Diese Ausdriicke gehen fiir Isolatoren (6 = 0, x = 0) wtber in den von ¢ unab- 
hangigen Ausdruck: eal ae 
W, oS Wa» == AGE 0 Ats. 


Fiir ein Mittel mit Leitfahigkeit schwankt der Energieinhalt innerhalb einer 
halben Schwingungsdauer; der zeitliche Mittelwert betragt : 


r 1 ea 472 
: eh (OA r 
WW, = —— Aa OS 
16% 4x (81) 
und ; ; ra fer aeeaee ( < 
ee Dies pains ee tS 
Wn= 162 47x 4 195% ; | 


In solchen Mitteln ist also die magnetische Energie gr6Ber als die elektrische im 
Verhaltnis (1 ++ x?)/(1 — x7). Die Gesamtenergie betragt im zeitlichen Mittel- 
wert: hace 


Lie. (82) 


1 [Ne ena Dis nut 


eh 
W = — A?—__. 
Sa 4 — x2 4x 
Dazu ist zu bemerken, dafi der Wert von x nach (76) stets kleiner als 1 ist; denn 
erst Lut m= co wird -% —"1. 
Geht man von den Gleichungen (77) aus, dann erhalt man 
t 


eh -= 
Se eee Cy er a 
Ww m 162 1 é a 
und als Mittelwert fir eine Schwingungsdauer fiir die Gesamtenergic: 
: he 
= eh : 1 —eE-2%m = yee ry 
WS A —e 7.S, (83) 
8a 2am 


Fiir kleine Werte von m und entsprechend x stimmen die Werte von W nach 
(82) und (83) tiberein. Der Unterschied der elektrischen und magnetischen Energie 
aber tritt bei der zweiten Form der Berechnung nicht auf, weil die Amplitude der 
Schwingung in diesem Falle innerhalb des betrachteten Zylinders als konstant 
angenommen ist. 
Fur den Strahlvektor ergibt sich nach (28) 
4x2 . 


S, = Ale Fie 2 Hh 
0 8a u | aan isi Z 


COSO = cos4a(— Sat = = al ; (84) 


und fiir die wahrend einer Schwingung durch die Flache S hindurchtretende 
Energie: : 


4uxz 


[oe ees ope 
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Ist also fiir den betrachteten Zylinder die durch die Grundflache z eintretende 
Energie = F£, so ist die durch die andere Grundfliche z +- 2 austretende Energie 
= E-e~***, Die verhaltnismaifBige Abnahme der Energie in der fortschreitenden 


4x 

Welle betragt also fiir die Strecke einer Wellenlinge e~4**, fiir 1cme 7. In 
dem Zylinder ist also die Energie E (1 — e~47*) wahrend einer Schwingung 
vernichtet bzw. in andere Energieformen umgewandelt worden. Das ist der Vor- 
gang, der dem letzten Gliede in Gleichung (80) entspricht. In der Tat erhilt 
man den gleichen Ausdruck fiir die verschwundene Lichtenergie, wenn man mit 
dem Werte (72) fiir ©, das Integral /o@?dV fiir den Zylinder ausrechnet und itber 
die Zeit einer SChwingungsdauer integriert. 

Driickt man dagegen das Integral mit Hilfe der Form (77) fiir ©, aus, so 


ist ersichtlich, daB die zeitliche Abnahme der in dem Raum vorhandenen Energie 
t 


im Verhaltnis zu der urspriinglich gegebenen durch den Faktor eT ausgedriickt 
wird. Die wahrend einer Schwingung verschwindende Energie im Verhaltnis 


zu der bei Beginn der Schwingung vorhandenen ist dann durch (1 —e 7) = 
{ — e-*7™ ausgedriickt. Fiir kleine Werte von m sind die Ausdriicke 1 — e- 47% 
und { — e-*7" gleich. Fiir groBe Werte von m nahert sich der letztere dem Werte 
1, d. h. die ganze vorhandene Energie verschwindet wahrend einer Schwingung. 
Der erstere Ausdruck dagegen wird 1 — e~ 4”, sagt also aus, da in dem Mittel 
bei einer Dicke von der Gr6Be einer Wellenlange, die allerdings in dem Falle 


m = ce unendlich klein wie 1//m ist, nur 81,7% der auffallenden Strahlung 
vernichtet werden. Der Unterschied der beiden Berechnungsweisen beruht darauf, 
daB in dem einen Falle die zu Anfang gegebene Energie als ohne neue Zufuhr 
erléschend angenommen wird, in dem anderen Falle wahrend der Zeit + durch 
die eine Grenzflache dauernd neue Energie in den Raum eintritt. Fiir jede end- 
liche Strecke des Fortschreitens der Welle verschwindet die Energie vollstandig, 
4ax 

da der Dampfungsfaktor e + “zu 0 wird, wenn Ace klein wird wie 1/|/m. 

42. Geradlinig polarisierte Kugelwellen. Auch die Gleichungen der gerad- 
linig polarisierten Kugelwellen lassen sich aus den Grundgleichungen fir die 
Lichtbewegung in der Materie ableiten und stellen sich in derselben Form wie in 
Ziff. 17 dar, unter Hinzutritt des Dampfungsfaktors und der Phasenver- 
zogerung. Es ergibt sich 


4 2 2x t : 
“ a qe Me Dy ; siny 
= 2 peA-e a sin 22 (— —-}- Fi 
“vO t ) 
ss | (86) 


4x? ———— boc ree er t Y m) siny 
H§=—enyi+txA-e * sin 22(— — - |. 
: hie r A 201 


2 


Va 


und fiir die durch ein Element dS der Kugelflache vom Radius y wahrend einer 
Schwingung hindurchtretende Strahlung 
2a° A? sin?tydS 


A ve 


4uu“r 
vi 


-We*ne 
Infolge der Leitfahigkeit des Mittels nimmt die Intensitat bei wachsendem 7 
schneller ab als 1/r? bzw. die durch die ganze Kugelflache hindurchtretende 
Energie ist nicht mehr konstant, wie in (32), sondern hat den mit wachsendem 
y abnehmenden Betrag 


16 4 4uxr 1674 _4aer 

a er J x 

See pene Fm Are(i— x)e * . (87) 
Io a 
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Die von der Lichtquelle im Mittelpunkt der Kugel, d. h. fir 7 = 0 wahrend 
einer Schwingung ausgesandte Energie hat also den Betrag 


164 poem LOM ss pes 8g 
3h A2*uern = 313 Aze(1 x?) { ) 
und dieser Ausdruck stellt die durch Strahlung bedingte Dampfung der Licht- 


quelle dar. 

Bei den Betrachtungen in Ziff. 17 war die Lichtquelle als Schwingung 
eines Dipols gedacht. Es ist natiirlich denkbar, da auch diese Schwingungen 
durch die Leitfahigkeit des Mittels eine ,,konsumptive’ Dampfung erfahren. 


Entwickelt man die Formeln in der zweiten Form des komplexen Ansatzes, so 
t 


wiirde man e 7 als Dampfungsfaktor fiir die Energie der Schwingungen auch 
in der unmittelbaren Umgebung des Mittelpunktes erhalten. Doch sind Betrach- 
tungen dieser Art ohne Bedeutung, solange man nicht ganz bestimmte Vor- 
stellungen iiber die Art der Lichterzeugung in einer Lichtquelle zugrunde legt. 

43. Extinktion und Absorption. Hinsichtlich der Beiwerte, durch die man 
das Extinktions- oder das Absorptionsvermégen der Materie charakterisiert, 
herrscht in der praktischen Physik eine groBe Unordnung. Es soll im folgenden 
diejenige Nomenklatur benutzt werden, die in dem bekannten Tabellenwerk von 
LANDOLT und BORNSTEIN!) angewandt wird. 

Es mégen zunichst die Begriffe Extinktion und Absorption so, wie sie sich 
auf der Grundlage der vorstehenden Theorie der Lichtausbreitung in der Materie 
ergeben, formuliert werden. Danach soll unter Extinktion die allmahliche Aus- 
l6schung des Lichtes verstanden werden, unter Absorption die Wirkung, die diese 
Ausléschung auf die fortschreitende Welle in Gestalt der Verminderung ihrer 
Amplitude ausiibt. Der erstere Vorgang wiirde durch die Relaxationszeit T 
charakterisiert. Sie ist bestimmt als die Zeit, in der eine in einem Raume ab- 


geschlossene, sich selbst tiberlassene Schwingung — also etwa eine stehende 
Schwingung in einem Raum, der allseitig von vollkommen reflektierenden Wanden 
umgeben ist — auf den eten Teil ihrer Anfangsintensitét herabsinken wiirde. 


Fur die fortschreitende Welle ist die Abnahme der Intensitat durch den Faktor 
e- 22 gegeben. Will man hier den Vorgang auch durch die Strecke charakteri- 
sieren, auf der die Intensitat auf den eten Teil abnimmt, so wiirde der betreffende 


Beiwert durch gegeben sein. Die Beziehung der beiden Beiwerte, 


1 i 
2q”  4nx 
T fiir die Extinktion und 1/2q” fiir die Absorption zueinander ist durch die 
Gleichung gegeben: 
a7 = a oder jf = = . ‘o ; (89) 
Experimentell meBbar ist nur die Absorption. Ist J die Intensitit am An- 
fang, J; am Ende der durchlaufenen und in Richtung der Wellennormale ge- 
messenen Strecke d, so ist nach den obigen Formeln 
Amn ; 
Iya Joe ta fig t 
Der Vergleich dieser Gleichungen mit den in dem genannten Tabellenwerk auf- 
gestellten Deiinitionen fihrt zu folgenden Festsetzungen: Es ist 


der Transmissionskoeffizient f, definiert durch J, = J - p% 


4m% 


Se Ged ee 

1) LANDOLT-BORNSTEIN, Physikalisch-chemische Tabellen. Berlin: J. Springer, 3. Aufl., 
S. 193. 1905; Siehe auch F. WEIGERT, Optische Methoden der Chemie. Leipzig, Ak. Ver- 
lagsges., S.179. 1927. 
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der Absorptionskoeffizient a, definiert durch J, = J+ e>%4, 
oa 2g Aw >; 


der Extinktionskoeffizient oder die BUNSENsche oder dekadische 
Absorptionskonstante e, definiert durch J, = J -10>*4¢ 


€ = 0,86859 + ¢” = 5,4576- =. 
4% 


Der Absorptionsindex x, definiert durch J, = J-e ? 


stimmt mit dem in den obigen Gleichungen benutzten x iiberein. Vielfach 
kommt in den Gleichungen fiir absorbierende Mittel das Produkt ”-x vor 
und wird in der Regel mit & bezeichnet. KAYSER nennt diese Gr6Be den Ex- 
tinktionsmodul. 

Diese Gré8en haben eine allgemeine Bedeutung fiir jeden Absorptionsvor- 
gang, fiir den die Grundgleichung: d J = — a J dz gilt, d. h. bei dem die Abnahme 
der Intensitat der vorhandenen Intensitat und dem Wegzuwachs proportional 
ist. In dem hier behandelten Falle ist als Ursache dieser Absorption die Leit- 
fahigkeit des Mittels angenommen, und die Beziehung der vorstehend definierten 
Beiwerte zu den elektrischen Konstanten des Mittels ist durch die Gleichunge 
gegeben: 


4 42ao 26T 
= und a 0) 
fig é € 4. ye + 40772 (9 ) 


Ob diese Beziehungen sich an der Erfahrung titberhaupt bestatigen, soll 
im nachsten Abschnitt erértert werden. Hier mége in bezug auf die Messung der 
Absorption nur noch auf einen Umstand hingewiesen werden, der genaue Beriick- 
sichtigung erfordert. Lat man bei einer Absorptionsmessung das Licht von 
Luft aus in das absorbierende Mittel eintreten, so ist die in den obigen Gleichungen 
vorkommende Intensitat J des eintretenden Lichtes nicht identisch mit der Inten- 
sitat des auffallenden Lichtes, da ein gewisser, und in manchen Fallen nicht 
unbetrachtlicher Anteil des auffallenden Lichtes durch Zuriickwerfung an der 
Oberflache fiir das eintretende Licht verlorengeht. In den obigen Gleichungen 
ist unter J stets die um den reflektierten Anteil verminderte Intensitat des auf- 
fallenden Lichtes verstanden. Kennt man diesen Anteil nicht, so muB die Ab- 
sorptionsmessung an zwei verschieden dicken Schichten des absorbierenden 
Mittels ausgefiihrt werden. Aus der Differenz dieser Messungen fallt der reflek- 
tierte Anteil heraus. 

44. Theorie und Erfahrung. Die MAxwettsche Theorie charakterisiert die 
Materie durch drei Konstanten m, ¢ und o. Von diesen ist die Permeabilitat wu, 
da die Mehrzahl aller Stoffe entweder der Gruppe der paramagnetischen oder 
der der diamagnetischen Kérper angehért, von 1 so wenig verschieden, daB yu 
in unseren Gleichungen einfach = 1 gesetzt werden kann. Da dies auch fir 
ferromagnetische Kérper mit ihren hohen Magnetisierungskonstanten gilt, dafiir 
hat DrupeE eine Ableitung gegeben*), der allerdings die besondere Annahme zu- 
erunde liegt, daB die Magnetisierbarkeit auf dem Vorhandensein von Molekular- 
strémen beruht; danach treten zu den Komponenten der magnetischen Feld- 
starke in den Gleichungen der Lichtbewegung Zusatzglieder, deren GréBenord- 
nung durch den Faktor (uw — 1)/c bestimmt ist, die also, selbst wenn sc = 1000 
genommen wird, so klein sind, daB sie vernachlassigt werden konnen. 


1) P. DRupe, Lehrbuch der Optik. 3. Aufl. S. 445. 
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Die Dielektrizitatskonstante ¢ ist bei allen Kérpern gréBer als 1. Sie liegt 
bei Glasern zwischen 6 und 10. W. ScHMipT!) hat bei Kristallen Werte bis zu 
450 (bei Pyromorphit) und 173 (bei Rutil) gemessen. 

In bezug auf die Leitfahigkeit sind zwei groBe Gruppen zu unterscheiden, 
die elektrolytischen und die metallischen Leiter. Die Leitfahigkeit der ersteren 
in elektrostatischem Mabe, geht der Gré8enordnung nach von 10° (fir reines 
Wasser) bis 101” (fiir bestleitende Lésungen). Die Leitfahigkeit der Metalle geht 
von 101° bis 1038. 

Die optischen Konstanten der Materie hangen aber nach den Formeln (76) 


bzw. (78) nicht nur von den elektrischen Konstanten, sondern auch von der 
2or _2oh,y 

cece 
ist. Dabei ist 4) in Zentimeter zu rechnen, liegt also fiir das sichtbare Licht 
zwischen 4 und 8-10~5 und geht im Ultrarot bis 10-2. Also wiirde m fiir die Gruppe 
der schlechten Leiter selbst im ungiinstigsten Falle eines Mittels von groBem o 
und kleinem ¢ im sichtbaren Gebiet und noch weit ins Ultrarot hinein eine sehr 
kleine GréBe und auch an der oberen Grenze des Ultrarot noch immer < 1 sein. 
Man kann dann in optischer Beziehung 3 Gruppen der Materie unterscheiden: 


1. m= 0 (Isolatoren): 17 =e, x =0. 
2. m so klein, daB hdhere als quadratische Glieder von m vernachlassigt 


Schwingungsdauer t des Lichtes bzw. der Wellenlange 4, ab, da m = 


be ‘ m m 
werden konnen: 7? = e(4 +—),x=—. 
\ 4 Z 
4 . em 
3. m groB gegen 1 (metallische Leiter) ? = Spee 


Die Erfahrung lehrt, daB durchsichtige Stoffe im allgemeinen eine Abhangig- 
keit des Brechungsexponenten von der Wellenlange des Lichtes von solcher 
Art besitzen, daB  wachst mit abnehmenden Werten von dy (normale Dispersion). 
Es ist ersichtlich, daB die elektromagnetische Lichttheorie in ihrer bisher dar- 
gelegten Form dieser Tatsache in keiner Weise gerecht wird; denn entweder 
ist  tberhaupt eine Konstante, oder es sollte sogar mit abnehmendem /, ab- 
nehmen statt zunehmen. Nicht besser besteht die Theorie in bezug auf den 
Absorptionsindex ; denn er sollte der Formel nach mit wachsendem 4, gleichmaBig 
zunehmen, wahrend doch die Stoffe im allgemeinen eine auswahlende, auf ge- 
wisse Wellenbereiche beschrankte Absorption besitzen. Auch der Gedanke, auf 
Grund der auBerordentlichen Kleinheit der Wellenlange der R6ntgenstrahlen 
(10°? bis 10°%cm) die Formel fur x zur Erklarung der Durchlissigkeit der Me- 
talle fiir Réntgenstrahlen zu benutzen, erweist sich als unbrauchbar, da die 
verschiedene Absorption der Réntgenstrahlen in verschiedenen Metallen erfah- 
rungsgemaB nicht von der Leitfahigkeit, sondern in erster Linie von der Dichte 
der Metalle bestimmt wird. In allen diesen Fragen erweist sich die Theorie in 
der dargestellten Form als unzureichend; die Anpassung an die Tatsachen ist 
durch die Aufgabe der Vorstellung der Materie als eines Kontinuums, durch die 
Einfithrung molekulartheoretischer Vorstellungen erreicht worden, woriiber ein 
spateres Kapitel handelt. Hier bediirfen die beiden Grenzfalle m = 0 und Iz = co 
noch einer besonderen Erérterung. 

45. Isolatoren. Das Maxwettische Gesetz: n? = ¢. Fiir Isolatoren (o ==)6) 
nehmen die Grundgleichungen (69) die gleiche Form an, wie fiir den leeren 
Raum, Gleichung (6), mit dem einzigen Unterschiede, daB an Stelle von c2 der 
Faktor c?/ey tritt. Die Lichtausbreitung in Isolatoren erfolgt also genau so, wie 
im leeren Raume, nur mit einer anderen Geschwindigkeit c’ = c/Vep. Da 


1) W. Scumipt, Ann. d. Phys. (4) Bdi9, S. 932. 1902) 
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c/c’ = n ist, so folgt mit der Festsetzung « = 1 die zuerst von MAXWELL auf- 
gestellte Beziehung ee (91) 


Um die experimentelle Bestitigung dieser Formel hat sich vor allem BoLTzMANN 
bemiht?). Er fand eine unzweifelhafte Ubereinstimmung bei den Gasen, wie fol- 
gende Zahlen beweisen®) : 
Lait co, H, co N,O C,H, CH, 
J ©: 1,000295 1,000473 1,000132 1,000345 1,000497 1,000656 1,000472 
nm: 1,000294 1,000449 1,000138 1,000340 1,000503 1,000678 1,00044 3 


Auffallig ist auch der Parallelismus der drei verschiedenen Werte der Dielektri- 
zititskonstanten des rhombischen Schwefels mit den entsprechenden Brechungs- 
exponenten: 


nach BoLtzMaNn§): «, = 4,77 & = 3,97 &; = 3,81 
Bore 4): & = 4,66 & = 3,86 &3 = 3,07 
3 -W. ScumrpT ): s, = 4,62 & = 3,83 &, = 3,59 


R — 4,60 Ne == 3,09 Nii 359 


Allein fiir die Mehrzahl der Stoffe ergibt sich eine solche Ubereinstimmung 
nicht. Sie ist aber auch nicht zu erwarten, weil ja der Brechungsexponent eine 
mit der Wellenlange veranderliche, die Dielektrizitatskonstante aber eine aus 
statischen Versuchen ermittelte, wirkliche Konstante ist. Von der Dispersion 
des Lichtes in der Materie gibt die Theorie, wie schon im vorigen Abschnitt dar- 
gelegt, keine Rechenschaft. In den Gasen ist die Dispersion gering, und BoLtz- 


MANN konnte daher fiir den obigen Vergleich von Ye und ” die von DULONG 
fiir weiBes Licht ermittelten Brechungsexponenten der Gase verwenden. Schwefel 
dagegen besitzt eine starke Dispersion, und die Ubereinstimmung zwischen ¢ 
und m? in der Tabelle fiir Schwefel ist nur dadurch zustande gekommen, dab 
BOLTZMANN fiir m nicht die Brechungsexponenten des Schwefels fiir Lichtwellen 
benutzte, sondern aus den Messungen von SCHRAUF fiir verschiedene Wellen- 
langen mittels der Dispersionsformel: » = A + 5/A? den Brechungsexponenten 
A fiir co lange Wellen berechnete und fiir den Vergleich mit der Dielektrizitats- 
konstanten benutzte. Ebenso haben RuBENs und Ascuxinass fiir FluBspat und 
Quarz den Nachweis gefithrt, daB die Werte von n? den Dielektrizitatskonstanten 
sehr nahe kommen, 
w==7,0 e=6,8 fiir FluBspat, 
4,5 46— 4 Quarz, 


wenn man sie fiir die langen Wellen der Reststrahlen des Sylvins (61,1 «) aus 
dem Reflexionsvermégen nach den FRESNELschen Formeln berechnet®). Die 
Bedeutung der Formel ¢ = n? liegt nicht auf optischem Gebiete, sondern auf dem 
Gebiet der langen elektrischen Wellen, bei denen Dispersion im allgemeinen nicht 
mehr in Frage kommt. Hier wird sie benutzt, um aus der Messung von Wellen- 
langen bestimmter Schwingungen bzw. deren Brechungsexponenten die Dielek- 
trizitatskonstante des Stoffes zu bestimmen. Sie gilt dann auch nicht bloB fir 
Isolatoren, sondern auch fiir Stoffe von so geringer Leitfaihigkeit, wie reines 
Wasser. 

1) L. Bottzmann, Wien. Ber. Bd. 69, $. 795. 1874; Pogg. Ann. Bd. 155, S. 403. 1875; 
Wiss. Abhandlgn. Bd. I, S. 537. Leipzig, J. A. Barth. 1909. 

2) Vgl. auch die ausfiihrlichere Tabelle in Bd. 12 ds. Handb. 5. 514. 

3) L. Bortzmann, Wiener Ber. Bd. 70, S. 342. 1874; Wiss. Abhandlg. Bd. I, 5. 587. 

eC BORRMEG ik, Bd. 1416, S. 1509, 1893; Arch. sc. phys. et nat. (3) Bd. 30, 5S. 45. 
1893. 

5) W. Scumipt, Ann. d. Phys. (4) Bd. 9, S. 919. 1902; Bd. 11, S. 114. 1903. 

6) H. Rupens und E. Ascuxinass, Wied. Ann. Bd. 65, S. 253. 1898. 
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Eine andere Verwendung hat die MaAxwettsche Formel fir die Darstellung 
der Beziehungen zwischen Brechungsexponent und Dichte in der Theorie der 
sog. spezifischen Refraktion gefunden, allerdings unter Aufgabe der Vorstellung 
der Materie als eines Kontinuums. Mossotrr) und spater CLausrus*) haben 
die dielektrischen Eigenschaften der Isolatoren dadurch zu erklaéren versucht, 
daB sie sich die Stoffe aus kleinen leitenden Kugeln aufgebaut dachten, die in 
Abstanden, die groB gegen ihren Durchmesser sind, im leeren Raume gleich- 
maBig verteilt sind. Versteht man unter g das Verhaltnis des von den Kugeln 
eingenommenen Raumes zu dem ganzen Volumen des betrachteten Dielektrikums, 
so stellt sich die Dielektrizitatskonstante des Stoffes dar durch die Gleichung 


1 
ue 
1 its 
aus der fiir den Raumerfiillungsfaktor g die Gleichung folgt 
S| 
sees 


Da man die Dichte d dem Raumerfiillungsfaktor proportional annehmen kann, 
ergibt die Heranziehung der MAxwe.tschen Formel einen Ausdruck: 

n® — 4 

mPa? ee) 
der fiir jeden Stoff eine charakteristische Konstante, die ,,spezifische Refraktion“‘ 
darstellt, insofern als dieser Ausdruck bei allen durch Druck-, Temperatur- oder 
Aggregatzustandsanderungen herbeigefithrten Anderungen von d_ konstant 
bleiben soll. Die Formel ist fast gleichzeitig von H. A. LoRENTz’) und von 
L. Lorenz) aufgestellt worden. Uber ihre Bewahrung an der Erfahrung muB 
auf Kapitel X verwiesen werden. Es mége nicht unerwahnt bleiben, dak 
O. WIENER sie auf die Vorstellung nichtkugelférmiger Teilchen erweitert hat, 
indem er den Ausdruck 


fae ronst 
(ow ee (93) 
aufstellte, in dem # > 2 zu setzen ist, wenn die Teilchen von der Kugelform ab- 


weichen®). 

46. Metallische Leiter. Das Drupesche Gesetz: n? =o6-r. Ist o sehr 
groB, so daB 1 gegen m? zu vernachlassigen ist, so wird x = 1 und fiir » erhalt 
man den einfachen Ausdruck 
Be oder m=o-r=— 

Der Brechungsexponent ist bei Stoffen dieser Art wegen der starken Absorption 
im allgemeinen nicht direkt zu messen. DRrubE hat in seiner Physik des Athers®) 
statt dessen das Reflexionsvermégen R als eine unmittelbar zu messende Gr6éBe 
in die Beziehung zu der Leitfahigkeit eingefiihrt, indem er die im nichsten 
Kapitel ausfithrlich abzuleitende Formel: kK = 1 — 2/n benutzte. Dabei ist R 
das Verhaltnis der reflektierten zur einfallenden Intensitat bei senkrechtem Ein- 
fall. Daraus folgt unter Benutzung der obigen Werte fiir n: 

Oo) 


ie 4) 


1) O. F. Mossotti1, Mem. della Soc. Scient. Modena, Bd. 14, S. 49. 1850. 
*) R. Crausius, Mechanische Warmetheorie, Bd. II, S. 63. 1870, : 
3) H. A. Lorentz, Wied. Ann. Bd. 9, S. 641. 1880. 
4) L. Lorenz, Wied. Ann. Bd. 11, S. 70. 1880. 
O, WIENER, Ber. d. sachs. Ges. d. Wiss. Leipzig, Bd. 62, S. 256. 1910, desgl. Abhandlg. 
IB{6l. GP, Se Sehhy Weyl ’ 
P. Drupr, Physik des Athers, ¢. Aufl., S. 574. 1804. 
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Diese zuerst von DRUDE aus der elektromagnetischen Theorie abgeleitete Be- 
ziehung zwischen Reflexionsvermégen und Leitfahigkeit der Metalle, die um so 
besser erfullt sein muB, je gréBer r ist, hat eine ausgezeichnete Bestaitigung in 
den Messungen von HAGEN und RvuBENs gefunden!). Sie haben zuerst das 
Reflexionsvermégen an einer Reihe von Metallen bestimmt fiir Strahlen des 
Ultrarot von 12, 8 und 4.u Wellenlinge. Sie haben ferner das der GréBe (1 — R) 
nach dem KircHHOoFFschen Gesetze proportionale Emissionsvermégen der glei- 
chen Metalle fiir die Reststrahlen des FluBspates von der Wellenlange 25,5 we bei 
der Temperatur von 170° gemessen und mit dem Wert der Leitfahigkeit fiir die 
gleiche Temperatur verglichen, Beide Arten von Messungen ergaben iiberein- 
stimmend, da fiir eine bestimmte Wellenlange (1 — R)/o eine Konstante ist. 
Die Mittelwerte dieser Messungen und ihre Genauigkeit sind aus der folgenden 
Tabelle zu ersehen, in der die GréBe FR in Prozenten, die Leitfahigkeit als reziproker 
Wert x des in Ohm gemessenen Widerstandes eines Drahtes von 1m Lange und 
1mm? Querschnitt und die Wellenlange in « = 10°4cm ausgedriickt ist. Aus 
der Drupeschen Formel ergibt sich in diesen MaSen fiir die Konstante C der 


Wert 36,5/Vdo - 


bs Cc = Durchschnittliche co 385 
Terglel i ean Z =(100-R) Vx Abweichung yom Mittel | et 
er e G er 2 0 V2 
hn . : beobachtet of 28 
und der 4. Spalte zeigt die 0 berechnet. 
vorziigliche Ubereinstim- 4 19,4 | 21,0 18,25 
mung der beobachteten 8 13,0 | 14,5 12,90 
. . my y 
Mittelwerte mit den von der oe Aah | 9,6 10,54 
25,01 7,36 | 4,9 7:23 


Theorie gefordertenWerten. 
Aber die 3. Spalte 1a8t zu gleicher Zeit erkennen, wie viel besser die Ubereinstim- 
mung der Werte fiir die einzelnen Metalle mit den Mittelwerten fiir die langen 
Wellen ist als fiir die kirzeren. Eine Ausdehnung der Messungen des Emissions- 
vermoégens auf 12 Metalle?) (fiir 4) = 25,5 bei 170°) ergab fiir die Konstante 
C;/V4y folgende Werte: 

Ag Cu Au Al Zn Cd Pt Ni Sn Fe Hg Bi 

7:07 6,67 8,10 8,91 7,24 7,29 6,88 7,33 7,:32' 6,62 7,33 4182 


Nur Wismut fallt aus dieser Reihe heraus. Fir die anderen Metalle betragt der 
Mittelwert der Konstanten 7,34 in naher Ubereinstimmung mit dem theoretischen 
Werte 7,23. 

Endlich haben HAGEN und RuBEns die Giltigkeit der DRuDEschen Formel 
noch durch ein drittes Verfahren gepriift?). In dem Bereich, in dem die Formel 
giltig ist, muB das Emissionsvermdgen bzw. der Wert von (1 — R) fiir das 
Reflexionsvermégen, mit der Temperatur proportional der Wurzel aus dem Wider- 
stande zunehmen. Auch diese Beziehung ist von HAGEN und RUBENS sowohl 
durch Reflexionsmessungen an Metallen und Metallegierungen bis zu Tempera- 
turen von 200 bis 300°, als auch durch Emissionsmessungen an Platin und Platin- 
rhodium bis zu Temperaturen von 1400° fiir Wellenlangen bis zu 6 herunter 
bestatigt worden, Bei kleineren Wellenlangen verschwindet die Abhangigkeit des 
Reflexionsvermégens von der Temperatur allmahlich und ist fir alle Metalle 
bei 0,78 wu gleich null. Fiir Konstantan aber, dessen Widerstand von der Tempe- 
ratur nahezu unabhangig ist, erweist sich auch das Reflexionsvermégen, auch 


1) E. HaGen und H. Rusens, Berl. Ber. 1903, S. 269; Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 5, 
o.443: 1903s Amn. d. Phys. (4) Bd: 44, 5.873. 1903. 

2) E. Hacen und H. RuBEns, Berl. Ber. 1903, S. 410. 

3) E. Hacen und H. Rusens, Phys. ZS. Bd. 9, S. 874. 1908; Berl. Ber. 1909, S. 478; 
Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 10, S. 710, 1908; Bd. 12, S. 172. 1910; Phys. ZS. Bd. 11, 5. 139. 
4910; Berl. Ber. 1910, S. 467. 
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fiir langere Wellenlangen, als von der Temperatur unabhangig. Man kann also 
sagen, daf die elektromagnetische Theorie sich mit ihren Folgerungen fiir Metalle 
bis zu Wellenlangen von 6 herunter vollkommen bestatigt. 

47. Losung fiir inhomogene Wellen. In der bisherigen Darstellung ist unter 
der Wellenflache die Fliche gleicher Phase verstanden, bei ebenen Wellen also 
die Ebene gleicher Phase; sie ist zugleich in den bisher betrachteten Fallen die 
Ebene gleicher Amplitude. Die Wellen solcher Art werden von VoIcT als homo- 
gene Wellen bezeichnet. Beim schragen Auftreffen einer solchen homogenen 
Welle auf die ebene Grenzflache eines leitenden Mittels entsteht im letzteren, wie 
im ndchsten Kapitel zu erértern ist, ein anderer Wellentyp, bei dem die Ebene 

gleicher Amplitude nicht mehr mit der 

Ebene gleicher Phase zusammenfallt. Dieser 

Wellentyp wird von VoicT allgemein als in- 

YAchs€ homogene ebene Welle bezeichnet. Zur Vor- 

bereitung auf die Behandlung dieser Wellen 

bei der Spiegelung und Brechung ist zuerst 

die Frage zu beantworten, wie ein Ansatz fiir 

diese Art von Wellen beschaffen sein muB, 

Abb. 8. Beziehung zwischen Phase und Amplitude um iberhaupt den Grundgleichungen der 
bei inhomogener Welle. i > 2 

elektromagnetischen Theorie zu geniigen. 

Es werde eine ebene Welle vorausgesetzt, die in der Z-Richtung fortschreitet, 
und deren elektrischer Vektor in der X-Richtung schwingt; also wie in Ziff. 40: 


G,=A-et?- eel”. C7 — 0. 5,=0. (94) 


Aber die Amplitude A soll jetzt von den Koordinaten der Wellenebene, also von 


x und y abhangig sein. Wenn ©, = ©, = 0 ist, so folgt aus den MAXwELLschen 
0s DS, : : 

“Re = O sein muf. Also darf A nur eine 
Funktion von y sein, wenn der Ansatz den Grundgleichungen geniigen soll. Fiir 
den magnetischen Vektor erhaélt man alsdann aus den MAxwettschen Glei- 


chungen die Ausdriicke: 


ZACHSe 


Lbene gleicher Phase 


Gleichungen, da , 


$= 0 = Wig dees aores:; 
nye 
; (04) 
6, = —i A’e-¥*. hOt-¥9) 
ey up , 


wenn unter A’ der Differentialquotient dA/dy verstanden wird. Diese Form des 
Ansatzes gentigt den MAxwettschen Gleichungen. Es ist ferner div€ und 
div§) = 0. Die Lésung stimmt mit den Gleichungen (72) und (73) fiir die homo- 
gene Welle tiberein, nur mit dem Unterschied, daB , nicht = 0 ist, sondern einen 
von der Verahderlichkeit der Amplitude in der Phasenebene abhangigen Wert 
besitzt. Da dies die in der Fortpflanzungsrichtung der Welle liegende Kompo- 
nente ist, so ist also die inhomogene Welle dieser Art nicht mehr eine streng 
transversale Welle. Der kompiexe Charakter der Amplituden von {, und, zeigt, 
daB beide Komponenten gegen ©, eine Phasenverschiebung besitzen, und zwar 
ist H, um 2/2, $, um 6 verzdgert, wenn 6 wieder, wie in Gleichung (74) durch 
die Beziehung y 
to Or i =» 

definiert ist. Setzt man nun aber diese Ausdriicke fiir die Kraftkomponenten 
in die Gleichungen (69) ein, so erhalt man als Bedingungsgleichungen fiir die 
GroBen p und g an Stelle der Gleichung (70) folgende Gleichung: 


A” = (02g? — cup? + idnop)A, (95) 
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in der unter A” der zweite Differentialquotient von A nach y verstanden ist. 
Soll die inhomogene Welle als ebene Welle nach der Z-Achse fortschreiten, so 
sind die samtlichen Gré8en in der Klammer als von y unabhiangig anzusehen. 
Dann aber driickt die Gleichung (95) eine bestimmte Bedingung aus, welche die 
Form der Inhomogenitat erfiillen muB, wenn eine solche ebene inhomogene 
Welle bestehen soll. Es geniigt fiir das Folgende, als Lésung dieser Differential- 
gleichung fur A die Abhangigkeit der Amplitude von y in der Gestalt einer ein- 
fachen e-Funktion anzusetzen, also die Amplitude in der Form A, - e’” zu schrei- 
ben, wobei 4, nun eine Konstante bedeutet und die neu eingefiihrte GréBe b 
ebenfalls eine reelle Konstante sein mu, wenn die Welle in der Z-Achse fort- 
schreiten soll. Dann nimmt der Ausdruck fiir die elektrische Kraft die Form an: 


a Ay - ebu—a"'z , pi(pt—9a’z) | 


Daraus ist ohne weiteres ersichtlich, daB die Flachen gleicher Amplitude Ebenen 
sind, die die Ebenen gleicher Phase unter einem ganz bestimmten Winkel 
schneiden. Dieser Winkel ist durch die Gleichung festgelegt: 


b 
tgp = 7g (96) 


Fiihrt man diese Beziehung in die Gleichung (95) ein, so gewinnt man zwei 
Gleichungen, die zum Ausdruck bringen, daf bei einer solchen inhomogenen 
Welle sowohl die Fortpflanzungsgeschwindigkeit wie die Absorption vom Grade 
der Inhomogenitaét abhangen. Bezeichnet man den Brechungsexponenten und 
den Absorptionsindex fiir eine homogene Welle, also fiir mg = 0, mit m) und xp, 
so gelten fiir die inhomogene Welle die Gleichungen: 


n?{1 — == 5 (1 — x) = ep und 14 = nis = nor, * (97) 


aap 
und die Kraftkomponenten lassen sich fiir diesen Fall einer inhomogenen Welle, 


wenn die elektrische Schwingung auf der Richtung des Gradienten der Amplitude 
in der Phasenebene senkrecht steht, folgendermaBen schreiben: 


sin p —zcos 4 
q’ y f f 


G, = Ay-e cos 4 Ot -E 9s & =O, y= 0, 
,,¥ Sin p-zZ cos P 
o e n ase ‘ : : ; 
§,. =0 %, = A.— Vi + x? -e cos p - et (pt-qz-5) 
ct ? Dy 0 u | ! ? (98) 
,w¥Ssing~-zcosp ., x 

2 n q ete i{ve-a Rie 5] 

5. = Ao—#-tep-e ages -€ ae, 

. ML 

a =e 


Man gelangt zu einem zweiten Ansatz fiir eine ebene inhomogene Welle, 
wenn man von der Annahme ausgeht, da die magnetische Kraft in Richtung 
der X-Achse schwingt, also $, gegeben, $, = $, = 0 ist. Daraus folgt dann, 
daB ©, = 0 ist. Macht man dann fiir ©, den friiheren Ansatz: 


“ Sia hindeees 
C,=A-e q’2 gi(pt~q'z) 


so ergeben die gleichen Rechnungen, wie in dem ersten Fall, daB auch hier A 
wieder nur von y abhangig sein und wieder derselben Differentialgleichung (95) 
geniigen muB. Es sind auch fiir diese inhomogene Welle zweiter Art die Flachen 
gleicher Amplitude Ebenen, die die Ebenen gleicher Phase unter dem durch die 
Gleichung (96) bestimmten Winkel @ schneiden. Die Abhangigkeit des Brechungs- 
exponenten und des Absorptionsindex von dem Grade der Inhomogenitat ist 
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wieder durch die Gleichung (97) ausgedriickt und fitr die Komponenten der elek- 
trischen und der magnetischen Krafte ergeben sich in diesem zweiten Falle fol- 


gende Ausdriicke : 


_,¥ Sine -z COSP 


aoe hy SS 208 t(pt—9q’z 
&, = 0; Gpadg 2 SERN etl? ey 
gre. sin p —z COS P 
es 2#tE”y : COS ¢ i(pt—4q’ z— de) 
Ss ae Va + é c ? 
A 368 
} Re 2 : 
‘i | Cbg = (1 Batre iy ve sin p—z COSP 
De= —Ay sa Pe Ose ie e 0), (99) 
Rs U } 1 aE 2 
Dy = 9, Qe= 0, 


1+ x? + x te 
1+ x%— x? tery - 


1 
tg 0, = oe tg Om =x 


48. Energiestromung bei inhomogenen Wellen. Von Interesse, auch wichtig 
fiir spatere Anwendungen, ist die Betrachtung der Energiestromung im Falle 
inhomogener Wellen. Um den Poyntincschen Vektor gema8 den friheren For- 
meln zu bilden, miissen die Kraftkomponenten in reeller Form geschrieben werden. 
Es soll also e'@'-”% durch sin (pf — g’z) ersetzt werden. Zur Abkiirzung werde 
das Argument pt — q’z = © gesetzt. Dann ist fiir die erste Art der inhomo- 
genen Welle: 

OAs 


a a 2 Sp -2Q" 2c mw, 
S,=0; 6, = ea, A A’e-2""* sin2 0, 
Co V1 1 42 e-29"2 sin - sin(O — 0) 
z 4n u , ; 


Sa ee Oat) 


8a lu y1 1. 34% 
und bei Integration iiber die Datier einer Schwingung ergibt sich: 


t+t t+7 


| Gat — 0; | Sat Se a. (100a) 


14 ti 


~ 


t t 


also derselbe Wert wie fiir eine homogene Weile [vgl. Formel (85)j. 
Fur die zweite Art der inhomogenen Welle liegen die Verhaltnisse weniger 
einfach. Es ist wieder G, = 0, ferner 


Cc ho , V4e2 = ak e2 re ; ; 
Ca ng roe ea ey A —2q"2z aun 
Gy ee ae aut eye sin(® — 0,)-sin(O — 6,,), 


: . . ‘ 
oder, wenn man wieder 261/e mit m bezeichnet, 


c¢ hy pil BO BERD: Tay : 
Ce “5 =—29" 21a, LAPS ‘ 2 LOG 
So 82 Qau 4 A (1 cE 2)? é [m(4 Tr % ) 1 (m 2% mM x) cos20 
— (1+ 2mx — x?) sin2 6] 

( Ds FS ROT EG | ts : 
oS — A Og ty? c- 20% sin - sin(O — 6,,) 

4a ie V1 + x2 m) » 

r 
el ao ; rer 1+ mm ey 14+ mx 
os A2— (1 — x2 — x* Le2 q) | Lee ae ee = —Cos(20)-0 )| 
cat i yA =e ae Vi + x71 + m2 a1. 
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Daraus folgt bei Integration iiber eine Schwingung, da A’ = aes tgy-A ist, 

t+r 

- _ _— Ag gg M 2x tg—p 30's 

| Sy at _ 8x A u 442 ‘ J 

t 

t+? (100b) 
= _ Ao gg % 1+ x8 — xi tpg eats 

|S.dt= 5A u eee : 


Bei den inhomogenen Wellen zweiter Art strémt also die Energie nicht bloB 
senkrecht zur Phasenebene in der Richtung, die die Fortpflanzungsrichtung 
der Welle im gewdhnlichen Sinne bedeutet, sondern auch senkrecht zu dieser 
Richtung, also parallel zur Phasenebene, und zwar in derjenigen Richtung, in 
der die Amplitude in der Phasenebene abnimmt. Die physikalische Erklarung 
dafiir kann man sich durch die Uberlegung veranschaulichen, da durch eine 
zur Y-Richtung senkrechte Ebene von der Seite der gréBeren Amplituden aus 
in der einen Phase der Schwingung mehr Energie hindurchtritt, als in der anderen 
Phase von der Seite der kleineren Amplituden. 

49. Historische Bemerkungen zum Problem der inhomogenen Wellen. 
Die Eigentiimlichkeiten der Wellen, die im Vorstehenden behandelt und als 
inhomogene Wellen bezeichnet sind, und ihre groBe Bedeutung fiir die Theorie 
der Brechung in absorbierenden Mitteln hat wohl zuerst E. KETTELER vollkom- 
men erkannt, in. verschiedenen Aufsatzen behandelt und vor allem in seiner 
,,Lheoretischen Optik“* (S. 122ff.) in voller Klarheit dargestellt, alles auf dem 
Boden einer in besonderer Weise erweiterten elastischen Lichttheorie). KEr- 
TELER hat zuerst den Satz ausgesprochen, da in jedem absorbierenden Mittel 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit und Starke der Absorption des Lichtes von dem 
Winkel abhangen, den ,,die Propagationsnormale mit der Extinktionsnormalen“ 
bildet, d. h. von dem Winkel, der in der obigen Darstellung mit q bezeichnet 
ist, und hat als Hauptgleichungen der Theorie absorbierender Mittel Gleichungen 
aufgestellt, die den Gleichungen (97) entsprechen. Auch W. VoicT hat in einem 
Aufsatze iiber die Theorie der absorbierenden isotropen Mittel von seiner For- 
mulierung der elastischen Theorie aus das Problem behandelt ; er spricht — weniger 
klar als KETTELER — von der Abhangigkeit der Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
und der Absorption von der ,,Fortpflanzungsrichtung’’?). 

SchlieBlich hat H. A. Lorentz in ganz allgemeiner Form, d. b. ohne bestimmte 
Vorstellungen iiber die physikalische Natur der Lichtschwingungen zu Grunde , 
zu legen, die GesetzmaBigkeiten inhomogener Wellen entwickelt*). 


e) Grenzbedingungen, Spiegelung und Brechung. 


50. Aufstellung der Grenzbedingungen. Wenn zwei Mittel von ver- 
schiedenen physikalischen Eigenschaften aneinander grenzen, so vollzieht sich 
der Ubergang von Lichtwellen aus dem einen in das andere Mittel erfahrungs- 
gemaB in Form einer Aufspaltung der einfallenden Welle in eine zuriickgeworfene 
und eine durchgehende Welle. Zur Behandlung dieses Problems bedarf es der 
Aufstellung derjenigen Bedingungen, denen die elektrischen und magnetischen 
Krafte an der Grenze der beiden Mittel zu geniigen haben. Man kann diese Grenz- 
bedingungen nach dem Vorgange von H. Hertz‘) durch die Vorstellung gewinnen, 


’ 1) E. KETTELER, Wied. Ann. Bd. 3, S. 83. 1878; Bd. 22, S. 204. 1884; Theoretische 
Optik, Braunschweig, Vieweg & Sohn 1885. 
2) W. Voret, Wied. Ann. Bd. 23, S. 112. 1884. 
3) H. A. Lorentz, Wied. Ann. Bd. 46, S. 244. 1892. 
4) H. Hertz, Wied. Ann. Bd. 40, S. 577. 1890; Ges. Werke Bd. II, S. 220. 
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daB der Ubergang an der Grenze nicht in einer sprungweisen, sondern in einer 
auf kurzer Strecke sich vollziehenden allmahlichen Anderung der Eigenschaften, 
d. h. der Werte von ¢, w und o besteht derart, daB die Grundgleichungen (2) 
auch in jeder Schicht dieser Ubergangszone ihre Giiltigkeit behalten. Diese Vor- 
aussetzung besagt, da alle in den Gleichungen vorkommenden Differential- 
quotienten endliche Werte behalten miissen. Wendet man diese Uberlegung auf 
die nach der Richtung der Normale der Grenzflache differenzierten GrdBen an, 
so folgt daraus, daB diese GréBen, wenn die Grenzschicht unendlich diinn genom- 
men wird, zu beiden Seiten der Grenzflaiche gleiche Werte haben miissen. In 
den Grundgleichungen (2) kommen nur solche Differentialquotienten der Kraft- 
komponenten nach den Raumkoordinaten vor, bei denen die Richtung der Ab- 
leitung auf der Komponentenrichtung senkrecht steht. Beriicksichtigt man dies, 
so folgt aus dem obigen Satze, daB die tangentialen Kraftkomponenten zu beiden 
Seiten der Grenzflache gleiche Werte haben miissen. Unterscheidet man also 
die beiden Mittel durch die Indizes 1 und 2, und bezeichnet man die tangentialen 
Komponenten durch den Index ¢, die normalen durch den Index x, so Jauten die 
ersten Grenzbedingungen : 

Gi, = Co, , Die= Dar. (101) 


Gelten diese Gleichungen in der Grenzflache, und wendet man sie auf die Grund- 
gleichungen (2) an, indem man sich die Grenzflache in die X Y-Ebene gelegt 
denkt, so daB die Z-Achse die Normalenrichtung darstellt, so folgen aus dem 
letzten der drei Paare von Grundgleichungen zwei weitere Beziehungen, die in 
der Grenzflache erfiillt sein miissen. Fiir die Normalkomponente der magnetischen 
Kraft ergibt sich die Gleichung: 


faa Din = He Dop oder Bin = Ben- (102) 


Sie geht, wenn man bedenkt, da fiir alle Mittel « = 1 gesetzt werden darf, in 
die Gleichung iiber 


Din = Don- (103) 

Fur die Normalkomponente der elektrischen Kraft aber ergibt sich die Gleichung: 
ie rn 0x» 

&y = + 476; Bi, = €5 =i! + 470, Con- (104) 


Sind| beide Mittel Isolatoren (6, = 6, = 0), so laBt sich diese Bedingung in der 
Form schreiben: RO Sek Rave a, = De. (105) 
Dazu ist zu bemerken, daB die Grenzbedingungen 
Si; == Cot und Dig = Don 


die gleichen Bedingungen sind, die in der Elektrostatik fiir den Ubergang eines 
Kraftfeldes aus einem Isolator in einen anderen Isolator aufgestellt werden, und 
aus denen das Tangentialgesetz fiir die Brechung der Kraftlinien folgt. Man 
hatte also fiir Isolatoren die Grenzbedingungen einfach aus der Elektrostatik 
entnehmen kénnen. Sobald aber ein Mittel ein Leiter ist, kann diese Betrach- 
tungsweise nicht mehr angewandt werden, da ein statisches Kraftfeld: innerhalb 
eines Leiters ja iiberhaupt nicht besteht. 

in Koordinaten lauten die in den Gleichungen (101), (103) und (104) auf- 
gestellten Grenzbedingungen, wenn man die X Y-Ebene als in der Grenzflache 
liegend annimmt, 


‘ —- : r oG,, c@. : 

Ge Caz Siy= Coy; & ay + 420, 6.= &> af + 47 06,5,; | 

: ; (106) 
Dia = Daa Diy = Deys Diz= Dez- | 
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Diese Bedingungen sind aber, worauf besonders aufmerksam zu machen ist, 
nicht unabhangig voneinander; denn die beiden letzten Bedingungen folgen aus 
den Grundgleichungen, wenn die vier anderen bestehen. 

Die Folgerungen aus diesen Grenzbedingungen sollen nachstehend fiir den 
Fall des Uberganges des Lichtes aus einem Isolator in ein leitendes Mittel ent- 
wickelt werden. 

51. Spiegelung und Brechung ebener Wellen bei senkrechtem Einfall 
auf eine ebene Grenzflache. Es soll wie oben (Ziff. 40) eine ebene Welle an- 
genommen werden, die lings der Z-Achse fortschreitet, und deren elektrischer 
Vektor nach der X-Achse schwingt. Sie kann also im 1. Mittel, das ein Isolator 
sein soll, wenn man sie durch den Index e¢ als einfallende Welle kennzeichnet, 
dargestellt werden durch die Gleichungen: 


Cex = E- eit 2); Dey =E.- nent “hey C.y C.2 ‘Dae Dae 0. 


Da aus Symmetriegriinden eine Veranlassung zu einer Richtungsanderung bei 
dem Ubergang in das 2. Mittel nicht anzunehmen ist, und da ferner, wie die Er- 


fahrung lehrt, in ruhenden Mitteln die Schwingungszahl 1/t des Lichtes, also 
2a 


entsprechend ~ = ae bei Zuriickwerfung und Brechung ungeandert bleibt, 
so kann die im 2. Mittel fortschreitende Welle, wenn dies Mittel als Leiter an- 
genommen wird und der Index d die durchgehende oder gebrochene Welle an- 
deutet, dargestellt werden durch die Formeln: 


as 


ta iipha.5¥ 4a) Biceee 
cae ee; Day= Domi +e * 
C,,= Cz2= Daz = Daz = Oe 

Gleichzeitig entsteht an der Grenzflache eine in das 1. Mittel zuriicklaufende, 
reflektierte Welle. Es wird sich im folgenden zeigen, da die Annahme einer 
solchen reflektierten Welle notig ist, um die Grenzbedingungen erfillen zu koénnen ; 
das gilt nicht bloB fiir diesen Fall, sondern ganz allgemein. Die reflektierte Welle 
werde durch den Index y gekennzeichnet und mu, um den Grundgleichungen 
zu geniigen, in der Form angesetzt werden: 


¢,,= Ry et ett nz+ or). = — Ryne Ptr ner or); Gy C= Org = Dye — O- 


c 


i(pt—q.z+5a-9) 
é 3 


ro 


ry 

In diesen Gleichungen bedeuten E, Ry, Dy die Amplituden der einfallenden, 
der reflektierten und der gebrochenen Welle!); 6, und 6, die bei der Zurick- 
werfung und der Brechung eintretenden Phasendnderungen, ¢, und «, die Dielek- 
trizititskonstanten, ~, (in unserem Falle = 0 gesetzt) und x, die Absorptions- 


: é : ; 23 2% ; $ — ‘ 
indizes der beiden Mittel, q, = “und a=: 4, und A, die zur Schwingungs- 
Ly © 


dauer t gehérigen Wellenlangen des Lichtes im 4. und im 2. Mittel, endlich nach 
Gleichung (74) tgd5 =x. Die GrdBen Ry, Do, 6, und 6,4 sind aus den Grenz- 
bedingungen zu bestimmen. Fiir diese ist zu beriicksichtigen, daB @,, = Cer + Cz 
zu setzen ist. Daher muB nach Gleichung (106) fiir z = 0 sein: 


Cex + Cre = Caz und Dey ¥ Dry = Day: 
Daraus folgen die Gleichungen: 
E+ R,é* = D,e% 


4 ~ No Pe (hane 
E—R,é* =D, yit% guita= 8) 
1 


1) Der Index 0 bei R, und D, ist angefiigt, um anzudeuten, da es sich um den Fall 
senkrechten Einfalles (¢ = 0) handelt. Ferner ist in beiden Mitteln gleich 1 angenommen. 
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Die Auflésung dieser Gleichungen ergibt fiir die gesuchten GroBen folgende Werte, 
wenn zur Vereinfachung das Verhialtnis 2,/n, durch 7, den Brechungsexponenten 
des 2. Mittels gegen das 1. bei senkrechtem Einfall, bezeichnet und entsprechend 


% statt x, geschrieben wird: 


hence Wee 
[ee Ny —1 "gee 
9 My +1 pon nx” 
(%) +1)? (107) 
~ 2 = 2 Ny %q 5 Nox 
a? oie marta panama rer perr yen OO dog 


Ry und D, stehen zueinander in der Beziehung, dab 

Re 5 = De 
ist. In Beachtung der fiir den Strahlvektor aufgestellten Gleichungen (29a) 
und (85) sagt diese Gleichung aus, da die Energie der einfallenden Welle sich 
ohne Verlust an der Grenzflache in die Energie der zuriickgeworfenen und der 


in das andere Mittel eintretenden Welle aufspaltet. 
Ist auch das 2. Mittel ein Isolator (% = 0), so ist 


PS pe p= (108) 


In dem anderen Grenzfalle, x = 1, kann man fiir die reflektierte Energie schreiben: 


Re = B21 a i (109) 


4 2 27 = 27 


Da in diesem Falle sehr groB ist, so kann 1 + 2m gegen 2m? im Nenner des 
Bruches vernachlassigt werden, und man erhalt als Ausdruck fiir die reflektierte 
Energie b 
Ri = B2(4 — =|. 
nN 
Das ist die oben in Ziff. 46 benutzte Formel von DRUDE. 

52. Die Phasenanderung bei senkrechter Reflexion und Wheners Ver- 
suche uber stehende Wellen. Das negative Vorzeichen von R in den For- 
meln (107) und (108) zeigt, daB die elektrische Kraft der einfallenden Welle 
bei der Zuriickwerfung eine Umkehrung der Schwingungsrichtung erfahrt. 
Fur Isolatoren gilt dies nach (108), wenn m > 1 ist, d.h. wenn die Zuriickwerfung 
an einem Mittel von hoherer Dielektrizitatskonstante erfolgt, ein Satz, der in 
der Mechanik sein Analogon in der Umkehrung der Bewegungsrichtung in einer 
elastischen Welle bei der Zuriickwerfung an der Oberflache eines dichteren 
K6érpers hat, weshalb man dementsprechend in der Optik den Kérper mit dem 
héheren Brechungsexponenten als den optisch dichteren Kérper bezeichnet. 

Die Richtigkeit des obigen Satzes ist von O. WIENER durch die Untersuchung 
der stehenden Wellen bewiesen worden, die bei senkrechtem Einfall die zuriick- 
geworfene Welle mit der einfallenden Welle bilden mu. Schreibt man. die Glei- 
chungen fiir &,, und G,., in reeller Form, so ergibt ihre Summe nach (37) fiir die 
stehende Welle die Formel: 


G = (2. - R) cos(q,2 “| °) sin( pt | (Ce Is sin(q12 ar 5) cos( pi cs al 


2 


Bei hegativem R iiberwiegt das 2. Glied dieser Formel das 1.; bei der Zuriick- 
werfung an einer metallischen, stark reflektierenden Flache ist R nur wenig 
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kleiner als E und das 1. Glied verschwindet vollkommen. Fiir Isolatoren lautet 
die Formel: 


. 2E cose in 2 2xt 2nE sino 2at 
= os—— + sin— sin—— +» cos— 
n a “hs A ci, n+ 1 h ree v 
5 Ya yi 2E 
Fir z= 0, >, 4, 3 = usw. schwankt also die elektrische Kraft zwischen +- rear 


fe A Bes ch d 2nE P 
fir z= qo 3 Da usw. zwischen ~- Die ersteren Punkte entsprechen 


+ n+ 10 
den Knoten, die letzteren den Bauchen der stehenden Welle, wenn auch wegen 
der Ungleichheit von E und R die Schwingung in den Knoten nicht null ist. 

O. WIENER hat diese stehenden Lichtwellen nachgewiesen durch die photo- 
graphische Wirkung der Lichtschwingungen auf eine auBerordentlich diinne 
photographische Schicht, welche die der Grenzflache parallel laufenden Bauch- 
und Knotenebenen der stehenden Welle unter sehr kleinem Winkel schneidet. Als 
reflektierende Flache wurde zunachst ein Silberspiegel benutzt ; um die Reflexion an 
der lichtempfindlichen Schicht bzw. an der Glasplatte, die sie trug, auszuschalten, 
wurde der Zwischenraum zwischen dem Silberspiegel und der Platte durch Benzol 
ausgefullt, dessen Brechungsexponent sehr nahe gleich dem des Glases und der 
lichtempfindlichen Schicht ist. Es waren dann bei senkrechter Beleuchtung 
keine Interferenzen dinner Blattchen zu sehen; wohl aber zeigte die photo- 
graphische Schicht nach der Entwicklung ein Streifensystem, das der raumlichen 
Verteilung der Knoten und Bauche der Lichtbewegung entsprach. Hinsichtlich 
der Einzelheiten sei auf die Originalarbeit verwiesen'). Um nach diesem Ver- 
fahren AufschluB iiber die Phasenanderung des Lichtes bei senkrechter Reflexion 
an Glas zu erhalten, driickte WIENER die Platte mit der lichtempfindlichen 
Schicht gegen eine schwach konvexe Linse, ermittelte die Dicke der Luftschicht 
zwischen beiden durch Ausmessung der Durchmesser der im Na-Licht sichtbaren 
Interferenzringe und verglich damit die nach Belichtung mit violettem Licht 
durch die stehenden Wellen in der photographischen Schicht erzeugten Ring- 
systeme. Die Versuche ergaben, daB bei senkrechter Reflexion an einer Glasplatte 
die Stellen minimaler Lichtwirkung in Abstainden gleich dem Vielfachen einer 
halben Wellenlange von der reflektierenden Flache liegen, die Stellen maximaler 
Lichtwirkung in Abstanden gleich dem ungeraden Vielfachen einer Viertel- 
wellenlange. Diese Feststellung entspricht dem Ergebnis der theoretischen Ab- 
leitung, wenn man die ersteren Stellen als die Knoten, die letzteren als die Bauche 
der stehenden Welle ansieht. Demnach liegt bei der Zuriickwerfung am optisch 
dichteren Mittel ein Knoten in der Grenzflache. 

Bei der allgemeinen Besprechung stehender Wellen in Ziff. 20 wurde 
bewiesen, dai die Knoten der magnetischen Krafte bei diesen Wellen da liegen, wo 
die elektrische Kraft ihre Bauche hat, und umgekehrt. Bei der hier vorlie genden 
Erzeugung der stehenden Wellen hangt dies Verhalten mit dem Umstande zu- 
sammen, daB die magnetischen Krafte bei der Zuriickwerfung keine Umkehrung 
ihrer Richtung erfahren, und sich also in der Grenzebene nicht subtrahieren, 
wie es die elektrischen Krafte tun, sondern addieren. 

Den Gegensatz der Reflexion am dichteren und am diinneren Mittel in bezug 
auf die Phasenanderung kann man sehr einfach beobachten, indem man die 
Interferenzstreifen eines diinnen Deckglaschens im reflektierten Na-Licht be- 
trachtet und die Riickseite des Blattchens teilweise mit einer hdher brechenden 
Flissigkeit, z. B. Cassiaél, benetzt. Der Ve rlauf der Interferenzstreifen erfahrt 
beim Ubergange von der Reflexion an Luft zur Reflexion am Ol eine sprung- 
weise Verschiebung um 2/2; Maxima und Minima erscheinen vertauscht. 


1) O. WIENER, Wied. Ann. Bd. 40, S. 203. 1890. 
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53. Spiegelung und Brechung bei schiefem Einfall. Allgemeine Form 
des Ansatzes und der Berechnung. Bei schiefem Einfall gestaltet sich die Berech- 
nung verschieden, je nachdem die Schwingungen des einfallenden Lichtes senk- 
recht zur Einfallsebene oder in ihr erfolgen. Aber die allgemeine Form der 
Grenzbedingungen, aus denen die R und D, 6, und 6, zu berechnen sind, ist in 
beiden Fallen die gleiche. Es soll daher der Gang der Rechnungen zuerst in ganz 
allgemeiner Form dargestellt werden. Die Grenzbedingungen haben die Gestalt: 


eiee r= Det eb), | 


b i : (110) 
E — Re = D- ev%d(¢ 15) .| 
Daraus folgt: 
2E = D-e4iqg +¢ —7(b + d)j, 
2 Ble) ag ieee), 
b+) eS i ais — Tae 
18 07 tg (da — 90,) FF qeee (G0, = 2ap Roe be 
(a (111) 
DIB, 


De 
PAGE) D) 

In diese Formeln sind nun die 
besonderen Werte des Einzelfalles 
cinzusetzen. 

54. Spiegelung und Bre- 
chung bei schiefem FEinfall. 
Erster Teil: Die elektrische 
Schwingung senkrecht zur Ein- 
fallsebene. Wie in Ziff. 54, sei 
das 1. Mittel wieder ein Isolator, 
das 2. ein Leiter. Die Grenzflache 
sei wieder die X Y-Ebene, die 
Z-Achse positiv gerechnet vom 
4. Zam 2. Mittel. Die Y Z-Ebene 
sei die Einfallsebene; die in ihr 
\ liegende Normale der einfallenden 

* ebenen Welle bilde mit der Z- 
Achse den Winkel 7 (s. Abb. 9). 


2. Mitte! 


+ YAchse 


7. Mitte/ 


ZAchse 


XN 
S 


Abb. 9. Spiegelung und Brechung an der Grenze zwischen Isolator 


und Leiter. 


Die elektrische Kraft soll auf der 
Einfallsebene senkrecht stehen, 
fallt also in die X-Richtung. Fir 


diesen Fall sollen die Amplituden 
und die Phasenanderungen der Wellen durch den Index s gekennzeichnet werden. 
Die einfallende Welle ist dann darstellbar durch das Gleichungssystem: 


2 i -q’ [ysini + zcosi 4 . ¢ 
(ae == 18, ei(pt ai lysind + zcosi)) Sey = O, Oy. = OF 
~ nv ae Dives oe . 
Spr 0) De, = Be e0ste Ph colusine + 2c08#)) . 
eae (112) 
en ys My sing - et (pt - ai tysiné + zcos7]), 
ie u 
baal 


Aus Symmetriegriinden sind auch fiir die zurtickgeworfene und die durchgehende 
Welle die Komponenten &,, & und $, = 0 anzunehmen. Die zuriickgeworfene 
Welle soll die Amplitude R, haben und die Phasenanderung 0,, bei der Zuriick- 
werfung erleiden. Nennt man den Winkel, den ihre Normale mit der + Z-Achse 
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bildet, zunachst 7’, und a — 7’, den Reflexionswinkel, 7,, so ist sie durch das 
Gleichungssystem gegeben: 


- __ PR pilpt — ef lysini, - zcosir] +5 ee 4. . 
E,, = R,et (Pt ai lysinir ~ zcosir] + dps) | Gy =0, C,.=0, 
z n ee ret ae ; 
Ore =0, ig —— hy © cost, et (pt — ai lysin iy ~ 2cos tr] + drs), 
. My (113) 
e ae ae Pasi ; ; 
Sr: = eR. ny sin?,e! (pt — aj lysiniy — zcosty] + Ors), 
‘ My 


Auch von der in das 2. Mittel eintretenden Welle kann man annehmen, daB sie 
sich als ebene Welle in ihm fortpflanzen wird, da die Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit ja nicht von der raéumlich verénderlichen Amplitude der Welle abhiangt. 
Der Winkel, den die Normale der Phasenebene mit der Z-Achse bildet, sei 7. 
Da infolge der Absorption des Mittels die Amplitude der Welle nach MaBgabe des 
von der Eintrittsstelle aus durchlaufenen Weges abnimmt, so ist die Welle eine 
inhomogene Welle, und zwar eine solche der ersten Art, auf die das Gleichungs- 
system (98) anzuwenden ist. Es ist ohne weiteres ersichtlich, daB die Ebenen 
gleicher Amplitude der X Y-Ebene parallel laufen, mit den Ebenen gleicher Phase 
also den Winkel 7 bilden, also g = y. Um aber das Gleichungssystem (98) auf den 
vorliegenden Fall ubertragen zu k6énnen, ist zu beriicksichtigen, da das dort 
benutzte Koordinatensystem, in dem die Z-Achse die Richtung der Normale 
der Phasenebene bedeutet, gegeniiber dem hier benutzten um den Winkel 7 
um die X-Achse gedreht ist. Es soll fiir die Umrechnung in den Gleichungen 
(98) die Y-Koordinate mit 7, die Z-Koordinate mit 1 bezeichnet werden. Der 
Aufstellung der Gleichungen fiir die durchgehende Welle, deren Amplitude mit 
D,, deren Phasenanderung mit 6,;, bezeichnet werde, sind dann die folgenden 
Beziehungen zugrunde zu legen: 


1 = ycosr — zsinr, nm =ysinr + z-cos7, 
Day = H,cosr + H,sinr, Daz = —H sinr + H,cosr. 


Die Ausrechnung ergibt fiir die gebrochene Welle folgendes Gleichungssystem: 


qe 2 
= eos? silyt—o‘lest + 2c08 r] + ods) vd — ° — 
Can — Pp, -e Cosr gilpt q:lysinr + zcosr) + Ods) Czy =Q, Ca, =Q, 
n ., a2 - ane 
ath . — aoa : | “2 COs i(pt—qé(ysinr+zcosr]+das— y') A 
ae 7, = D,;—cosr \/1 + Ee coKr ¢ 2 { 
Ydx > dy * ity r “costy , (4 4) 
Uy z 
Da- a ee Ne sinr-e cosr el (pt — qs lysine + zcosr) + dds) 
ss Me 
Fe 


wobei tgy = z,/cos?7r ist. 
Die Werte fiir die Amplituden R, und D, und die Phasenanderungen 0,, 
und 64, ergeben sich wieder aus den Grenzbedingungen. Es mu sein fir z = 0: 


Gp Ge — 6z.5 Gey + Dry = Day » Pa(Qez + Dre) = Po Das: 


Sollen diese Bedingungen fiir alle Werte von y erfiillt sein, so muB sich der y 
enthaltende Faktor herausheben; also mul 
sint = sini, und gqjsin? = qgj-sinr, 
d. h. ; ; Sing 4, No 
1, = 1 und ————$= = - = = Nn 
Siny “N25 9 my 

sein, wenn » den Brechungsexponenten der beiden Mittel gegeneinander, 7, 
und , die Brechungsexponenten gegen den leeren Raum bedeuten. Damit 
ist das Spiegelungs- und das Brechungsgesetz ausgedriickt. Dann nehmen die 
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Grenzbedingungen folgende Form an, wenn fiir die Phasenanderung y gleich 
die komplexe Amplitude geschrieben wird: 


E, + Rye = Dg+ esas, 


a n Nn. | eS ae 
(E, — R,e'**) + cost = D, cos (1 —1 ao) » erods , (115) 
My Us cos?y 
(E,; + R,e'*) n,sint = D,n, sinz « ets, 
also: 
61 4 a) (0) eee Senet eset ee My oD 
a a J We COSe Ny [ly COStCOSY 


Die letzte der Gleichungen (115) ist wegen des Brechungsgesetzes mit der 
ersten identisch. Aus den beiden anderen ergeben sich, wenn zur Vereinfachung 
[ty = fg angenommen wird, die Werte: 


/ 


x3 sin*7 


sin(t — 7) | / cos*y sin? (7 — 7) 


R, = —E,—- — 
r * sin (? + 7) x3 sin?1 ; 
cos? y sin? (¢ + 7) 
: 2cos?z sinr 1 
Di ee ee —— ot 
sin@@+y7) 4, Me x3 sin®1 (116) 
| " cos?y sin? (¢ + 7) 
¢ 2 sinz cos? siny Cosy 
tS Op 9 = ee aa = eee 
“sin(z + 7) sin (2 — 7) cos*v + x3 sin*2 


sinz 
fe0 p= Oa 


2 “sin (7 + 7) cosy 

Es ist leicht zu ersehen, da8 saémtliche Formeln fiir senkrechten Einfall 
(t = 7 = 0) in die Formeln (107) ttbergehen. 

55. Spiegelung und Brechung bei schiefem Einfall. Zweiter Fall: Die 
elektrische Schwingung parallel zur Einfallsebene. Amplituden und Phasen- 
anderungen sollen in diesem Falle durch den Index # gekennzeichnet werden. 
Die einfallende Welle ist durch das Gleichungssystem gegeben: 


c. — 0, Gey Es iE cos7 et wt- ai (ysini+<cosi)] ; 
= 18. Shaw ei lot—ai(ysini+zcos7)] 
Se. p> , (17) 
s Ny . Aa PR eemaRS re Py) 
if = ne a e! [pt—a\(ysini+zcos t)] | Seu == (I é. Say, — OF 


die zuriickgeworfene Welle entsprechend durch die Gleichungen 
& 


Se == O, Sry = Re Cos 1,€" Ipt-alty sin tr—2 cost) + dry] , 
——— cin 7 pilpt—4g ly sini,—z cosi;) +4; p] 
C,, = R, sint,é 1 r )4 Orn] & (418) 
= Uj eee ae * . 
ya iG, : eilpt—aily SiN tr —Z COS7'r) +r p] « On 0, ee =. 
iy 


Die durchgehende Welle ist wieder inhomogen; aber der elektrische Vektor 
liegt jetzt in der Richtung der Inhomogenitaét. Es mu daher das Gleichungs- 
system (99) aut die gebrochene Welle angewandt werden. Fiir die Ubertragung 
gelten die gleichen Formeln der Koordinatenumwandlung wie oben. Aber es 
ISt Jetzt 

Cay = & cosy + &, sin und Sa, = —Gsinv + ©, cosr. 
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Dann ergibt die Ausrechnung fiir die gebrochene Welle, wenn die Phaseninderungen 
6, und 0,, gleich als komplexe Amplituden geschrieben werden, das Gleichungs- 
system: 


1+ < i 1x, te-r Qn 2% 
. cos* : ae Marat 
Caz =, Gi = D, cosy — 7 rar e cosr eilpt—qs (y sinr+z cosr) + dap] ; 
i -- tx, = ae? 
g,. = — p, sinr i a e cosr gilpt—ag (y sinr+ 2 cosr) + dap] F 
ia ia (119) 


Die Grenzbedingungen lauten in diesem Falle 


oG,, oG,, Oy 


€., + Gy = Cay; & Ot &) Ot €5 Vale! 470,823 ep ie eee aes 


Fiir z = 0 muB dann wieder, damit die Gleichungen fiir alle Werte von y erfullt 
werden, 7 = 7, und sin7/sin y = m sein, und man erhalt zur Bestimmung der 
Amplituden und Phasenanderungen die Gleichungen: 


1 + —~— — 1x, tg*r 
: a. COSY cos?7 
E, + R,e*» = Deer 
Os P cost 4+ #2 : 
: oe. fp Sie 1224, // .20t 120 
Pa apt Dart A F Ley 
Fir =) 6 0 Ry A BS ae £5 
: : My Ny 1 + #2 — x3 te?y —ix,(1 + x2 + x2 te*r 
os == Re = De % 12 : sxe 2| : g") 
fly Ny 1 - 5 


Von diesen Gleichungen erweist sich die zweite als mit der dritten identisch, 
wenn man in ihr fiir ¢ und or die aus den Gleichungen (97) sich ergebenden Werte 
einsetzt. Die Symbole der allgemeinen Lésung in Ziff. 53 sind in diesem Falle: 


cos*y + #3 f Hy + Sin®y 
J : _ 


cost +cosr+ (1+ 3)’ COS2 COSY (1 + 23)’ 


sint 1+ «3 — x}tg*y | sind 1 + x2 + x2 tg? 


> _ ; — sip = 3 
siny 1 #5 “Sie 1 x5 


Die Formeln, die sich hieraus fiir die Amplituden und die Phasenanderungen 
ergeben, sind auBerordentlich umfangreich. Um sie tibersichtlich zu gestalten 
mogen noch folgende Abkiirzungen eingefithrt werden: 


A =sin (i +7) cos (t — r) cos? 7 + x5 [sin (7 + 7) cos (¢ — 7) — 2sin7¢cos7 sin? 7] 
B=—cos(i + 7) sin(i — r) sin?y + (1 + x3) sint cost 
(121) 


C =—cos (t+7)sin (i —7) cos? y —x5[cos (t+ 7) sin (t —7) — 2sintcos7sin?7] 


D=sin(t + 7) cos(¢ — 7) sin? r — (4 + x3) sinz cos7. 
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Dann lauten die Werte der Amplituden und der Phasenanderungen : 


E] (C2 + x2 D? _ 1 ‘cos? (a +7) sin?(z — v) cos*y + #3 --: 
So Py A® + 72 B2 PY sin? (¢ + v) cos?(¢ — rv) costy + x3 +++’ 
. 2coszsinycosy (1+ #3) 
* D, ae le Fp oD » 
VAR + 505 IB} (122) 
D 
tg (Sap — 9p) =%2 ’ 
Is; BG: = AL ID) 
t80ap=%2 Gi On =" ACTED 


Auch diese Formeln gehen selbstverstandlich in die Formeln (107) ftir den 
senkrechten Einfall tiber, wenn man 7 = 7 = O werden 1aBt. 

56. Die Erhaltung der Energie beim Grenziibergang. Bei der Behand- 
lung des senkrechten Einfalls ist der Satz nachgewiesen worden, dafi die Energie 
der einfallenden Welle sich beim Grenziibergang ohne Verlust in die Energie der 
zuriickgeworfenen und der in das andere Mittel eindringenden Welle aufspaltet. 
Will man die Richtigkeit dieses Satzes fiir den schiefen Einfall priifen, so muB 
man berticksichtigen, da die auf eine Flache S der Grenzebene auffallende Ener- 
giestr6mung der einfallenden ebenen Welle in einem auf der Wellenebene senkrecht 
stehenden Zylinder vom Querschnitt S-cos7 enthalten ist, desgleichen die in der 
reflektierten Welle von der Grenzebene fortgehende Energie. In der gebrochenen 
Welle aber ist die Energiestr6mung, wie oben in Ziff. 47 auseinandergesetzt wor- 
den ist, 1m allgemeinen eine doppelte, eine Str6mung in Richtung der Normale 
der Phasenebene (dort ©,, hier entsprechend der obigen Festsetzung mit ©, 
zu bezeichnen) und eine dazu senkrechte Strémung, (G,, hier G, genannt). Fur 
die erste ist der Querschnitt S-cos7, fir die zweite S-sinyv. Bezeichnet man 
daher den fiir die Dauer einer Schwingung gerechneten Energiestrom in der 
einfallenden Welle mit G,, in der zuriickgeworfenen mit ©,, so lautet die Energie- 
gleichung : = ae. aie 

©, cost = ©, cost + ©, cosy + ©, sinz, 
wobei, wie eine einfache Uberlegung zeigt, fiir die von der Grenzflache fortgehende 
Stromung ©, nicht mit dem negativen Vorzeichen von ©,, sondern mit posi- 
tivem Vorzeichen einzusetzen ist. Liegt die elektrische Schwingung senkrecht 
zur Einfallsebene, so ist nach (100a) S; = 0, und die Energiegleichung nimmt fiir 
z = 0 die einfache Form an: 


<9 BAe COSY 
Bees hee : sere (123 a) 
Liegt der elektrische Vektor in der Einfallsebene, so lautet die Gleichung nach 
(100b): i 
ears 
E2 ms R L D2 cosy cos?y (123 b) 


P”™ cost 1 + 22 
Beide Gleichungen sind erfillt, wenn man die oben gefundenen Werte von TRY. 
und D, bzw. R, und D, in sie einsetzt. ’ 

Born und LADENBURG!) haben darauf aufmerksam gemacht, daf der Satz 
von der Erhaltung der Energie beim Grenziibergange aus der elektromagnetischen 
Lichttheorie in Strenge nicht abzuleiten sei, wenn der Vorgang der Reflexion 
nicht, wie oben vorausgesetzt, in einem durchsichtigen, sondern in einem absor- 
bierenden Mittel stattfande, auch dann nicht, wenn das zweite Mittel ein nicht 
absorbierendes ist. Sie stellen die Gleichung fiir den Poyntincschen Vektor 


1) M. Born und R. LapDENBuRG, Phys. ZS. Bd. 12, S. 198. 1911. 
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auf fiir den Fall einer in einem absorbierenden Mittel senkrecht auf die Grenz- 
ebene einfallenden ebenen, geradlinig schwingenden Lichtwelle und zeigen, daB 
der Strahlvektor in dem Mittel, in dem sich einfallender und reflektierter 
Strahl wbereinander lagern, aus einer Summe von drei Vektoren besteht, aus dem 
dem Strahlvektor ©, des einfallenden Strahles, dem Strahlvektor G, des 
retlektierten Strahles, und einem dritten Gebilde G,,, das dadurch zustande 
kommt, dal in dem Integral, das die Strahlung in diesem Mittel darstellt, das 
Produkt €,-+, infolge der Ubereinanderlagerung der beiden Strahlen zu 
schreiben ist: 


Ez + Dy = (Ces + Gz) Dey + Ory) = Cee Dey + Cre Ory + [CraBey + Coa Gry] - 
Aus den in der eekigen Klammer stehenden Gliedern ergibt sich der Summand 
S,,, der fiir die Grenzebene z = 0 den Betrag omy x,Rsin6d, in der hier be- 


nutzten Schreibweise annehmen wiirde. Da nun an der Grenze die Strahlung 
im ersten Mittel gleich der Strahlung im zweiten Mittel sein muB, also 


e he se > 
Se Sr T Ver = ad» 
so ist © — ©, = G, nur, wenn ©,, = O ist. Das ist aber im allgemeinen nicht 


der Fall, wiirde es nur sein, wenn zx, = 0 ist. 

57. Die Veranderlichkeit des Brechungsexponenten und des Absorptions- 
index mit dem Einfallswinkel. Die Gleichungen (97) besagen, da8 bei einer 
inhomogenen Welle die Fortpflanzungsgeschwindigkeit bzw. ihr Verhaltnis zur 
Lichtgeschwindigkeit im leeren Raume, also der Brechungsexponent, und die 
Absorption von dem Grade der Inhomogenitaét abhangen, namlich von der 
GroéBe 57, die dem zweiten Differentialquotienten der Amplitude langs der Rich- 
tung des Gradienten der Amplitude in der Wellenebene proportional ist. In den 
vorstehend behandelten Fallen ist b? = gf?tg?r7, ist also vom Brechungswinkel 
y abhangig; also ist die Inhomogenitét mit dem Einfallswinkel veranderlich. 
Daraus folgt, daB beim Ubertritt des Lichtes aus einem isolierenden in ein lei- 
tendes Mittel Brechungsexponent und Absorptionsindex vom Einfallswinkel 
abhangig sind, das SNELLIUSsche Brechungsgesetz also nicht mehr giiltig ist. 
Es soll nun das mit dem Einfallswinkel veranderliche Verhaltnis sinz/sinr, 
d.h. das Verhaltnis ,/n,, mit ; bezeichnet werden, dagegen das Verhaltnis der 
Lichtgeschwindigkeiten fiir homogene Wellen in den beiden Mitteln, also der 
Wert von n; fir senkrechten Einfall, mit ), entsprechend x, mit x; und x,. 
Dann lauten die Gleichungen (97): 


F oa 9 F 9 9 
n? (4 -- =] = nz(1 — x6) und Nii, = Ne Has 
cosy, 
woraus folgt: 
o_ 1/2 nee er rr erie Ne ae Pe 
WT om > |no(1 seat <3 ie (1 + x5)? + 419 x6 tg?7| ; 
: : meets (124) 
—(1 — x2) cos?v + V(1 — x2)" costy + 4x§ cos*r 
—~= ss = ; ; 
att 0 


Fiihrt man statt des Brechungswinkels 7 den Einfallswinkel 7 ein, ersetzt also 
cos?y durch (n? — sin®1)/n?, so driickt sich die Abhangigkeit der GréBen n; 


und x; von dem Einfallswinkel durch die GréBen ny, %) und sint mittels der 
Formeln aus: 


2 dy BO 2) 1 oin2y 2 Ft on ele oe 
n? = [ni (4 — 8) + sin?s + V4 nbed + [h(t — 28) — sin?@P]; x, = “A, (125) 
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und die Beziehung zwischen 7 und 7, das Brechungsgesetz, 1a4Bt sich in der Form 
schreiben: 


ctr = |/ L+ r+ mi (126) 


‘sint? 


wenn 


Le 1 fr (1 = 5) i} 


2 | sin®7 


gesetzt wird. Diese Formel geht fiir %—=0 in das SNELLIUSsche Brechungs- 
gesetz iber. 

Die Formel (125) ist zuerst von KETTELER aus den CAaucHyschen Ansatzen 
fiir die Metallreflexion abgeleitet worden!). In seiner Theoretischen Optik hat, 
er dann beide Gleichungen (124) und (125) aus seinen Hauptgleichungen der 
Theorie absorbierender Mittel entwickelt (s. oben Ziff. 49, Theoretische Optik 
S. 126 und 196). Auch WERNICKE hat die Gleichung (125) aus der elastischen 
Lichttheorie abgeleitet?), ebenso KtRCHHOFF?). WERNICKE macht dabei die Be- 
merkung, da8 sich diese Formeln aus simtlichen bisher aufgestellten Differential- 
gleichungen der Lichtbewegung ergeben. Aus der allgemeinen Theorie der in- 
homogenen Wellen von H. A. Lorentz (s. Ziff. 49) haben endlich Du Bots und 
RuBENS die Formel fiir 2; noch einmal abgeleitet*). Diese letzten Arbeiten 
wurden durch die experimentellen Untersuchungen von D. SHEA veranlaBt'), 
dessen genaue Messungen der Brechung des Lichtes durch Metallprismen die 
vollige Ubereinstimmung der Formel fiir ; mit der Erfahrung ergaben®). Aber 
diese Tatsache darf nicht etwa als ein Beweis zugunsten der elektromagnetischen 
Lichttheorie gedeutet werden. Denn einerseits ist die aus der elektromagne- 
tischen Theorie folgende Beziehung njx) = wot fiir Wellenlangen des roten 
Lichtes (A = 0,64: 10~+cm), wie sie SHEA benutzt hat, tiberhaupt nicht mehr 
giltig, wie schon aus den Ausfithrungen in Ziff. 44 und 46 hervorgeht. Anderer- 
seits aber folgt aus den Arbeiten von WERNICKE und H. A. Lorentz, daf der 
Formel (125) eine weit allgemeinere Bedeutung zukommt, als es nach ihrer hier 
gegebenen Abieitung aus den Grundlagen der elektromagnetischen Theorie er- 
scheinen k6énnte. 

Schon WERNICKE hat darauf aufmerksam gemacht, welch eigentiimlichen 
Verlauf der Brechungsexponent nach Formel (125) nimmt, wenn m, klein ist, 
wahrend fiir groBe Werte von m, die Abweichungen vom SNELLIusschen Brechungs- 
gesetz gering sind. Um diese Verhaltnisse zu veranschaulichen, sind in der unten 
folgenden Tabelle die Werte von ; zusammengestellt, die sich fiir die Metalle 
Fe, Pt, Cu, Ag und Au ergeben, wenn man sie nach Formel (125) berechnet unter 
Benutzung der Werte von ,, die SHEA aus seinen Beobachtungen der Brechung 
in Metallprismen abgeleitet hat, und der Werte von m x), die von RATHENAU 
direkt und von RuBENs durch Reflexionsmessungen ermittelt worden sind’): 

2) 


KKETTELER, Verh. des naturhist. Vereins d. preuB. Rheinlande und Westfalens 
Bd. 32, 


EK, 
S. 70. 1875; Carls Rep. Bd. 16, S. 261. 1880. j 
*“) W. WERNICKE, Pogg. Ann. Bd. 159, S. 198. 1876; Wied. Ann. Bd. 3, S. 126. 1878. 
) KircHHoFF, Vorlesungen iiber math. Optik. S. 183. Leipzig: B. G. Teubner 1891. 
“4) ‘ Pa lGe Dur Bors ead H. Rupens, Wied. Ann. Bd. 47, S. 203. 1892. 
5) D. SHEa, Wied. Ann. Bd. 47, S. 177. 1892. 

Ss) re R. B. Wirsey fand bei Messung der Reflexionskoeffizienten von Metallen 
die KeTTELERschen Gleichungen fir m; und x; gut bestatigt. Phys. Rev. Bd. 8, 
S. 391. 1910. 

*) Es sei hinsichtlich der Literatur auf die Arbeit von SHEA verwiesen. Die Zahlen fir 
Pt und Fe sind bei Shea etwas gréBer angegeben als in der obigen Tabelle. Wiederholte 
Nachrechnung mit den von SHEA Benutctn Grundwerten hat die obigen Zahlen ergeben. 
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Tabelle 1. 
Fe Pt Cu Ag Au 
Mm = 3,03 1,99 048 0,35 0,26 
%y% = 1,78 2,03 2,61 15798 2:16 


Ubersicht tiber die Verinderlichkeit von Reems tet 


c=07 SE 16" aoe | 30° | 40° | 50° | 60° | 7o® | B0* | 90° 
Fe 3,03 | 3,04| 3,04| 3,04| 3,05 | 3,06| 3,06| 3,07 | 3,07 | 3,07 
Pt 4509 | 2,00] 2:01 | 2,02 | 2,04 | 2,07 | 2,00 | 3.44 | 2,42 1 -2,42 
Cu 0,48 | 0,54 | 0,59] 0,69] 0,79 | 0,89] 0,98] 1,04] 1,08 | 4,10 
Ag 0,35.| 0,39 | 0,49] 0,60 | 0,72 | 0,83 | 0,92] 0,99 | 4,03:5) 4,05 
Au 0,267] 9,31 | 0,43 | 0,56 | 0,69] 0,80 0,90] 0,97 | 4,01 | 1,03 


Abb. 10 gibt den Verlauf von »; in der Abhangigkeit vom Einfallswinkel 
graphisch wieder, ebenso Abb. 11 nach einer Darstellung von RUBENS und Du 
Bots die Beziehung zwischen 7 und 7. Zum 
Vergleich sind die dem SNELLIUsschen Bre- 
chungsgesetz entsprechenden Kurven fiir 
n = 3/2 und = 2/3, ferner auch fir 1 = 
0,48, 0,35 und 0,26 schraffiert eingetragen. 


nach Snehius 


—=—_ 
G26 0,36 48 G67 


0° 10 20 30 ¥O 50 G0 FO 80L 90° o 70 20,0 «380 40—COSO—CCG— . BOE HO 


Abb. 10. Abhangigkeit des Brechungsexponenten vom Abb. 11. Abhangigkeit des Brechungswinkels 7 vom 
Einfallswinkel. Einfallswinkel c. 


Bemerkenswert ist der Umstand, daB die Kurven fiir die drei Metalle, fiir die 
M <1 ist, durch die Linie ”; = 1 (in Abb. 11 durch die Diagonale des Koordi- 
natennetzes, d. h. durch die Linie y = 7) hindurchgehen. Die Abszisse des Schnitt- 
punktes ist, wie aus (124) leicht abzuleiten ist, indem man 1; = 1 setzt, durch 
die Gleichung ni x? 


trees 
sin’z = 1 — - — 
1+ 25% 


gegeben!). Es gibt also fiir diese Metalle zwei Inzidenzen, fiir die das Licht un- 
gebrochen in das Metall eintritt, erstens die senkrechte und zweitens die durch 
die letzte Gleichung bestimmte. Die Werte dieser Einfallswinkel betragen fiir 

1) Auch diese Formel ist bereits von KETTELER in der ersten der obengenannten Ar- 


beiten abgeleitet worden. Man beachte auch daselbst seine Bemerkungen tiber die experi- 
mentellen Untersuchungen, die QUINCKE an Silber tiber diese Frage angestellt hat. 
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Cu 62,9°, Ag 71,9°, Au 76,2°. Fir die Metalle Fe und Pt mit hohem Brechungs- 
exponenten sind die Abweichungen vom SNELLIusschen Brechungsgesetz so 
gering, wie aus Abb. 10 zu ersehen ist, daB sie sich in Abb. 14 nicht darstellen 
lieBen. Fiir die Metalle mit Brechungsexponenten kleiner als 1 dagegen laBt die 
mit wachsendem 7 stetig in auBerordentlichem Mae zunehmende Abweichung 
der beiden Kurven (fitr 2; und fiir 7) nach SNELLIUS) voneinander den EinfluB 
der Absorption auf den ganzen Vorgang in besonders anschaulicher Weise er- 
kennen. Dieser Einflu8 ist es auch, der es bei diesen Metallen, obwohl ihr Brechungs- 
exponent 7, kleiner als der des auBeren Mittels ist, zu keiner totalen Reflexion 
kommen ]aBt; die nach Gleichung (124) gezeichneten Kurven erreichen nicht 
den streifenden Eintritt 7 = 90°. 

Es ist selbstverstandlich, daB die hier entwickelten Beziehungen zwischen 
vy und 7 in den Formeln fiir die Amplituden und die Phasenanderungen der zurick- 
geworfenen und der gebrochenen Wellen beriicksichtigt werden miissen, ebenso 
wie fiir x, der mit 7 verdnderliche Wert x; zu setzen ist, wenn man die Ampli- 
tuden und die Phasenanderungen als Funktionen der Konstanten 1, %) und des 
Einfallswinkels 7 ausdriicken will. Die Formeln selbst wiirden durch die Ein- 
fuhrung dieser Beziehungen eine sehr unibersichtliche Form annehmen. 

58. Spiegelung und Brechung bei schiefem Einfall und beliebigem Azimut 
des elektrischen Vektors. Wenn die Normale der einfailenden Welle wie bisher 
in der YZ-Ebene liegt, die elektrische Schwingung aber, deren Amplitude mit 
FE bezeichnet werde, mit der X-Achse den Winkel « bildet, so sind die Kompo- 
nenten dieser Schwingung 

1B, == 18. 1 COSC? oa EON (127) 


in die in Ziff. 54 und 55 entwickelten Gleichungen fiir R, und D,, bzw. R, 
und D, einzusetzen. Aus den so gewonnenen Komponenten laBt sich dann un- 
mittelbar die resultierende Lichtbewegung der zuriickgeworfenen und der ge- 
brochenen Welle ableiten, Driickt man die einfallende Welle in reeller Form 
durch die Gleichung 6 ene 


aus, in der © wieder zur Abkirzung fiir das die fortschreitende Welle kenn- 
zeichnende, von #, y und z abhangige Argument der Sinusfunktion gesetzt ist, so 
lauten die Schwingungskomponenten fiir die reflektierte Welle: 


GC, = hcin( OF) Ce Lepr oO) 0,5), 


Aus der Verschiedenheit der Phasenkonstanten ergibt sich, daB das geradlinig 
polarisierte einfallende Licht durch die Spiegelung in elliptisch polarisiertes 
umgewandelt wird. Die Gleichungen der Schwingungsellipse lassen sich nach 
Gleichung (12) in Ziff. 16 ohne weiteres hinschreiben: 


5, \2 &\2 mE 
(a) + Bey — 2 F208 (bp — Fre) = Sin (6p — 8,.), (128) 
Diese Gleichung geht in die Normalform iiber, wenn die Phasendifferenzen 
der beiden Komponenten = /2 sind. Die Achsen der Ellipse liegen dann in der 
Einfallsebene und senkrecht zu ihr. Der Einfallswinkel, der durch die Bedingung 
Orp — Ors = 2/2 gegeben ist, wird der Haupteinfallswinkel genannt, das 
Achsenverhaltnis der Ellipse des unter diesem Winkel zuriickgeworfenen Strahles 
das Hauptazimut. Gema8 den Feststellungen in Ziff. 16 wird die Ellipse fiir 
ein dem Strahl entgegenblickendes Auge rechtsherum, im Uhrzeigersinne, durch- 
laufen, wenn 4 = 0, — 6, zwischen 0 und -+-z liegt, linksherum, entgegen dem 
Uhrzeigersinne, wenn 4 zwischen 0 und —z liegt. 
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Fiir die gebrochene Welle gelten aihnliche Betrachtungen; doch sind die 
Verhaltnisse verwickelter, weil hier auch schon zwischen den beiden Komponenten, 
aus denen der Ausdruck fiir ©, zu bilden ist, eine Phasendifferenz besteht. 
Die betreffenden Formeln ausfiihrlich zu entwickeln, diirfte zu weit fithren. Ich 
beschranke mich auf die Behandlung der beiden Sonderfalle x, = 0 und x, = 1. 


f. Spiegelung und Brechung an Isolatoren. 
59. Der Sonderfall x. =0. Die Fresnerschen Formeln. Ist nicht blo® 
das 14. sondern auch das 2. Mittel ein Isolator, also x, = 0, so sind nach (116) 
und (122) saimtliche Phasenanderungen, 0,,, das, O;», Oap = 0. Fir die Ampli- 
tuden der zuriickgeworfenen und der durchgelassenen Welle ergeben sich aus 


(116) und (122) die Formeln: 


eee I i 
sin (z + 7) 
ert) _ 
R=-Epeaay Dea 


2cos? siny 
sin (¢ + 7) ’ 
2cos? sinr 


(129) 


P* sin (i + 7) cos(i— v)° 


Dies sind die zuerst von FRESNEL aus elastisch-mechanischen Vorstellungen ab- 
geleiteten Formeln. Sie gehen fiir 1 = 7 = 0 in die Formeln (108) iiber. Das 


negative Vorzeichen von R zeigt wieder, daB 
die elektrische Kraft bei der Zuriickwerfung 
am dichteren Mittel (Mittel von héGherer 
Dielektrizitatskonstanten, «> 7) ihr Vor- 
zeichen umkehrt. Das gilt bei R, fur alle 
Einfallswinkel, bei Rk, nur, solange 1-+-r< 2/2 
=~ geht R, durch 0 hin- 
durch und wechselt das Vorzeichen. Fiir 
streifenden Einfall (7 = =} ist == DD, = 0, 
R,=—1, R,=-+1. Der ganze Verlauf der 
4 Funktionen ist fir = 1,5 in der Tabelle 2 
zahlenmaBbig angegeben und in der Abb. 12 
graphisch dargestellt. Dabei sind fiir k, und 
R, die absoluten Zahlenwerte, ohne Riick- 
sicht auf das Vorzeichen, dargestellt worden?). 
Eine Darstellung der Funktionen Rk, und k, 
in Polarkoordinaten hat A. BEER gegeben?). 


ist. Fir 1+r= 


QO 70° 20° 30° 49° 50° 60° 70° 80° 90° 


Abb. 12. Abhdngigkeit der Amplitude der 
zuriickgeworfenen und der hindurchgehenden 
Welle yom Einfallswinkel, 


Die Veranderlichkeit des Brechungsexponenten mit dem Einfallswinkel 
verschwindet im Isolator; fiir x, = 0 geht Gleichung (124) in die Form n; = ny 
liber und das SNELLIUssche Brechungsgesetz gilt in aller Strenge. Fir denjenigen 


Einfallswinkel 7,, fiir den Rk, = 0 wird, ist r - 
Formel enthalt das von BREWSTER fiir den 


: 2/2 — i, also tang?, =”. Diese 


Polarisationswinkel aufgestellte 


Gesetz; der reflektierte und der gebrochene Strahl stehen bei diesem Einfalls- 


winkel aufeinander senkrecht. 


1) Bei dieser Art der Darstellung stoBen die beiden Aste der Kurve fiir &, im Punkte 
R, = 0 unter spitzem Winkel zusammen. Der Kurvenzug ist nicht abgerundet, wie es bei 
AUERBACH, ,,Physik in graphischen Darstellungen’’, Tafel 191, Leipzig: B. G. Teubner 1912, 
gezeichnet ist, da FR, ja an dieser Stelle nicht einen Minimalwert hat, sondern durch 0 hin- 
durchgeht. Es sei auch besonders darauf aufmerksam gemacht, daB nur D, aus &, durch 
Subtraktion der Zahlenwerte von Fk, berechnet werden kann, daf dagegen D, = (£, — f&,)/n 
ist. Auch in dieser Beziehung ist die von AvERBACH gegebene Darstellung falsch. 

2) A, BEER, Wien. Ber. (IIa). Bd. 21, S. 429. 1856. 
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Tabelle 2. 

EE ee Ee 

B q 
| fir «=45 fiir ~=45° 

| Tete 
! 
0 O20 = 0200 =O 200m OLSO0 0,800 AS oO ASS ade 
10 6°39’ | —0,204 | —0,196 | 0,796 | 0,797 43° 40! |) Ab aeS 
20 I Or) {| Osi || Onysie O78 | 40° 7" Ao. 12) 
30 19° 28,5’ | —OfH0 | =O59 | O70 | OW Beso ayef! 45° 29° 
40 DF Oe. | = O.278 — 0,120 OVEA 0,746 DO US. 45 oe 
50 RO A | =O). BBS —0,057 0,665 0,705 OAs AG 39 
4p = 56° 19’ | 33°44" | —0,385.| 0,000, | 0,645 0,667 OP Oo 47° 18 
60 BRO GUS —0,420 | +0,042 0,580 | 0,638 | — 5°46’ 47°45’ 
70 BS 47e See = On5 47s 0,206 0,453 0,529 | —20° 38’ 49°27" 
80 41° 3’ | —0,734 | +0,487 0,266 | 0,342 Sa BNP Bey pao 8 
90 Aq 40 | —45.000)-| = 41,000 O;0OC) | LO; 000) 9455 0" FO lOn 


60. Drehung der Schwingungsebene einer geradlinig polarisierten Welle 
durch Spiegelung und Brechung. Wenn die unter dem Winkel 7 einfallende Welle 
zwar geradlinig polarisiert ist, aber die elektrische Kraft, wie es in Ziff. 58 
angenommen wurde, ein beliebiges Azimut « mit der X-Achse bildet, so ist in 
die FREsNELschen Formeln E, = E-cosa und E, = E -sinw einzusetzen. 

Da die Phasenanderungen Null sind, so ist die resultierende Schwingung 
sowohl in der zuriickgeworfenen wie in der durchgelassenen Welle wieder gerad- 
linig polarisiert. Wenn / und y die Winkel bedeuten, die die elektrische Kraft 
in der gespiegelten bzw. der gebrochenen Welle mit der X-Achse bildet, R und 
D die zugehérigen Amplituden, so ist: 


ite a) : he LY DA : 1 - 
So aes agp aera uae ‘8 7 Dy, CeCe 
SS tee =) Psa = aaa ae 
R= 7K, k= a Veos?(¢ — 7) cos? + cos?(¢ + 7)sin?a , } (130) 
Core 2 cos? sin [ety Sea 
OMe BA 0p Ye Sm eel CG Ee) ji = sin?(4 — 7) cos?a.. 


Tabelle 2 stellt in der 7. und 8. Spalte den Verlauf von f und y fiir » = 1,5 und 
¢ = 45° dar. Fiir senkrechten Einfall sind 6 und y = a; nur ist in der zuriick- 
geworfenen Welle die Richtung der elektrischen Schwingungen der der ein- 
fallenden Welle gerade entgegengesetzt, was man auch dadurch zum Ausdruck 
bringen kann, daB man f=ata 

setzt. Bei wachsendem Einfallswinkel 

dreht sich / mehr und mehr der zur 

Einfallsebene senkrechten Richtung zu, 

erreicht sie, wenn 7 =7, ist, und geht bei 

weiterem Wachsen des Einfallswinkels 

Abb, 13. Drehung der Schwingungsebene eines geradlinig nach der anderen Seite dariber hinaus, 
polarisierten Lichtstrahles durch Reflexion. bis bei streifendem Einfall die Schwin- 
gung wieder unter 45° zur Einfallsebene erfolgt. Abb. 13, die den Vorgang in an- 
nahernd perspektivischer Zeichnung darstellt, 1laBt erkennen, da bei streifendem 
Einfall die Schwingung der zuriickgeworfenen Welle wieder in derselben Geraden 
vor sich gelit wie die der einfallenden Welle, doch mit entgegengesetzter Richtung. 
Daher kommt es, da der an der Grenzebene streifend vorbeigehende und der 
streifend an ihr reflektierte Strahl sich aufheben, wenn sie sich itbereinander 
lagern. Hierauf beruht die Besonderheit derjenigen Interferenzerscheinung, die 
man erhalt, wenn man aus einem Lichtpunkt durch nahezu streifende Reflexion 
einen zweiten Lichtpunkt ableitet und die von beiden ausgehenden Strahlen sich 
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uberlagern 1a8t (LLoypscher Interferenzversuch). Die beiden Lichtpunkte be- 
finden sich in diesem Falle in entgegengesetztem Schwingungszustande, und das 
von der Mittelachse allerdings nur nach einer Seite hin sich ausbildende Streifen- 
system ist komplementiar zu dem bei den FRESNELschen Doppelspiegeln oder dem 
Biprisma auftretenden Streifensystem. In der Mittelachse, die in die spiegelnde 
Ebene fallt, liegt nicht ein heller, sondern ein dunkler Streifen. 

Die Erscheinungen sind stets die gleichen, gleichviel ob die Reflexion im 
diinneren Mittel am dichteren oder im dichteren am diinneren Mittel erfolgt. Dies 
hat schon QUINCKE experimentell festgestellt!), ebenso spaiter E. Macn?) und 
P. V. Bevan*). Macu hat die Bemerkung daran gekniipft, daB dieser LLoypsche 
Versuch daher nicht als Beweis fiir die Umkehrung der Schwingungsrichtung 
bei der Reflexion am dichteren Mittel angesehen werden diirfe. Er hat dafir 
die Phasenverschiebung durch Versuche an JAmiINschen Interferenzplatten 
studiert, bei denen die Reflexion nicht unter streifendem, sondern unter mitt- 
lerem Einfallswinkel stattfand; er stellte fest, da das bei Reflexion in Luft 
beobachtete Streifensystem in das komplementire tiberging, wenn er die Riick- 
seite der einen Platte an Wasser, die der anderen Platte an Schwefelkohlenstoff 
grenzen lieS. Andere Versuche zu dieser Frage sind bereits oben Ziff. 52 erwahnt. 

Den Brechungsexponenten eines durchsichtigen Mittels kann man aus 
Reflexionsbestimmungen ermitteln entweder nach dem BREwsTERschen Gesetz 
tgi, =n durch Feststellung des Polarisationswinkels, oder nach der} allge- 
meineren Beziehung, die sich fiir « = 45° aus der Gleichung fiir f ergibt, 


__,_ 7/1 — cos27 sin2é 
cg tgi| 4—sin2pf ’ 31) 


durch Feststellung des Azimuts /, das die unter dem Einfallswinkel 7 reflektierte 
Schwingung annimmt, wenn das Azimut der einfallenden Schwingung « = 45° ist. 

61. Spiegelung des nattirlichen Lichtes. Polarisation durch Spiegelung. 
Ist das einfallende Licht natiirliches, unpolarisiertes Licht, so kann nach den 
Ausfiihrungen in Ziff.21 auch hier die Zerlegung in die beiden Komponen- 
ten E, und E, vorgenommen werden; nur sind die beiden Komponenten voll- 
kommen unabhangig voneinander, und jede besitzt die Halfte der Gesamt- 
intensitat des einfallenden Lichtes: 


~) 6 2 Fy 
E2?=}E?, E*=}E?. 


Daraus folgt 1 sin?(i — 1) Ee rea tg? (i — r) Rr 


2 sin?(z + 7) “i 2 te?(i + 7) 


& 


und die Intensitat der zuriickgeworfenen Welle ist gegeben durch 


ite 1 ,., sin?(z — rv) cos*(z — rv) + cos?(z + 7) 
ee re te ee aaa 


# sin? (t + 7) cos? (7 — 7) 


Dieser Ausdruck stellt zugleich das Verhaltnis der Intensitat der zuriickgewor- 
fenen Welle zur Intensitat der einfallenden Welle dar. Da Rk, immer kleiner ist 
als R,, so iiberwiegen im reflektierten Strahl die zur Einfallsebene senkrechten 
elektrischen Schwingungen; das gespiegelte Licht ist teilweise polarisiert. 
Das MaB dieser partiellen Polarisation (PP), wird ausgedriickt durch das Ver- 
haltnis des iiberwiegenden Anteils zur ganzen Intensitat, also durch: 

rR? — R? cos? (t — rv) — cos? (i + 7) 


(PP), — SEA HE ; ¥ (132) 


~ R24 R2 cos*(i — 1) + cos*(¢ + 7) 


1) G. QuINcKE, Pogg. Ann. Bd. 142, S. 222. 1871. 
2) E. Macu, Wiener Ber. (Ila) Bd. 116, S. 997. 1907. 
3) P. V. Bevan, Phil. Mag. (6) Bd. 14, S. 503. 1907. 
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Fiir senkrechten und fiir streifenden Einfall ist das zuriickgeworfene Licht un- 
polarisiert, wie das einfallende, (PP), = 0. Fiir 1 = 4, ist (PP), = 1; das unter 
diesem Winkel reflektierte Licht ist vollstandig polarisiert, und zwar erfolgen die 
elektrischen Schwingungen ausschlieBlich senkrecht zur Einfallsebene, da die 
zur Einfallsebene parallele Komponente unter diesem Winkel verschwindet. 
Das ist die mathematische Formulierung der von Matus entdeckten Tatsache, 
da man natiirliches Licht in geradlinig polarisiertes Licht verwandeln kann, 
indem man es unter einem bestimmten Winkel von der spiegelnden Grenzflache 
eines durchsichtigen Mittels reflektieren ]aBt. Aus diesem Grunde heift der 
Winkel 7, der Polarisationswinkel. Der Verlauf der Intensitat in Bruchteilen 
der einfallenden und der partiellen Polarisation in Prozenten ist in Tabelle 3 
fiir 7 = 1,5 zahlenmabig dargestellt. 


Tabelle 3. 
PP), : (PP)a 
: , Bole . Proz. Ds | Ja in Proz. 
1 2 3 4 5 6 7 
O Oe BOm I OLO40) O 0,640 0,960 O 
10 Oo ser 0,040 | 4 0,634 0,960 0,2 
20 Ais ieee 0,040 17 0,617 0,960 O97 
30 192285410; 042.e as 0,587 0,958 A e7; 
40 DS? BAAS |) OKOL8S 69 0,539 0,955 3533 
50 306 43" 0,058 94 0,470 0,942 5,8 
i — 50> 19\ Soi 0,074 100 0,411 0,925 8,0 
60 Byay wiley. 0,089 98 0,372 0,911 9,6 
70 SSE Saenz A TO, 242. 0,829 15,5 
80 AW |e) 37 Oss | S5 | Ooo 0,612 24,6 
90 | 41° 407 1 OOOM ON O, O00 0,000 38,5 


Die Intensitat des zuriickgeworfenen Lichtes hat im Bereich der in der Optik 
vorkommenden Brechungsexponenten thr Minimum bei senkrechtem Einfall und 


2 


steigt mit wachsendem Einfallswinkel regelmafig an. Das Verhaltnis J, = m ist 
fiir den Einfallswinkel 0: i= (r= le 
an 
Bae Eph e a et See ae 
fiir den Polarisationswinkelz,: J, = z lee oa ; 
fiir streifenden Einfall: ee 


Aus diesen Formeln ist aber ersichtlich, daf fiir sehr groBe Werte von n, fiir die 
4 gegen m vernachlassigt werden kann, J) = 1, J, aber = 3 ist, die reflektierte 
Intensitat also zwischen senkrechtem und streifendem Einfall einen Minimalwert 
aufweist. I. JENTZSCH-GRAFE!) hat nachgewiesen, da dieses Verhalten ein- 
tritt, sobald der Brechungsexponent gréBer als 3,732 ist. Bis zu diesem Wert 
liegt das Minimum der reflektierten Intensitat bei senkrechtem Einfall. Bei 
Uberschreitung dieses Wertes riickt es schnell auf grofe Werte des Einfalls- 
winkels, die aber stets kleiner als der Polarisationswinkel sind. Die Bédingung 
des Minimums ist gegeben durch 


cos§( — r) = cos(t+ 7). 


Die intensitat des reflektierten Lichtes an dieser Minimalstelle liegt zwischen 
‘/s und 1/, der Intensitat des einfallenden Lichtes. Tabellarische und graphische 
Darstellungen dieser Verhaltnisse sind in der erwahnten Arbeit zu finden, 


+) F. JENTzscH-GRAFE, Verh. d..D. Phys. Ges. 1919, S. 361—368. 
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Fir das sichtbare Gebiet sind diese Uberlegungen ohne Bedeutung, da hier 
so hohe Brechungsexponenten nicht vorkommen. Fiir elektrische Wellen da- 
gegen haben eine Reihe von Fliissigkeiten -Werte, die > 3,732 sind, z. B. 
Wasser 2 = 8,964. K. PFANNENBERG hat die Richtigkeit der von JENTzScH 
entwickelten Formeln durch Messungen der Reflexion elektrischer Wellen an 
Wasser und Kochsalzlésungen nachgewiesen!), 

62. Polarisationsebene und Schwingungsebene. Matus hat die Polarisation 
durch Reflexion entdeckt. Er bezeichnete die Einfallsebene als die Polarisations- 
ebene des durch Reflexion polarisierten Lichtes. Diese Bedeutung des Begriffs 
Polarisationsebene ist bis heute beibehalten worden. Als FRESNEL seine elastische 
Athertheorie entwickelte, kam er zu dem Schlusse, dai die Schwingungen des 
Lichtes eines geradlinig polarisierten Strahles auf seiner Polarisationsebene 
senkrecht stiinden. Nach der von FRANZ NEUMANN aufgestellten Theorie da- 
gegen wirden die Lichtschwingungen sich in der Polarisationsebene vollziehen. 
Aus den Darlegungen des letzten Abschnittes ergibt sich, daB8 nach der elektro- 
magnetischen Theorie die elektrischen Schwingungen eines durch Reflexion 
polarisierten Lichtstrahles auf der Einfallsebene senkrecht stehen. Also fihrt 
die heute geltende Theorie zu der Auffassung, daB in einem geradlinig polarisierten 
Lichtstrahl die elektrischen Schwingungen senkrecht zu der MAtusschen Polari- 
sationsebene liegen, die magnetischen in ihr. Den alten Streit, ob die Licht- 
schwingungen in oder senkrecht zur Polarisationsebene erfolgen, fiihrt also die 
elektromagnetische Theorie auf die Frage zuriick, welches der eigentliche wirk- 
same Lichtvektor ist, der elektrische oder der magnetische. Die naheliegenden 
Griinde, die zugunsten des elektrischen Vektors sprechen, sind bereits oben, 
Ziff. 18 erértert worden. Eine tatsachliche Entscheidung dariiber haben wir 
nur in den Versuchen tiber stehende Lichtwellen von O. WIENER, von denen oben 
(Ziff. 52) bereits in anderem Zusammenhange die Rede war?). WIENER lieB zur 
Entscheidung der Frage ein breites Biindel paralleler Strahlen von geradlinig 
polarisiertem Lichte unter 45° von einem Spiegel reflektieren. Dann durchkreuz- 
ten sich die einfallenden und die zuriickgeworfenen Strahlen unter 90°. Stand 
die wirksame Schwingung auf der Einfallsebene senkrecht, so fielen die Schwin- 
gungen des einfallenden und des reflektierten Lichtes in dieselbe Richtung und 
konnten miteinander interferieren. Lag dagegen die wirksame Schwingung in 
der Einfallsebene, so standen die Schwingungen des einfallenden und des reflek- 
tierten Lichtes aufeinander senkrecht und konnten sich nicht interferierend 
verstarken oder schwichen. Es kam also darauf an, festzustellen, in welcher 
Lage der Polarisationsebene des einfallenden Lichtes Interferenzen auftraten. 
Wie oben bereits beschrieben, hat WIENER die durch Reflexion entstehenden 
stehenden Lichtwellen mittels einer auBerordentlich diinnen photographischen 
Schicht nachgewiesen, die vor der reflektierenden Flache unter ganz schwacher 
Neigung gegen diese ausgespannt war. Bei Anwendung polarisierten Lichtes 
zeigte diese Schicht die Maxima und Minima der stehenden Wellen nur, wenn die 
Polarisationsebene (im Matusschen Sinne) zur Einfallsebene parallel lag. Danach 
sind es die elektrischen Schwingungen, die bei diesen Versuchen den wirksamen 
Lichtvektor gebildet haben. Das gilt fiir die chemischen Wirkungen, um die es 
sich in diesem Falle handelt. Drupr und Nernst haben die Versuche unter 
Anwendung einer fluoreszierenden Schicht an Stelle der photographischen wieder- 


1) K. PFANNENBERG, ZS. f. Phys. Bd. 37, S. 758. 1926. 

2) O. WIENER, Wied. Ann. Bd. 40, S. 229. 1890. Der Gedanke des WIENERSchen Ver- 
suches ist schon 1867 von W. ZENKER ausgesprochen, aber nicht ausgefithrt worden (C. R. 
Bdy66 5. 93200.12555 bd567, 5.145. 1868). 
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holt und das gleiche Ergebnis erhalten!). SELENYI hat zu dem gleichen Zweck 
die Diffusion des Lichtes an einer Schicht sehr kleiner Schwefelteilchen benutzt ; 
hier verschwinden die Interferenzen in dem Falle des senkrecht zur Einfalls- 
ebene polarisierten Lichtes nicht vollstandig, sind aber wesentlich schwacher 
als in dem anderen Falle?). 

68. Brechung des natiirlichen Lichtes. Polarisation durch Brechung. 
Fiir die gebrochene Welle natiirlichen Lichtes ist entsprechend dem Ansatz fur 
die zuriickgeworfene: | 

9 1 4cos*7 sin?y 

D,= 2 sin?(z +7) E 

daher 5 3 9 2 cos*7 sin?y 1 : 
ede ta Dy sin? (¢ + 7) ( ! cos? (2 =) B*, 

wenn D die mittlere Amplitude der gebrochenen Welle bedeutet. Die Intensitat 
der gebrochenen Welle im Verhaltnis zur Intensitat der einfallenden Welle er- 
halt man daraus nach den Ausfiihrungen in Ziff. 56 durch Multiplikation von 
D2 mit te 7-cte7: 


WO CaO Sa 


2 D? 1 4 cos*z sin? - 
j p~~ 2 sin? (z + 7) cos? (7 — 7) 


d 


sin 27 + sin2r(1 + cos*(@ — 7) 
2 sin? (¢ + rv) cos? (7 — r) 

Tabelle 3 enthalt in Spalte 5 und 6 die Werte von D? und J, fir » = 1,5. In 

der gebrochenen Welle ist D, stets gréBer als D,. Es tberwiegt die zur Einfalls- 

ebene parallele Komponente. Also tritt auch hier partielle Polarisation, aber 

von entgegengesetztem Charakter und von geringerem Betrage wie bei der Re- 

flexion auf. Das Ma dieser partiellen Polarisation (PP)qg ist gegeben durch: 


DE—D; _1—cos?(t — 7) 
(PE ja a D? ig D2 — 1+ cos? (7 — r) : (133) 
Spalte 7 in Tabelle 3 stellt den Betrag der partiellen Polarisation des durch- 
gehenden Lichtes in Prozenten dar. Eine vollstandige Polarisation des einfallen- 
den Lichtes ist durch einmalige Brechung nicht zu erreichen. 

64. Mehrfache Brechung. Theorie des Glasplattensatzes. Man kann die 
polarisierende Wirkung der Brechung verstarken durch wiederholte Brechungen, 
wie es beim Glasplattensatze geschieht. Um die Formeln dafiir zu gewinnen, 
ist zunachst festzustellen, daB, wenn das Licht im 2. Mittel unter dem Winkel 
y einfallt und unter dem Winkel 7 in das 1. Mittel austritt, die Formeln der vor- 
stehenden Paragraphen unter Vertauschung von 7 und 7, ¢, und ¢, unmittelbar 
auf diesen Fall tibertragen werden kénnen. A, und A, bekommen dann posi- 
tives Vorzeichen, in Ubereinstimmung mit dem Umstande, da die Reflexion 
jetzt am dinneren Mittel stattfindet, also keine Umkehrung der elektrischen 
Schwingung eintritt. Die Ausdriicke fiir die Intensitat aber sind die gleichen, 
wie in dem friiheren Fall. 

Wendet man diese Uberlegungen auf den Durchgang des Lichtes durch eine 
planparallele Platte vom Brechungsexponenten m an, so ist zu beriicksichtigen, 
da das eintretende Licht im Innern der Platte zahlreiche Reflexionen erfahrt und 
sich infolgedessen sowohl die reflektierte wie die hindurchgehende Welle als 
eine Summe von unendlich vielen Wellen darstellen, deren Amplituden infolge 
der bei der Spiegelung und bei der Brechung jedesmal eintretenden Schwachung 
eine abnehmende Reihe bilden. Die Méglichkeit, da diese Wellen wegen ihrer 
Wegditferenzen miteinander interferieren, pflegt man bei dieser Berechnung 
auBer acht zu lassen unter der Voraussetzung, daf} die Platten so dick und ihre 


1) P. DrupE und W. Nernst, Wied. Ann. Bd. 45, S. 460. 1892. 
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*) BP. SELENYI, Ann. d. phys. (4) Bd. 35, S. 444. 1911. 
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Abstande so gro sind, daB die Farben diinner Blattchen nicht zur Erscheinung 
kommen. Der Faktor, mit dem die Amplitude des einfallenden Lichtes multi- 
pliziert werden mu, um die Amplitude des zuriickgeworfenen Lichtes bei ein- 
maliger Reflexion zu erhalten, sei ganz allgemein mit k bezeichnet. Dann ist, 
wenn die Intensitat des einfallenden Lichtes = 1 gesetzt wird, die Intensitat des 
zurtickgeworfenen Lichtes nach einmaliger Reflexion k?, die des durchgelassenen 
Lichtes 1 — k*. Die Beriicksichtigung der inneren Reflexionen ergibt fiir die 
Gesamtintensitat des von einer Platte gespiegelten Lichtes den Ausdruck: 


= 5o x _ ps 10 Pe Rec tih 
Je = R$ (LAER BE RE) = PA, 
und fiir die Intensitat des durchgehenden Lichtes: 


1 — k? 
=1-—/,=—;. 
Ta i= 4+ k? 


Setzt man mm Platten parallel hintereinander, so ergibt die Beriicksichtigung der 
Reflexionen der Platten untereinander nach einer ahnlichen Rechnung fiir das 
von allen Platten zuriickgeworfene Licht die Intensitat: 
2m k? 
foes 1+ (2m — 1) k? 


und fiir das durchgelassene Licht 


4 — kh? 
bee re reer Ok 


Diese Formeln sind nun anzuwenden auf die in der Einfallsebene und auf die 
senkrecht zu ihr schwingenden Komponenten. Man erhalt die Ausdriicke 


2m k? 2m k? 


Jus=TFam—pm’ JP = Tamm’ 
1— ~ 1— kh? 
J Gm i? f= To Gme 
wobei 
oe aa ead pee) 
5 sin? (z + 1) E tg? (i + 7) 


einzusetzen ist. Als MaB der partiellen Polarisation ergeben sich daraus die 


Ausdriicke: 
h? — 3 


h2 +h + 2(2m — 1)? - 3’ 
my 
1+ (m — 1) (k es kh?) — (2m —'1) R? 3 


fiir das zuriickgeworfene Licht: 


fiir das durchgelassene Licht: 


Ist m sehr groB, so ist fiir alle Winkel die Intensitaét des reflektierten Lichtes 
nahezu =—1, die des durchgehenden Lichtes nahezu = 0 mit Ausnahme des 
Polarisationswinkels, fiir den k, = 0 und infolgedessen J,, = 0 und Ja, = 1 
wird. Das MaB der partiellen Polarisation des reflektierten Lichtes ist fir den 
Plattensatz im allgemeinen geringer als fiir einmalige Reflexion wegen des Sum- 
manden 2 (2m — 1) kjk> im Nenner, aber wiederum mit Ausnahme des Polari- 
sationswinkels, fiir den es selbstverstandlich wieder 100% betragt. Fir das durch- 
gehende Licht ist die partielle Polarisation unter dem Polarisationswinkel 


m kh? m m 


14+ (m—1)k2 m+ tg?27, ag 4n? 
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Fiir 1 = 1,5 gibt diese Formel als polarisierende Wirkung von 


1 2 4 8 16 32 Platten 
14,8 25,8 41,0 58,2 73,6 84,7 Prozent. . 


Eine eingehende Diskussion des ganzen Problems, auch unter Bericksichtigung 
einer im Glase stattfindenden Absorption, hat G. G. STOKES geliefert}). 

65. Die Fresnerschen Formeln und die Erfahrung. Als FRESNEL 1820 
die vorstehenden quantitativen Gesetze fiir die Vorgange der Reflexion und 
Brechung des Lichtes an durchsichtigen Mitteln entwickelte, schuf er damit 
einerseits die theoretische Erklarung fiir eine Reihe von GesetzmaBigkeiten, 
die damals bereits als Ergebnisse experimenteller Untersuchungen bekannt 
waren; andererseits fiihrte die Aufstellung seiner Formeln zu der Aufgabe, ihre 
Richtigkeit durch besonders zu diesem Zwecke angestellte Untersuchungen zu 
beweisen. Zu den bekannten und durch FRESNEL erklarten Gesetzen gehdrten 
in erster Linie die Entdeckungen von Matus iiber die Méglichkeit, natiirliches 
Licht durch Reflexion vollstandig zu polarisieren. Hinsichtlich des Polarisations- 
winkels hat er den Satz aufgestellt, daB, wenn 7, der Winkel der vollstandigen 
Polarisation im 1. Mittel am 2. Mittel und 7, der Winkel der vollstandigen Polari- 
sation im 2. Mittel am 1. ist, zwischen beiden die Beziehung besteht: ue 


Vy 
ein Satz, der ohne weiteres aus der FRESNELschen Theorie folgt, da sie die gleichen 


Bedingungen der Polarisation auch fiir den umgekehrten Lichtweg ergibt. Das- 
selbe gilt fiir das 1815 von BREWSTER aus Beobachtungen erschlossene Gesetz, 
da8 beim Polarisationswinkel der reflektierte und der gebrochene Strahl auf- 
einander senkrecht stehen, also tgz, =”, wie es aus der FRESNELschen Be- 
dingung fiir R, =0: ++7= 2/2 folgt. Ein drittes durch die Fresnetsche 
Theorie erklartes Gesetz war der von ARAGO aus Beobachtungen abgeleitete Satz, 
daB bei Reflexion natiirlichen Lichtes an der Grenzflache eines .durchsichtigen 
Mittels das reflektierte und das gebrochene Licht gleiche absolute Anteile polari- 
sierten Lichtes enthalten. In der Tat ist nach den Gleichungen (129) 
R? — Ri = (D?, — D3) tgi-ctgr. 


p 


? 


Die Untersuchungen andererseits, die nach der Aufstellung der FRESNELschen 
Formeln zu ihrer experimentellen Bestatigung angestellt worden sind, haben sich 
nach sehr verschiedenen Richtungen bewegt. FRESNEL?) selbst und nach ihm 
BREwSTER*) mafen die durch Reflexion oder durch Brechung bewirkte Drehung 
der Polarisationsebene fiir geradlinig polarisiertes, einfallendes Licht. SEEBECK*) 
hat sorgfaltige Messungen des Polarisationswinkels an verschiedenen Glassorten, 
an Opal, FluBspat u. a.m. angestellt. ARAGo>) hat mit Hilfe eines aus 2 Quarz- 
prismen hergestellten Doppelprismas die Intensitat des an einer Glasplatte re- 
flektierten und des durch sie hindurchgegangenen Lichtes verglichen und die- 
jenigen Einfallswinkel bestimmt, bei denen diese Intensitéten in bestimmten ein- 
fachen Verhaltnissen zueinander standen. Sehr viel genauere Messungen haben 
PRovosTAvE und Desatns®) auf objektivem Wege durchgefihrt, indem sie die 
Intensitaten von Warmestrahlen vor und nach der Reflexion an einer, auf der 


1) G. G. StoKEs, Proc. Roy. Soc. London Bd. 23, S. 1962; Phil Mag. (4) Bd. 24, S. 480. 
1862; Math. a. Phys. Pap. Bd. IV, S. 145. Siehe auch G. KrrcHuorr, Vorlesungen iiber math. 
Optik, S. 166ff. Leipzig: B. G. Teubner 1891. 

2) A. FRESNEL, Ann. de chim. et de phys. (2), Bd. 17, S. 314. 1821. 

D. BREWSTER, Phil. Trans. 1830, S. 69, 133, 145. 

Dake We Ay SEBBECK, Poges Ann. Sduo0n one 7680: 

I. ARAGO, Oeuvres compl. Bd. 10, S. 150, 185, 217, 468. 

PF’. DE LA PrRovostave and P. DEsarns, Ann. de chim. et de phys. (3) Bd. 30, S. 159, 
276. 185( 
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Riickseite geschwarzten Glasplatte, desgleichen vor und nach dem Durchgange 
durch einen Glasplattensatz mit einem Thermomultiplikator maBen. Nach dem- 
selben Prinzip hat neuerdings W. Scumipr!) mit Hilfe eines ANGSTROMschen 
Kompensations-Pyrheliometers die Sonnenstrahlung direkt und nach Reflexion 
an einer Wasseroberflache unter Einfallswinkeln von 43° bis 83° gemessen und 
eine gute Bestatigung der FREsNELschen Formeln gefunden, wobei allerdings 
der Vergleich nicht fir homogenes Licht gezogen wurde, sondern die fiir Sonnen- 
licht beobachteten Werte mit den fiir Na-Licht, als einer dem Energiemaximum 
der Sonnenstrahlung naheliegenden Wellenlange, berechneten Werten verglichen 
wurden. Ebenfalls eine gute Ubereinstimmung zwischen Theorie und Beobachtung 
erhielt GLAN?), der die GréBe R, mit Hilfe eines Spektrophotometers bestimmte. 
Eine andere Art der Priifung der FRESNELschen Formeln besteht in der Messung 
des polarisierten Anteils, der bei einfallendem natiirlichem Licht im zuriickge- 
worfenen Lichte enthalten ist. E. Desarns) hat dariiber sorgfaltige und die Theo- 
rie gut bestatigende Untersuchungen ausgefiihrt, indem er das durch die Reflexion 
partiell polarisierte Licht durch einen Glasplattensatz hindurchgehen lieB und 
diejenige Lage das Plattensatzes bestimmte, bei der das Licht vollkommen de- 
polarisiert wurde. Auch die schwachende Wirkung der vielfachen Reflexionen 
beim Durchgang durch einen Glasplattensatz ist von LUNELUND‘) photometrisch 
gemessen und mit den obigen Formeln in guter Ubereinstimmung gefunden 
worden. 

Umgekehrt ist die Sicherheit, die den FRESNELschen Formeln auf Grund 
ihrer ganz allgemeinen theoretischen Begriindung und ihrer vielfachen Bestati- 
gung zukommt, in manchen Untersuchungen benutzt worden, um aus Messungen 
der Reflexionsvorgange den Brechungsexponenten des betreffenden Mittels zu 
berechnen. Es mége nur auf diese Verwendung der FRESNELschen Formeln in 
den Arbeiten von RUBENS und ASCHKINASS und neuerdings von M. CZERNY 
und A. KREBs verwiesen werden®). Aber es mu8 ausdriicklich darauf aufmerksam 
gemacht werden, da8 die Ubereinstimmung von Theorie und Erfahrung bei den 
FRESNELschen Formeln ebensowenig wie bei der oben behandelten Abhangig- 
keit des Brechungsexponenten vom Einfallswinkel, als Beweis fiir die Richtig- 
keit der elektromagnetischen Lichttheorie angesehen werden darf. Die moderne 
Theorie hat eben nur den Vorzug, daB sie die Formeln aus Grundlagen gewinnt, 
die im Gebiete des Elektromagnetismus in den Tatsachen fest verankert sind. 

66. Abweichungen von den Fresnerschen Formeln. Das Problem der 
Oberflachenschichten. So gut sich die FRESNELschen Reflexionsformeln im all- 
gemeinen an der Erfahrung bestatigen, so haben sich bei genauerer Priifung doch 
schlieBlich gewisse kleine, aber ganz charakteristische und systematische Ab- 
weichungen ergeben. Arry®) hat zuerst derartige Wahrnehmungen am Diamant 
gemacht. Als er Newronsche Ringe zwischen einer Diamantflache und einer 
Glaslinse erzeugte und sie in Licht betrachtete, das senkrecht zur Einfallsebene 
polarisiert war, verschwanden die Ringe nicht unter dem Polarisationswinkel, 
sondern zeigten in dessen Nahe eigentiimliche Verdnderungen, die sich durch 


1) W. ScumiptT, Wiener Ber. (Ila) Bd. 117, S. 75. 1908. 

2) P. GraN: Berl. Ber. 1874. S. 511. Wied. Ann. Bd. 50, 5. 590. 1893. 

3) E. Desains, Ann. de chim. et de phys. (3) Bd. 31, 5. 286. 1851. 

4) LuNELUND, Phys. ZS. Bd. 10, S. 222. 1909. 

5) H. Ruspens und E. F. Nicuors, Wied. Ann. Bd. 60, S. 448. 1897; H. RuBENs und 
E. ASCHKINASS, Wied. Ann. Bd. 65, S. 253. 1898.; H. RuBens, Berl. Ber. 1915, 5.4; 1919, 
S. 198; E. Ascuxinass, Ann. d. Phys. (4) Bd. 1, S. 46. 1900 ; M. ScuuBeErRT, Diss. Breslau 
4915; M. Czerny, ZS. f. Phys. Bd. 16, S. 321. 1923; A. Kress, Diss. Frankfurt a. M. 1926; 
Ann. da Phys. (4) Bd. 82, 5. 4413. 1927. 

8) B. G. Airy, Cambr. Trans. Bd. 4, S. 219. 1832. 
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die Vorstellung erklaren lieBen, daB die GréBe R, nicht einen plotzlichen Phasen- 
sprung erleidet, indem sie im Polarisationswinkel durch Null hindurchgeht, 
sondern daB sie in der Nahe dieses Winkels eine allmahliche Phasenanderung 
erfahrt unter Herabsinken auf ein noch wahrnehmbares Minimum. Diese Tat- 
sache ist von JAmIN2) durch ausgezeichnete und sorgfaltige Messungen fur die 
Mehrzahl aller durchsichtigen Kérper nachgewiesen worden. Sie zeigen alle die 
Besonderheit, daB sie einfallendes geradlinig polarisiertes Licht, falls das Azimut 
« seiner Schwingung nicht gerade 0 oder z/2 ist, in der Umgebung des Polari- 
sationswinkels in elliptisch polarisiertes Licht verwandeln. Man kann daher nicht 
in strengem Sinne von einem Polarisationswinkel sprechen. Zu der allmahlichen 
Drehung, die die Schwingungsebene des reflektierten Strahles bei wachsendem 
Einfallswinkel erfabrt,| wie sie in Ziff. 60 behandelt und in Abb. 13 dargestellt 
ist, gesellt sich in der Nahe des Polarisationswinkels eine Auflésung der gerad- 
linigen Schwingung in eine flache Ellipse, wie es in Abb. 14 dargestellt ist. Der 
Verlauf dieser Erscheinung wird durch 2 GréBen charakterisiert, erstens durch 
denjenigen Einfallswinkel, fiir den im reflektierten Lichte der Phasenunter- 
schied der beiden Komponenten 2/2 betragt, also den ,,Haupteinfallswinkel™, 
der an die Stelle des Polarisationswinkels tritt, und zweitens durch das Achsen- 
verhaltnis der Schwingungsellipse unter 
dem Haupteinfallswinkel, wenn das 
Azimut des einfallenden Lichtes 0 = 45° 
ist. Dieses Verhaltnis wird bestimmt, in- 
dem man den Phasenunterschied 2/2 mit 
N einer geeigneten Vorrichtung (BABI- 

Abb. 14. Elliptische Polarisation durch Reflexion an einem | NETSChen Kompensator, 4/4-Glimmer- 
ta platte) kompensiert und das Azimut 

der wiederhergestellten geradlinigen Schwingung, das ,, Hauptazimut“, ermittelt. 
Bei allen hier in Betracht kommenden Stoffen — im Gegensatz zu den spater 
zu behandelnden Metallen — ist die Schwingungsellipse auBerordentlich flach. 
Die Messung ist JAMIN nur dadurch gelungen, daB er mit Sonnenlicht beobachtete 
und das Azimut des einfallenden Strahles, d. h. den Winkel, den die Schwingungs- 
ebene des elektrischen Vektors mit der X-Achse, also der Normale der Einfalls- 
ebene, bildet, nicht = 45°, sondern = 84° nahm, wodurch die Amplitude der 
fp-Komponente im Verhaltnis zur s-Komponente nahezu verzehnfacht wurde. 
Die vollstandige Beschreibung des Vorganges verlangt aber schlieBlich noch 

die Angabe des Umlaufsinnes, in dem der elektrische Vektor die Schwingungs- 
ellipse durchlauft. Bei gegebener Lage der Schwingunsrichtung des einfallenden, 
Lichtes hangt der Umlaufsinn vom Vorzeichen des Phasenunterschiedes 4 ab, 
also von der Frage, welche der beiden Komponenten des reflektierten Strahles, 
die s- oder die £-Komponente, der anderen voraneilt. JAMIN hat gefunden, daB 
dieses Vorzeichen von A nicht fiir alle Stoffe gleich ist. Fiir die Mehrzahl der von 
ihm untersuchten Stoffe ist der Sinn der Wirkung, die sie auf das Licht bei der 
Reflexion ausiiben, derart, daB die in der Einfallsebene schwingende Kompo- 
nente bei wachsendem Einfallswinkel verzégert erscheint gegeniiber der senkrecht 
zur Einfallsebene schwingenden Komponente; sie stimmen in dieser Beziehung 
mit den Metallen itberein. JAMIN bezeichnet diese Stoffe bzw. diese Art der 
Reflexion als positive im Gegensatz zu einer anderen, kleineren Gruppe von 
Stoffen, bei denen die s-Komponente verzégert erscheint gegeniiber der p-Kom- 
ponente, und die JAMIN dementsprechend als negative Kérper oder Kérper mit 
negativer Reflexion bezeichnet. Die Ordnung der Kérper nach diesen beiden 


) J. Jamin, Ann. de chim. et de phys. (3) Bd. 29, S. 263; Bd. 31, S. 465. 1850: 
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Gruppen zeigt, daB positiv die Kérper mit hdherem Brechungsexponenten 
sind, negativ solche mit kleinem #; die Grenze liegt, ohne scharf zu sein, etwa 
zwischen # = 1,46 und 1,40. Es gibt aber auch eine kleine Anzahl von Stoffen, 
die gar keine Elliptizitét des reflektierten Lichtes aufweisen, die also den 
FresneEtschen Formeln vollkommen geniigen. Diese werden als neutrale Kérper 
bezeichnet. 

Der Umlaufsinn der Ellipse wird natiirlich nicht durch das Vorzeichen von 
A allein bestimmt, sondern zugleich auch durch die Lage der Schwingungsrich- 
tung des einfallenden Strahles. Fiir einen positiven Kérper wiirde unter den 
Verhaltnissen der Abb. 14 der Umlauf fiir ein dem reflektierten Strahl entgegen- 
blickendes Auge links herum, entgegen dem Sinn der Uhrzeigerdrehung, erfolgen ; 
wurde dagegen die Schwingungsrichtung des einfallenden Lichtes um 90° gedreht, 
so verliefe der Umlauf rechts herum, und bei einem negativen Korper wiirden die 
Verhaltnisse umgekehrt sein. 

Diese raumlichen Beziehungen werden in den Lehrbiichern nicht immer 
mit der wiinschenswerten, leicht verstandlichen Klarheit und Anschaulichkeit 
dargelegt. Die gréBte Miihe, diese Verhaltnisse in einer ganz unzweideutigen 
Weise dem Leser klarzumachen, hat sich Lord KELVIN in seinen Baltimore 
Lectures!) gegeben, und es erscheint mir zweckmafig, die obige perspektivische 
Darstellung durch die Wiedergabe der Fassung, die er diesen GesetzmaBigkeiten 
in Worten gegeben hat, zu vervollstandigen. Lord KELVIN nimmt der Einfach- 
heit halber die reflektierende Flache wagerecht an. Das einfallende Licht gehe 
durch einen Nicol, an dem die Schwingungsrichtung des austretenden Lichtes durch 
einen Zeiger markiert sei. Dieser Zeiger soll zunachst in der senkrechten, d. h. 
in der Einfallsebene nach aufwarts gerichtet liegen. Dreht man ihn aus dieser 
Richtung entgegen dem Sinn der Uhrzeigerdrehung um einen Winkel kleiner als 
90°, so hat bei positiver Reflexion, wie sie bei Glas und bei Metallen auftritt, das 
reflektierte Licht eine elliptische Polarisation mit einem dem Sinn der Uhrzeiger- 
drehung entgegengesetzten Umlaufsinne. Dabei gilt der Drehungssinn unter 
der Voraussetzung, da8 der Beobachter auf den Nicol und seinen Zeiger von 
derjenigen Seite aus blickt, nach der das Licht aus dem Nicol austritt, und ebenso 
auf das reflektierte Licht von der Seite, nach der das reflektierte Licht in sein 
Auge kommt. 

Die Art der Rechnung des Phasenunterschiedes ist bei verschiedenen Ver- 
fassern verschieden und unterliegt, wie DRuDE gelegentlich bemerkt?), einer 
gewissen Willkiir. JAMIN rechnet die Phasendifferenz fiir senkrechten Einfall 
=+a und 1aBt sie bei wachsendem Einfallswinkel zunehmen bis +22 bet 
streifender Inzidenz. Die Rechnung 4 =+ 2 bei normalem Einfall beruht auf 
der Uberlegung, da8 infolge der Umkehrung der Fortschreitungsrichtung des 
Strahles bei der Zuriickwerfung einem dem Lichte stets entgegenblickenden 
Auge die Schwingungsrichtung des Lichtes, wenn sie im einfallenden Strahl 
einen Winkel « mit der Einfallsebene bildet, im reflektiertem Strahle den Winkel 
a — « oder —« mit der Einfallsebene bilden wiirde, wahrend tatsachlich beide 
Schwingungen im Raum in die gleiche Gerade fallen*). Eine Betrachtung der 


1) Lord Ketvin, Baltimore Lectures on molecular dynamics and the wave theory of 
light. London: C. J. Clay and Sons 1904, S. 404. 

2) P. DrupE, Winckelmanns Handbuch, 2. Auflage. Bd. 6, S. 1258. Leipzig: J. A. 
Barth. 1906. , / 

3) Man kann die obige Art der Rechnung als ein Arbeiten mit einem mit der Welle 
fest verbundenen Koordinatensystem bezeichnen. Es mége dazu noch folgende Bemerkung 
eingeschaltet werden. Auch Drupe rechnet in seinem Lehrbuch der Optik in dieser Weise. 
Auf diesem Umstande beruht es, daB er fiir die Amplitude des zuriickgeworfenen Lichtes 
bei senkrechtem Einfall Werte von entgegengesetztem Vorzeichen findet, je nachdem er 


DMD) Kap. 6, W. Konic: Elektromagnetische Lichttheorie. Ziff. 66, 


perspektivischen Darstellung in Abb. 13 oder 14 diirfte diese Verhaltnisse am 
besten klarmachen. In der hier gewahlten Darstellung bedeuten 6, und 6, die 
durch den Vorgang der Reflexion verursachten Phasenanderungen der s- und 
der #-Komponente, positiv als Beschleunigung, negativ als Verzégerung gerech- 
net. Bei Reflexion an einem dichteren Mittel wird bei senkrechtem Einfall 
oder, um itberhaupt von einer Einfallsebene sprechen zu kénnen, bei kleinem 
[einfallswinkel jede der beiden Komponenten eine Umkehrung der Schwingungs- 
richtung, also eine Phasenanderung um a erfahren — nicht zu verwechseln mit 
der vorhin besprochenen, nicht physikalisch, sondern rein geometrisch begriindeten 
Phasenanderung a infolge der Umkehrung der Strahlrichtung!). Betrachtet 
man nur diese physikalischen Phasenanderungen, so wird der Phasenunterschied 
der beiden Komponenten nach der Reflexion bei senkrechtem Einfall offenbar 
= 0 zu setzen sein. Bei wachsendem Einfallswinkel andern sich die Verhaltnisse 
fiir die zur Einfallsebene senkrecht schwingende Komponente sehr viel weniger 
als fiir die parallel der Einfallsebene schwingende. In der Tat haben Versuche 
von WERNICKE iiber Interferenzerscheinungen des an diinnen Blattchen reflek- 
tierten Lichtes?) ergeben, daB fiir das in der Einfallsebene polarisierte Licht, 
also fiir die senkrecht zu ihr erfolgende Schwingung die Phase mit dem Einfalls- 
winkel keine merkliche Anderung erfahrt. Die in der Einfallsebene erfolgende 
elektrische Schwingung dagegen erleidet bei wachsendem Einfallswinkel eine 
Anderung ihres 6,,, die von dem Ausgangswerte fiir senkrechten Einfall im einen 
oder anderen Sinne erfolgt, je nachdem es sich um positive oder negative Re- 
flexion handelt. Definiert man A wie oben Ziff. 58 als die Differenz 6,, — 0,5, 
so ist fur K6rper mit positiver Reflexion, bei denen die s-Komponente der #- 
Komponente voraneilt, 4 negativ, gleichviel ob dieser negative Wert bei posi- 
tiven Werten der 6 durch eine gréBere Beschleunigung der s-Kompopente oder 
bei negativen Werten der 6 durch eine gréBere Verzégerung der #-Komponente 
verursacht ist. Es wiirde bei dieser Definition von A positiven Kérpern ein nega- 
tives, negativen Kérpern ein positives 4 zukommen. 

JAMIN hat das Ergebnis seiner Messungen in umfangreichen Tabellen nieder- 
gelegt, die den nach der CAucHyschen Formel (s. den nachsten Abschnitt) be- 
rechneten Elliptizitatskoeffizienten, den Haupteinfallswinkel und den auf andere 
Weise gemessenen Brechungsexponenten enthalten. DrupE hat diese Tabellen 
in Winkelmanns Handbuch*) abgedruckt und durch die Werte des Brechungs- 
exponenten, die sich nach der BREwsTERschen Formel aus dem Haupteinfalls- 


den Wert aus der allgemeinen Gleichung fiir die s- oder fiir die p-Komponente ableitet, 
s. Gl. (26) auf S.270 der 3. Auflage 


m—+1 

Diese Formulierung erscheint zunachst gewiB merkwiirdig, ist aber durchaus folgerichtig, 
und wenn A. ScHUSTER (Proc. R. Soc. Bd. 107, S. 27. 1925) sie als ein bedauerliches 
,,mistake'* DRuUDEs bezeichnet, so beruht das auf einem vollkommenen MiBverstandnis 
seinerseits; denn das bei FR, fehlende Minuszeichen steckt bei DRUDE von vornherein in 
dem Ansatz seiner ganzen Rechnung, wie er selbst es ganz deutlich in den derj Gl. (26) 
folgenden Bemerkungen auseinandersetzt. In der hier durchgefiihrten Darstellung habe 
ich es vorgezogen, mit einem im Raume festen Koordinatensystem zu arbeiten, Aber es 
moge ganz ausdriicklich auf die Méglichkeit einer anderen Art der Darstellung hinge- 
wiesen werdei., 

*) Brivet bezeichnet in seinem Traité d’Optique (Bd. 2, S. 108) diese letztere Phasen- 
anderung als ,,7 de retournement‘‘ im Gegensatz zu der Phasenanderung, die bei Uberschrei- 
tung des Polarisationswinkels eintritt, dem ,,2 de renversement. 

2) W. WERNICKE, Wied. Ann. Bd. PRS SY, PANS 0. US 
: ee Winkelmanns Handbuch der Physik, 2. Aufl., Leipzig: J. A. Barth 1906, Bd. 6, 
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winkel berechnen lassen, erginzt; simtliche Zahlen beziehen sich auf Messungen 
in Luft. Dabei geht der Elliptizitaitskoeffizient fiir feste Kérper von +-0,1200 
fiir Selen bis +-0,0070 fiir Kolophonium, fiir positive Fliissigkeiten von -+0,008 
bis 0,001, fiir negative Fliissigkeiten von —0,0138 bis —0,0017. Weitere Mes- 
sungen auf diesem Gebiete liegen vor von Kurz, QUINCKE, CORNU, WERNICKE, 
K. E. F. Scumipt, DRUDE u. a, m.?), 

67. Theorien der elliptischen Polarisation der nichtmetallischen Kérper. 
Der erste, der eine Theorie der elliptischen Polarisation durch Reflexion gegeben 
hat, war Caucuy, dessen Formeln dann auch von anderen mehrfach abgeleitet 
und behandelt worden sind?). Die Grundlage seiner Theorie war die Vorstellung, 
daB der Vorgang der Reflexion an der Grenzflaiche fiir diejenige Komponente, 
deren Schwingungen in der Einfallsebene verlaufen, sowohl im reflektierten wie 
im gebrochenen Strahl auch longitudinale Schwingungen errege, die aber einer 
starken Absorption unterliegen und schon in unmeBbar kleinen Entfernungen 
von der Grenzflache wieder verschwinden sollen. Ihre Wirkung soll nur im 
Intensitatsverhaltnis der beiden Komponenten und ihrer allmahlichen Phasen- 
verschiebung zum Ausdruck kommen, wofiir CAucHy die Formeln aufstellt: 


Ri cos*(t + v) + e* sin®7 sin? (i + 1) 
R? ~~ cos*(i — r) + &? sin®7 sin? (i — 1) ’ (134) 
, Sint[tg(¢ +r) + tg(z — r)] ‘ 2sin?7 cos7z 
tgd=e eee ee ses SRE OR PRLMETT PSP PTET EEL 
1—e’*sin*2 tg(1+ 7) tg (¢—71) cos"2 — sin?y — e’*sin*7[sin?7 — sin 27] 


in denen e’ von Caucuy als Elliptizitatskoeffizient bezeichnet wird§). 

Andererseits liegt es nahe, zur Erklarung der Erscheinungen auf die all- 
gemeinen Formeln der Ziff. 54, 55 und 58 zurtickzugehen und das Auftreten 
der Elliptizitat mit dem Vorhandensein einer schwachen Absorption in Ver- 
bindung zu bringen. In der Tat lieBen sich aus der hier entwickelten Theorie 
Formeln von gleicher Bauart wie die CAucHyschen durch die Annahme sehr 
geringer Werte von z, herleiten, und man kénnte sogar geneigt sein, weitere 
Parallelen mit der CAucHYschen Theorie zu ziehen, insofern, als ja auch in den 
obigen Formeln eine longitudinale Komponente eine Rolle spielt. Aber die 
Bedeutung dieser Komponente ist doch eine ganz andere als bei CAUCHY; sie 
kommt hier nur in der gebrochenen Welle vor, begleitet sie aber dauernd und ist 
bedingt durch ihre inhomogene Struktur. Doch laBt sich gegen jede Theorie 
dieser Art, die die yon JAMIN entdeckte Elliptizitat mit den sonstigen optischen 
Eigenschaften des Stoffes in Beziehung bringt, der Einwand erheben, daB die 
Beobachtungen gesetzmaBige Beziehungen solcher Art nicht ergeben haben, 
Im allgemeinen ist wohl die Elliptizitat gr6Ber bei Kérpern mit hoherem Bre- 
chungsexponenten; aber diese Regel gilt ebensowenig streng, wie die Grenze 
zwischen positiven und negativen Stoffen an einen ganz bestimmten Brechungs- 
exponenten gebunden ist. Diese Unsicherheit diirfte mit dem anderen Umstande 
zusammenhangen, daB die reflektorischen Eigenschaften der Stoffe, sowohl 

1) A. Kurz, Pogg. Ann. Bd. 108, S. 588. 1859; G. QuiINcKE, ebenda Bd. 128, S. 355. 
4866; W. WERNICKE, Wied. Ann. Bd. 25, S. 203. 1885; A. Cornu, C. R. Bd. 108, Sy Loh le 
4221. 1889; P. DrupE, Wied. Ann. Bd. 36, S. 532; Bd. 38, S. 265. 1889; K. E. F. Scumipt, 
ebenda Bd. 37, S. 353. 1889. Siehe auch die Diskussion zwischen Kk. E. I. Scumrpt und 
P. DRUDE in Wied. Ann. Bd. 51 bis 54. 

2) A. Caucuy, C. R. Bd. 30, S. 465; Bd. 34, S. 60, 255, 766. 1850; Mém. de l’Ac. des Sc. 
Bd. 22, S. 29. 1849; A. Beer, Pogg. Ann. Bd. 111, S. 467. 1854; A. v. ETTINGSHAUSEN, Wiener 
Ber. Bd. 8, S. 369. 1855; F. E1seNLouR, Pogg. Ann. Bd. 104, S. 346. 1858; V. v. Lana, Ein- 
leitung i. d. theor. Physik. Braunschweig: Vieweg & Sohn 1873, S. 263. 

3) CaucHY gebraucht fiir diese GréBe das Symbol «. Zur Vermeidung von Verwechs- 
lungen mit der hier benutzten Bedeutung des ¢ als Dielektrizitatskonstante wird dafir ¢’ 
geschrieben. 
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hinsichtlich der Gesamtintensitat des reflektierten Lichtes wie des Ellipti- 
zitatskoeffizienten, von der Behandlung der Flache abhangen. Die Art der 
Politur und das Poliermittel beeinflussen die Erscheinungen, wie schon A. SEE- 
BECK!) gefunden hat und woriiber besonders neuere Untersuchungen von Con- 
ROY?) zu nennen sind. Frisch hergestellte Oberflachen andern ihr Verhalten 
allmahlich mit dem Altern. Je frischer die Flachen sind, um so kleiner ist die 
Elliptizitat des an ihnen reflektierten Lichtes und um so genauer entspricht 
ihr Verhalten den FRESNELschen Formeln. Das hat RAYLEIGH?) an frisch polierten 
Glasflachen und frisch hergestellten Wasserflachen, ebenso DRUDE an frischen 
Spaltflachen von Kristallen nachgewiesen*). 

Diese Tatsachen haben zu einer anderen Erklarung der JAMiNschen Beob- 
achtungen gefiihrt, die auf der Vorstellung beruht, daB die reflektierende Flache 
von einer diinnen Oberflachenschicht mit einem anderen Brechungsexponenten 
bedeckt sei, der in der Schicht im allgemeinen als mit der Tiefe veranderlich an- 
zunehmen sei. Die Annahme einer Ubergangsschicht aus dem einen in das andere 
Mittel ist bereits oben zur Ableitung der Grenzbedingungen gemacht worden; 
aber die tiblichen Grenzbedingungen werden durch die Annahme gewonnen, da 
diese Ubergangsschicht unendlich diinn sei. Man kommt zu einer Theorie der 
elliptischen Polarisation, wenn man der Ubergangsschicht eine gewisse endliche 
Dicke zuschreibt, die immerhin noch klein gegen die Wellenlange des Lichtes 
angenommen werden darf. Fur eine solche Vorstellung spricht auBer den oben 
aufgefithrten Erfahrungen auch eine andere merkwiirdige Erscheinung, die 
RAYLEIGH beobachtet hat®). Er tauchte eine Glasplatte in eine Mischung von 
Schwefelkohlenstoff und Benzol, die so abgestimmt war, daB sie fiir gelbes Licht 
denselben Brechungsexponenten hatte, wie das Glas, und beobachtete trotzdem 
eine merkliche Reflexion des Lichtes, im Gegensatze zu den FRESNELschen Fot- 
meln, eine Tatsache, die ihm fiir das Vorhandensein einer durch keine Reini- 
gungsmittel vollstandig zu entfernenden Ubergangsschicht zwischen dem Glas 
und der Fliissigkeit zu sprechen scheint. 

Theorien itber die Wirkung solcher Ubergangsschichten sind auf der Grund- 
lage der alteren mechanischen Lichttheorien entwickelt worden von P. ZEcHS), 
L. LoRENz’), v. D. MUur1v’), DRuDE*®) und MacraAurin!*), Letzterer hat eine 
eingehende Studie daritber angestellt, welche Annahme iiber die Veranderlich- 
keit des Brechungsexponenten in der Ubergangsschicht zur besten Ubereinstim- 
mung mit den Beobachtungen fiihrt; er findet dafiir die Formel 2? = roa ; 

Wim (aes 
wenn 2 die Dickenkoordinate der Schicht ist. Eine Theorie der Unensneccduen 
auf elektromagnetischer Grundlage hat A.C. vAN Kyn VAN ALKEMADE gegeben¥). 


1) A. SEEBECK, Pogg. Ann. Bd. 21, S. 290. 1831. 
2) J. Conroy, Philly rans) Bde 80; $9245. 1880. 
3) Lord RAYLEIGH, Nat. Bd. 35, S. 64. 1886; Proc. Roy. Soc. London Bd. 41, S. 275; 
Phil. Mag. (5) Bd. 34, S. 309. 1892; Scient. Pap. Bd. 4, S. 3. 
4) P. DRuDE, Wied. Ann. Bd. 36, S. 532. 1889; s. auch die andern, oben zitierten Arbeiten. 
5) Lord RAYLEIGH, Rep. Brit. Assoc. 1887, S. 585; Scient. Pape bdasnowls + beeoro. Ose 
Ausfihrlicher ist der Zusammenhang der von RayLEIGH beobachteten Erscheinungen mit 
den FRESNELSchen Formeln von LrEsE MEITNER erOértert worden. Wiener Ber. Bd. 4:15; 
S.859. 1906; s auch Nutini Kanta Sur, Phys. Rev. (2) Bd. 21, S. 699. 1923; R. Forrer, 
Vierteljschr. d. naturf. Ges. Ziirich Bd. 69, S. 281—302. 1924. 
8) P. Zecu, Pogg. Ann. Bd. 109, S. 60. 1860. 
*) L. Lorenz, Pogg. Ann. Bd. 111, S. 460. 1860. 
) K. von DER MUu iri, Math. Ann. Bd. 5, S. 474. 1872. 
%) P. DRupE, Wied. Ann. Bd. 43, S. 126. 1891. 
) R. C. Macraurin, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 79, S. 18. 1906. 
) A. C. vAN Kyn van ALKEMADE, Wied. Ann. Bd. 20, S. 22. 1883. 
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Diese hat DrubE in sein Lehrbuch der Optik aufgenommen und vereinfacht?). 
Sie soll im folgenden Abschnitt wiedergegeben werden. 

68. Theorie der Ubergangsschicht von Arkemape-Drupe. Vorausgesetzt 
werden zwei isolierende Mittel mit den Dielektrizitatskonstanten «, und e, und 
eine Ubergangsschicht von der Dicke / zwischen ihnen, in der die Dielektrizitats- 
konstante den mit dem Abstande von den Schichtgrenzen veranderlichen Wert 
é habe. Es soll wieder die Z-Achse senkrecht zur Grenzflache und die Y Z-Ebene 
als Einfallsebene einer einfallenden ebenen Welle angenommen werden, woraus 
folgt, daB die Kraftkomponenten unabhangig von der X-Koordinate sind. In 
der Schicht sollen die MAxWettschen Gleichungen fiir isolierende Mittel ebenso 
Giltigkeit haben wie in den Mitteln 1 und 2, und es wird ferner angenommen, 
daB die GréBen $,, $, und e&, innerhalb der Schicht konstant sind. Man denke 
sich nun die Grundgleichungen mit dz multipliziert und tiber die Dicke der Schicht 
von der Grenze 1 bis zur Grenze 2 integriert. Dann ergeben sich folgende Be- 
ziehungen zwischen den der Grenzflache parallelen Kraftkomponenten an der 
einen und der anderen Grenzflache: 


: Hel CDs, Mol ODax 0, 
r= G32 + — aE? Sy,= Coy eae At Eh aa 
r ; (135) 
6 _¢ g oG, CNez g OG, 
Diz = Vex — Oi’ Diy = Da, — oy a ra ye 2 


wobei die Faktoren / (die Dicke), g und / gegeben sind durch die Integrale?) 
Valin,  g=ledae “h=|—. (136) 
i 1 1 
Diese Gleichungen treten nun an die Stelle der bisher benutzten Grenzbedingungen 
fiir Isolatoren, in die sie ersichtlich ibergehen, wenn man die Schichtdicke un- 
endlich diinn nimmt. Sie sind nur zu lésen durch Einfithrung von Phasendiffe- 
renzen fur die reflektierten und die gebrochenen Komponenten, die sich aus den 
alten Grenzbedingungen fiir Isolatoren als 0 ergeben hatten. Fiihrt man diese 
Grenzbedingungen in die oben in Ziff.54 und 55 gegebenen Entwicklungen 
fiir die GréBen R,, D,, R, und D, ein, wahrend man in den dortigen allgemeinen 
Formeln (115) und (120) x, = 0 und zur Vereinfachung gleich u, = yu, = 1 setzt, 
so erhalt man folgende Gleichungen: 


3 ; ; 720 
E,+ R,é*: = D,e! dae (4 +4 5 -1Ny cosr] ; 
“UO 


: . ; PRE Pty Fis OP 
(E, — R,e'**) n, cost = D,e!*(n, cosr 2 ele op lg —Iln3 sin’7]}, 
“0 


(137) 

P sae it » 290 

(E,— R,e**?) ny = D,e'*#» (ny \- 4 F gcosr), 
4 } 

P . 4 Pips peaeeens 
(E,+ R,e*) cost = D,e'*#» (cosr cre, n»[l — hn3 sin?r)). 
‘0 
Bei der Auswertung dieser Gleichungen nimmt Drupe an, daB die Schichtdicke 


1 im Verhaltnis zur Wellenlange so klein sei, dab die héheren als die 1. Potenzen 


1) P. DrupE, Lehrbuch der Optik, 2. Aufl. Leipzig: S. A. Hirzel 1912, S. 273. 

2) DRUDE gebraucht die Symbole /, p und g. Um Verwechslungen mit den hier in 
anderem Sinne gebrauchten Buchstaben # und g zu vermeiden, werden dafiir die Buchstaben 
g und / benutzt. 
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dieser Korrektionsglieder vernachlassigt werden kénnen. Dann ergeben sich fur 
die Amplituden und Phasen folgende Gleichungen: 


: 2 siny cosi / .2ag+ n,n, cos(t +7 
JO Pe ee a i TUS ei) 
sin (¢ + 7) Ag Nz COSY + 2, COS4 
DY Sig 2 siny cost r .2% g Cost cosy + Lnyn, — hnyn3 aad) 
» ~~ Psin(¢ + 7) cos (¢ — 7) Ay (M2, cosy + m, cost) cos(@¢@— 7) /’ 
(138) 
care Gee Gran 
Pee on ead ! pan My COS? (g am), 
8 *sin(¢ + 7) Ao nz — n> 
ee tg(t — 7) (1 4% Ny, Cost g cos*r.— In; + hn3 sin?y 
ele a Ptg(ityr)\ ' dy n—7n? cos?z — sin?y : 


und daraus fiir die Amplitudenverhaltnisse der beiden Komponenten und fiir 
ihre Phasenunterschiede 4; und A,, wenn wieder E, = E sinw und EL, = E cosa 
gesetzt wird: 


D 1 42 simPsin®y tea 
—" = tga -—~ y | ee eee ong Se no 
Dy cos (t — 7) 23 (M2 COSt + n,Sin72) cos (4 — 7) cos dy 
eA Qa sinz siny 
As SS SS z SET 
al aes 7 (n, cosi + n, sint) 7” 
- Paes , (139) 
1 Satay cos(t-+7)7/, , 1627 n? cos?7 sin47 2 — 18% cos (+7) 
{eam “cos (i — 7) | ' 22 (n2 — n2)? (cos?z — sin?r)? ! cos (z — 7) cos 4, ” 
4a Ny, COS? Sin? 7 
tgA,= —— 4 xn. 


Ay (m2 — n2) (cos?¢ — sin?7) 
Dabei ist 7 zur Abkiirzung gesetzt fir die Summe: 
n =e — Tey +) + hee. 


Fiir die durchgehende Welle ist der Einflu8 der Ubergangsschicht, wie man aus 


den Formeln ersieht, gering. Der Wert von tg Jz nimmt, wenn der Einfalls- 

: . = =) 2007) 
winkel von 0 bis 2/2 wachst, zu von 0 bis os 
cOR SZ: 
Fur das reflektierte Licht dagegen kann das Korrektionsglied co groB werden, 


da (cos*z — sin*v) = 0 wird fiir den Fall 7 + 7 = 


, hat also immer kleine Werte. 


ra 


ae d. h. unter dem Polari- 


oo das Amplitudenverhalt- 


nis aber wird dabei nicht = 0, weil das Unendlichwerden des Korrektionsgliedes 
das Nullwerden des Faktors cos(t + 7) kompensiert. Die Ausrechnung ergibt 
fur das Amplhitudenverhaltnis unter dem Polarisationswinkel: 


sationswinkel, fir den tg: = ist. Hier ist A, = 


Re a Vni+n? 
Re eo 2 =O 1) 5 ‘ 


Ag 23 — N11 


also wenn « = 45° genommen wird, fiir das Hauptazimut YW, 


R a1 yne+4 
ie is Oe ee aa eter. 
US Ihe. Ay 2, (n? — 1) Le 


Die Formel fiir die Phasendifferenz im reflektierten Licht hat den gleichen Bau, 
wie die Caucuysche [s. oben Gleichung (134)], wenigstens fiir kleine Werte des 
Elliptizitatskoeffizienten, entspricht also den Beobachtungen ebensogut wie 
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diese. Zwischen dem Caucuyschen Elliptizitaitskoeffizienten «’ und dem von 
DrRuDE eingefithrten Koeffizienten !) besteht dann die Beziehung 


hs _ iat = 2UNy, : 
dy my (n® = 1) ~~ Ay (nd = nd) T° 

Die Formel fiir das Amplitudenverhaltnis unterscheidet sich von der Caucuyschen, 

wenn man bei dieser die Rechnung auch auf die erste Annaiherung beschrankt 

und e’ durch # nach obiger Beziehung ersetzt, dadurch, daB in der CAucuyschen 

Formel das Korrektionsglied unter dem Wurzelzeichen noch den Faktor —— 

hat. Dieser wird fiir den Polarisationswinkel = 1, so daB auch fiir das Haupt- 


azimut die beiden Formeln iibereinstimmen?). Aber die DRupEschen Formeln 
haben offenbar den Vorteil, einen Einblick in Bedingungen zu gewdahren, die 
man als mabgebend fiir das Verhalten der Kérper in bezug auf die elliptische 
Polarisation ansehen kann. Setzt man in dem Ausdruck fiir 7 die Integrale fir 
l, g und h ein, so ist 2 

‘Nae feces ae p 


& 


1 
und das Amplitudenverhaltnis fiir den Polarisationswinkel, das DRUDE, abwei- 
chend von Caucny als Elliptizitatskoeffizienten bezeichnet, nimmt den Wert an: 


x | > (€ — &,) oa wee ee (¢ — &) aoe 
é 


hg 1, (n* — 1) é Ag & — & 


| 


Es ist also positiv, wenn ¢,>¢, ist und e in der Schicht zwischen ¢, und e, liegt. 
Diese Annahme diirfte wohl als die natiirlichere anzusehen sein, und damit er- 
klart die Theorie die Tatsache, daB die Mehrzahl der Stoffe positiven Charakter 
haben. Wenn Flubspat mit seinem kleinen Brechungsindex negativen Charakter 
hat, so kénnte sich auch dies nach dieser Theorie durch die Vorstellung erklaren, 
daB hier das Poliermittel eine Ubergangsschicht von héherem Brechungsexpo- 
nenten erzeugt. Auch der negative Charakter gewisser Fliissigkeiten lieBe sich 
nach DrubeE durch die Annahme solcher Schichten erklaren, ,,;welche Zwischen- 
werte der Dielektrizitatskonstanten besitzen, falls nur zugleich auch noch Schich- 
ten von gréBerer Dielektrizitatskonstanten als dem Werte in der Fliissigkeit 
vorhanden sind“. Legt man der Berechnung das von MACLAURIN als bestes 
gefundene Gesetz fiir ¢: 


1 
—€ == oo 
yi + bz 
zugrunde, so ergibt sich fiir 1 der Wert: 
Pa (tis eae i A aia 
3 (#2 + 4) 9 + 4) 


und daraus fiir o der Ausdruck: 
— al n,(n* —1) 
ho 3Vn® +1 


und fiir das Verhaltnis der Dicke zur Wellenlange 

] 3~e+1 - 

— = , fay 

Ay «a N,(n* — 1) ~ 

1) Es muB ausdriicklich darauf hingewiesen werden, dafi in der Darstellung, die DRUDE 

in Winkelmanns Handbuch gegeben hat, das von ihm dort benutzte 7 mit e’ identisch ist. 
In seinem Lehrbuch hat er die oben wiedergegebene, andere Bedeutung des Faktors 1 ein- 
gefiihrt. ie Vn? + a4: 


2) In der Caucuyschen Schreibweise ist 9 = ——~——. 
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Daraus laBt sich ein Urteil itber die ungefahre Dicke der Schicht gewinnen, die 
fiir ein gegebenes eine bestimmte Elliptizitat hervorbringt. DRuDE hat eine 
solche Rechnung unter der anderen Annahme durchgefiihrt, daB fiir « der in 
der Schicht konstante mittlere Wert Je,¢, zu setzen sei, eine Annahme, die 7 
bei konstantem ¢ zu einem Maximum, also J//A, fiir ein gegebenes @ zu einem 
Minimum macht, die also die kleinste Dicke ergibt, die die Schicht mindestens 
besitzen muB, um bei konstantem «¢ das gegebene 9 zu verursachen. Diese untere 
Grenze von / nach der DRupeEschen Rechnung hat den Wert: 


Z n+ 1 = 


A mM, Vn® + 1(m — 1) 
Die so gerechneten Werte sind etwas kleiner als die nach der MAcLAuRINschen 
Formel gerechneten. So wiirden die Formeln z. B. nach JamrNschen Werten 
ergeben: 


| Nach 
MAcLAURIN DruDE 
fiir Flintglas mit B= Nig fo = O03 0595) 0) = 030295 | Ooi On — OL On 74 
Glas 1,487 0,006 144-020, 008500794 ‘0 = 0,0054 
», essigsauren Holzather 1,359 0,001 C0) 2D == OKOOnN) || wy > fey === (OOO 3; 


Der Faktor, mit dem o in der Formel fiir //2, multipliziert ist, nimmt zwar, 
wie man sieht, mit abnehmendem m zu, aber die Erfahrung lehrt, daB o im all- 
gemeinen noch schneller abnimmt, so daB fiir die kleinen m sich die Schichtdicke 
doch kleiner ergibt. Nimmt man als mittlere Wellenlange des Lichtes 0,00055 mm 
an, so ist / von der GréBenordnung 10~® bis 1077 cm. DRUDE weist darauf hin, 
daB schon so geringe Dicken geniigen, um selbst eine starke elliptische Reflexions- 
polarisation zu erklaren. 

Es mége noch auf eine neuere Arbeit von R. SisstincH und J. TH. Groos- 
MULLER!) aufmerksam gemacht werden, die die Dicke einer Oberflachenschicht 
auf Glas aus Reflexionsbeobachtungen abgeleitet haben. Sie haben die Abwei- 
chung zwischen dem Polarisationswinkel und dem Haupteinfallswinkel aus den 
Drubeschen Formeln durch Beriicksichtigung der Glieder von der Ordnung 
d?/2? abgeleitet und damit d berechnet, aus Beobachtungen fiir die Wellenlangen 
486 und 657 wu. Sie finden an Glasflachen, die 20 Jahre alt waren, d = 2,4 
bzw. 3,5 - 10-5 mm, und an neu polierten Flachen d = 0,97 bzw. 1,71 -107§ mm. 

Weiteres iiber Oberflachenschichten s. noch in Ziff. 82. 

69. Totalreflexion. Ableitung der Formeln. Die bisherige Behandlung der 
FRESNELschen Formeln arbeitet mit der Vorstellung, daB zu einer einfallenden 
Welle eine zuriickgeworfene und eine gebrochene Welle gehéren. Die Formeln 
behalten auch ihre Giltigkeit, wenn man 7 und 7 miteinander vertauscht. Aber 
das SNELLIussche Brechungsgesetz lehrt, daB die Voraussetzung des Vorhanden- 
seins einer gebrochenen Welle nicht mehr erfullt ist, wenn die Welle in dem 
dichteren Mittel auf die Grenze gegen das diinnere Mittel einfallt, und der Ein- 
fallswinkel gréBer ist als der durch die Gleichung ; 


sint; = — : (140) 


gegebene Winkel. Zu diesem Winkel 7p gehért im diinneren Mittel ein Aus- 
trittswinkel, fiir den sinv = 1, also y = /2.ist, d. h. streifender Austritt. Fiir 
noch gréBere Einfallswinkel im dichteren Mittel ist ein Austritt in das diinnere 
Mittel nicht mehr méglich. Die ganze Intensitat des einfallenden Lichtes geht in 


1) R. SissincH und J. TH. GRoosmuLieR, Phys. ZS. Bd. 27, S. 518. 1926. 
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das reflektierte Licht tiber; sobald der Winkel 7p iiberschritten wird, befinden 
wir uns im Gebiet der Totalreflexion; tp ist ihr Grenzwinkel. Die Erscheinungen 
in diesem Gebiete bediirfen einer besonderen Behandlung. 

Da im Gebiete der Totalreflexion siny > 1, also y nicht mehr reell ist, so muB 
in den Gleichungen, die die Wellen darstellen, und in den Grenzbedingungen 


siny durch - sini, cosy durch | — n®sin?i = +i )n? sin?i — 1 ersetzt werden. 
Wenn also entsprechend den bisherigen Ansatzen die einfallende Welle ganz all- 


g 
gemein durch E. ei(pt-alysini+zcosi]) 
> 


die zuriickgeworfene durch 
R .- ei (pt-alysini-zcosi] +6,) 


dargestellt wird, so wiirde fiir die gebrochene Welle der Ansatz lauten: 
i(pt—gslysinr+zcosr}]+da) — —q2)n?sin?i—1- i(pt—gysnsini 
D. et (et-alysinr+zcosr]+452) — De q2Vn*sint?i-—1-z, ei (pt gansiniy +a) , 


wobei das negative Vorzeichen der Wurzel gewahlt ist, um das Auftreten eines 
mit z ins Unendliche wachsenden Faktors zu vermeiden. Diese Formulierung 
fiihrt also zu der Vorstellung eines gewissen Eindringens der Welle in das diinnere 
Mittel, aber mit sehr schnell abnehmender Amplitude, einer Folgerung der Theorie, 
die in Ziff. 71 ausfithrliich behandelt wird. Setzt man nun zunachst fiir den 
Fall der zur Einfallsebene senkrecht schwingenden elektrischen Komponente 
die Grenzbedingungen an, indem man in Gleichung (115) x, = 0 setzt, und be- 
riicksichtigt, daB das Mittel 1, in dem die Welle einfallt, jetzt das starker brechende 
Mittel ist, so daB sein Brechungsexponent gegen das 2. Mittel i N,/Ny Zu setzen 
ist, so lauten die Grenzformeln fiir z = 0: 


Boe Bie — 1, es, 
(E, — R,e'**)n cost = —1i D, eas /n? sin?i — 1, 


aus denen sich ergibt: 
2m COS? 


a oe (be ae gy 
24 
he eee, | (141) 
oo, _ Jr sin*t —1 
8 x tg as he Cost | | 


Entsprechend lauten die Grenzbedingungen fiir die in der Einfallsebene schwin- 
gende Komponente: 


(E, 
(E, — Ryei*)n = Dye, 


+ R,e*rr) cost = —1D,e!*4» Yn? sin?s — 1, 


und die Folgerungen daraus: 
2n cost : 
R = === py ID) —— ———— a8 eae 


c * V(n® — 1) (n? sin?7 — cos?2) 


‘face n\n? sin®z — 1 
83 a tg Our = cost : | 
70. Eigenschaften des total reflektierten Lichtes. Die Ergebnisse des 
vorigen Abschnittes zeigen, daB der reflektierte Strahl im ganzen Gebiet der 
Totalreflexion die gleiche Amplitude, also auch die gleiche Intensitat wie der 
einfallende Strahl besitzt. Die gleichen Werte, R, = F,, R, =—E,, erhalt 
man aus den FrEsNELschen Formeln fiir die partielle Reflexion, wenn man sie 
auf den Einfall im dichteren Mittel unter dem Grenzwinkel 17 anwendet. (Naheres 
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dariiber s. Ziff. 74). Aber die Formeln zeigen ferner, daB die beiden Kompo- 
nenten Phasendnderungen erfahren, und zwar wachst die Phase fiir beide von 
0 beim Grenzwinkel ip bis 2 bei streifendem Einfall. Aber die Phasen sind bei 
gleichem Einfallswinkel verschieden fiir die beiden Komponenten; 6,, ist groBer 
als 0,.; die p-Komponente eilt in diesem Falle der s-Komponente voran, und das 
total reflektierte Licht ist in einer vom Einfallswinkel abhangigen Weise ellip- 
tisch polarisiert. Fiir den Phasenunterschied 6,, — d,, ergibt sich aus den 


One 6, 


Gleichungen fir tg > und tg ->° die Beziehung: 


(SY aR ODOR eae 
t On» Ors cos7z)n* sin?z — 4 
8 2 n sin?7 


Diese Phasendifferenz ist also fiir den Grenzwinkel 77 = 0 und fiir streifenden 
Einfall ebenfalls = 0. Sie erreicht ein Maximum fiir den Wert von 7,,, der durch 


die Gleichung gegeben ist / 
rele WL e3 
sinty =| aE (143) 
und der Betrag dieses Maximums ist bestimmt durch die Gleichung 
Op One ee 
'g ee nee ey ms (144) 


Fir Glas vom Brechungsexponenten 1,5 ist tj = 51° 41’ und 
(rp cv Om mine = Ab AA 


also sehr nahe 1/, der Schwingungsdauer. 

Die Formeln fiir die totale Reflexion sind bereits von FRESNEL abgeleitet 
worden, allerdings durch Uberlegungen, die physikalisch nicht haltbar waren. 
Aber seine Formeln waren richtig, und er zog aus ihnen die Folgerung, da8 eine 
kreisf6rmige Polarisation des total reflektierten Lichtes beim Glase durch ein- 
malige Reflexion nicht zu erreichen sei, wohl aber durch zweimalige. Auf dieser 
Uberlegung beruht die Konstruktion der FREs- 
NELschen Glasparallelepipede, deren Winkel 
so bemessen sind, daB ein Lichtstrahl, der 
durch die eine Endflache senkrecht eintritt, 
im Innern zweimal unter demjenigen Winkel 
total reflektiert wird, fur den die Phasen- 
differenz 1/, ist; der aus der anderen End- 
flache austretende Strahl hat dann die Phasen- 
differenz 1/, und ist zirkular polarisiert, wenn 
der einfallende Strahl linear polarisiert ist 
und das Azimut 45° hat. Um durch ein- 
malige Totalreflexion Zirkularpolarisation zu _ 
erreichen, muBte das Mittel einen Brechungs- 
exponenten von mindestens 2,4 haben. 

Abb. 15. Schwingungsformen des Lichtes nach Lord Kervin hat in seinen Baltimore 
dem Durchgang durch ein Fresnetsches Parallel- Lectures (S. 405) die Beziehungen der Schwin- 

eeu gungsellipse des aus einem FREsSNELschen 
Parallelepiped austretenden Lichtes nach Form, Gré8e und Umlaufsinn zur Lage 
und Gr6Be der einfallenden Schwingung ausfiihrlich behandelt und in einem Dia- 
gramm dargestellt, das in Abb. 15 wiedergegeben wird. Darin bedeuten 0’ die 
Eintrittsflache, 0 die Austrittsflache des Parallelepipeds, OF die Spur der Einfalls- 
bzw. Reflexionsebene, OV,, OV,, OV, die Lage und GréBe der Schwingung des 
einfallenden Lichtes in drei verschiedenen Fallen. Die zugehérigen Schwingungs- 
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formen des austretenden Lichtes sind durch die Ellipsen (1) und (3) und den 
Kreis (2) dargestellt. Der Umlaufsinn ist unter diesen Verhiltnissen dem Uhr- 
zeigersinn entgegengerichtet. Geht das aus dem Parallelepiped austretende Licht 
durch ein zweites Parallelepiped, dessen Reflexionsebene der des ersten parallel 
liegt, so erfahrt es im ganzen eine Phasenanderung von a, und das aus dem 
zweiten Parallelepiped austretende Licht ist wieder geradlinig polarisiert und 
schwingt langs der Geraden OV{, OVS, OV. Sind die Reflexionsebenen der 
beiden Parallelepipede gekreuzt, so heben sich die Phasenverschiebungen auf 
und das austretende, wieder geradlinig polarisierte Licht schwingt in der Richtung, 
in der das einfallende Licht schwingt. 

71. Das bei der Totalreflexion in das zweite Mittel eindringende Licht. 
Es ist schon in den Formeln der vorigen Ziffer zum Ausdruck gekommen, daB, 
obwohl die ganze Intensitat des einfallenden Lichtes sich bei der Totalreflexion 
im zuriickgeworfenen Lichte wieder findet, doch ein gewisses Eindringen des 
Lichtes in das andere Mittel stattfindet, allerdings mit einer Amplitude, die mit 
der Entfernung von der brechenden Flache sehr schnell abnimmt. Der schein- 
bare Widerspruch, der in diesen Behauptungen steckt, ist Gegenstand vielfacher 
Erérterungen gewesen. W. VoricT hat das Wesen des Vorganges wohl zuerst voll- 
standig erkannt und richtig beschrieben!) auf Grund von Betrachtungen iiber 
die Energiestré6mung. In der gleichen Weise hat A. EICHENWALD?) das Problem 
auf Grundlage der elektromagnetischen Lichttheorie mit dem PoyntinGschen 
Vektor behandelt und ausfiihrlich dargestellt. CL. SCHAFER und G. Gross haben 
den Inhalt dieser Arbeit in deutscher Sprache in den Annalen wiedergegeben 
und die Rechnungen EICHENWALDs noch weiter ausgefiihrt’). 

Um die Energiestrémung berechnen zu kénnen, mu8 die komplexe Dar- 
stellung der Wellen durch die reelle ersetzt werden. Beschranken wir zunachst die 
Betrachtung auf die s-Komponente, so ware die einfallende Welle durch die 
Gleichungen gegeben: 


€.,= E,-sin(pt — g, (y sini + zcos?)), entsprechend §,, und §,.. 

Fiir die gebrochene Welle folgt dann aus (114) und (141) das Gleichungssystem : 

CF; aa e~%k2 sin (pt — gn ysint + das), 
n* —4 
Say = — a e~ukzn, k-cos(pt — qgn ysint + Ogs) , (145) 
oa | 

9$a2= — J Pn OS! 6 ask enyn sint sin (pt — qgn ysint + as), 
: yn*—1 


in dem k zur Abkiirzung fiir /n?sin?i—1 geschrieben ist. Diese Gleichungen 
stimmen in ihrem Bau vollkommen mit den Gleichungen (94a, b) fiir die in- 
homogene Welle erster Art iberein, wenn man in diesen letzteren Gleichungen 
den Absorptionsindex des Mittels, also q’’ = 0, die Amplitude 


2Qa4kz 2 xzVn* sin*i—1 


IN COSt = . 2NCOSt - 
Tas va =f e 


1 g a 
* Vn? —1 : * yn? —1 


und den Inhomogenitatsfaktor A’ entsprechend dem anderen Koordinatensystem 
-) 


= = setzt. Die Gleichungen (145) stellen also eine in der Y-Richtung, also 


1) W. Voict, Kompendium d. theor. Physik Bd. 2, S. 642. Leipzig: Veit & Comp. 1896. 
2) A. EICHENWALD, Journ. d. russ. phys.-chem. Ges. Bd. 41, phys. Teil, S. 131. 1909. 
8) Cyt. ScHAFER und G. Gross, Ann. d. Phys. (4) Bd. 32, S. 648. 1910. 


a 
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parallel zur Grenzflaiche fortschreitende Welle von groBer Inhomogenitat dar, 
eine inhomogene Welle im isolierenden Mittel. Beim Grenzwinkel 7p ist # und 
damit die Inhomogenitat noch = 0, steigt aber bei Uberschreitung des Grenz- 
winkels plétzlich ganz steil in die Hohe, wie aus dem Verlauf der Kurve fiir k 
in Abb.16 zu ersehen ist. Die Welle hat die Eigentiimlichkeit aller inhomogenen 
Wellen, daB sie nicht mehr streng transversal ist, sondern eine longitudinale 
Komponente hat. Bildet man mit den Werten von € und § den PoyntinGschen 
Vektor nach Gleichung (29), so erhalt man entsprechend den Gleichungen in 
Ziff. 48, wenn O, fiir (pf — gon ysin1 + dgs) gesetzt wird: 


C x9 4N* COS77 NN + SiN? oe 
Gg cihyg Br ee, = en Ose 
oC Lia 
(146) 
Cy ATCO OMe yp tte oe ‘ 
ORE a eee te 2%k2 sin OE, cos O, . 


Daraus ist ersichtlich, daS G, immer positiv ist, ©, dagegen wahrend einer 
Schwingung zweimal zwischen positiven und negativen Werten hin- und her- 
schwankt. Uber eine ganze Schwingunsgperiode integriert ist also die in der 


7,0 ip mae 
i 
| 
+ 
G5 
At 
iy : 
40° 50° 60° 70° BOONE IO? 
Abb. 16. Verlauf der GréBe Vn? sin? i — 1 fiir n = Als Abb. 17. Str6mungslinien der Energie bei totaler Reflexion. 


Z-Richtung durch die Grenzflache hindurchtretende Energie = 0. Langs der 
Grenzflache dagegen findet eine zwar periodisch wechselnde, aber immer in 
gleicher Richtung — der Richtung, in der beim Grenzwinkel das streifend aus- 
tretende Licht fortschreitet — erfolgende Energiestrémung statt. Der Vorgang 
im 2. Mittel ist also, wie ihn schon W. VorcT an der oben angefithrten Stelle be- 
schrieben hat, ein doppelter: ,,ein in der Einfallsebene und langs der Grenze 
hingehender Energiestrom und ein periodisches Heritber- und Hiniiberschwanken 
von Energie durch die Zwischengrenze. ‘ 
Die Stromlinien der Energie, die durch die Gleichung 

dy N+ sini ids 

sas Ti REST tg (pt — gon y sint + das) 
gegeben sind, hat EicHENWALD graphisch dargestellt. Abb. 17 gibt die Zeich- 
nung von EICHENWALD, wie sie in der Arbeit von CL. SCHAFER und G. Gross 
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enthalten ist, wieder. Sie stellt in den punktierten Linien die magnetischen 
Kraftlinien, in den stark ausgezogenen Linien die Strémungslinien der Energie 
in unmittelbarer Nahe des Grenzwinkels dar, der zur Vereinfachung der Rech- 
nung = 45° angenommen ist. Die Zeichnung gilt fiir den Augenblick t = 0; 
fiir alle anderen Zeiten erhalt man ein Bild der Stromlinien, indem man die ganze 
Zeichnung starr parallel zur Y-Achse in deren positiver Richtung mit der Ge- 
schwindigkeit c/sint verschiebt. 

Die gleichen Betrachtungen gelten fiir die Komponente, deren elektrische 
Schwingung in der Einfallsebene liegt. Fiir die Kraftkomponenten lauten hier 
die Gleichungen: 

Czy = ~ E, — a ee =k cos0,, 
) (n? — 1) (n® sin? — cos?2) 


ee 2n COS7 e-%* 


n+ sini sin@, , (147) 


P y(n? — 1) (n? sin?i — cos®2) 


x 2n cosie-#*? 
Vaz = P 


—— ae = Ne + sinO, 
} (mn? — 1) (m* sin?2 — cos?2) 


und fiir die Energiestrémung: 


=< er 4n* cos*? nm.” sint : 
Syy=— +E ee 6 ERE. SiN? E 
Py ' 4ay *? (m® — 1) (nm? sin?2 — cos?2) On, (148) 
eS Es 4n? cos*i ng k : 
Bo ee —— —e 2nkz. sin, cos@, . 
z 4a? (n* — 1)(n?sin®z — cos?2) P P 


Auch hier verschwindet bei der Integration tiber die ganze Schwingungsdauer 
S:, wahrend S, wieder einen stets positiven Wert besitzt, also eine Energie- 
strémung in Richtung der + Y-Achse darstellt. Die Welle ist eine inhomogene 
Welle der 2. Art; ihre Gleichungen stimmen mit den Gleichungen (99) in Ziff. 47 
im Bau iiberein. Aber eine Abweichung tritt insofern ein, als dort im absor- 
bierenden Mittel die zur Fortpflanzungsrichtung der Welle senkrechte Energie- 
str6mung nicht = O wird, wahrend sie hier verschwindet. Das ist aber verstand- 
lich, wenn man beriicksichtigt, da®B der Ausdruck fir diese Energiestro6mung 
dort den Faktor x enthalt {s. Gleichung (100 b)]|, der im isolierenden Mittel = 0 ist. 

Vergleicht man die Ausdriicke fiir die beiden Komponenten miteinander, 
so sieht man, daB 


2 72 72 
—¥ — —** — (y2 sin?t — cos?2) = = [(n? + 1) sin?z — 4] ae (149) 
Spy Spe ~p = 


Der Klammerausdruck ist fiir den Grenzwinkel 1p = 1/n?, fiir streifenden Ein- 
fall = n? und gleich = 1 fiir den Winkel: 


2 


sin? = | wai? 

d. h. fiir den gleichen Winkel 1,,, unter dem der Phasenunterschied der beiden. 
Komponenten im retlektierten Lichte 6,, — 6,, nach (143) sein Maximum er- 
reicht. Zwischen ip und iy ist also, wenn E, = E, ist, S, > S,, zwischen ty, 
und 2/2 ist ©, < ©,. 

Ist das einfallende Licht natiirliches, so ist (s. Ziff. 61) E? = EY = }E? zu 
setzen, und die Energiestréme der beiden Komponenten lassen sich in ihrer Wir- 
kung addieren. Also flieBt lings der Grenzflache wahrend einer Schwingungs- 
dauer die Energiemenge: 
n,n® (n* + 1) cos?z sin3z 


ho a = ae = Baedsk 
eae (n? — 1)[(m? + 1) sin’: — 1] ° gag (150) 
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Um von diesem Betrage und von der Tiefe des Eindringens des Lichtes in das 
2. Mittel eine Vorstellung zu geben, mégen noch folgende Rechnungen mitgeteilt 
werden. Beide Energiestréme im 2. Mittel, sowohl G, wie ©,, nehmen mit der 
Entfernung von der Grenzflache in ihrer Starke ab entsprechend dem Faktor 

4a Vn? sin? i -1 
e i, Fir m= 1,5 und 1 = 45° hat der Exponent den Zahlenwert 
4,46 z/d, oder fiir die Abnahme der Amplitude den Wert 2,2 2/4,. Im Abstande 
von einer Wellenlange von der Grenzflache sinkt die Amplitude also bereits aut 
Uso, fiir z= 2A, auf 1/199, fiir z = 3A, auf-1/;999, und entsprechend die Intensi- 


co 


tat auf 10-2, 1074, 10-8. Bildet man andererseits das Integral [Sy4z, 
0 


mit dem oben erhaltenen Werte fiir [G,],, so erhalt man fiir die ganze Licht- 
energie, die im 2. Mittel wahrend einer Schwingungsdauer durch eine zur Y-Achse 
senkrechte und in der Z-Richtung unendlich ausgedehnte Wand von 1 cm Breite 
hindurchtritt, den Ausdruck: 

ho aro Nan? (n? + 1) cos*2 sin?z hes 


He a ae 


4a (nm? — 1)[(m? + 1) sin?2 — 1] 4 n/n? sin22 — 1 


Im Vergleich mit der Energiestromdichte der einfallenden Welle ist dieser Betrag 
auBerordentlich klein; er ist von der GréBenordnung der in Zentimeter gemessenen 
Wellenlange, also fiir Licht von der GréBenordnung 10~°. 

72. Totalreflexion und Beugung. Die ganzen im vorstehenden Abschnitte 
durchgefiihrten Betrachtungen beruhen auf der Voraussetzung, dab sowohl die 
Grenzflache wie die einfallende Welle unendlich ausgedehnt sind. Diese Be- 
dingung ist natiirlich bei Versuchen zur Bestatigung der Formeln niemals erfiullt. 
Es ist daher in neuerer Zeit gegen die Theorie in der vorliegenden Darstellung 
der Einwand erhoben worden, daf sie den Tatsachen nicht entsprechen kénne. 
Nach W. Votct (s. die obengenannte Stelle in seinem Kompendium) wiirde der 
Vorgang in Wirklichkeit so verlaufen: Am vorderen Rande, wo die Welle die 
Grenzflache zuerst trifft, wird jene tangentiale Energiestr6mung auf Kosten der 
reflektierten Energie entstehen, an dem hinteren Rande der Welle, da, wo sie die 
Grenzflache zuletzt berithrt bzw. endgiiltig verlaBt, wird sie, da sie die zu ihrer 
Erhaltung nétige Wechselwirkung mit der Bewegung im ersten Mittel nicht mehr 
findet, ihren Charakter andern und sich im Raume zerstreuen. Da diese Energie 
nur auf Kosten der reflektierten entstehen kann, so kann man im strengen Sinne 
nicht mehr von total reflektiertem Lichte sprechen, wenn auch der Betrag zu 
gering ist, um ihn als Fehlbetrag am total reflektierten Lichte nachweisen zu 
k6énnen}). 

Da jede Begrenzung einer Welle mit Beugungswirkungen verbunden ist, 
so wird die strenge Theorie der Versuche wber Totalreflexion auch nur unter 
Herbeiziehung der Beugungstheorie entwickelt werden kénnen. Die eigentiim- 
lichen Veranderungen, die die Beugungserscheinungen, z. B. eines Spaltes, er- 
fahren, wenn das vom Spalte kommende Licht durch ein Prisma hindurch- und 
in der Nahe des Grenzwinkels der Totalreflexion aus dem Prisma austritt, sind 
von CHAKRAVARTY untersucht worden”). Er hat seine Beobachtungen ‘auch im 
wesentlichen aus der elementaren Beugungstheorie erklaren kénnen und hat 
darauf hingewiesen, da8 man beim streifenden Austritt des Lichtes die beugende 
Offnung gewissermaffen in ihrer eigenen Ebene, unter einem Beugungswinkel 


1) Man vgl. auch die Diskussion zwischen W. Voict und E1cHENWaLD, Ann. d. Phys. (4) 
Bde. 07> Bde ss Sais 7 bdusOnesuco tad Odte : 

2) B. N. Cuakravarty (RAMAN schreibt den Namen ,,CHUKKERBUTTY“), Proc. Roy. 
Soc. London (2) Bd. 99, S: 503. 10214. : 
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von 90° betrachtet. Dieser Gedanke ist neuerdings von A. ScHuUSTER!) weiter 
ausgefiihrt worden. Er faBt das ganze in das diinnere Mittel beim Grenzwinkel 
und jenseits des Grenzwinkels eindringende Licht als eine Wirkung der Beugung 
auf, die durch die Begrenzung der Grenzfliche hervorgerufen wird. Er berechnet 
diese Wirkung mit der FREsNELschen Zoneneinteilung und kommt zu dem Schlusse, 
da der Eintritt des Lichtes in das diinnere Mittel hauptsichlich an der vorderen 
Kante stattfindet, die zuerst von der einfallenden Welle getroffen wird. Dieser 
Betrachtungsweise liegt die Analogie der Beugung durch Totalreflexion mit der 
Beugung durch eine ganz schief gehaltene Offnung zugrunde. Dagegen hat 
C. V. RAMAN®) Einwande erhoben. Er hat ebenfalls die Beugungstheorie auf das 
in das 2. Mittel eindringende Licht angewandt. Aber er hat die FRESNELschen 
Zonen fiir Punkte in unmittelbarer Nahe hinter der Grenzflache einerseits gra- 
phisch konstruiert, andererseits analytisch entwickelt; er kommt so von der 
Beugungstheorie aus zu den gleichen Formeln fiir den Lichtstrom parallel der 
Grenzflache und die Abnahme seiner Amplitude mit der Entfernung von der 
Grenzflache, wie sie oben entwickelt worden sind. Auch nach ihm ist also die an 
der Grenzflache im 2. Mittel entlang streifende Welle als eine Beugungswirkung 
aus dem HuyGENs-FRESNELschen Prinzipe abzuleiten, aber als eine Wirkung, 
die von den dem Beobachtungspunkte unmittelbar benachbarten Punkten der 
Grenzflache herriihrt,-also mit der Begrenzung der Grenzflache oder der Welle 
zunachst gar nichts zu tun hat. Wird die Integration tiber einen beschrankten 
Teil der Grenzflache ausgefiihrt, so treten weitere Beugungswirkungen von den 
Randern der Flache her dazu. Aber dabei ist die vordere Kante nicht, wie 
SCHUSTER behauptet, vor der hinteren bevorzugt, sondern die Erscheinungen 
sind ganz symmetrisch, wie RAMAN auch durch mikroskopische Beobachtung 
der beiden Kanten, die als helle Lichtlinien erscheinen, bestatigt gefunden hat’). 
In gleichem Sinne hat sich A. RosSTAGNI zu der Frage geauBert*). 

73. Experimentelle Bestatigung der Gesetze der Totalreflexion. Die Ver- 
suche FRESNELs mit den Glasparallelepipeden wurden bereits erwahnt. Die 
Formel fiir die Elliptizitat des total reflektierten Lichtes ist von JAMIN®) und 
von QUINCKE®) durch Messung der Elliptizitat mittels geeigneter Kompensatoren 
gepriift und im wesentlichen bestatigt worden. In neuerer Zeit hat R. Kynast’) 
in einem Prisma aus schwerem Silikatflintglas mit einem Brechungsexponenten 
Np =1,9166 Abweichungen von den FRESNELschen Formeln gefunden, und 
besonders groBe in einem Prisma aus amorphem Quarz, wobei von ihm und 
LuMMER die Frage aufgeworfen wird, ob die anomale Dispersion des Quarzes im 
Ultraroten einen EinfluB auf die Elliptizitat des total reflektierten Lichtes aus- 
uben kénnte. 

Das Eindringen des total reflektierten Lichtes in das andere Mittel ist von 
jeher ein Gegenstand besonderen Interesses gewesen. Schon NEWTON hat gegen 
die Hypotenusenflaiche eines totalreflektierenden Prismas die etwas konvexe 
Flache eines zweiten Prismas gedriickt und aus der GréBe des im total reflektier- 
ten Lichte auftretenden dunklen Fleckes den SchluB gezogen, daf§ die Durch- 
sichtigkeit nicht bloB genau an der Beriihrungsstelle der Glaser eintrat, sondern 
auch noch da, wo schon ein geringer Zwischenraum zwischen ihnen vorhanden war’), 


) A. ScHUSTER, Proc. Roy Soc. London (2) Bd. 107, S. 15. 1925. 
) C. V. Raman, Proc. Indian Ass. for the Cultiv. of Sc. Bd. 9, 5. 271. 1926. 
) C. V. Raman, Phil. Mag. (6) Bd. 50, S. 812. 1925. 
4) A. RostaGni, Nuovo Cim. Bd. 4, S. 218. 1927. 
) Jamin, Ann. de chim. et de phys. Bd. 30, S. 257. 1850. 
) G. QuincKE, Pogg. Ann. Bd. 127, S. 217. 1866. 
) R. Kywast, Ann. d. Phys. (4) Bd. 22, S. 739. 1907. 
) 
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Es ist aber klar, daB, sobald die im 2. Mittel verlaufende Energiestr6mung 
durch Berithrung mit der Oberflache des 2. Prismas zum Teil wieder in gewohn- 
liches, durch das 2. Prisma hindurchgehendes Licht verwandelt wird, die Re- 
flexion im 1. Mittel nicht mehr total ist und die FRESNELschen Formeln nicht 
mehr streng giiltig sind. Der Fall der Totalreflexion an einer diinnen Luftlamelle 
zwischen zwei Glasflachen ist zuerst von G. G. SToKES berechnet worden!). 
DrubeE2) hat in der Optik des Winkelmannschen Handbuches diese Theorie eben- 
falls entwickelt, desgleichen E. Hatt’) im Zusammenhang mit einer experimen- 
tellen Untersuchung. Cr. SCHAFER und G. Gross haben in ihrer obenerwahnten 
Arbeit eine graphische Darstellung des Verlaufs der magnetischen Kraftlinien 
und der Energiestromung im 1., 2. und 3. Mittel gegeben, die die Abweichung 
von dem durch E1cHENWALD dargestellten Verlauf bei wirklich totaler Reflexion 
(s. Abb. 17) sehr deutlich zur Anschauung bringt. ° 

Die ersten genauen Messungen itber die Tiefe des Eindringens, erschlossen 
aus dem Durchmesser des zentralen, das Licht durchlassenden Fleckes bei der 
Newronschen Anordnung, hat G. QUINCKE ausgefiihrt*). Er fand die Tiefe des 
Eindringens am gréBten unmittelbar hinter dem Grenzwinkel 77 und anfangs 
schnell, dann langsamer abnehmend mit wachsendem Einfallswinkel. Er fand 
sie ferner zwischen 77 und 7, kleiner fiir das in der Einfallsebene polarisierte 
Licht als fiir das senkrecht dazu polarisierte, d. h. in unserer Ausdrucksweise 
kleiner fiir den Fall s als fiir den Fall #, zwischen 7, und 2/2 umgekehrt, in 
Ubereinstimmung mit den Folgerungen aus den obigen Formeln. Die Tiefe des 
Eindringens fand QUINCKE unmittelbar hinter der Grenze der Totalreflexion 
bis zu 3 bis 4 Wellenlangen. Die Messungen von Hatt und Kywnast bestatigen 
diese Ergebnisse. Da8 sie in Ubereinstimmung mit der Theorie stehen, ist von 
W. Voicr dargelegt worden’). 

Die beste und vollstandigste Priifung und Bestatigung der theoretischen 
Formeln fiir die Totalreflexion haben CL. SCHAFER und G. Gross in ihrer mehr- 
fach erwahnten Arbeit geliefert, allerdings nicht fiir Lichtwellen, sondern fiir 
elektrische Wellen von 15 cm Wellenlange. Sie arbeiteten mit Paraffinprismen 
von 55cm Kantenlange der Kathetenflachen nach der NEwronschen Methode, 
d. h. unter Annaherung der Hypotenusenflachen zweier solcher Prismen, und 
erhielten sowohl fiir die reflektierte, wie fiir die durchgehende Strahlung Er- 
gebnisse, die so gut mit der Theorie wbereinstimmten, wie nur zu erwarten war. 
Noch interessanter aber ist es, da sie das Eindringen der Strahlung in das andere 
Mittel auch ohne Zuhilfenahme des 2. Prismas nachgewiesen haben, indem sie 
den Empfanger direkt in den Raum hinter die total reflektierende Hypotenusen- 
flache des 1. Prismas brachten; sie priiften die Abnahme der Wirkung mit der 
Entfernung von der Flache und fanden auch hier gute Ubereinstimmung mit 
der Theorie. 

Als optische Analoga zu diesen Versuchen mit elektrischen Wellen kann man 
alle diejenigen Versuchsanordnungen ansehen, die das in das 2. Mittel eindringende 
Licht durch irgendwelche Reaktionen direkt nachzuweisen suchen. DirsCHEINER®) 
hat das zuerst dadurch ausgefithrt, daB er auf der total reflektierenden, Grenz- 
flache ein Beugungsgitter anbrachte, ein Versuch, der von QUINCKE und anderen 
wiederholt worden ist, der aber sicherlich kein reiner Nachweis der gesuchten 


*) G. G. Stoxgs, Trans. Cambr. Phil. Soc. Bd. 8, S. 642. 1848; Math. and Phys. Papers 
Bayo. S- 56: 
2) P. DrupE, Winkelmanns Handbuch, 2. Aufl. Bd. VI, S. 1275. 1906. 
3) E. Hatt, Phys. Rey. Bd. 15, S. 73. 1902. 
*) G. QuincKE, Pogg. Ann. Bd. 127, S. 4. 1866. 
°) W. Vorct, Nachr. d. Kgl. Ges. d. Wiss. Gottingen, S. 49. 1884. 
6) J. DiTscHEINER, Wiener Ber. (2) Bd. 60, S. 584. 1870. 
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Wirkung ist, da, wie W. Voricr ausgefiihrt hat"), die Gitterfurchen als feine 
Zylinderflachen den Austritt von Licht aus der Grenzflache auch durch gewohn- 
liche Brechung erméglichen. Einen einwandfreieren Nachweis hat Harr in der 
obengenannten Arbeit geliefert, indem er die Hypotenusenflaiche seines Prismas 
mit einer dicken lichtempfindlichen Schicht bedeckte und bei Benutzung eines 
schmalen Lichtbiindels, das von der Hypotenusenfliche total reflektiert wurde, 
unter der getroffenen Stelle der Flache eine bis zu einer Tiefe von etwa 0,005 mm 
reichende Schwarzung der photographischen Schicht erhielt. P. FROHLICH be- 
deckte die Hypotenusenflache mit einer ganz feinen RuSschicht und beobachtete 
die an den RuBteilchen durch Beugung entstehenden polarisierten Kugelwellen?), 
und SELENYI‘) benutzte als 2. Mittel eine fluoreszierende Fliissigkeit und fiihrte 
den Nachweis, da} eine deutliche Fluoreszenz auch dann noch vorhanden ist, 
wenn das einfallende Licht total reflektiert wird. RosTaGni hat nach diesem Ver- 
fahren sogar die Starke der Wirkung gemessen*), indem er die fluoreszierende 
Flissigkeit in einem Newronschen Farbenglase mit demselben Strahlenbiindel 
direkt bestrahlte und diejenige Dicke der Fliissigkeitsschicht ermittelte, bei der die 
Helligkeit der Fluoreszenz die gleiche ist, wie die an der Grenzflache durch das 
in das 2. Mittel eindringende Licht hervorgerufene. Doch ist gegen alle diese Ver- 
suche der Einwand zu erheben, daf die Totalreflexion nicht mehr vollkommen 
ist, sobald der Verlauf des Lichtes im 2. Mittel irgendwie gestért oder verandert 
wird. Man kann wohl in diesen Fallen das einzelne Molekil, das das Licht zer- 
streut oder umwandelt, als Analogon zu dem Empfanger bei den elektrischen 
Versuchen von SCHAFER und Gross ansehen. Aber man kann optisch die Wir- 
kung nicht mit einem einzelnen Molekiile nachweisen, sondern nur mit einer 
dichten Verteilung von solchen, die alsdann den ganzen Lichtstrom absorbieren 
und beeinflussen miissen. 

W. Vorcr®) hat darum versucht, den langs der Grenzflache verlaufenden 
Energiestrom unmittelbar zur Wahrnehmung zu bringen, indem er ein total- 
reflektierendes Prisma mit geknickter Hypotenuse benutzte; die beiden Teile 
der Flache stoBen unter einem Winkel von 20° aneinander. Fiel das Licht so 
ein, da8 an beiden Teilen der Hypotenusenflache Totalreflexion stattfand, so 
erschien die Kante des Knicks einem hinter der Hypotenuse nach der Lichtquelle 
zu blickenden Auge als helle Lichtlinie. Auch fiir Flachen mit gréBerem Knick- 
winkel, bei denen an der zweiten Flache keine Totalreflexion mehr stattfindet, 
hat Voict das Problem theoretisch und experimentell untersucht und immer 
einen starken Lichtaustritt aus derjenigen Kante festgestellt, an der die total- 
reflektierte Welle auslauft. W. v. IGNATowsky und E. OETTINGER'®) haben die Theorie 
in der Weise quantitativ zu priifen versucht, daB sie Licht vom Polarisations- 
azimut 45° einfallen lieBen und das Polarisationsazimut des an der Kante aus- 
tretenden Lichtes bestimmten. Sie fanden es verandert im Sinne der Formel 
(149), die das Verhaltnis der PoyntinGschen Vektoren ausdriickt; doch war 
die numerische Ubereinstimmung schlecht. Es ist aber auch bei dieser Versuchs- 
anordnung, ebenso wie bei den vorherbesprochenen, nicht zu erwarten, daB die 
gesuchte Wirkung der in das 2. Mittel eingedrungenen Welle rein in die Er- 
scheinung tritt, da der Austritt des Lichtes durchaus von der Beschaffenheit der 
Kante abhangt. IGNaTrowsky und OETTINGER haben die beschriebenen Versuche 
1) W. Voret, Wied. Ann. Bd. 67, S. 200. 1899. 

2) P. Frouticu, Ann. d. Phys. (4) Bd. 63, S. 900. 1920 
Fi SRLEN Mo Re Bdet57, 15.1408: 1913. 
) A. Rostaeni, Nuovo Cim. Bd. 4, S. 225. 1927. 

5) W. Voict, Wied. Ann. Bd. 67, S. 185. 1899. 

8) W. v. Ienatowsky, Ann. d. Phys. (4) Bd. 37, S. 901. 1912.; W. v. IGNATOWSKY und 
E. OETTINGER, ebenda Bd. 37, S.911. 1912. 
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auch benutzt, um zu entscheiden, ob die Lichtenergie durch den PoyntTinGschen 
Vektor oder durch die Energie der Volumeneinheit zu definieren ist. Die von 
IGNATOWSKY abgeleiteten Formeln ergeben fiir den 2. Fall eine Abhangigkeit 
des Polarisationszustandes des austretenden Lichtes von dem Winkel, unter 
dem man die Kante betrachtet, fiir den 1. Fall nicht. Der Versuch ergibt keine 
Abhangigkeit, entscheidet also zugunsten der ersten Annahme. 

74. Die Scharfe des Uberganges von der partiellen zur totalen Reflexion. 
Die viel benutzte Méglichkeit, den Brechungsexponenten eines Stoffes durch die 
Messung des Grenzwinkels der Totalreflexion zu ermitteln, beruht auf der auBer- 
ordentlichen Scharfe, mit der die Grenze zwischen partieller und totaler Re- 
flexion oder zwischen dem Gebiet des noch durchgelassenen und des nicht mehr 
durchgelassenen Lichtes in die Erscheinung tritt. Zur Beurteilung der Scharte 
dieses Uberganges kann man die FresNneLschen Reflexionsformeln benutzen, 
wie sie in Abschn. 61 fiir die Reflexion des natiirlichen Lichtes aufgestellt worden 
sind, indem man sie auf die Reflexion im dichteren Mittel anwendet, also unter 7 
den Einfallswinkel, unter 7 den gré8eren Austrittswinkel im dinneren Mittel 
versteht, das Brechungsgesetz also in der Form sin 7/sinv = 1/n ansetzt. Be- 
zeichnet man die Intensitat des einfallenden Lichtes mit J,, die des reflektierten 
mit J, und bildet man den Wert der Veranderlichkeit von J mit dem Einfalls- 
winkel, so erhalt man allgemein: 


dj i 2(n* — 1) siny - sin®2 - sin ( — 7) 
@ 


——— : a Z a (4 Py a= Hey 
di er Co IS eae 


einen Ausdruck, der fiir die Grenze der Totalreflexion, d.h. fir 1 = 1p, r = a/2, 
in den Grenzwert 
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tibergeht. Die Kurve, die den 
Verlauf der Intensitat im Gebiet 
Coe en der partiellen Reflexion darstellt, 

Paweon st6Bt also an der Grenze des Ge- 
bietes unter einem rechten Winkel 
mit der geraden Linie zusammen, 
die die Unveranderlichkeit der 
Intensitat im Gebiet der totalen 
Reflexion darstellt, wie Abb. 18 
zeigt, die den Verlauf der Inten- 


S 


a j 7 ier i. 
a 70 GO" 90 HN 802 S607", sitat tin (Glas vou Brecnunese 
Abb. 18. Abhangigkeit der Intensitat des in Glas vom Brechungs- - C G j 
exponenten 1,5 reflektierten Lichtes yom Einfallswinkel. x exponenten 1,5 veranschaulicht. 


<< Wie auBerordentlich stark der 
Abfall der Intensitat in der Nahe des Grenzwinkels ist, mégen noch die folgenden 


Zahlen zeigen, die die Intensitatswerte innerhalb des 1. Winkelgrades, vom Grenz- 
winkel an gerechnet, darstellen fiir denselben Fall n = 1,5, fiir den ip = 44 “86° ist. 


ACA Si Aiea AA IGG 41° 45/ 41°40’ 41°30’ 41°20’ 41°40’ 41°0/ 
PSION EE Ey iy i SO Sige Gea i 80°53”, FOCAL 7 


ry 


J = 0,889 0,830 0,790 0,759 0,655 0,544 0,471 0,419 0,380 


Noch scharfer als der Abfall der total reflektierten zur partiell reflektierten 
Intensitat ist bei der Betrachtung des aus dem diinneren Mittel in das dichtere 
eintretenden Lichtes der Anstieg von der Intensitat 0 jenseits des Grenzwinkels 
zur durchgelassenen Intensitaét, weil in diesem Falle das eintretende Licht auf 
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einen engeren Winkelbereich zusammengedrangt wird. Es sei hieriiber auf die 
ausfiihrliche Behandlung dieser Frage bei H. Kriss verwiesen!), 

Eine interessante Anwendung der FRESNELschen Formeln haben Linnik 
und LAscHKAREW auf die Réntgenstrahlen gemacht2), fiir die bei Reflexion in 
Luft an Glas, Quarz oder Kalkspat, wie zuerst Compron nachgewiesen hat’), 
ein Grenzwinkel der Totalreflexion bei nahezu streifendem FEinfall gefunden 
wird, d. h. bei Werten des Einfallswinkels, die nur um 13 bis 14’ von 90° abwei- 
chen, Fir den Brechungsexponenten ergeben sich daraus Werte, die ein wenig 
unter 1 liegen, » = 1 —d, wo 6 zwischen 7 und 9- 10~® liegt. Wenn man in den 
FREsNELschen Formeln die vom Einfallslote ausgerechneten Winkel durch ihre 


— ,y= t —y, und beachtet, da in diesem 


eigentiimlichen Sonderfall g und yw sehr kleine Winkel sind, so nimmt die Formel 
fiir die reflektierte Intensitaét bei dieser fast streifenden Reflexion die gleiche 
Form an, wie fiir kleme Werte von 7 und 7 bei nahezu senkrechtem Einfall: 


ora 


Aus dem _ Brechungsgesetz, das bei Benutzung dieser Winkel lautet: 
cosp/cosy = 1 — 0, ergibt sich zwischen wy und die Beziehung: 


Komplementwinkel ersetzt: g@ = 


y = |g? —26 =|¢ — a2, 
wenn a den Grenzwinkel der Totaireflexion, von der reflektierenden Flache aus 
gemessen, bedeutet. Unter Beriicksichtigung der Kleinheit aller dieser Winkel 
ergibt sich fiir die Intensitat in der unmittelbaren Nachbarschaft der Grenze der 


Ausdruck: “4 ip 4 
J=TJe (# | ate 


Der Abfall der Intensitat ist in diesem Falle noch viel steiler als in dem oben 
behandelten Falle der Totalreflexion der Lichtstrahlen. Wenn fiir Quarz von 
LiInNIK und LAsCHKAREW der Grenzwinkel zu 13,4’ gefunden wird (fir Réntgen- 
strahlen von 1,537 A sae eas ), so wurde die Intensitat schon in 4” Abstand 
von dieser Grenze auf ?/,, in 12’’ Abstand auf die Halfte gesunken sein. Es ist 
interessant, da die FRESNELschen Formeln auch fiir Wellen von so auBerordent- 
licher Kleinheit ihre Giltigkeit zu bewahren scheinen. 

Auch die Rechnungen dieses Abschnittes beruhen ubrigens auf der Voraus- 
setzung, daB die einfallende Welle und die Grenzflache unendlich ausgedehnt 
sind. Uber die Verminderung der Scharfe des Grenziiberganges, die durch Beu- 
gungswirkung eintritt, sobald die Totalreflexion auf einen schmalen Teil der 
Grenzflache beschrankt wird, hat RaAmaAn4) Beobachtungen angestellt. Die 
Hypotenusenflache eines Glasprismas war mit schwarzer Farbe bestrichen und 
nur ein schmaler Spalt in der Mitte davon befreit. War die Breite dieses Spaltes, 
an dem Totalreflexion stattfand, 2mm oder mehr, so erschien die Grenze der 
Totalreflexion als ganz scharfe Linie; bei geringerer Breite trat eine deutliche 
Verschlechterung ein und bei 1/, mm Breite war die Unscharfe ganz ausgesprochen. 
Es kann aber auch die andere Frage aufgeworfen werden, welchen EinfluB die 
in Ziff. 67 und 68 behandelten Oberflachenschichten auf die Totalreflexion und die 
Scharfe des Grenziiberganges ausiiben. Dariiber liegen noch keine Beobachtungen 


1) H. Kriss, ZS, £. Instrkde. Bd. 39, S. 73. 1919. 

2) Linnick und LascuKarEw, ZS. f. Phys. Bd. 38, S. 659. 1926. Siehe auch H. W. Ep- 
WARDS, Phys. Rev. (2) Bd. 30, S. 91. 1927, 

8) A. H. Compton, Phil. Mag. (6) Bd. 45, S. 1121. 1923. 

4) C, V. Raman, Proc. Indian Ass. for the Cultiv. of Sc. Bd. 9, S. 331. 1926. 
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oder Berechnungen vor. Aber der Einflu8, den Druckspannungen auf die ellip- 
tische Polarisation des total reflektierten Lichtes ausiiben, ist von M. VOLKE?) 
untersucht worden, was in diesem Zusammenhange nicht unerwahnt bleiben soll. 


g) Metalloptik. 


75. Grundsatzliches. Nach der strengen elektromagnetischen Theorie der 
Kontinua ist der den Isolatoren gegeniiberstehende andere Grenzfall der Fall 
% = 1. Die Beziehung, die sich unter dieser Annahme fiir die Intensitat des 
reflektierten Lichtes bei senkrechtem Einfall ergibt, ist in Ziff. 51 Gleichung (109), 
abgeleitet worden. Inwieweit sich diese Beziehung bei der Reflexion an Metallen 
in dem Drupeschen Gesetze: n? = or fiir langere Wellen bestatigt, ist in 
Ziff. 46 ausfiihrlich besprochen. Andererseits hat sich die aus den allgemeinen 
Eigenschaften absorbierender Stoffe folgende Verdnderlichkeit des Brechungs- 
exponenten mit dem Einfallswinkel [Gleichung (125)| bei Messungen an Metall- 
prismen bewahrt, wie in Ziff. 57 besprochen worden ist. Aber bei der hochgradigen 
Undurchsichtigkeit der Metalle liegt der Schwerpunkt der Metalloptik in dem 
Studium des reflektierten Lichtes, das, wenn das einfallende Licht geradlinig 
polarisiert ist, im allgemeinen elliptisch polarisiert ist, also in der Feststellung der 
Lage und des Achsenverhiltnisses der Ellipse, im besonderen in der Feststellung 
des Haupteinfallswinkels J und des Hauptazimutes Y% In der vorliegenden 
Darstellung sind in den Ziff.54 und 55 die Formeln fiir die Reflexion in 
einem isolierenden an einem leitenden, also absorbierenden Mittel auf der Grund- 
lage entwickelt worden, da die in das absorbierende Mittel bei schiefem Einfall 
eindringende Welle inhomogen ist und daher die fiir die inhomogenen Wellen in 
Ziff. 47 entwickelten Gleichungen auf sie angewandt werden miissen. Aus den in 
Ziff. 50 aufgestellten Grenzbedingungen ergaben sich die Werte von R,, Ry, 0;s 
und 0,,. Man hatte sie in die Formeln der Ziff. 58 einzusetzen, um die Formeln 
fir die Beschaffenheit des reflektierten Lichtes bei beliebigem Einfallswinkel und 
beliebigem Azimut des einfallenden Lichtes zu gewinnen. Diese Formeln sind 
auBerordentlich verwickelt und uniibersichtlich, wie die langwierigen Rechnungen 
bei KETTELER zeigen, der sie zuerst in seiner Theoret. Optik auf dieser Grund- 
lage entwickelt hat. Auch die Besonderheiten, die der Grenzfall x, = 1 in bezug auf 
die Reflexion aufweist, lassen sich besser auf dem in den folgenden Abschnitten be- 
handelten Wege ableiten und sollen deswegen erst in Ziff. 81 besprochen werden. 

Der ubliche Weg, zu Formeln fiir die Metallreflexion zu gelangen, wie ihn 
z. B. DRUDE in seinem Lehrbuch oder ausfiithrlicher in Winkelmanns Handbuch?) 
und W. WIeEN*) in der Enzyklopadie d. Math. Wiss. befolgt hat, ist zwar physi- 
kalisch weniger durchsichtig und anschaulich, aber rechnerisch wesentlich ein- 
facher. Er beruht darauf, daB man die Vorstellung von der zeitlichen Abhangig- 
keit der GréBen © und § schon von vornherein in die Grundgleichungen einfithrt. 
Stellt man, wie es im Vorstehenden immer geschehen ist, diese Abhangigkeit 
durch die Zeitfunktion e'?* dar, so ist 


~ = ip oder (es ay 


p ot’ i 
und die Grundgleichungen lassen sich in der Form schreiben, 
o€ (ab) e 
Y—— == CLOt S) ua = —crot€, 
ct : ‘ot 
wenn ; 
é =& —12017 
*) M. Vorke, Diss. Breslau. Ann. d. Phys. (4) Bd. 31, S. 609. 1910. 
2 


) Winkelmanns Handbuch der Physik, 2. Aufl. Bd! Vi, S. 1297. 
3) Enzyklop. d. Math. Wiss. Bd. V 3, S. 138. 
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gesetzt wird. Die Grundgleichungen (1) und (3) bzw. (69) und ebenso die Grenz- 
bedingungen (101) bis (106) haben dann die Form, die sie fiir isolierende Mittel 
besitzen, mit dem einzigen Unterschied, da an Stelle der reellen GréBe ¢, deren 
physikalische Bedeutung die Dielektrizitatskonstante ist, der komplexe Aus- 
druck e’ tritt. Man rechnet nun mit dieser komplexen Gréfe so, wie mit dem 
reellen ¢, und tbertragt alle Lésungen, die man fiir Isolatoren gefunden hat, 
auf die Metalloptik, indem man in ihnen ¢ durch ¢’ ersetzt. Man legt also ein 
Brechungsgesetz 


sin? 
——_ = 
siny 
zugrunde, in dem 
, 
E € Fy ~20T 

ne — — a 

ey &) &y 


, 


ist. Setzt man andererseits ”’= m9 (1 — 7x), so ist: 


mz (4 — xg) = Nx =. 
1 Sl 
Der Vergleich mit den Formeln (75) zeigt, wenn noch zur Vereinfachung w fiir 
beide Mittel = 1 angenommen wird, daf m) und x, den Brechungsexponenten 
der beiden Mittel gegeneinander, d.h. das Verhaltnis der Lichtgeschwindigkeiten 
in ihnen und den Absorptionsindex des zweiten Mittels, beides fiir homogene 
Wellen, bedeuten. 

Wenn man ferner R,/E, mit 0,, R,/E, mit @p, Q,/e; mit @ und 0,y — 6,, 
mit 4 bezeichnet, so ergeben die Grenzbedingungen die Gleichungen: 
0, eiars = — sin (t — 9’) tg (i — r’) fd — 098 (+7) 


coach (deol to ek = ) 
= sin (i + 7)’ 2 el tg(¢ +7)’ iF cos (4 — 7’) ’ BE 


die sich von den Gleichungen (123) fiir Isolatoren nur dadurch unterscheiden, 
daB yr in diesem Falle durch das komplexe Brechungsgesetz 


sinz sinz 


sin’ = (4 + 425) (152) 


/ 2 


n’ —— Mg(1 + #3) 
bestimmt ist, weshalb, um Irrttimer zu vermeiden, 7’ statt 7 geschrieben wird. 
Die Messungen der Metallreflexion laufen in der Hauptsache auf die Bestimmung 
der GréBen 0 und A hinaus, und zwar wird 0 meistens fiir den Sonderfall gemessen, 
da®B das einfallende Licht unter 45° zur Einfallsebene polarisiert, also E, = FE, 
ist. Dann ist g unmittelbar das Verhaltnis R,/R,, das sich nach Kompensation 
des Phasenunterschiedes aus dem Winkel wy ergibt, den die wiederhergestellte 
geradlinige Schwingung mit der Normale der Einfallsebene bildet. Einige For- 
scher haben auch auf photometrischem Wege die GréBen 07; und eo; bestimmt. 
Immer kommt es darauf an, fiir die gemessenen Gr6Ben, d. h. fir die unter dem 
Einfallswinkel i gemessenen Werte von 9 und A bzw. o; und ef, vermittelst der 
Gleichung : Log hg a, 

yop 1 ied tee (151) 


cos (t ‘ail 


bzw. der anderen obigen Gleichungen Beziehungen abzuleiten, die m) und x» 
aus diesen GréBen zu berechnen gestatten. Auch diese Beziehungen sind im 
allgemeinen verwickelter Art, und um zu Formeln zu gelangen, mit denen sich 
bequemer rechnen 1laBt, haben sich die verschiedenen Forscher verschiedener 
Substitutionen und meistens angenaherter Lésungen bedient. Eine ausfihrliche 
Behandlung und Vergleichung dieser Formeln hat O. WIENER’) gegeben von dem 


1) O. WreNER, Abhandlgn. d. Math.-phys. Kl. d. Sachs. Ges. d. Wiss. Bd. 3 0, S. 495 
bis 555. 1908. 


Handbuch der Physik. XX. 16 
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Gesichtspunkte aus, ,,eine Darstellung zu gewinnen, welche den stetigen Ver- 
lauf des genauen Zusammenhangs zwischen Konstanten und Hauptwinkeln 
modglichst einfach zu tibersehen gestattete, wenn man von den durchsichtigen 
Korpern tiber schwache zu den starken Absorptionen iibergeht, wie sie bei Me- 
tallen vorkommen“. Auf diese sehr eingehende Behandlung des ganzen Problems 
mége hier ausdriicklich hingewiesen werden. Eine einfachere und iibersicht- 
lichere Darstellung hat CHR. PFEIFFER in seiner Dissertation!) im AnschluB 
an die WIENERsche Darstellung gegeben. Die folgende Behandlung des Problems 
schlieBt sich im wesentlichen an den PFEIFFERschen Gedankengang an. 

76. Herleitung der allgemeinen Reflexionsformeln aus der Annahme eines 
komplexen Brechungsexponenten. Der Behandlung der FRESNELschen Formeln 
(151) wird das komplexe Brechungsgesetz 


sint Vn’? — sin?t 
cae ~~ 
S70 gre COS 4 (152) 


zugrunde gelegt. Zur Abkiirzung werden die Symbole 4 und 0 eingefithrt durch 
die Festsetzung?”) : 


n'cosr’ = Jn’? — sin?i = a—1b. (153) 
Dann. ist 
a — b= n2(1 — x) — sin®2, al = Hie; 
a? + DF = Vink (1 — x2) — sin?s2+ An) x2, 
also (154) 


WS ayn? — #2) — sin?4]® + 4ndx? + 02 (4 — x2) — sin®dl, 


Pie Ely ine (4 — x) — sin?1]® + 4n)x2 — ng (1 — x@) + sin? i]. 


Mit Hilfe dieser Symbole laBt sich die Abhangigkeit der Phasenunterschiede 
und der Intensitatsverhaltnisse des reflektierten Lichtes von den Konstanten 
my und x, und dem Ejinfallswinkel durch verhaltnismabig einfache und tber- 
sichtliche Formeln ausdriicken. Die Rechnung ergibt: 


2b cost 
tg ors an ee ie Caen” 
+ b? — cos?2 
9 a+ b% — 2acosz + cos*z 
0S — amas 5 
oi Gb" 224 cosa zn cos?7 ’ 
Pasiose 2b cost (a? + b? — sin?7) 
OTP a + B® — ns (4 + x2)? cos?s’ (155) 
: eM craton >) 
eee + 6% — 2acosi+ cos*z a? + b? — 2asini tg7 + sin? tg? 
<P a@ + 0% + 2acosi + cos’¢ a? + 6? + 2asini tg7 + sin®7 tga ’ 
D) 
eA = b sina tgz 
: sin?7 tg2¢ — (a? + Bb) ’ 
es a® + b? — 2asinitgi + sin*itg*z (a — sin tg7)* + 0? 
: a + b2? + 2asinitg? + sin27tg2z (a + sinz tg2)? + 82° 


Diese Formeln gehen fiir x) = 0 natiirlich in die FRESNELschen Formeln fiir 
nichtleitende Mittel iiber, fiir 7=0 in die Formeln der Ziff. 51, fiir senk- 
rechten Einfall. Es ist aber in Anbetracht der Gleichheit des ganzen Problems 
selbstverstandlich, daB sie iiberhaupt vollstandig mit den Formeln der Ziff. 54 
und $5 fiir 0,., 0;), 0, und 9, itbereinstimmen, wovon man sich uberzeugen kann 


1) CHR. PFEIFFER, Beitrage zur Kenntnis der Metallreflexion. Diss. GieBen 1912. 


*) PFEIFFER schreibt o und r. Um Verwechslungen zu vermeiden, mogen die PFEIFFER- 
schen Symbole durch a und b ersetzt werden. 
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durch Einsetzen der Symbole a und ¢ in die letzteren Formeln oder in die Grenz- 
bedingungen, aus denen sie abgeleitet wurden. 

Fir den mit dem Einfallswinkel veranderlichen Brechungsexponenten 1; 
ergeben sich aus Formel (125) durch Einsetzen von a und b die Beziehungen : 


nm; = a* + sin?s = b2? + n3(4 — x3). (156) 
Unter dem Reflexionsvermégen J) eines Metalles versteht man im allge- 
meinen das Verhaltnis der Intensitaét der bei senkrechtem Einfall zuriickgewor- 
fenen Strahlung zu der Intensitat der einfallenden Strahlung. Bezeichnet man 
dieses Verhaltnis fur einen behebigen Einfallswinkel mit J;, so ist 
R24 R 
A= Bree 


Ist das einfallende Licht unpolarisiert, so ist E} = E%, und 
+0,  e ; 
eae ae 0) 5 
2 : ; F 1 
a + 0* — 2a cost + cos? a® + 6% + sin?7 tg?7z Mo?) 
~ a? + b® + 2acosi + cos*i a? +b? + 2asinz tg? + sin? tg?z" | 
Fir senkrechten Einfall (1 = 0) ist 
@+P=nwit”@, a@—-BP=nii-x), also @=nt, B= nex, 


und die Formel fiir das Reflexionsvermégen geht ber in die Formel (407) 


Ye (1o ms 2 hi + 15 x5 
0 (tg + 1)? + 13 x3 


der Ziff. 51. 
Die partielle Polarisation des reflektierten Lichtes ist allgemein gegeben 
{s. Ziff. 61, Gl. (132) durch R?— R? 


(PP). = ae 


ist also im vorliegenden Falle 
Pn Sari ee 2a sini tgt 
a a 1+?  a®+ b? + sin?7 tg?z° (158) 
Da fiir x, = 0, a? = nz — sin?1, 6? = O ist, wird fiir ein isolierendes Mittel der 
Ausdruck der partiellen Polarisation 


2 
2 


2\n? — sin*7- sinztgz 
ih = nz — sin?i Wers7 et; ; 
Die Bedingung vollstandiger Polarisation, (PP), = 1 fithrt unmittelbar auf das 
BrREwsTERsche Gesetz: ny, = tgt. 

Die Einfiihrung der Symbole a und hat vor allem den Vorteil, fiir die der 
Beobachtung unmittelbar zuganglichen GréBen einfache und iibersichtlche For- 
meln zu ergeben, die die Abhangigkeit dieser GréBen von my und x, darstellen. 

77. Berechnung von ny und z) aus 4A, 9 und i. Um die charakteristischen 
Konstanten eines Metalls m) und x) aus den Beobachtungen der Reflexion, also 
vor allem aus den unter dem Einfallswinkel 1 gemesssenen GréBen A und @ bzw. 
w berechnen zu kénnen, miissen die Grundgleichungen nach my und x, aufgelést 

* werden. Aus den Gleichungen des vorigen Abschnitts erhalt man 


ne = 4[V(@ — B + sin?i)? + 402? + a — 2 + sin?i], | 


} 


2 V( 


— 6? + sin?7)? + 4a2b? — (a* — b? 4+ sin*?) (159) 
xo == = ~ — oe = 


az 
\ (a? — b? + sin? i)? 4 4a2b? + a® — b? + sin®z 
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Gleichungen, die man auch in der Form schreiben kann’): 
B yA? + B?— A 

VA? + B24 A B 

Die Gré8en a und 0 lassen sich aus7, J und yw berechnen, indem man nach (151 a) 

den Ausdruck 1 — tgpetd 
4+ 1+ tgpei A 

bildet, und daraus unter Beriicksichtigung des komplexen Brechungsgesetzes 

fiir n’cos’ = a — ib die Gleichung ableitet: 


m= [42+ B+ A],  %= 


= tei«to7 


cos2y +72sinAsin2y 
1 — cosAsin2y 


a —tb = sini tg? 


Daraus ergibt sich: 
sini tgi cos2y - sinz tgz sin A sin2y (160) 


: 0 - 
1—cosAsin2y’ 1 — cosAsin2y 


Diese Werte sind in die Gleichungen fiir m) und x, einzusetzen. Allein fiir die 
Berechnung sind wesentlich bequemer Substitutionen, die sich der Kreisfunk- 
tionen bedienen. Zu diesem Zwecke gehen wir mit PFEIFFER von den vollstan- 
digen Formeln fiir m§(1 — ~@) und n§(1 + %}) aus: 


eee 1— cos27 cos A sin2y 2 sin?7 sin? A sin?2y 
2 ee 14 — cosAsin2y (1— cos27 cos A sin2y) (1— cos Asin2y|’ 


nis(1 + 25) = tga 


und setzen hierin 


Piss cos21 cos4 sin2y / 4sin27cos?7 sin? A sin? 2y 
—cos A sin2y | (1 — cos2i cos 4 sin2y)? 


sin 27 sin J sin 2 


= Sh Dy 
1 — cos27 cos A sin2y ae 
sinz sind sin2y er 
—— See SS —s =sinp, (161) 
)(14 — cos27 cos4 sin2y) (1 — cos/ sin2y) 
1 — cos27 cos 4 sin2y Pp 


1 — cosd sin2y 
wobei zwischen diesen drei Gréf8en noch die Beziehung besteht: 
2cost sinf6 = fsin2«. 


Dann ist ni (1 — x6) = f? tg2z cos2f, 


ne (1 + x)) = f2 tg27 cos2a , 
ny = f? tg27cos(B + a) cos(f — a), 
nxo = f2 tg27 sin(B + x) sin(B — «), 
my = tg (6 + &) tg(B — a). 
Fur den Haupteinfallswinkel /, fiir den 4 = = ist und y= Fi n=a0 
fp =f gesetzt werden mége, ist é 


daher: 


(162) 


sin2a = sin2J sin2¥, | 
sin =sinJsin2¥, } (163) 
je =1. 


Damit gehen die obigen allgemeinen Formeln in die von WIENER in seiner 
nannten Arbeit aufgestellten Gleichungen (14), (15), (20a) und (21a) 


ge- 
uber. 


a Se R. W. and R: C. Duncan, Phys. Rev. (2) Bd. 1, S. 300. 1913. 
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Einer anderen Substitution hat sich Drupe bedient!). Sie laBt sich unter 
Beriicksichtigung des hier gewahlten Vorzeichens in der Form schreiben: 


1+ tgwy-et ; 
1 — tgp etd 
Dann sind 4 und y bestimmt durch P und Q mittels der Gleichungen 


tgd = sinQtg2P, cos2y = cos Qsin2P. (164) 


-=tgPe-i?, 


Andererseits hangen P und Q von w und 4 ab in der Form: 


1 + cosd sin2y 


tgP = | ee ae ae oder cos2P = —cosJ4 sin2y, (165) 
tg Q =—sin4d-tg2y. 


Die Beziehungen von P und Q zu den GréBen a und b haben die Form 


on = ja + BP - 8 
oe = sini tg? ’ tgQ= we 
oder wenn man noch mit DRUDE Gg —— pS? setzt:? 
ee ee Seite ae ee So cos2, 240 = S*sin 208 . (166) 


Durch Einsetzen der Werte von a und 2 erhalt man schlieBlich die Abhangigkeit 
der GréBen P und Q von m,, %) und 7 in den von DRUDE aufgestellten Formeln: 


V2 (1 — 22) — sin®z]? + 4 nix? 2n? x4 
hope et eer Fe te20 = = 167 
a sini tgi : 820 n2(1 — 2) — sin*? ee 


und fiir die vollstandigen Werte von vm, und x, die Formeln: 


ty = 4] Si poe ear ee i)? + S4sin?20 + S? cos2Q + sin? il, 


Ps _V (S? cos2Q + sin?2)?2 + S4sin?2Q — S*cos2Q — sin®7 (168) 


“U 


V(S%cos20 + sin?i)? + S#sin?20 + S*cos2Q + sin?z 


78. Berechnung von ny und %) aus Se erate und Haupt- 
azimut. Fiir den Haupteinfallswinkel ist nach (160) 


a=sin J tgJcos2¥, b=-—sinJtgJsin2¥, tgP=1, S=sin/tg/, tgQ@=—tg2v. 


Daraus ergibt sich als Bestimmungsgleichung fiir den Haupteinfallswinkel eine 
Gleichung 4. Grades in tg*/. DrubE schreibt sie folgendermaBen : 


sin J tg* J = mi(1 + x2) — 2ne(1 — x@) sin? J + sin* /. (169 a) 

Als Gleichung in tg?/ lautet sie: ; 
te8 J — [mi (4 + 2)? — 2n2(1 — x2) + 1] tg* J —2[02(14 +3)? —n5(1 — x2) | tg? J 
—ni(i + +3) =0. | 


(169b) 


Ermittelt man experimentell den Haupteinfallswinkel und miBt unter diesem 
Winkel das Azimut der wiederhergestellten geradlinigen Polarisation YW, so lassen 
sich 7) und x, aus diesen beiden Daten berechnen durch die Gleichungen 

1 = hte — 2sin2/ sin?2¥ + 1 — sin?2 ] sin? 27, | 
V1 — sin?2 J sin?2v— (1 — 2sin* J sin? 27) | 
1 — sin?2 Jsin?2¥+ 1 — 2sin?J sin? 2¥ 


iy = 


1) P. DRupDE, Wied. Ann. Bd. 35, S. 520. 1888. 
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79. Unterschied des Haupteinfallswinkels und des Winkels des kleinsten 
reflektierten Azimuts. Bei den durchsichtigen Mitteln ist der Polarisations- 
winkel zugleich der Winkel des Phasensprungs der £-Komponente von 0 ZU 7. 
In Parallele dazu hat Brewster den Satz ausgesprochen, daB der Hauptein- 
fallswinkel zugleich derjenige Winkel sei, fiir den das Verhaltnis R,/R, ein 
Minimum erreiche. DrupE hat aber den Nachweis gefiihrt, daB dies nicht der 
Fall ist. Er bildet den Ausdruck fiir Ow/éi und findet, da8 er fiir den Haupt- 
einfallswinkel den Wert sin4¥-ctg?/J, also einen positiven Wert hat!). Eine 
andere Ableitung hat W. Voict gegeben?). Er bemerkt dazu, daB die Abwei- 
chung der beiden Winkel recht betrachtlich sein kann. 

80. Ndherungsformeln fiir die Metallreflexion. Die Unhandlichkeit der 
strengen Formeln, wie sie in den voraufgehenden Abschnitten entwickelt worden 
sind, ist Veranlassung gewesen, nach Abkiirzungen der Formeln zu suchen, die 
in. ausreichender eres den Verlauf der Retlexionserscheinungen darzu- 
stellen und my) und x, aus den Beobachtungen in einfacherer Weise und doch 
mit geniigender Genauigkeit zu berechnen gestatten wiirden. Die wichtigsten 
dieser abgekiirzten Formeln sollen im folgenden behandelt werden. 

4. Die CaucHysche Nadherung. Wenn in den Formeln (154) fiir 
und %, die GréBe sin?i vernachlassigt wird, so gehen sie in die Formeln uber: 


a? — 5? = n2(1 — x2), a@t Ph = ne(1+ x), C= Np, O =a ty 
woraus sich durch Benutzung von (160) ergibt 


sin? tg4 cos2y_ : - 
he ; %y = —sindAtg2y We: 
OF 1 = Coc tsin2 : Sa ( ) 


oder in der DrupeEschen Schreibweise : 
No =o COs @), Lg eat Oa 
Diese Formeln gehen fiir den Haupteinfallswinkel iiber in die Form?) 
4 = si [ite [cose Lf a (172) 
Sie entsprechen einer Vernachlassigung von 


[26 (4 — ~§) — sin?2] sin?2 


ni(d + x2)? 


oder nach WIENER von ar gegen 1. Es ist leicht ersichtlich, daB die durch 
die Formel (171) fiir 7, ausgedriickte Annaherung um so schlechter stimmt, je 
kleiner x, ist; denn fiir x=0, dh. fiir ein durchsichtiges Mittel, wird nach (172) 
auch % = 0 und m) = sinJtg J, wahrend der Ausdruck fiir m) in diesem Falle in 
das BrEewsteErRsche Gesetz my = tes iibergehen mite. Fir J = 68° wiirde der 
Fehler nach WiENER 0,18 oder 7; % betragen. Fir gréBere al wird er geringer. 
Da nach den strengen Formeln n?%) = a- b= —sin?/- tg?2/- sin 2¥ cos2¥ ist, So 
gibt bei der gew ahltcn Abkiirzung das Produkt nj, die richtigen Werte. Daher 
mu x, in nes obigen Formel um so viel zu groB ausfallen, wie n> jzu klein 
ausfallt. 

Diese Annaherung laBt die Veranderlichkeit des Brechungsexponenten mit 
dem Einfallswinkel unberiicksichtigt. Die Gleichung fiir den Haupteinfalls- 


winkel reduziert sich auf 5 ’ 
Sin? | tee f(a ea) 
1) P. DRuDE, Wied. Ann. Bd. 32, S. 614. 1887. 


2) W. Voier, Ann. d. Phys. (4) Bd. 29, S. 957. 1909. 
’) Zuerst aufgestellt von Caucny, Pogg. Ann. Bd. 74, S. 545. 1849. 
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Der Ausdruck fiir das Reflexionsvermégen unter beliebigem Einfallswinkel 
nimmt die Form an 


co (my) — = cos?)® fc nix? nj (1 + x5) cos®z + sin*7 17 
t'™ (my + Cosi)? + nx? (ny cost + sin?z 1)? + n2x? cos?i’ (173) 


wobei der zweite Faktor = 1 gesetzt werden kann, solange sin?? gegen y+ cosi 
vernachlassigt werden kann. 
Der Ausdruck fiir die partielle Polarisation lautet: 


21g sint tes a 
eie= 22 (4 + x2) + sin?? tg?7 (174) 
und gibt unter dem Haupteinfallswinkel den Betrag: 1 Wa +2. 

2. Die BEER-DRupDEschen Naherungen. Eine wesentlich bessere Nahe- 
rung erhalt man, wenn man in der Formel fiir 7% in der DRupEschen Form [Glei- 
chung (168)] sintz/S* unter dem Wurzelzeichen vernachlassigt und in der Keihen- 
entwicklung fiir die Wurzel das Glied mit sin?7/S? beibehalt. Dann ist?) 


= ScosQ(1 + ses) = o= teQ(1 = ar): (175) 


Fur den Haupteinfallswinkel erhalt man daraus die zuerst von BEER aufgestellten 
Gleichungen?) 


— oot 2S a U ee te 7 
n, = sin J tg J cos2'¥(4 Tene 4, tg2P(1 mal (176) 
Um aber fiir eine Reihe von N Messungen unter verschiedenen Einfallswinkeln 


einen genauen Mittelwert zu berechnen, benutzt DRuDE die fiir beliebige 7 gel- 
tenden Formeln, indem er folgenden Ansatz macht?) : 


™ sini tgi tg P cos 4 > sin?7 
ewes gt tg P cos? te Se 
0 N \ 2S? N 


ae > sint se oe sin O (1 “1 D> sin ‘ | 

DRUDE weist zur Begriindung der von ihm eingefthrten Vernachlassigung 
darauf hin, daB die GroBe n?(1 + %?), wie er an einer Ubersicht tiber die Metalle, 
deren Konstanten W. VoictT Piancaenaectlit hat, beweist, fiir die Mehrzahl 
der Metalle einen grofen Wert hat. Er betragt fiir Bleiglanz 21,5 und fur die 
ubrigen Metalle — abgesehen von Kupfer, Blei und Wismut — mindestens die 
Halfte dieses Wertes. Die Vernachlassigung ae sint2/S* unter dem Wurzel- 
zeichen bedeutet eine Vernachlassigung von Te 
von den genauen Werten sind bei dieser Annaherung wesentlich kleiner als bei 
der Caucuyschen. Fiir x) = 0 ist my) zu groB, nach WIENER z. B. fir J = 68° 
um 0,008 oder um 0,3%. Mit wachsenden Werten von ¥Y nimmt der Fehler ab, 
wird = 0, dann negativ bis zu einem Maximum von etwa 0,007 und sinkt dann 
wieder bis 0 fir 2¥%= 90°. Da nzx, auch bei dieser Annaherung die streng 
richtigen Werte bis auf Glieder von der Ordnung 1/tg*/ liefert, so zeigt x») den 
entgegengesetzten Gang wie 1;. 


oF gegen 1. Die Abweichungen 


1) P. DrRubzE, Wied. Ann. Bd. 39, S. 507. 1890. 
2) A. BEER, Pogg. Ann. Bd. 92, S. 416. 1854. 
3) P, DruDE, Winkelmanns Handb. d. Phys. 2. PNivedly Metals Ok, sn sl stoe 
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Bei dieser Anndherung nehmen die iibrigen GréBen folgende Werte an’): 


ee - 
9 sin*72 5 Ba 5 é 
Fie et) 5 a gD 0 2 
=n — - b2 = nin sin22 
0 4 aie PP ? COCA) = 1 ale xo , 
2 
) 9 Xo : 9 
n? =n? sin24 
: pera een? 


Durch Einsetzen von a und 0 lassen sich auch hier Formeln fiir das Reflexions- 
vermégen und die partielle Polarisation ableiten, die allerdings in diesem Falle 
ziemlich umstandlich sind. 

3. Naherung fiir schwache Absorption. Wenn fiir x) = 0, ™ = tg/ 
sein soll, so liegt es nahe, statt der obigen Formeln als Naherung fiir schwache Ab- 


sorption zu setzen: ny = te J cos2¥ 
o> 4 S 


eine Formel, die fiir 2Y = 0 ebenso wie fiir 2Y% = 90° richtige, im tibrigen aber 
iiberall zu kleine Werte liefert, bis zu einem Maximalbetrage der Abweichung 
von 0,012. Soll ferner 12%, mit dem strengen Werte dieses Ausdrucks tiberein- 
stimmen, so mub 4» = sin? J te2¥ 


gesetzt werden. Als entsprechende Formeln fiir beliebige Einfallswinkel kénnte 


man ansetzen ; 
tg2z cos2w 


i a =. 
0 14—cosdAsin2y ’ 


Ho sin sin A te 2p. (180) 


WIENER leitet aus graphischen Betrachtungen fiir den Fall schwach absor- 
bierender Korper die anderen Formeln ab: 


Ny — te /(cos2¥ + 20st] sin?) — te (4 -— 2sin?¥ sin? / (4: cos? /)| | (481) 
Ny == te) sin? fsin 2 | 


mit der Annaherung: klein gegen 1. Die Abweichung von m) von dem 


1 
2 te] 
strengen Werte erreicht bei dieser Formel erst bei etwa 2Y% = 32° den Betrag 
von 0,001. 
PFEIFFER gewinnt die Naherung fiir schwache Absorption, indem er den 
Ausdruck fiir S? = a* + 6? in der Form 


Vuk (4 + #2) — sin?7)? + 4n2x2 sin27 
ansetzt und das letzte Ghed unter der Klammer fortlaBt, also 
a= + 2 = ni(1 + x) — sin?2 
setzt unter Vernachlassigung von 
; 2ngxssin?e 
[m2 (1 + x2) — sin?7]? 


Se cenml 


Dann ist ‘ 5 hes : 2.9 
C= Hy; S077, DPN 


und man erhalt die Formeln 


i teent Vsin?2 cos?2y + cos? (1 — cos 4 sin2y)? 
os 1 — cosAsin2y 


? 


(182) 


sinz sin A - sin2y 


OF — - ——— 
0 [imran pie 6 * s 9 
) sin®z cos?2y + cos?z(1 — cosd-+sin2y)? ’ 


1) W. v. ULJANIN hat sich dieser Formeln bedient; der von ihm benutzte Ausdruck 
M -N ist gleich a* + b? in der obigen Annaherung. Phys. ZS. Bd. 11, S. 785. 1910. 
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die fir den Haupteinfallswinkel iibergehen in 
Ny = tgJy1 — sin?/ sin?2Y¥, % = — ee cole (183) 
: V1 — sin? / sin? 2 

oder fiir kleine Werte von Y in: 


Ny = tg J (1 — 2sin®J sin? Y cos? VW) , % = sinJsin2¥(1 + 2sin?/ sin? ¥ cos?) . 


Die Einftthrung dieser Werte in die gegen 1 vernachlissigte GréBe zeigt, daB die 


Formeln darauf beruhen, daB ee gegen 1 vernachlassigt wird. Bei dieser 


te*J 
Annaherung verschwindet, wie es bei der angenommenen Kleinheit von x, 


selbstverstandlich ist, die Abhangigkeit des Brechungsexponenten vom Ein- 
fallswinkel, 7; ist =, und fiir den Haupteinfallswinkel ergibt sich die Gleichung 


tg?J = m(1 + x), (184) 
die fiir x) = 0 in das BREWsTERsche Gesetz tibergeht. Das Reflexionsvermégen 
fiir beliebigen Einfallswinkel ist gegeben durch 


[cost — Vn? — sin?z]” + n2x? ne (d -— 23) — 127 cos27 
if = = = ym —- iM Ae EOS 2 oA 3) 8 ’ (185) 


[cost + Yn? — sin?7]* + n2?x2 (sind tgi + yn? — sin?i)” + n2x2 


eine Gleichung, die fiir x, = 0 in die aus den FRESNELschen Formeln fiir Isolatoren 
folgende Gleichung 


sin? (t — r) cos? (¢ + 7) 
sin? (7 + 7) ( cos? (z — | 


(186) 


iibergeht. Die partielle Polarisation ist gegeben durch 


2yn? — sin®i sini tg 
(PP). = cas =te27 ore 
- f g?1 cos 21 


(187) 


Die Formel geht fiir den Haupteinfallswinkel in die Gleichung tiber: 


yn? — sin? J 99 
sinf tg] ’ Mee 


die fiir (PP), den Wert 1 ergibt, wenn x, = 0 ist. 

4. Naherung fiir kleine Werte von m . Da die Erfahrung gelehrt hat, 
daB unter den Metallen einzelne durch sehr kleine Werte von mp ausgezeichnet 
sind, mégen auch noch diejenigen Naherungsformeln angefiihrt werden, die 
man fiir diesen Fall aus den allgemeinen Formeln entwickeln kann. Man kann 
zu diesem Zwecke S? = a? + 5? in der Form schreiben 


(PP), = 


ying(4 + #2) + sin21]2 — 4n? sin?1 
und wieder das letzte Glied unter dem Wurzelzeichen vernachlassigen, also 
a? + 52? = n2(1 + x) + sin’s 
setzen unter Vernachlassigung von 


2n? sin*t 


al gegen 1. 
[m2 (4 + #3) + sin®2}? 
Dann ist : iy eo 
a= nN, b2 = nex + sins. 
sini tgz cos2y sin? isin? 4 sin® 2y — cos?i(1—cos 4 sin? w)? (189) 
0" 1—cosdsin2y’ i a sini cos2p : 


und fiir den Haupteinfallswinkel 


: ysin? J sin?2¥% — cos? ehh 
NM, = sin tg J cos2¥, C= aoe eae (190) 
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Aus dem Ausdruck fiir die Vernachlassigung geht hervor, dab diese Formeln 
gelten, wenn 272 selbst klein gegen 1 ist. In diesem Falle ist 7 =m + sin*?. 
Die Gleichung fir den Haupteinfallswinkel lautet: 


sin? J tg? J — sin? J = ng (1 + x6). (191) 
Das Reflexionsvermégen ist gegeben durch 


2 


J m2 (1 + 22) + 1 — 2m, cos? n2 (1 + #2) + tg?2 
p= No i 


+ 2 (4+ x2) +41+2n, cosa n? (1+ x2) + tg?z + 2m) sinz tgt 


(192) 


Ist m) sehr klein gegen x), so ist das Reflexionsvermégen unter allen Winkeln 
sehr groB und nahe = 1. Die partielle Polarisation ist gegeben durch 


2ny sini tg7 
D a a oA 49 
(L F Nn (4 alle 22) ae tg*7 ( 93) 
und geht fiir den Haupteinfallswinkel in den Wert cos2¥ iber. 
5. Die parabolische Naherung von WIENER WIENER hat aus 
graphischen Betrachtungen noch folgende Annaherungstormel abgeleitet: 


Ne = te*F..cos?2 4 4- cos? J isin? 2 Y’cos? 2" | 
und (194) 


“He = — tg? ]-cos2/-sin?2¥ + cos? /sin?2¥ cos?2¥. | 


Formeln, die fiir 2Y% = 0° und = 90° und in der Nahe von 2¥ = 45° streng 
richtig sind und zwischen 0 und 45° zu groBe, zwischen 45° und 90° zu kleine 
Werte ergeben. 

6.NaherungsformelnftirdenHaupteinfallswinkel. Die Formen, 
die die Bestimmungsgleichung fiir den Haupteinfallswinkel unter den verschie- 
denen Naherungen annimmt, sind im obigen bereits angefihrt. PFEIFFER hat 
noch eine besondere Formel fiir J abgeleitet von der Uberlegung aus, daB J stets 
bedeutend gr6éBer ist als 45 ° und daher bei der Abktirzung der Formeln der Fehler 
geringer ist, wenn man sin?/ = 1, als wenn man es = 0 setzt. Er kommt so 
zu der Formel 


tgJ = V1 + Vimeo (1 +) +1P — 405, (195) 
die fiir x)» = 0 in das BREwsTERsche Gesetz ubergeht. Sie bewahrt sich allgemein 
um so besser, je gréBer mz) und %, sind, wie PFEIFFER an Beobachtungen von 
DRUDE und LISCHNER nachweist. 

81. Die Metalloptik und die elektromagnetische Theorie. Die in den letzten 
Abschnitten entwickelten Formeln haben vielfache Anwendung zur Ermittlung 
der optischen Konstanten der Metalle aus Reflexionsbeobachtungen gefunden 
und haben sich dabei auch im ganzen gut bewdhrt. Es mégen aus der umfang- 
reichen Literatur nur namhaft gemacht werden die Arbeiten von Jamin, 
QUINCKE, HENNIG, DRUDE, W. VorctT, MrNnoR}). 

Aber die Bewahrung der Formeln zur Darstellung der Messungsergebnisse 
darf, wie schon oben betont worden ist, nicht als besondere Bestatigung der 
Grundlagen der elektromagnetischen Theorie aufgefaBt werden. Denn erstens 
sind Formeln dieser Art schon friiher auf dem Boden der elastischen Lichttheorien 


1) J. Jamin, Ann. de chim. et d. phys. (3) Bd.19, S.296. 1847; Bd. 22, $.311. 1848: 
Pogg. Ann. Bd. 74, S. 528. 1848; G. QurINcKE, ebenda Bd. 128, S. 541. 1866: R. HENNIG, 
Gott. Nachr, Bd. 13, S. 365. 1887; W. Voiet, Phys. ZS. Bd. 2, S. 303. 1901; P. Drups, 
Wied. Ann. Bd. 39, S. 481. 1890; Bd. 42, S. 186. 1891; Bd. 64, S. 159. 1898; R. S. Minor, 
Diss. Gétt. 1902; Ann. d. Phys. (4) Bd. 10, S. 581. 1903. Eine vollstandigere Zusammenstel- 
lung der Literatur hat DRuDE in Winkelmanns Handb. d. Phys. 2. Aufl. Bd. VI, S. 1305 ff. 
gegeben, ebenso eine Zusammenstellung der Werte von 7%, 2)x, J, Y und J; nach seinen 
Reflexionsbeobachtungen. 
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entwickelt worden, und zweitens entsprechen die aus den Beobachtungen ge- 
wonnenen Werte fiir x) durchaus nicht den Werten, die man nach der 
MAxwe ttschen Theorie erwarten sollte. Die Tabelle der 7) und yx auf S. 209 
zeigt auf das deutlichste, daB die Werte fiir %9 weit uber die 1 hinausgehen, 
wahrend sie nach der Theorie fiir sehr groBe Leitfaihigkeit 1 als Grenzwert haben 
muBten. 

Es ist in Ziff. 46 bereits auf das DrupeEsche Gesetz n? = ot hingewiesen 
worden, das in diesem Grenzfallé giiltig ist, und es ist gezeigt worden, wie sich 
dies Gesetz fiir elektrische Wellen und auch noch fiir die langwelligen Warme- 
strahlen nach den Messungen von HAGEN und RuBENs bewahrt hat. Es mégen 
hier noch einige andere Folgerungen fiir diesen Grenzfall entwickelt werden, 
auf die auch wohl Drupe zuerst in seiner Physik des Athers!) aufmerksam ge- 
macht hat. Ist namlich or so groB, daB x, = 1, m2 = ot gesetzt werden kann, 
so ist in den Formeln (155) in erster Annaherung a = } = ny zu setzen und man 
erhalt fir die Phasendifferenz 1 der p- und der s-Komponente die angenadherte 
Gleichung: 2my sin?7 cos? 


tg4 = — ss 
8 sin4z — 2n?cos?12 


(196) 


Sie zeigt, daB 4 mit wachsendem 7 von 0 iiber — = bis —z verlauft. Aber in- 


folge des groBen Wertes von %, liegt der Haupteinfallswinkel, fiir den 4 = 


wird, sehr nahe an 90°; denn er ist durch die Gleichung 


cos f = en ees ae ae (197) 
Noy2 /2o,t V26mC4 

in erster Annaherung bestimmt. Daraus ergibt sich z. B. fiir elektrische Wellen 
von 1 cm Wellenlange bei der Reflexion an Quecksilber (m7) = 548) der Wert von 
J = 89° 55,6’, also nur 4,4’ unterhalb des streifenden Einfalls. Das Gebiet 
der Veranderlichkeit von A beschrankt sich also auf einen ganz schmalen Streifen 
von 9’ Breite in der unmittelbaren Nahe des streifenden Einfalls. Fir das ganze 
ubrige Reflexionsgebiet von 0° bis nahe zum streifenden Einfall tritt keinerlei 
Phasendifferenz der beiden Komponenten auf. Bei senkrechtem Einfall ist die 
reflektierte Schwingung der einfallenden genau 
entgegengesetzt und sie behalt diese Orientierung 
bei, wenn der Einfallswinkel wachst bis nahe zum 
streifenden Einfall, wie es die angenahert perspek- 
tivische Darstellung der Abb. 19 veranschaulicht. 
Dadurch erklaren sich die eigentiimlichen Be-  ¥}. 19 Reewoy at nahera 96° ist 
obachtungen LinpMANs, der fiir eine geradlinige 
elektrische Schwingung bei nahezu streifender Reflexion unter dem Azimut 
ao = 45° fand, daB der Empfangsapparat unter der gleichzeitigen Wirkung 
der direkten und der zuriickgeworfenen Strahlung gleiche Starke der Er- 
regung fiir das Azimut +45° und das Azimut —45° und die doppelte Er- 
regung anzeigte, wenn er in der Einfallsebene lag). Die gleichen Eigentum- 
lichkeiten mii®ten auch noch fiir die Reflexion derjenigen ultraroten Wellen 
bestehen, fiir die nach HAGEN und RuBens das Drupesche Gesetz n? = or 
noch Giiltigkeit hat. Doch liegt fiir diese der Haupteinfallswinkel schon um 
1,5° vom streifenden Einfall entfernt und die den LinpMaANnschen Beobach- 
tungen entsprechenden Erscheinungen wiirden sehr viel schwieriger wahrzu- 
nehmen sein*). 


1) P. DrupDE, Physik des Athers, 1. Aufl. S. 577. Stuttgart: F. Enke 1894. 
) P. F. Linpman, Ann. d. Phys. (4) Bd. 4S. 647. 1900: 
3) W. Konic, Ann. d. Phys. (4) Bd. 71, S. 65. 1923. 


w 
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Ebensowenig, wie die Werte der %) den Forderungen der MAxwetrschen 
Theorie entsprechen, ebensowenig steht die Abhangigkeit der optischen Kon- 
stanten von der Wellenlange mit der Theorie in Ubereinstimmung. Denn die 
Messungen fiir Licht von verschiedener Wellenlange, sowohl nach der Reflexions- 
methode*) wie nach der Methode der Ablenkung durch Prismen?) oder der Inter- 
ferenzen in diinnen Keilen3) haben gezeigt, daB die Dispersion der Metalle ganz 
verschieden ist. Bei Gold, Kupfer, Blei nimmt der Brechungsexponent mit 
abnehmender Wellenlange zu, bei den anderen Metallen dagegen ab. Der Theorie 
nach sollte nur das letztere der Fall sein. 

Diese Unstimmigkeiten finden auf dem Gebiet der Metalloptik ebenso wie 
auf dem der Optik der durchsichtigen Mittel ihre Lésung durch die Aufgabe der 
Vorstellung, die der MAxwe-tschen Theorie in der vorliegenden Fassung zugrunde 
liegt, der Vorstellung, die die Materie als ein Kontinuum behandelt. Die Dis- 
persion der durchsichtigen Mittel, im besonderen die Erscheinungen der ano- 
malen Dispersion, haben zu der Annahme gefiihrt, daB in den Molekilen Teilchen, 
Elektronen, vorhanden sind, die an bestimmte Ruhelagen gebunden sind und 
um diese mit bestimmten Eigenschwingungen zu schwingen vermodgen. In den 
Metallen miissen diese Vorstellungen, um der Leitfahigkeit Rechnung zu tragen, 
noch erweitert werden durch die Annahme von Leitungselektronen, die an keine 
Ruhelage gebunden sind, sondern durch den EinfluB elektrischer Krafte dauernd 
verschoben werden kénnen. Hinsichtlich des Ausbaues dieser Vorstellungen 
muB auf das Kapitel ,,Elektronentheorie‘’ verwiesen werden. 

82. Einflu8 von Oberflachenschichten auf Metallen. Bei der Behand- 
jung der durchsichtigen Mittel ist zur Sprache gekommen, da’ die FRESNELschen 
Reflexionsformeln nicht in aller Strenge giiltig sind. Man hat die von JAMIN 
und anderen beobachtete schwache Elliptizitat des reflektierten Lichtes auf 
den Einflu8 von Oberflachenschichten zuriickfithren kénnen. Es ist selbstver- 
standlich, daB die Frage der Wirkung solcher Oberflachenschichten auch bei den 
Reflexionsmessungen an Metallen eine groBe Rolle spielt. Wenn bei diesen die 
Theorie schon an reinen Flachen ein gewisses Ma von Elliptizitat als charakte- 
ristische Eigenschait des Metalles voraussieht, so ist es denkbar, dafS Ober- 
flachenschichten, die durch Polieren oder durch EinfluB des umgebenden Mittels 
entstehen kénnen, den Betrag der Elliptizitat zu verandern imstande waren, 
und es liegt nahe, die betrachtlichen Unterschiede, die die Reflexionsmessungen 
verschiedener Beobachter fiir die Konstanten der reinen Metalle ergeben, auf 
diesen EinfluB der Oberflachenbeschaffenheit zuriickzufiihren?). Eine eingehende 
Theorie der Oberflachenschichten auf Metallen unter Beriicksichtigung mehr- 
facher Reflexionen in ihnen hat HAuscHILp in seiner Dissertation gegeben‘). 

Aber die DrupEsche Vorstellung von der Struktur und Wirkungsweise der 
Oberflachenschichten ist von anderer Seite beanstandet worden, zunachst von 
LUMMER und seinen Schiilern. Es sei auf die Arbeit von KyNnast hingewiesen$), 
der den Einflu8 kiinstlich hergestellter Oberflachenschichten auf Glasflachen 
u ie Q. Toor, Phys. Rev. Bd. 31, S.1. 1910; J. T. Tater, ebenda Bd. 34H 9. 3214. 
1912; C. ZAKRZEwskKi, Krak. Anz. 1910, S.97; 1912, S. 843; W. CoBLENTZz, Phys. Rev. 
30, S. 645. 1910 
2 - SHEA, Wicd. Ann. Bd. 47, S. 177. loc PivAc ROSS Phivsy Révabds 339.540.4018, 
3) P. A. Ross, Phys. Rev. Bd. 33, S. 549. 1943. 
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*) R. Kynast, Diss. Breslau 1906; Ann. d. Phys. (4) Bd. 22, S. 726. 1907. 
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studierte, und auf die Arbeit von LUMMER und SorGE!), die den positiven Cha- 
rakter der Reflexion an der Flache eines Glasprismas durch einseitigen, parallel 
zur Flache wirkenden Druck in negativen Charakter verwandeln konnten, und 
an die Arbeit von M. VoLker, der den Einflu8 von Druckspannungen auf die 
elliptische Polarisation des total reflektierten Lichtes untersuchte, worauf bereits 
oben hingewiesen wurde (s. S. 240). 

Von Kynast wurde zuerst der Gedanke ausgesprochen, daB die Oberflachen- 
schicht eines Glaskérpers eine anisotrope Struktur haben kénne, indem ,,infolge 
der Anziehung der Oberflachenschicht durch die Molekularkrafte des Glases an 
jeder Stelle der Oberflachenschicht der Wert der Dielektrizitatskonstanten, 
genommen senkrecht zur Ausbreitungsebene der Schicht, verschieden von dem 
in dieser Ebene genommenen sei‘. Dieser Gedanke ist von H. SCHULZ weiter aus- 
gefihrt worden?) ; er hat unter Benutzung des NEUMANNschen Ansatzes fiir die 
kunstliche Doppelbrechung Formeln fir die Elliptizitat des reflektierten Lichtes 
entwickelt und sie mit den von Pockets’) an Bleiglaésern ermittelten Werten 
der Druckkonstanten quantitativ ausgewertet und einige interessante, mit der 
Erfahrung iibereinstimmende Folgerungen abgeleitet. 

Wahrend diese Theorie fiir K6érper gilt, die an und fiir sich eine isotrope 
Struktur besitzen, haben H. ScHuLz und H. HANEMANN fir die Metalle eine ganz 
andere Theorie entwickelt*), die sich unmittelbar auf das mikroskopische Bild 
der Metallstruktur als eines Gemenges anisotroper Gefiigeelemente stiitzt. Unter 
vereinfachenden Annahmen uber die Wirkung der einzelnen Elemente, iiber die 
Starke ihrer Anisotropie und uber ihre GréBe im Vergleich zur Wellenlange des 
Lichtes werden Formeln fiir 4 und w gewonnen, die denen von DRuDE fir den 
EinfluB etwaiger Oberflachenschichten ganz ahnlich sind. Die Verf. gelangen 
so zu der Auffassung, daB sich die DRupEschen Formeln ebensogut durch Ver- 
teilungsanisotropie wie durch Oberflachenschichten deuten lassen. 

Von diesem Standpunkte aus erscheinen die Ergebnisse der bisherigen 
Messungen der Metalloptik als Mittelwerte, denen natiirlich ein groBes praktisches 
Interesse zukommt. Aber die wissenschaftliche Metalloptik diirfte wohl unter 
dem Einflu8 der auBerordentlichen Entwicklung, in der sich zur Zeit die physi- 
kalische Erforschung der Metalle befindet, andere und neue Wege einschlagen. 
Denn wenn es heutzutage gelingt, die Metalle in Einzelkristallen zu ziichten, dann 
ist offenbar eine der Aufgaben, die sich unmittelbar daraus ergeben, die, die 
optischen Konstanten der Metalle an diesen natiirlichen Kristallflachen zu er- 
mitteln. Damit wird die Metalloptik in Zukunft ein Kapitel der Kristalloptik. 

Besondere Studien iiber die Wirkung der Oberflachenschichten an Metallen 
liegen noch vor von J. J. HAAK und R. StssinGcu, C. A. REESER und R. SISsINGH?). 


h) Lichtdruck. 


83. Die ponderomotorischen Wirkungen der Strahlung. Aus der elek- 
tromagnetischen Lichttheorie heraus ist von MAXWELL zum ersten Male der Ge- 
danke entwickelt worden, daB eine Strahlung auf einen Kérper, von dem sie 
zuriickgeworfen oder absorbiert wird, eine ponderomotorische Kraft, einen Druck, 
austiben miisse*). Dieser Gedanke ergab sich unmittelbar aus jener Grundvor- 


1) O. LummMER und K. Sorcz, Ann. d. Phys. (4) Bd. 31, S. 325. 1920. 
2) H. Scuurz, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 18, S. 384. 1924. 
) F Pocxets, Phys. ZS. Bd. 2, S. 693. 1601; Ann. d. Phys. (4) Bd. 7, 5S. 145. 1902; 
Bd: 44, °S) 654 1903. 
4) H. ScHuiz und H. Hanemann, ZS. f. Phys. Bd.16, S 200. 1923; Bd. 22, S. 222. 1924. 
5) J. J. Haak und R. Sissineu, Versl. d. K. Akad. v. Wet. Bd. 27, 5. 417. 1919; C. A. 
REESER und R. Sisstncu, Proc. Amsterdam Bd. 24, S. 108. 1921. 
8) J. C. MaxweELt, Lehrb. d. Elektr. u. d. Magn. Deutsche Ausg., Bd. II, S. 547. 1883. 
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stellung der ganzen Maxwettschen Elektrizitatslehre, die in den durch die Ge- 
setze von CoutomB und Bror-Savart ausgedriickten mechanischen Kraften 
nicht Fernkrafte, sondern Nahewirkungen erblickt, Wirkungen, die durch einen 
Zwangszustand des Zwischenmittels tibertragen wiirden. Dieser Zustand er- 
scheint in den statischen Feldern als eine Zugwirkung in Richtung der Kratt- 
linien und als ein Querdruck senkrecht zu ihnen. Hinsichtlich der verschiedenen 
Ansiatze, die fiir die GrdBe dieser Spannungen des elektrischen und des magne- 
tischen Feldes gemacht werden kénnen, kann auf die Darstellung verwiesen 
werden, die F. ZERNER im XII. Bande dieses Handb. unter Ziff. 37 und 44 ge- 
geben hat. Hier handelt es sich darum, den Gedanken dieser Spannungen auf 
den Vorgang in einer Lichtwelle zu tibertragen, in der man es ja auch mit elek- 
trischen und magnetischen Feldern, allerdings nicht mit statischen, sondern mit 
periodisch wechselnden, zu tun hat. Wir wollen die Betrachtung auf den Fall 
einer ebenen geradlinig polarisierten Welle beschranken, die in der Z-Achse 
fortschreitet, und deren elektrische Schwingung in der X-Richtung erfolgt, also 
auf den Fall, da8 nur ©, und , als Sinusfunktionen von (pt — gz) gegeben, 
die anderen Kraftkomponenten ,, ©,, ,, , dagegen = 0 sind. Unter diesen 
Umstanden sind die Schubspannungen #,,, Py2, by; usw. = 0, und nur die Nor- 
malspannungen pyz, pyy, pzz bestehen. Die GréBe dieser Spannungen wirde 
nach der ZERNERschen Ableitung (Bd. XII, S. 68, Formel (4)] betragen: 


Dee— ales 1 AG ~9 
Dig e, Pay eee bu Us 


8x 
und entsprechend fiir das magnetische Feld; nach dem 4lteren, und bei den 
Betrachtungen iiber den Lichtdruck meist benutzten Ansatze, der in den Glei- 


chungen (4a) auf 5. 69 des ZERNERschen Aufsatzes wiedergegeben ist'), wurden 
die Spannungswerte lauten: 


C2 = 7) Se 

Dae = op S; Puy a om Cc, Pee —- On Cc, 

bzw. Le rcs uw 9 Th rb) 
Poe = 3, Oy Pyy = + 35 Dy Pe — ee Dy 


Bedienen wir uns dieses letzteren Ansatzes, so heben sich die Spannungen f,, 
der beiden Felder auf, ebenso die Spannungen #,,, und es bleiben nur wbrig die 
Druckspannungen #,-., die sich summieren zu einer Druckkraft p-., die in Richtung 
der Wellennormale wirkt mit der GréBe 


p. = — z= (ee + WS), (198) 


d. h. mit einer GréBe, die durch die an der betreffenden Stelle bestehenden Feld- 
starken (Energie der Volumeinheit) gemessen wird. Diese Druckspannung wirkt 
nach beiden Richtungen mit gleicher Starke. Nimmt die Feldstarke nach einer 
Richtung hin ab, so besteht nach dieser Richtung hin ein Uberdruck, eine ein- 
seitig gerichtete Kraft. Da die Feldstarke in einer Welle in jedem Augenblicke 
raumlich nach dem sin?-Gesetze verteilt ist, so bestehen in jedem Augenblicke 
solche einseitig gerichteten Krafte in der Welle; aber sie schwanken beim Fort- 
schreiten der Welle an jeder Stelle zwischen gleichen + und —-Werten hin und 
her und sind im Mittel des ganzen Schwingungsvorganges = 0. Dagegen kénnen 
einseitig gerichtete Krafte auftreten, wenn die Welle durch die Grenzflache 
zweier verschiedener Mittel hindurchgeht, an deren beiden Seiten die Energie 
des Schwingungsfeldes infolge der Aufspaltung der Welle in einen zuriickgewor- 
fenen und einen durchgehenden Anteil verschiedene Werte besitzt. Um diese 


*) Siehe D. A. GotpHamMeER, Ann. d. Phys. (4), Bd. 4, S. 834. 1901; W. Wien, Enzyklop. 
d. math. Wiss. Bd. V 3, S. 181. 1909. : 
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Kraft wahrnehmen zu kénnen, mu’ das zweite Mittel ein frei beweglicher Kérper 
von endlichen Ausmafen sein, der auf den einwirkenden Druck der Strahlung 
mit einer Bewegung reagieren kann. Die Betrachtungen sollen auf eine Plan- 
platte beschrankt werden, auf die eine ebene Welle senkrecht auffillt; als erstes 
Mittel werde der leere Raum angenommen. 

Die Platte soll zunachst aus einem voéllig durchsichtigen Stoff vom Brechungs- 
exponenten » bestehen. Hat die einfallende Welle die Intensitaét J,, so hat die 
von der Platte zuriickgeworfene Welle unter Beriicksichtigung der vielfachen 
inneren Reflexionen nach Ziff. 64 die Intensitaét J, = a -J, und die hin- 
durchgehende Welle die Intensitat J, = ae J., wobei k den Reflexionskoeffi- 
zienten bedeutet, der fiir senkrechten Einfall nach (108) = ; os ‘ 
der Platte besteht ein Schwingungsfeld von einer Intensitat J;, die in allen 
Schichten der Platte gleich groB ist. Die,aus diesen Feldspannungen des Innern 
hervorgehenden Druckkrafte halten sich daher in der Platte vollkommen das 
Gleichgewicht. Als bewegende Kraft kommt also nur der Druck in Betracht, 
den die einfallende und die zuriickgeworfene Strahlung auf die Vorderflache in 
Richtung der Fortpflanzung der Welle ausiiben, und der in entgegengesetzter 
Richtung wirkende Druck der an der Hinterflache austretenden Strahlung, also 
eine Kraft, die proportional 7, + J, — Jq ist). Setzen wir die Welle, wie in 
Ziffer 14, in der Form an: 


©, = Asin(pt — qz), §, = Asin(pt — gz), 


so ist der augenblickliche Druck der Strahlung auf die Flacheneinheit nach 
obiger Gleichung zs Atsin®(pt —qz) und der zeitliche Mittelwert = 5-4. 


Setzt man diesen Ausdruck fur J, ein, so erhalt man als den auf die Flachen- 
einheit der durchsichtigen Platte wirkenden Gesamtdruck den Betrag 
4k? 2(n — 1)? (m — 1) 
ees tee carers 
Fir Glas mit » = 1,5 wiirde = 0,15 J, = 0,006 A?. 
Anders ist das Ergebnis, wenn das zweite Mittel die Strahlung absorbiert. 
Die Intensitat der austretenden Strahlung ist dann auf alle Falle kleiner als Ja; bei 
geniigender Dicke der Platte oder geniigend starker Absorption kann Jg—= 0 werden. 
Im Innern der Platte ist dann an der hinteren Flache die Intensitat /; und ent- 
sprechend die Spannung und der Druck ebenfalls kleiner als an der vorderen Flache, 
unter den angegebenen Umstinden iiberhaupt = 0. Aber den Druckkraften der 
Strahlung, die an der Vorderflache nach auBen wirken wiirden, wird auch in diesem 
Falle das Gleichgewicht gehalten durch die Druckkrafte, die infolge der Abnahme 
der Intensitat in Richtung dieser Abnahme wirken. Denn auf jede Schicht von 
der Dicke dz im Innern der Platte wirkt als Differenz der Spannungen /; und 
a J 
dz 
h 


gebende Druckkraft in der Platte ist — | if dz =([Jilo — Vila, wenn fh die 


ist. Im Innern 


A2, (199) 


n? + 4 


ay, : eles { . : eater 
Jit a dz ein Druck von der Grobe — dz und die ganze daraus sich er- 
2 


0 
Dicke der Platte bedeutet. Diese in Richtung des Fortschreitens der Welle 
wirkende Druckkraft ist aber genau gleich und entgegengerichtet der Kraft, 
die aus der Differenz der nach auBen wirkenden Drucke an den beiden Grenz- 
flachen, entsprechend den dort vorhandenen Intensitaten [J;], und [J;], hervor- 


1) D. A. GOLDHAMMER, l. c. 
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geht. Die inneren Druckkrafte halten sich also auch in diesem Falle das Gleich- 
gewicht, und als bewegende Kraft bleibt wieder nur der Druck = J, + J; — Ja 
iibrig, oder, wenn J, = 0 ist, nur die an der Vorderflache wirkende Feldenergie. 
Der Betrag der Druckkraft liegt in diesem Falle zwischen zwei leicht angebbaren 
Grenzen. Ist die Flache vollkommen schwarz, so ist auch J, = 0, und der Druck 
auf die Flacheneinheit hat den Wert 


p=h= iA. (200) 


Ist die Flache ein vollkommener Spiegel; der die ganze einfallende Strahlung 
zuruckwirft, so ist J, = J., und der Druck hat den Wert 


we 
p=2],=7- A’. (201) 


Man kann in diesem Falle den Vorgang insofern anders darstellen, als man 
die bei der Reflexion vor dem Spiegel entstehende stehende Welle in Betracht 
zieht. Nimmt man an, daB bei vollkommener Zurtickwerfung die elektrische Kraft 
in der Grenzebene mit Umkehrung ihrer Richtung zuriickgeworfen wird, so hat 
die stehende Welle in der Grenzebene einen Knoten der elektrischen und einen 
Bauch der magnetischen Kraft. Die Druckkrafte wiirden also fiir den elektrischen 
Anteil des ganzen Feldes = 0 sein; fiir den magnetischen Anteil aber ware die 
Amplitude = 2A zu setzen. Es ware also der augenblickliche Druckwert 
= = (9,)? und der zeitliche Mittelwert 

1 : d a 
1D ens) ares, 
wie oben. 

84. Andere Formen der Ableitung des Lichtdrucks. DRUDE hat in seinem 
Lehrbuch der Optik!) den Strahlungsdruck aus einer anderen physikalischen 
Uberlegung abgeleitet, nicht aus der Vorstellung der Feldspannungen heraus, 
sondern unter Anwendung der sog. ,,Linken-Hand-Regel®. Fallt die Lichtwelle 
auf die Oberflache eines KGrpers, so entstehen in ihm elektrische Stréme (Lei- 
tungs- oder Verschiebungsstréme oder beides); in unserem Beispiele wirden 
sie in der X-Richtung verlaufen und mégen in ihrer Starke durch 7, gekennzeich- 
net sein. Auf diese Stréme wiirde die gleichzeitig vorhandene, zu ihnen senk- 
rechte magnetische Kraft der Welle eine bewegende Kraft ausiiben, die sie in 
kichtung des Fortschreitens der Welle zu verschieben sucht. Die GréBe dieser 
Kraft ist w,7,¢d2, oder, wenn 7, in elektrostatischem Mae gemessen ist, 


1 Be 6 a6 : re : fe 
|, MDyJ2d%. Sie stellt die ponderomotorische Wirkung auf einen von der Licht- 


welle durchstrahlten Zylinder von der Grundflache 1 und der Héhe dz dar. Da 


nach den MAxwe ttschen Gleichungen Cae es gesetzt werden kann, 
SO ist, w= 1 sesetzt, dies Krait — — . dz. Fir einen Zylinder von der 
Hohe hi ist die ganze Kraft gegeben durch 
rags r i j 
— anf Ge 44 = gq Wile — gy (Oh 


O 
Ist am hinteren Ende des Zylinders die Intensitat der Welle auf 0 herabgesunken, 
so erscheint die den Zylinder bewegende Kraft als Druckkratt, die auf die Vorder- 


eae . . en iV fase ros : : 
flache wirkt mit der GréBe By ule: Ist der K6érper ein vollkommener Spiegel, 
OU pa 


1) S. 479 in der 3. Aufl. 
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so ist fir z=0 $,= 2Asinft, also die Druckkraft nach ihrem Momentanwerte 
ee sin?ff und nach ihrem zeitlichen Mittelwerte a - A*®, wie oben. 

Fallt die Strahlung schrég unter dem Einfallswinkel 7 auf die Fliche auf, 
so kann man die soeben durchgefiihrten Betrachtungen wieder auf die der Grenz- 
flache parallelen Schwingungskomponenten anwenden, Aber es bestehen in 
diesem Falle auch Komponenten, die auf der Grenzfliche senkrecht stehen. 
Von diesen kommt die Komponente der magnetischen Kraft, wenn man die 
Permeabilitat des Kérpers = 4 setzt, nicht in Betracht, Die Komponente der 
elektrischen Kraft dagegen bedingt in einem Kérper von vollkommener Leit- 
fahigkeit eine Oberflachenladung, die einerseits das elektrische Feld im Innern 
des Korpers aufhebt, andererseits durch das auBere Feld einem Zug nach auBen 
unterworfen ist, der sich von dem aus der magnetischen Einwirkung abgeleiteten 
Drucke der Strahlung abzieht. In dieser Form hat PLANcK den Strahlungsdruck 
auf einen vollkommenen Spiegel bei schiefem Einfall abgeleitet!), Um seinen 
Gedankengang kurz zu skizzieren, nehmen wir wieder die X Y-Ebene als Grenz- 
ebene, die Y Z-Ebene als Einfallsebene und bedienen uns der Bezeichnungen 
der Ziff.54 und 55. Den zur Grenzflache parallelen Se 9, und 


, entspricht fiir die Flacheneinheit eine Druckkraft § = reshon + $5] oder 
da 9, = 2E, sinO, §, = 2E,cosisin@ gesetzt werden ee 
Fm = x [E% + E? cos?7] sin?0. 


__ sin? a 


Be sin® @. 


Die Summe beider ergibt als Wert des momentanen Spanier 


Die Komponente ©, erzeugt eine elektrostatische Zugkraft }, = 


fe 55 00s*i [E3 + E?| sin?0, 
und als zeitlichen Mittelwert 
= 5 [E2 + E®] cos?¢, (202) 


Aber fiir den allgemeinen Fall eines KG6rpers, der nicht ein vollkommener 
Spiegel ist, wiirde diese DRupEsche Betrachtungsweise nicht mehr den gleichen 
Wert des Druckes ergeben, wie er oben aus der Spannungstheorie abgeleitet 
worden ist, sondern nur einen Teil dieses Betrages. Denn die DrupgEsche Ab- 
leitung beruht im letzten Grunde auf einer Umformung der MAxwettschen 
Gleichungen von einer ahnlichen Art, wie sie oben bei der Ableitung des Poyn- 
TINGschen Vektors angewandt worden ist, wie am einfachsten aus folgender Be- 
trachtung hervorgeht, die die Anwendung dieser Umformung auf unser hier 
immer behandeltes Beispiel beschrankt. Fiir diesen Fall, wo nur die GréBen 
©, und $, gegeben sind, lauten die MAxwettschen Gleichungen (2): 


0G, , 0, 
? - —t- 47 i lows = y 
ee re Oz 

OD, ae 06, 
ne Oz 


Multipliziert man die erste mit w$,dz, die zweite mit e€,dz und addiert sie, 
so erhalt man: 
1 
— 


c OfeGi + nH; 


0B, ral 
| MDy a2 rr Zerenat eG,dz = — 8a Oz GR 


1) M. PLancx, Vorlesungen tiber die Theorie der Warmestrahlung, S. 50ff. Leipzig: 
J. A. Barth 1906. 
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Hier entspricht die rechte Seite dem Ausdruck fiir den Strahlungsdruck, wie er 
im vorigen Abschnitt aus der Vorstellung der Feldspannungen abgeleitet wurde. 
Auf der linken Seite stellt das erste Glied die durch die Linke-Hand-Regel aus- 
gedriickte Kraftwirkung des magnetischen Feldes auf den elektrischen Strom dar. 
Dazu aber kommt das zweite Glied, das den inversen Effekt, die Kraftwirkung 
eines elektrischen Feldes auf einen magnetischen Strom darstellt, jene Kratit, 
die zuerst von H. Hertz?) aus der Reziprozitat der MAxwELischen Gleichungs- 
tripel geschlossen wurde, und die Porncaré als ,,HEeRTzsche Kraft‘’ bezeichnet 
hat2). Erst das Zusammenwirken dieser beiden Arten von Bewegungsantrieben 
ergibt als Strahlungsdruck denjenigen Betrag, der aus der Theorie der Feld- 
spannungen abgeleitet wird. 

Fallt das Licht unter dem Einfallswinkel 7 auf die Flache und hat die Ober- 
flache ein endliches Reflexionsvermégen 7, so iibt die Strahlung sowohl einen 
normalen Druck, wie einen tangentialen Schub aus; die normalen Krafte des 
einfallenden und des reflektierten Strahles wirken in gleicher Richtung und ad- 
dieren sich, die tangentialen Krafte wirken einander entgegen und subtrahieren 
sich. Daher hat der Normaldruck die GréBe 


(14 + 7)Wcos?1, 
der tangentiale Schub die GréBe 
(1 — v)Wcostsinz, 


wenn W die mittlere Energiedichte der einfallenden Welle bedeutet. Fur einen 
vollkommenen Spiegel ist y = 1 und die Schubkraft = 03). 

Mit der Erweiterung der Maxwettschen Theorie zur Elektronentheorie ist 
dann auch die elektromagnetische Begriindung des Lichtdruckes auf eine andere 
Grundlage gestellt worden. Es mu dariiber aut den Abschnitt Elektronentheorie 
verwiesen werden. 

Auf einem ganz anderen Wege hat gleichzeitig mit MAXWELL und durchaus 
unabhangig von ihm Bartorl den Gedanken des Strahlungsdruckes entwickelt‘*). 
Er geht von der Tatsache aus, daB in einem von Warme durchstrahlten Raume 
eine gewisse Energiemenge in Form von Warmestrahlung vorhanden ist, welche 
durch Verkleinerung des Raumes, wenn seine sich zusammenziehende Oberflache 
als spiegelnd angenommen wird, einem in dem Raume befindlichen, die Strah- 
lung absorbierenden Kérper zugefiihrt werden kann. Einen Vorgang dieser 
Art denkt sich BARTOLI so gestaltet, da8 durch ihn Warme von einem kalteren 
auf einen warmeren Ko6rper tibergeftihrt wird. Nach den Grundsitzen der Thermo- 
dynamik ist das nur méglich, wenn gleichzeitig Arbeit aufgewandt wird; diese 
Arbeit aber kénnte in dem vorliegenden Falle nur in der Uberwindung eines der 
Verkleinerung des Raumes entgegenwirkenden Druckes bestehen. Daraus 
schlheBt Barto. auf das Vorhandensein einer von der Strahlung auf die Wand 
ausgetibten Druckkraft, fiir die er bei vollkommen reflektierender Wand den 
doppelten Betrag der in der Raumeinheit enthaltenen Energie berechnet, also 
den gleichen Betrag, wie ihn MAXWELL aus seinen Uberlegungen erhalten hat. 
BoLTzMANN®) hat diesem Gedankengange BARTOLIs eine strengere Fassung ge- 
geben. Er hat den Vorgang zu einem umkehrbaren Kreisprozesse ausgebaut, 


1) Ho Eteriz, Wied: Ann: Bd) 23) S1 S45 18845"Ges. Werke Ball, Si205) 

2) H. Poincarsk, Electricité et Optique, 2. Aufl. S. 414. Paris: G. Carré et C. Naup, 1901. 
8) Hinsichtlich dieser und anderer Ableitungen mége noch ausdriicklich auf einen die 

altere Literatur iiber den Lichtdruck zusammenfassend darstellenden Aufsatz von F. HASEN- 

OHRL verwiesen werden, Jahrb. d. Radioakt. Bd. 2, S. 267. 1906. 

4) BarTOout, Sopra i movimenti prodotti dalla luce e dal calore, Firenze: Le Monnier 1876. 


5) L. BottzMann, Wied. Ann. Bd. 22, S. 31. 1884; Wiss. Abhandlgn. Bd. III, S. 110. 
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hat die Abhangigkeit der Strahlung von der Temperatur, zunachst als unbekannte 
Funktion (7) eingefithrt und hat folgenden Punkt in Barrorts Darstellung 
richtig gestellt: Der Druck, der bei dem Barro.ischen Prozesse wirksam ist, 
ist nicht der Druck allein der senkrecht auf die Flache fallenden Strahlung, 
sondern der Gesamtdruck der von allen méglichen Richtungen auftreffenden 
Strahlen. Unter Beriicksichtigung dieses Umstandes erhalt BoLTzMann fiir den 
Strahlungsdruck als Funktion der Temperatur der die Strahlung aussendenden 
Korper den Ausdruck: 

4 
rR 
in dem J das thermische Arbeitsaéquivalent und q(T) die in der Zeiteinheit von 
der Flacheneinheit einer vollkommen schwarzen Flache ausgestrahlte Warme 
bedeuten. Einen bestimmten Wert erhalt dieser Ausdruck erst durch die Ein- 
fiihrung eines bestimmten Gesetzes fiir die Beziehung zwischen Strahlung und 
Temperatur, etwa des STEFANschen Strahlungsgesetzes p(T) = A T*, wodurch 


yp (T)adT 


Soh ee ac an 


— #(T) = 22) 
wird. In dieser Darstellung ist die ganze in der Raumeinheit in Form von Strah- 


lung enthaltene Energie E gegeben durch den Ausdruck oe 7 Also! 1st-der 
Strahlungsdruck £/3. Das entspricht dem Umstande, da die Strahlung hier 
als eine in vollkommen gleichmafiger Verteilung von und nach allen Richtungen 
verlaufende angesehen ist. Diesen ganz ungeordneten Zustand kann man sich 
auch, wie BOLTZMANN an anderer Stelle ausfithrt!), in der Form denken, daB die 
Strahlen nach drei zueinander senkrechten Richtungen gleichmabig verteilt sind, 
also ein Drittel der Strahlen senkrecht, zwei Drittel parallel zur Flache verlaufen. 
Dann erhalt man das MAxwettsche Resultat, daB der Druck der Strahlung 
gleich der in der Raumeinheit enthaltenen Energie der senkrecht auf die Flache 
fallenden Strahlung ist. 

Fiir Wellen in einem elastischen Mittel hat J. LARMor den Betrag des Strah- 
lungsdruckes durch einfachere Uberlegungen energetischer Art abgeleitet2). Von 
unmittelbarster Anschaulichkeit aber ist der Gedanke des Lichtdruckes in der 
Newrtonschen Emanationstheorie. Doch hat schon BOLTZMANN in der letzt- 
genannten Arbeit darauf hingewiesen, daB der nach dieser Theorie aus der StoB- 
kraft der Lichtpartikel berechnete Druck sich im Verhaltnis zur Energie der 
Strahlung doppelt so groB ergibt, als nach der MAxwettschen Theorie. Aus- 
fiihrlicher hat PLANCK diese Parallele behandelt*). Er zieht aus dem Ergebnis 
den SchluB, daB die GréBe des MAxwettschen Strahlungsdruckes nicht aus all- 
gemeinen energetischen Uberlegungen abgeleitet werden kann, sondern daf sie 
der elektromagnetischen Theorie eigentiimlich ist, daB daher alle Bestatigungen 
der Maxwe ttschen Strahlungsformel als Bestatigungen der elektromagnetischen 
Theorie iiberhaupt anzusehen sind. Das fiihrt nun schlieBlich zu der Frage, ob 
die MAxwettsche Formel durch Versuche bestatigt werden kann oder nicht. 


1) L. BottzMann, Wied. Ann. Bd. 22, S. 291. 1884; Wiss. Abhdlgn. Bd. III, S. 118- 

2) J. Larmor, Aether and Matter. Cambridge 1900. Zit. nach G. JAGER, Sitzungsber. 
d. Wien. Akad. (IIa) Bd. 124, S. 369. 1915. Doch ist die von JAGER an dieser Stelle versuchte 
Ubersetzung des LArmMorschen Gedankenganges aus dem Mechanischen in das Elektro- 
magnetische sicherlich nicht zulassig. 

8) M. PLANCK, Vorlesungen iiber die Theorie der Warmestrahlung. S. 57. Leipzig: J. A. 
Barth 1906. 
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85. Experimenteller Nachweis des Lichtdrucks. Die Druckkrafte des 
Lichtes sind ungeheuer klein. Die Formeln, wie sie oben aufgestellt worden sind, 
driicken den Lichtdruck durch die in der auffallenden Welle enthaltene Energie 
der Raumeinheit aus. Der Messung zuganglich ist die in der Zeiteinheit auf die 
Flacheneinheit des bestrahlten Kérpers auffallende Energiemenge. Wird diese 
mit E bezeichnet, so ist die Energie der Volumeinheit E/c. Also ist der Druck 
einer senkrecht auffallenden Strahlung fiir eine vollkommen schwarze Flache 
= E/c, fir eine vollkommen reflektierende Flache 2E/c. Fiir die Sonnenstrah- 
lung ist nach Lancrey E = 1,3 10® Erg/Sec fiir 1cm?; daher der Druck fir 
eine schwarze Flache 4 10-5 Dyn/cm? oder 0,4 mg-Gewicht auf 1m’, fur 
einen Spiegel 8 10-5 Dyn/cm? oder 0,8 mg-Gewicht auf 1m?*. Die Schwierig- 
keit, diese geringen Wirkungen nachzuweisen, liegt aber nicht blo8 in ihrer Klein- 
heit, sondern in noch hédherem MaBe in den durch die Erwarmung der bestrahlten 
Flache hervorgerufenen Kraften anderer Art, den von CRooKEs entdeckten 
radiometrischen Reaktionskraften und den durch Luftstrémungen erzeugten 
Wirkungen. Der erste Nachweis des Lichtdruckes unter Uberwindung dieser 
Schwierigkeiten ist LEBEDEW gelungen und nahezu gleichzeitig NIcHoLts und 
Hui. Hinsichtlich friiherer Versuche und der geschichtlichen Entwicklung 
des Gedankens des Lichtdruckes ttberhaupt kann auf die Darstellung verwiesen 
werden, die LEBEDEW in der Einleitung seiner Abhandlung gibt}). 

LEBEDEW hat bei seinen Versuchen die stérenden Krafte nach Méglichkeit 
heruntergedriickt, indem er die Bestrahlung der an einer empfindlichen Dreh- 
wage befestigten Flachen in einem hinreichend groBen GefaBe bei médglichst 
hohem Vakuum vornahm und als bestrahilte Koérper diinne Metallbleche ver- 
wandte, sowohl blanke als platinierte, die abwechselnd auf der einen und der 
anderen Seite bestrahlt wurden. Die Energie der vom Krater einer Gleichstrom- 
bogenlampe kommenden Strahlung wurde kalorimetrisch gemessen durch die 
Erwarmung eines Kupferblockes, auf dessen beruBte Flache — bei einem 
anderen Block war sie vergoldet und platiniert — die Strahlung auffiel. 
LEBEDEW fand tibereinstimmende Resultate fir Belichtung mit weiBem, rotem und 
blauem Licht. Er fa8t seine Resultate in der zweiten der unten genannten Ver6ffent- 
lichungen in folgender Tabelle zusammen, in der die Gré8e der Druckkraft auf 

eine vollkommen schwarze Flache mit 1 


GréBe des Lichtdruckes bezeichnet ist; das Reflexionsvermégen 
nach LEBEDEW. der benutzten Flachen wurde photo- 

Bestrahlter Kérper metrisch im weiBen Lichte bestimmt. 
= ; Damit war ohne Frage das Vorhanden- 
Bee ee ee ae ; 2 sein des Lichtdruckes und die Richtigkeit 
Aucinium eblane 1.9/1.8 der GroBenordnung seines nach der Max- 
Nickel, blank. . 1,4] 1,6 WeELlischen Formel berechneten Betrages 
Glimmer. . 0,1! —  bewiesen. Die Versuchsfehler betrugen 


aber immerhin noch bis zu 20%. Auch 
die ersten Versuche von NicHors und HULL?) ergaben noch keine scharfere 
Ubereinstimmung zwischen Theorie und Messung. In einer weiteren Arbeit?) 
aber haben diese Forscher die Genauigkeit der Messung so weit gesteigert, 
daB die Ergebnisse nunmehr auch als eine quantitative Bestatigung der Max- 
WELIschen Formel angesehen werden kénnen. Ihr Beobachtungsverfahren war 


1) P. LEBEDEw, Ann. d. Phys. (4) Bd. 6, S. 433. 1901; Jahrb. d. Radioakt. u. d. Elek- 
tronik Bd. 2, S. 305. 1906. 


) E F. Nicuors und G. F. Hutt, Science Bd. 14, S. 588. 1901; Phys. Rev. Bd. 13) 
1901. 
) E. FB. Nicnors undG. BY urn, Ann. id: Phys» (4) Bd, 425 'S.225) 1003. 
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anders als das von LEBEDEW. Sie benutzten nicht ein méglichst hohes Vakuum, 
sondern maBen bei einem Druck von etwa 16mm Hg, nachdem sie festgestellt 
hatten, daB die radiometrischen Krafte bei Drucken zwischen 20 und 11 mm 
ihr Vorzeichen wechselten. Sie wandten ferner, um die Wirkungen der Erwarmung 
herabzusetzen, eine ballistische Methode an, indem sie die Bestrahlung jedesmal 
nur 6 Sekunden lang einwirken leben. Sie benutzten endlich als bestrahlte 
Flachen einseitig versilberte Deckglaischen, die abwechselnd auf der Silber- und auf 
der Glasseite bestrahlt wurden. Die Strahlungsenergie wurde durch die Erwar- 
mung einer Silberplatte mit beruBter Flache ermittelt, deren Temperatur mit 
Thermoelementen gemessen wurde. Die Ergebnisse der Beobachtungen und der 
aus der Energie der Strahlung berechneten Druckwerte fiir die drei Falle der 
direkten Bestrahlung, der durch ein Rubinglas und der durch einen Glastrog 
mit 9mm dicker Wasserschicht gefilterten Strahlung enthalt folgende Tabelle. 
Auch diese Versuche zei- 

gen, daB der Strahlungsdruck GréBe des Lichtdruckes nach NicHors und 
nur von der Intensitaét der BE 


Strahlung und nicht von der | beob. 10-*Dyn. | ber. 10~§ Dyn. 


Wellenlange abhangt. 


‘ = Direkte Strahlung .| 7,01 -+0,02 | 7,05 40,03 
Nach diesen grundlegen- Rrotes Glas... . | 6,94 0,02 | 6,86 + 0,03 
den Versuchen von LEBEDEW Wasserschicht. . . 6,52+0,03 | 6,48 + 0,04 


und von NICHOLS und HULL 

hat zunachst PoyntinG den Strahlungsdruck bei schiefem Auffall der Strahlung 
auf eine absorbierende Flache gemessen. Dabei war der beruBte Fliigel senk- 
recht zum Arm der Drehwage befestigt, so daB nur die tangentiale Komponente 
des Druckes eine Drehung des Armes bewirkte. Er hat ferner die Druckkrdafte bei 
der Totalreflexion und bei der Brechung des Lichtes durch Prismen nachgewiesen}). 

In sehr origineller Weise hat AMERIO den Lichtdruck demonstriert?). Er 
1aBt eine geradlinig polarisierte Strahlung durch diinne Glasscheiben, die an den 
Enden einer im Vakuum befindlichen Drehwage befestigt sind, unter dem Polari- 
sationswinkel hindurchgehen. Schwingt der elektrische Vektor in der Einfalls- 
ebene, so wird die Strahlung nicht reflektiert, sondern geht mit dem vollen Be- 
trage durch die Platten hindurch; dann hebt sich der Druck der einfallenden und 
der austretenden Strahlung auf. Dreht man aber den polarisierenden Nicol um 
90°, so wird ein Teil der Strahlung reflektiert und ein entsprechender Lichtdruck 
kommt zur Wirkung. Dies Verfahren ist von Rossr weiter ausgebaut und zu 
verschiedenen Messungen tiber den Lichtdruck benutzt worden?). 

West hat den Lichtdruck an diinnen Metallfolien durch mikroskopische 
Beobachtung der Ablenkung gemessen‘). 

DaB der Lichtdruck, wenn ein Strahlenbiindel eine Glasplatte schief durch- 
setzt, ein Drehungsmoment auf die Platte ausiiben muB, weil die Angriffspunkte 
des Druckes nicht mehr in einer Linie liegen, hat zuerst GOLDHAMMER abgeleitet ®). 
Bartow hat die Theorie durch Versuche gepriift, indem er die Schwingungs- 
dauer einer drehbar aufgehaingten Glasplatte maB bei wirkender und bei abge- 
blendeter Strahlung, und befriedigende Ubereinstimmung gefunden‘). 

Aber an Stelle dieser direkten und doch immer sehr schwierigen Versuche 
zum Nachweis des Lichtdruckes kann man als zwar indirekten, aber viel strengeren 


1) J. Poyntinc, Phil. Mag. (6) Bd. 9, S. 169, 402. 1905. 

2) A. AMERIO, Nuovo Cim. (5) Bd. 18, S. 424. 1909. 

3) A. G. Rossi, Atti di Torino Bd. 48, S. 209; Nuovo Cim. (6) Bd. 6, S. 145. 1913. 
4) G. D. West, Proc. Phys. Soc. Bd. 25, 5. 324. 1913. 

5) D. A. GoLrpHAMMER, Ann. d. Phys. (4) Bd. 4, S. 834. 1901. 

8) G. Bartow, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 88, S. 100. 1913. 
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Nachweis alle diejenigen Versuche ansehen, welche die Giiltigkeit der Gesetze der 
schwarzen Strahlung, in erster Linie des STEFAN-BOLTZMANNschen Gesetzes 
iiber die Abhangigkeit der Gesamtstrahlung von der 4. Potenz der absoluten 
Temperatur erwiesen haben. Denn die theoretische Ableitung dieses Gesetzes 
beruht auf der Annahme, daB der Strahlungsdruck in der GréBe des durch die 
Maxwe ttsche Formel bestimmten Betrages vorhanden ist). In bezug auf diesen 
Punkt sei auf die Behandlung der Strahlungsgesetze in Kap. 5 dieses Bandes 
verwiesen, 

86. Anwendungen des Lichtdrucks auf kosmische Erscheinungen. Die Vor- 
stellung eines von der Lichtstrahlung ausgeiibten Druckes ist sehr viel alter 
als die MAxwettsche Theorie. Denn schon KEPLER und LONGOMONTANUS haben 
im 17. Jahrhundert die Bildung der Kometenschweife auf die abstoBende Kraft 
der Sonnenstrahlung zuriickgefiihrt, die aus der damals herrschenden Emanations- 
theorie des Lichtes ohne weiteres verstandlich war?), und die gleiche Anschauung 
hat im 18. Jahrhundert EuLER vertreten, allerdings nicht mehr von der Ema- 
nationstheorie, sondern von der Vorstellung aus, da das Licht aus einer longi- 
tudinalen Wellenbewegung bestehe. Nach der elektromagnetischen Begriindung 
des Lichtdrucks durch MAXWELL ist das Problem der forttreibenden Kraft, die 
der Strahlungsdruck auf kleine Korper auszutiben vermag, von FITZGERALD, 
LopcrE, LEBEDEW, ARRHENIUS, NICHOLS und HULi erértert und von SCHWARZ- 
SCHILD einer genaueren Berechnung fiir kleine Kugeln unter Beriicksichtigung 
der Beugung des Lichtes unterzogen worden*). Da die Wirkung des Lichtdrucks 
auf eine Kugel der Oberflache, die der Schwerkraft dagegen dem Volumen pro- 
portional ist, so nimmt das Verhaltnis beider mit abnehmendem Radius der Kugel 
zu; fur eine gewisse GroBe besteht Gleichgewicht beider Wirkungen, und fiir noch 
kleinere K6érper iiberwiegt der Lichtdruck iiber die Schwere. Fiir eine reflektie- 
rende Kugel ergeben die Rechnungen von SCHWARZSCHILD, dab fiir Teilchen von 
der Dichte 1 und fiir eine Strahlung von der Wellenlange 0,6 uw und einer Inten- 
sitat gleich der Gesamtintensitat der Sonnenstrahlung Lichtdruck und Schwere 
gleich sind bei einem Kugeldurchmesser von 2,5 4 = 1,5 4, der Lichtdruck erreicht 
einen Maximalwert, der die Schwere um das 18fache iibertrifft, bei einem Durch- 
messer von 0,3 4 = 0,18 wu, wird bei 0,07 w wieder gleich der Schwere und sinkt 
bei weiterer Abnahme des Durchmessers rasch auf Null herunter. Der Gedanke 
einer Wirksamkeit dieses Druckes auf kosmische Massen ist in weitgehendem 
MaBe von ARRHENIUS zuerst in einem Aufsatze itber Nordlichter und spater in 
seinem Lehrbuch der kosmischen Physik ausgefiihrt worden‘). 


1) L. Bottzmann, Wied. Ann. Bd. 22, S. 291. 1884; Wiss. Abhandlgn. Bd. III, S. 118. 

*) Hinsichtlich der Literatur kann verwiesen werden auf F. HasENOHRL, Jahrb. d. 
Radioakt. Bd. 2, S. 267; P. LEBEDEw, ebenda S. 305, 1906 und P. LesepEw, Ann. d. Phys. 
(4) Bd. 6, S. 433. 1901. 

3) K. SCHWARZSCHILD, Miinch. Ber. Bd. 31, S. 293. 1902. 

4) Sv. ARRHENIUS, Phys. ZS. Bd. 2, S. 81. 1900; Lehrb. d. kosmischen Physik. Leip- 
Zig oS. Elirzel 1903. 
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1. Einleitung. Die Theorie der Beugungserscheinungen, wie sie von FRESNEL 
und KIRCHHOFF entwickelt worden ist, kann in dem Rahmen der elektromagne- 
tischen Lichttheorie ohne weiteres keinen Platz finden. KiRCcHHOFF!) beschreibt 
die Lichterregung in jedem Punkte durch eine Funktion uw, die der Schwingungs- 


gleichung Au + Bu=0 (1) 


geniigt. Ist # eine mit ihrer ersten Ableitung stetige Funktion, so laBt sich die 
Lichterregung in einem Punkte P darstellen durch das Flachenintegral 


1 . fal e—tkr e-ikr Ou 
i real lus, y+ ay) ao (2) 


u(P) 


Hierin ist die Integration zunachst iiber eine geschlossene Flache zu erstrecken, 
welche den Punkt P umhiillt und die Lichtquelle ausschlieBt. Ferner ist r der 
Abstand eines Flachenelementes von P. Die Normale v weist nach der Seite 
des Aufpunktes P hin. Es 1aBt sich leicht zeigen, daB die Gleichung (2) auch 
dann noch richtig bleibt, wenn die Flache o nicht geschlossen ist, sondern ins 
Unendliche verlauft, sofern sie nur den Aufpunkt von der Lichtquelle trennt. 
Die Anwendbarkeit der Formel (2) ist dadurch beschrankt, daB sie die Kenntnis 
von w und Ou/dy auf der Integrationsflache verlangt. Diese Kenntnis ist aber 
nur dann vorhanden, wenn die Lichtausbreitung nicht durch die Anwesenheit 
von beugenden Kérpern gestért wird, wenn sich also die Anwendung der Glei- 
chung (2) eriibrigt. In jedem anderen Falle schmiegen wir nach KIRCHHOFF 
die Integrationsflache an die Schattenseite des Schirmes an und setzen dort w und 
Oujdy gleich 0. An den iibrigen Stellen der Fliche dagegen tragen wir fir 
und Ou/éy diejenigen Werte ein, die sie dort bei ungestérter Ausbreitung der 
Welle haben wiirden. Dieses Vorgehen ist deswegen zu beanstanden, weil # und 
0u/Oy aut der Integrationsflache nicht unabhaéngig voneinander gewahlt werden 
konnen, ferner sind die angesetzten Randwerte nicht stetig, obwohl die Formel (2) 
nur unter dieser Voraussetzung giiltig ist. Die Folge davon ist, da die Funktion (2) 
die auf der Integrationsflache angesetzten Randwerte gar nicht befriedigt. 
Physikalisch entsprechen KrircHHorrs Ansatze ziemlich angendhert einem 
schwarzen Schirm, wobei hierunter vorlaufig ein Schirm zu verstehen sei, der das 
auffallende Licht ganz absorbiert, ohne etwas zu reflektieren. Infolgedessen 


cast] G. Kircunorr, Vorlesungen iiber math. Optik, S. 22ff. Leipzig 1891. Vgl. auch 
Kap. 6, Ziff. 26. 
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verzichtet die KrrcnHorrsche Theorie darauf, den Materialeinflu8 und die Ge- 
stalt des Schirmes in Rechnung zu setzen, da es ihr bei letzterem nur auf den 
Rand ankommt. Da sie die Lichterregung durch eine skalare Funktion u be- 
schreibt, ist sie nicht in der Lage, den Polarisationszustand des gebeugten Lichtes 
zu berechnen. Hiervon abgesehen, ist ihre Ubereinstimmung mit der Erfahrung 
ausgezeichnet, und auch der Vergleich der KrrcuHorrschen mit einer strengen 
Theorie ergibt zwischen beiden eine weitgehende Ubereinstimmung. Wie sich 
die mathematischen Schwierigkeiten der KrrcHHorFrschen Theorie umgehen 
lassen, werden wir noch in Ziff. 7 zu zeigen haben. 

Die elektromagnetische Lichttheorie beschreibt die Lichterregung durch 
die Feldvektoren © und §, die durch die MAxwettschen Gleichungen 


rot = ——§, rot} = — (eG + of), 
divé=0, div} = 0, 


(3) 


miteinander verbunden sind. Hierin bedeutet ¢ die Dielektrizitatskonstante, 
o die Leitfahigkeit des Mediums, c die Vakuumgeschwindigkeit des Lichtes. 
Die Permeabilitat ~ kann fiir optische Vorgange gleich 1 gesetzt werden. Wir be- 
trachten © und § stets als reinperiodische Funktionen der Zeit und setzen 


C= Re(ee2), ieee ees. (4) 
Hierdurch nehmen die Gleichungen (3) die Gestalt an 
rotE = —‘2H, rotH = —(iwe + o)E, 
div ==0;, divi 0. 


(5) 


Die Elimination von EF oder H ergibt fir beide die Schwingungsgleichung 
AE+RE=0, AH+hH = 


mit 
= (w%e — two). (6) 


k nennen wir die komplexe Wellenzahl, da es fiir den Fall durchsichtiger Medien 
(6 = 0) in die gewohnliche Wellenzahl tibergeht, die mit der Wellenlange 4 durch 
die Beziehung 
(a9) es 
=e (7) 
verbunden ist. 

Die Aufgabe, welche wir uns vorlegen, besteht also darin, ebenfalls Lésungen 
der Differentialgleichung (1) zu gewinnen. Im Gegensatz zu KIRCHHOFF be- 
schreiben wir das Beugungsphanomen durch sechs solcher Lésungen, zwischen 
denen die Beziehungen (5) bestehen. An der Oberflache der beugenden Kérper 
sind nach der MAxwettschen Theorie die Grenzbedingungen zu erfiillen, daB die 
Tangentialkomponenten von E und H stetig sind. Das Verhalten der Normal- 
komponenten wird dann durch die Gleichungen (5) mitbestimmt. 

Eine besondere Bemerkung ist itiber das Verhalten im Unendlichen not- 
wendig. Die Lésungen der Schwingungsgleichung sind nicht wie diejenigen 
der Potentialgleichung durch vorgeschriebene Quellen und die Bedingung, im 
Unendlichen zu verschwinden, eindeutig bestimmt. Denn im Gegensatz zu den 
Lésungen der Potentialgleichung gibt es nichtverschwindende Lésungen der 
Schwingungsgleichung, die im Unendlichen gleich Null und im Endlichen iiberall 
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regular sind. Physikalisch bedeutet dies, daB die Schwingungsgleichung die 
Existenz stehender Wellen zulaBt, die jeder Lésung des vorgelegten Problems 
uberlagert werden kénnen, ohne die vorgeschriebenen Randbedingungen zu 
modifizieren. Diese stehenden Wellen kommen dadurch zustande, daB sich 
fortschreitende, divergierende Wellen, die aus Quellen im Endlichen kommend, 
ins Unendliche ausstrahlen, mit solchen iiberlagern, die aus dem Unendlichen 
einstrahlend, sich in die im Endlichen vorgeschriebenen Quellpunkte verlieren 
und die Quellen dadurch zum Fortfall bringen. Solche konvergierenden Wellen 
sind aber physikalisch unméglich, und wir setzen daher fest, daB die Lésungen 
unseres Problems Wellen dieser Art nicht enthalten diirfen. Es geniigt fiir das 
Folgende, diese Forderung in der Form auszusprechen, daB sich auBerhalb einer 
Kugel von beliebig groBem Radius die Lésungen aus Termen zusammensetzen 
miissen, die die Gestalt einer aus einer endlichen Quelle kommenden, ins Un- 
endliche divergierenden Welle besitzen. Diese Bedingung wird als Ausstrah- 
lungsbedingung!) bezeichnet. Physikalisch ist damit die Existenz stehender 
Wellen vermieden. Durch die Ausstrahlungsbedingung wird jede Energiezufuhr 
aus dem Unendlichen verboten, vielmehr ein dauernder Energieabflu8 gefordert. 
Unter diesen Umstanden wird jeder irgendwie eingeleitete Schwingungszustand, 
den wir als Eigenschwingung des unendlichen Gebietes betrachten kénnen, 
gedampft sein, also zueinem komplexen k gehéren, wahrend das & unserer Diffe- 
rentialgleichung im allgemeinen reell ist. Analytisch geniigt es, zu verlangen, 
daB sich im Unendlichen die Lésungen von (1) bei drei- und zweidimensionalen 
Problemen verhalten wie 

e-ikr ae e-ikr : 

a ate (8) 
Eine strenge Formulierung und den Beweis dafiir, daB durch die Ausstrahlungs- 
bedingung die Lésung eindeutig festgelegt wird, findet man in der angegebenen 
Arbeit von SOMMERFELD. 

Um die Beugungstheorie der elektromagnetischen Lichttheorie anzupassen, 
liegt es nahe, das KrrcHHorfFsche Integral so umzuformen, da es mit den Max- 
wettschen Gleichungen vertraglich ist, insbesondere also die Randwerte in (2) 
so zu wahlen, daB dies der Fall ist. Wir werden in Ziff. 7 Ansatze besprechen, 
die auf diesem Wege die Beugungsprobleme zu bewdltigen suchen. Es wird 
sich aber herausstellen, da8 gerade diejenigen Beugungsprobleme, die die K1RCH- 
HoFFsche Theorie umfaBt, namlich die Beugung an schwarzen Schirmen, sich 
der Behandlung durch die elektromagnetische Lichttheorie nicht ohne weiteres 
einfiigen, da sich keine Randbedingungen angeben lassen, die den Begriff ,,schwarz‘‘ 
charakterisieren. Die strenge Behandlung der Beugungserscheinungen ist daher 
mit anderen Methoden in Angriff genommen worden. SOMMERFELD hat mit 
funktionentheoretischen Mitteln die Lésung gewisser Beugungsprobleme auf die 
Kenntnis mehrwertiger Lésungen der Schwingungsgleichung zuriickgefihrt, d. h. 
solcher Lésungen, die erst auf mehrblattrigen RremaANnNschen Flachen eindeutig 
sind. Andererseits gelingt es manchmal, die Schwingungsgleichung direkt in 
der schlichten Ebene mit den vorgeschriebenen Randbedingungen zu integrieren, 
wenn man die Grundgleichungen auf solche krummlinigen Koordinaten trans- 
formiert, in denen die Schirmflache Parameterflache wird. 

Wir werden es im weiteren meistens mit Problemen zu tun haben, die von 
einer Koordinate unabhangig sind. Ist dies etwa die z-Koordinate, so unter- 
scheiden wir zwei Falle: 


1) A. SOMMERFELD, Jahresber. d. dtsch. Math. Ver. Bd. 21, S. 309—353. 1912, ins- 
besondere S. 326ff. 
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a) Der Schwingungsvorgang sei senkrecht zur Z-Achse polarisiert (H, = 0), 
d.h. nur die zur Z-Achse parallele Komponente EF, des elektrischen Vektors 
ist von Null verschieden. In diesem Falle nehmen die Gleichungen (5) die Form an: 


OF, t@ 

Ov Ske 

OE,  1@ (Qa) 
Ox (pra 


AE ha oe 


b) Der Schwingungsvorgang sei in der Z-Achse polarisiert (E, = 0), der 
elektrische Vektor steht senkrecht auf der Z-Achse. Wir erhalten: 


s= S(iwe + Es| 
vu . (ime + eee (9b) 


one 
AFL et eo 


Beide Falle unterscheiden wir im folgenden nach der Orientierung des elek- 
trischen Vektors als a- und o-Komponente. 

Aus dem Vergleich der Formeln (9a) und (9b) gewinnen wir die Erkenntnis, 
daB beide Schwingungsvorgange unabhangig voneinander verlaufen. Wir kénnen 
also jeden allgemeineren Fall als Superposition der formal iibereinstimmenden 
Falle (9a) und (9b) darstellen, eine polarisierte Welle durch Superposition ko- 
harenter, eine unpolarisierte Welle durch Superposition inkoharenter linear 
polarisierter Schwingungen von gleicher Amplitude. 


a) Der SommerFELpsche Problemkreis. 


2. Die Sommerretpsche Theorie. Mehrwertige Losungen der Schwingungs- 
gleichung. Die funktionentheoretische Methode von SOMMERFELD behandelt 
ein Beugungsproblem der folgenden Art. Im Raum be- 
finde sich eine punktférmige Lichtquelle, oder es falle 
aus dem Unendlichen eine ebene Welle ein. Die Aus- 
breitung des Lichtes werde gestért durch einen unend- 
lich diinnen ebenen Schirm S mit der Berandung C, der 
einen Teil der XZ-Ebene einnimmt (Abb.1). Der 
Schirm sei undurchsichtig und vollkommen blank, d. h. 
er besitze im Sinne der elektromagnetischen Licht- 
theorie unendliche Leitfahigkeit. Wir haben also auf 
dem Schirm die Randbedingung £,=E,=0 zu er- 
fiillen. An dem Ort der Lichtquelle mégen E und H 
einen einfachen Pol besitzen, das Verhalten im Unendlichen werde durch die 
Ausstrahlungsbedingung geregelt. Wir fragen nach der Lichtverteilung, die durch 
die Anwesenheit des Schirmes S hervorgerufen wird. 

Die SOMMERFELDsche Lésung?) ist eine Verallgemeinerung des THomson- 
schen Spiegelungsprinzips, mit dessen Hilfe verwandte Aufgaben der Potential- 
theorie behandelt werden. Ist P die Lichtquelle, P’ ihr Spiegelbild in. bezug auf 
den Schirm, u(P) eine Lésung der Differentialgleichung (1), die in P einen ein- 


Abb. 1. SOmMMERFELDsches Beu- 
gungsproblem, 


t) A. SOMMERFELD, G6ttinger Nachr. 1894, S. 338—342; 1895, S.268—274: Math. 
Ann. Bd. 47, S. 317—374. 1896; Proc. Lond. Math. Soc. Bd. 28, S. 395—429. 1897; ZS. f. 
Math. u. Phys. Bd. 46, S.11—97. 1901; H. S. Cartstaw, Proc. Lond. Math. Soc. Bd. 30, 
S.121—161. 1899. Die Auffassung des Beugungsproblems als Randwertaufgabe wurde 
zum ersten Male von H. Poincaré durchgefiihrt. (Acta math. Bd. 16, S. 297. 1892.) 
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fachen Pol besitzt, so geniigt die Funktion v = u(P) — u(P’) den vorgeschriebenen 
Randbedingungen auf dem Schirm, Diese Lésung hat aber in dem Punkte P’ 
einen zweiten Pol, der in unserem Problem dem physikalischen Gebiet angehort 
und einer weiteren Lichtquelle in P’ entspricht. Die Folge davon ist, daB v nicht 
nur auf dem Schirm, sondern auch in seiner Offnung verschwindet. Die Lésung 
ist also nur richtig fiir einen Schirm, der die ganze XZ-Ebene einnimmt. In der 
Tat wiirde in diesem Falle die zweite Lichtquelle den Schwingungszustand auf 
der Seite von P nicht beeinflussen. Um zu einer Lésung zu kommen, iiber- 
decken wir den ganzen Raum doppelt und erweitern ihn hierdurch zu einem 
zweifach tberdeckten RIEMANNschen Raum. Der erste Raum heiBe in leicht 
verstandlicher Weise der physikalische, der zweite der mathematische. Der 
Schirm bilde eine Verzweigungsflache, die Berandung den einzigen Verzweigungs- 
schnitt, so daB jeder Halbraum mit dem gleichnamigen durch die Offnung, mit 
dem ungleichnamigen durch den Schirm hindurch kommuniziert. Wir spiegeln 
nun die Lichtquelle P an dem Schirm und erhalten eine zweite Lichtquelle P’ 
im mathematischen Raum. Seinun «(P) eine Lésung der Differentialgleichung (1), 
die in dem zweifachen RIEMANNschen Raume eindeutig ist, die Randkurve als 
Verzweigungslinie und in P einen einfachen Pol besitzt, w(P’) dieselbe Funktion 
in bezug auf P’, so ist u(P) — u(P’) die gesuchte Lésung. Der Schirm hat die 
Eigenschaft, die Wirkung der Quelle P in den zweiten Raum ungestért durch- 
treten zu lassen. Das Entsprechende gilt fiir die Wirkung von P’ auf den ersten 
Raum. Die Offnung hat die entgegengesetzte Funktion. Auf den Schirm wirken 
also beide Lichtquellen in symmetrischer Weise ein und heben sich gegenseitig 
auf. Dort ist die Randbedingung erfillt. Die Einwirkung der Lichtquelle P’ 
stellt im wesentlichen den reflektierten Strahl dar, wahrend die durch den 
Schirm gest6érte Ausbreitung des Lichtes im gewohnlichen Raum zuriickgefihrt 
ist auf eine ungestérte Ausbreitung in dem zweifach tberdeckten RIEMANN- 
schen Raum. 

In der bisher angenommenen Allgemeinheit ist das Problem nicht zu ldésen, 
da keine allgemeinen Satze bekannt sind, nach denen die durch das Problem 
vorgeschriebenen Funktionen aufzufinden sind. Wir vereinfachen es zunachst 
durch zweidimensionale Spezialisierung, damit uns funktionentheoretische Hilfs- 
mittel zuganglich werden. Um von einer Koordinate unabhangig zu sein, nehmen 
wir an, daB der Schirm in der z-Richtung sich beiderseits ins Unendliche erstreckt 
und von zwei zur Z-Achse parallelen Geraden begrenzt wird. Ferner ist es not- 
wendig, als Lichtquelle einen unendlich diinnen Lichtfaden x = %, v = Vo 
anzunehmen oder eine ebene Welle, deren Wellenfront die Schirmebene in einer 
Parallelen zur Z-Achse schneidet. Wir nehmen an, daf das Licht parallel oder 
senkrecht zur Z-Achse polarisiert ist, wodurch die vereinfachten Gleichungen (9) 
Giiltigkeit erlangen, ohne daB die Allgemeinheit eingeschrankt wird. Wir werden 
demnach eine Funktion « zu suchen haben, die im Falle der 2-Komponente 
mit E,, im Falle der c-Komponente mit H, identifiziert wird. Sie muB der Schwin- 
gungsgleichung geniigen und in einer doppelt iiberdeckten RieMANNschen Flache 
eindeutig sein. Die Blatter dieser Rr1EMANNschen Flache hangen lings der Spur 
des Schirmes in der xy-Ebene zusammen. 

Solche Lésungen der Schwingungsgleichung werden als zweiwertige Lésungen 
bezeichnet. Wir werden jedoch, da wir sie im weiteren gebrauchen, sogleich 
p-wertige Lésungen der Schwingungsgleichung aufsuchen. Sie sind nur fur den 
Spezialfall bekannt, daB der eine Windungspunkt ins Unendliche riickt. Die 
RiEMANNsche Flache dieser Lésungen stellen wir uns in der tiblichen Weise her, 
indem wir p Blatter iibereinanderlegen, langs irgendeines Halbstrahles, der vom 
Nullpunkt ausgeht, aufschneiden und das linke Ufer des einen mit dem rechten des 
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nachstfolgenden verbinden. Das letzte Blatt tritt wieder in Verbindung mit dem 
ersten. Der Nullpunkt soll also der einzige endliche (f — 1)fache Windungs- 
punkt sein. Zur Auffindung der Lésungen schlagen wir den von SOMMERFELD in 
seinen spateren Arbeiten benutzten heuristischen Weg ein. 

Wir fiihren in der RiemANNschen Flache Polarkocrdinaten 7, gy ein. gy durch- 
laufe die Werte 0= y < 22, liege also im gten Blatt, wenn 2(¢q —1)7 =p < 29” 
ist. Als physikalisches Blatt wahlen wir das erste. Die Gleichung (1) nimmt in 
Polarkoordinaten die Form an: 


Ou 1 Ou 1 Ou 
2 2 2 — 
Au+ Pusat 7 ip oe eee (10) 
In der schlichten Ebene ist die Funktion 
Us (7, Ps Po) = EBT eos (7-0 (11) 


eine Lésung dieser Differentialgleichung und stellt in Verbindung mit (4) eine 
aus der Richtung q, einfallende ebene Welle dar. Nach dem Caucuyschen Satze 
ist nun die Formel 
Uy = et kr cos (Pp - Po) —= sz | ettreone—m 
221, 


deh dl 


ae iPo (12) 
(ea 
eine Identitat, wenn die Integration in der ¢-Ebene lings eines geschlossenen 
Weges ausgefithrt wird, der den Punkt €=q,, aber keine weitere Singula- 
ritat des Integranden umhillt. Denn 
der Integrand besitzt 1m Punkte qy 
einen einfachen Pol mit dem Residuum 
ek? cos (p-Po) , 

Zeichnen wir uns in der €-Ebene den 
Integrationsweg ein, so besteht er zu- 
nachst etwa in einer Umkreisung des 
Punktes qm). Wir deformieren diesen Weg 
nun so, wie Abb.2 angibt. Er bestehe aus 
zwel Kurvenzweigen, die ins Unendliche 
gehen und durch die punktierten Strek- 
kenziige verbunden sind. Diese Weg- 
fihrung ist nur dann méglich, wenn auf 
den ins Unendliche gehenden Kurven- 
zweigen der Integrand im Unendlichen 
in hinreichender Weise verschwindet. 
Dies ist auf den schraffierten Streifen von 
/M/, der Breite z in der Tat der Fall, da dort 
Abb. 2. Der Integrationsweg C() in der ¢-Ebene. thkrcos(€ — qo) einen negativen reellen 

Teil besitzt. Das ganze Streifensystem 
verschiebt sich mit dem Integrationsweg mit wachsendem q nach rechts. Die 
Integrationen iiber die geradlinigen gestrichelten Wegstiicke heben sich wegen 
der Periodizitat des Integranden gegenseitig auf, da diese Strecken in eptgegen- 
gesetzter Richtung durchlaufen werden. Eine Umkreisung von gp, ist demnach 
gleichbedeutend mit dem aus den beiden Kurvenzweigen bestehenden und im 
weiteren als C(q) bezeichneten Integrationsweg. 

Wir betrachten nun die Funktion 


ln) ies 
{ me 
Un(7%, P, Mo) = 2a p | SU CSM GA) = (13) 


Wh 


0 / 


/ y /) 

l Mp 

i} // //, WYN AS 
yf Ui /// 
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4, ist eine Lésung der Wellengleichung, da die Differentiation unter dem Integral- 
zeichen ausgefthrt werden kann. Es besitzt ferner die Periode 27/4, ist also ein- 
deutig erst auf einer pfachen RrEMANNschen Flaiche, Denn vergréSern wir 
um 22, so verschiebt sich zwar der Integrationsweg ebenfalls um 2a nach 
rechts, aber der Integrand durchlauft auf diesem Wege dieselben Werte, da er 
die Periode 27 besitzt. u, hat noch die folgenden Eigenschaften. Fiir 7» co 
und |w —@|=a@<a2 geht u, > m, fir alle anderen g wiederum mit Ausnahme 
einer beliebig kleinen Umgebung der Stelle m — m) =a gegen Null. Um dies 
zu beweisen, deformieren wir den Integrationsweg weiter so, daB die Kurven- 
zweige, wie es in 
Abb. 3 fiir das erste 
und gte Blatt ge- 
zeichnet ist, ganz im 
schraffierten Gebiet 
verlaufen. Dies ist 
immer méglich, wenn 
\p—M)|sSa<a ist 
und wir im ersten 
Blatt den singularen 
Punkt @, durch einen 
Umlauf ausschlieBen. 
Gehen wir mit 7 gegen 
unendlich, so konver- 


gieren die Integrale j Lee 
~ . Abb.3. Deformation des Integrationswegs C(q@) im ersten und gten Blatt der 
gegen Null, da die In- Rremannschen Flache, 


SS 


NVQ 


tegrationswege ganz 
im schraffierten Gebiet verlaufen. Nur im ersten Blatt bleibt ein Umlauf um 
den Punkt @», der gerade u, ergibt. 


Es ist tberall uw? + 2 4 9 tee uP =m, (14) 
wenn die “”) die Werte der Funktion u, an den # ,,iibereinanderliegenden‘‘ 
Punkten der RremMANNschen Flache bedeuten. Denn das Integral 

Clip) C(p+2x) C (p+ 2(p- V2) 


Pu +--+up—f + f tert | 


O(p)+C (pt2x)+---+C(pt2(p-1)2) 

= ; 0=y9< 22n 
ist uber einen einzigen zusammenhangenden Kurvenzug zu erstrecken, da die 
einzelnen Kurvenzweige im Unendlichen miteinander verbunden werden k6énnen, 
Diesen Integrationsweg erganzen wir wie friiher zu einem geschlossenen durch 
geradlinige Streckenziige, die hier einen Abstand von 2/2 haben und wegen der 
Periodizitat des Integranden keinen Beitrag zum Integral liefern, da sie in ent- 
gegengesetzter Richtung durchlaufen werden. Der nun geschlossene Weg um- 
hillt als einzige Singularitat den Punkt my, in welchem der Integrand mit dem 
Residuum uw, unendlich wird. Hieraus ergibt sich die Behauptung. 

(13) ist also eine pwertige Lésung der Wellengleichung, welche sich im 
Unendlichen verhalt wie eine ebene aus der Richtung qm  einfallende Welle. Sie 
stellt die ungestérte Lichtverteilung dar, die in der p-blattrigen RIEMANNschen 
Flache durch eine solche Welle hervorgerufen wird. 

8. Beugung an einer Halbebene. Als erste Anwendung berechnen wir 
die Beugung einer ebenen Welle, die aus der Richtung m = @p einfallt, an einem 
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Schirm, der die gesamte Halbebene x = 0, y = 0 einnimmt. Wir fiihren in einer 
zur Schirmkante senkrechten Ebene Polarkoordinaten ein. Der Schirm schneide 
diese Ebene in der Halbgeraden w = 0 [OP in Abb. 4]. Dort ist 

im Falle der z-Komponente die Randbedingung: « = 0, 


im Falle der c-Komponente die Randbedingung: 7 =0 
zu erfillen. " 

Wir machen den Schirm zum Verzweigungsschnitt einer doppelt iiberdeckten 
RremMAnNNschen Flache, bezeichnen jetzt aber aus ZweckmaBigkeitsgriinden als 
physikalisches Blatt die Werte 0 < m < 2a, als mathematisches —2a << yo <0. 
Wir superponieren, wie in der vorhergehenden Ziffer gezeigt worden ist, eine 
ebene Welle aus der Richtung gp» mit ihrem Spiegel- 
bild im zweiten Blatt, also einer ebenen Welle aus der 
Richtung —q@,. Es sei 

, C((p) is at 
Uy(Po) ae a | eikr cos(f—) ae (15) 


TT 


die zweiwertige Lésung (13). Wie man sich leicht 
iiberzeugt, stellt dann die Funktion 


U = Uy (Po) F Ua (— Po) (16) 


Abb. 4. Beugung an der Halb- ie ftir beide Falle gesuchte Lésung dar, wenn das obere 
Shane, Vorzeichen die a-Komponente, das untere die o-Kom- 
ponente charakterisiert. 

Um dies einzusehen und zur weiteren numerischen Auswertung der Formel 
(16) transformieren wir die zweiwertige Lésung (15) in ein reelles Integral. Sind 
us’ und uw die Werte von uw, in den beiden Blattern, #, die Lésung (12) in der 

schlichten Ebene, so bilden wir die Funktion 

C(p) = 

(1) (2) : 2P-Po [ : : C-¢ 
C {uf -= ull R SU Ke COS . €+9%,—29 2ikr cos? — 
€ : | sin =“ =" ¢ 


dy| | 2 : ae 


DA 


Bei dieser Funktion kénnen wir den Integrationsweg weiter in die Geraden 


C¢=qm—a+it und C=qyp+autit —co<1t< +00 


deformieren. Die Integration ]a8t sich dann ausfiihren, und es ergibt sich 


/2krcos 
é [uf —u?| atk __ » — m _-2tbr cost 2” De 60 ; 
7 ie —— %¢ 20 = —— fe" dt 
oY Uy \xr < \—ix Ore , 
0 
1 2 us 
(1) (2) = 
u Us 2 tae sos ee 
oo eit dr, T = J2krcos” zay 
1 [i = Bag 2 ‘ 
6 
und wegen 
UD yg) 
ae ae 
ip -T 
u 2 U D } 
De ta fe i dc, eas ers =| 4 ict gl 
= y— tn 2 | y—12 
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Beide Ausdriicke werden identisch, wenn wir verabredungsgemaB im ersten 


Blatt 0<  < 2a, im zweiten — 22 < » <0 setzen. Wir erhalten dann, wenn 
wir noch beriicksichtigen, daB 


ist, in beiden Blattern denselben Ausdruck 
“3 
iz i 
yr, 
Man iberzeugt sich nun leicht, auf Grund der Tatsache, daB wu, eine gerade 
Funktion von @ — qo ist, daB v den vorgeschriebenen Randbedingungen geniigt. 
Die Funktion 


M t 
ry Ge if 
" F e4 F : 4 F 
y = etkroos(y—vo) —_ [e-ae=e atrenironi®® [eninge (18) 
| 7% J 4 
— co — co 
| ee. 2, 
T1,2 = Y2krcos “s + A 


stellt also die Lésung unseres Problems dar. Der Ubergang zu den FeldgréBen © 
und § ist nun nach der Vorschrift (4) auszufiithren. Wir erhalten: 


Zz 


«(7 re 
iF +o) 
Sa (Sh mel etrome-né EN cay 


yu Jv 
—-co 
Ts (19) 
(fF +o) | 
T gikr cos(y+ qo) © —_— Lied =a =i ie Se 
yx J | 
-0O 


Zur Diskussion zerlegen wir die beiden Blatter durch die Halbgeraden OS und OS’, 
in der Ausdrucksweise der geometrischen Optik also durch die von der ein- 
fallenden bzw. reflektierten Welle hervorgerufenen Schattengrenzen (Abb. 4), 
in drei Teile und bezeichnen im physikalischen Blatt mit J, das Gebiet der 
geometrisch-optischen Reflexion, JJ, das unbeschattete Gebiet, ///, das Gebiet 
des geometrischen Schattens. Die durch den Index m gekennzeichneten Sektoren 
sind die ,,dariiberliegenden‘‘ Teile des mathematischen Blattes. In jedem dieser 
Gebiete besitzen 7, und T, ein bestimmtes Vorzeichen. Denn es ist 


pe fiir lp —Q\<2 also in SAUER ILO ES 
=< fiir 9—-YM|>2 also in tee eee ae 
Wp fiir lp + @|<2 also in OS Mya, Gh 
<a) fiir g+,|\>2 also in CEES I ONE Fei? 
Die ausgezogenen Teile der Kreise 7,, 7, kennzeichnen die Gebiete des physikali- 


schen Blattes, in denen diese Groen positiv sind, die gestrichelten Teile die- 
jenigen, in denen sie negativ sind. Im mathematischen Blatt ist es umgekehrt. 
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FiirT — oo, wenn wir uns also dem Grenzfall der geometrischen Optik nahern 
oder in hinreichender Entfernung vom Schirmrand befinden, geht nun 


a 


a ~ ee in Oe 

€  f e-8 dt a 

ie Omir le<0) 

Hieraus folgt, daB in diesem Falle in IJ,, III,, I, sich die aus der Richtung 
einfallende Welle ungestért ausbreitet, in III,, Im, IJ, verschwindet und das 
Entsprechende fiir die aus der Richtung —q, einfallende Welle gilt. Das Licht 
der Welle aus der Richtung , scheint also aus dem physikalischen Blatt durch 
den Schirm hindurch ungestért in das mathematische Blatt hinein, fiir diesen 
Ubergang ist der Schirm nicht vorhanden. Dagegen ist die Offnung fiir den 
Ubergang in das mathematische Blatt gesperrt. 
Die zweite Welle aus der Richtung —qp», die in 
das mathematische Blatt einfallt, passiert den 
Schirm ebenfalls ungestért und tritt in J, als re- 
flektierte Welle zutage. Wir erkennen hieraus die 
eigenartige Funktion des Schirmes, von der wir in 
Ziff. 2 gesprochen haben. 

Die hier beschriebene geometrisch optische 
Lichtverteilung wird bei endlicher Wellenlange auch 
dann beobachtet werden, wenn der Wert von 1/|T | 
eine bestimmte Schranke ¢ unterschreitet, die von 
der MeBgenauigkeit abhangt. Da die Kurven 
_T|=konst. Parabeln mit dem O-Punkt als Brenn- 
punkt, den Halbgeraden OS und OS’ als Achsen, 


Abb. 5. Beugung an der Halbebene. und dem Parameter \T\/Vk sind, wird nur inner- 
Die parabolischen Gebiete, innerhalb é 5 : 
deren bei vorgeschriebener MeBgenauig- halb zweier solcher die beiden Schattengrenzen 


keit eine Beugungserscheinung wahr- fs x 4 

genommen wird. umhiillenden Parabeln mit dem Parameter Ve 
eine Abweichung von der geometrisch-optischen Lichtverteilung, also eine Beu- 
gungserscheinung, zu beobachten sein. Zwei solche Parabeln sind mit der Be- 
zeichnung ~, und #, fir das erste Blatt in Abb.5 eingetragen, und zwar ist 
auBerhalb von #, 1/1, <¢, auBerhalb von #, 1/T, < «. 


Um die Beugungserscheinung innerhalb dieser parabolischen Gebiete zu 
berechnen, benutzen wir die folgende Naherungsform fiir 


T 
fe-tdr. 
Fir T <0 erhalten wir durch partielle Integration 
dl 
Ce ee pont ete ' 
le a a aad nO ta app at: 


—co —co 


Nochmialige partielle Integration ergibt fiir das zweite Integral 


ate Tt 
Srna ay 1) > rg 
ie CHO el Ae ode eS le 
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und damit die Abschatzung 


| Po 
pare 


Qtr 


wat f 1 
=a/TpP * arp = aT’ 


}-c 
Schreiben wir die gleiche MeBgenauigkeit « vor wie vorher, so gelten demnach 


auBerhalb der Parabeln a <e die Naherungsformeln: 


T 
[ ; “g aate 
—tt ea 
€ Fe ee fay 
Entsprechend erhalten wir fir T > 0 (20) 
i +co oc 
; Seeds - Sane 
—¢<8 a ee aera (=e J 
fe ear | fee \%— Fr 
—co —oo yt 


Die parabolischen Gebiete, auBerhalb deren diese Formeln Giltigkeit besitzen, 
schmiegen sich den Schattengrenzen weit enger an. Sie sind ebenfalls in Abb. 5 
unter der Bezeichnung #; und #§ eingetragen. 

Durch Einsetzen von (20) in (19) erhalten wir fir T,,< 0 


1 


44/2 r 
>. = —>— 7 cos(kr — wt + 4), 
re iv 4 oe eo % 
int: Teo : 
S19 = cos[kr cos(p - Mp) + wt] — ie cos(kr —ot+ =| a 
athe cos aaa 


Hieraus ergeben sich fiir die Lichtbewegung die folgenden Ausdriicke: 
a) im Gebiete des geometrischen Schattens (//I,), T, <0, Tz <0 


44/2 ay. a 
Sx/e = = - cos(kr — owt+ a 


ia le Gate 


ae epg oe =e 


a 
b) im unbeschatteten Gebiet (I/,), 7, > 0, T, <0 


Sx,q = cos[Rr cos(p — Py) + wt] 


4-4/4 wh 1 1 1b 
Ri of Backs F Be ei ppl) pe a (21b) 
red = cos(kr wt + ‘| 9+ % ears 


CO 


c) im Reflexionsgebiet (J,), 7, > 0, 7, > 0 


Sx,o = cos[kr cos(p — Yo) + wt] — cos[kr cos(py + Po) + 4] 
1 /} Ey: 1 1 (21 c) 
ote iy S — wt : - 5 4 
T 4a Y sa 7 : | | 3 cos © _ Yo. gogt = - | 


Diese Formeln stellen die Lichtbewegung dar als eine Uberlagerung der 
vorher betrachteten geometrisch optischen Lichtverteilung mit einer vom Schirm- 
rand divergierenden Zylinderwelle, deren Intensitat umgekehrt mit der Ent- 
fernung vom Schirmrand abnimmt. Eine solche, vom Schirmrand ausgehende 
Stoérung, die sich der geometrisch optischen Lichtverteilung tberlagert, wird 
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als Beugungswelle1) bezeichnet. Die Beugungserscheinung kénnen wir also 
auffassen als eine Interferenzerscheinung, die durch Superposition der geome- 
trisch optischen Welle mit einer vom Schirmrand ausgehenden Beugungswelle 
zustande kommt. Obwohl der fiktive Charakter dieser Darstellung nicht 
iibersehen werden darf, da sich im Schirmrand keine wahre Lichtquelle be- 
findet und die Formeln (21) fiir 7=0 keine Giiltigkeit mehr besitzen, 
hat doch das Auge, wenn es auf den Schirmrand akkommodiert, den Ein- 
druck, daB der Schirmrand leuchtet. Diese Erscheinung ist im Gebiete des 
geometrischen Schattens, wo sie nicht durch die einfallende Lichtwelle tiberstrahlt 
wird, zuerst von Gouy2) und WIEN?) beobachtet und eingehend studiert worden‘). 
Fiir die Priifung der Theorie sind in diesem Gebiete Intensitat und Polarisation 
der Beugungswelle der Beobachtung zuginglich. Fiir die Amplitude erhalten wir 
aus (21) die theoretische Formel 


Leen = il. (22) 


a | 

Aus ihr kann der Intensitatsabfall der a- und der o-itomponente im geometrischen 
Schatten berechnet werden. Da dieser fiir beide Komponenten nicht gleichmaBig 
erfolgt, findet bei Beleuchtung mit linear polarisiertem Licht eine Drehung der 
Polarisationsebene statt. Wird mit natirlichem Licht beleuchtet, so ist die 
Beugungswelle teilweise polarisiert. Durch die Beobachtung dieser Erscheinung 
laBt sich das Verhaltnis A,/A, messen. Aus (22) ergibt sich bei senkrechter 


Inzid => 
nzidenz (v0 ) A, ctg (7 al >). (23) 


Voie 


Hierin ist 6 der Beugungswinkel, d.h. der Winkel zwischen einfallendem und 
gebeugtem Strahl: 
0=P—Po—. 


Der Vergleich der Formeln (22) und (23) mit der Erfahrung ist in Abb. 6a und 6b 
wiedergegeben. Nach iibereinstimmenden Beobachtungen von WIEN®) und 
Jentzscu®) erfolgt mit wachsendem Beugungswinkel die Abnahme des Ver- 
haltnisses A,,/A, schneller, ebenso ist der von MAry’) beobachtete Intensitats- 
abfall im Schatten steiler als nach der Theorie zu erwarten ist. Wir kénnen 


1) Es laBt sich zeigen, da8 auch in der KircHHorrFschen Theorie sich ganz allgemein 
jede Beugungserscheinung in dicser Weise darstellen lat, wobei die Beugungswelle als Inte- 
gral tiber die Randkurve des Schirmes in Erscheinung tritt. Bereits E. Mary (Wied. Ann. 
Bd. 49, S. 69—104. 1893) hat von der KircHHoFFschen Loésung fiir die Halbebene die Beu- 
gungswelle abspalten kénnen. Eine allgemeine Darstellung der Beugungswelle durch ein 
tiber den Schirmrand erstrecktes Integral wurde zuerst von G, A. Macer (Ann. di Matem. 
Bd. 16, S. 21. 1888) angegeben. A. RuBinowicz (Ann. d. Phys. Bd. 53, S. 257—278. 1917) 
der eine andere Ableitung gab, diskutierte in einer zweiten Arbeit (Ann. d. Phys. Bd. 73, 
S. 339—364. 1924) die Eigenschaften der Beugungswelle mit Riicksicht auf die differential- 
geometrischen Eigenschaften der Randkurve. F. KottTLer (Ann. d. Phys. Bd. 70, S. 405 
bis 456. 1923) teitete die Formel neu ab und benutzte sie zur numerischen Auswertung der 
KrrcHHOFFschen Lésung fiir die Beugung an der Halbebene. J 

*) L. G. Gouy, C. R. Bd. 96, S. 697—699. 1893; Bd. 98, S. 1573—1575. 1884: Bd. 100 
S.977—979. 1885; Ann. de chim. et d. phys. Bd. 8, S. 145—192. 1886. 

3) W. WiEN, Wied. Ann. Bd. 28, S. 117—130. 1886. 

4) Einen objektiven Nachweis der Beugungswelle erbrachte A. KaLascHnikow (Journ 
russ. phys. Ges. Bd. 44, S. 137. 1912). , 

5) W. WIEN, l. c. 

6) Ff, Jentzscu, Ann. d. Phys. Bd. 84, S. 292—312. 1927. 

ne. Mary, 1. c- 
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hierin den EinfluB der endlichen Dicke der Schirme, der nicht idealen Schneiden 
und der endlichen Leitfahigkeit des benutzten Schirmmaterials erblicken. Da8 
auch der letztgenannte Faktor einen EinfluB hat, beweisen die Beobachtungen 
von Gouy und WIEN an solchen metallischen Schneiden, die sich nicht so gut 
schleifen lassen wie Stahl. Das Licht ist dann im Schatten intensiv gefarbt, und 
diese Farbung ist nur vom Material und von der Giite der Schneiden abhangig. 
Da die Farbung mit der Oberflichenfarbe der Metalle iibereinstimmt, handelt 
es sich um selektive Reflexion des betreffenden Materials, die von der Theorie 
nicht in Rechnung gesetzt wird. Es ist aber eine Stiitze der Theorie, daB diese 
Farbungen nur an der o-Komponente beobachtet werden, wihrend die a-Kompo- 
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Beugungswinkel Beugungswinkel 
Abb. 6a. Das Verhaltnis der Intensitaten der a- Abb. 6b. Intensitatsabfall des abgebeugten Lichtes im geo- 
und der o-Komponente des abgebeugten Lichtes im metrischen Schatten der Halbebene. 


geometrischen Schatten der Halbebene. z | Intensitatsverlauf der z- bzw. o-Komponente 
Berechnet nach Formel (23), o nach Formel (22). 


cx Beobacktungen von WIEN, ooo Beobachtungen von Mary an der a-Komponente, 
000 Beobachtungen von JENTZSCH. x x x Beobachtungen von Mary an der o-Komponente. 


nente nur die geringe Bevorzugung der langwelligen Strahlen zeigt, wie sie durch 
den Faktor 4 gefordert wird. Es wird namlich, wie sich aus (49) ergibt, fiir 
y = 0 die o-Komponente von © unendlich, wahrend die 2-Komponente endlich 
bleibt. Infolgedessen wird die o-Komponente durch das Material des Schirmes 
auch starker beeinfluBt werden als die a-Komponente. 

Wir wenden uns nun zur Berechnung der Interferenzerscheinung, die auBer- 
halb des geometrischen Schattens zu erwarten ist, da hier zu der Beugungswelle 
die einfallende Welle hinzutritt. Die vorliegenden Verhaltnisse sind in Abb. 7 
veranschaulicht. Die Maxima der Intensitaét liegen bei der einfallenden 
Welle auf den Geraden 

krcos(y — fo) + wt=mn, m = 0, 1, +2, 


bei der Beugungswelle auf den Kreisen 
—kr+ot+ fn=nn2. m= (0, 1, 4625 =. 
Durch Elimination von ¢ ergibt sich das ortsfeste Interferenzstreifensystem 
kr[{i + cos(p —@)] = (4+ #)2, q=0,1,2,... (24) 


und zwar erhalt man fiir gerades g die Maxima, fiir ungerades g die Minima der 
Intensitat. Gleichung (24) stellt eine konfokale Parabelschar mit der Grenze des 
geometrischen Schattens als gemeinsamer Achse dar. Von diesen Parabeln sind 
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in Abb. 7 diejenigen eingezeichnet, die Orte gréBter Intensitat sind. Auf einem 
Schirm, der senkrecht zum einfallenden Lichtstrahl im Abstand d von der Kante 
in den Strahlengang 

\ gestellt wird, erhalt 

man demnach ein 

System von Inter- 


/ i =< ferenzstreifen. Be- 
zeichnet x auf die- 

| (is sem Schirm die Ent- 
TX von der 


fernung 
\ EASE geometrisch — opti- 
DADS sles) schen Schattengren- 
AEE ze, so liegen die Ma- 


ximaund Minimaan 
den Stellen 


= yld(q +4), 


BSS eS \\ 7 P= Oy ty By oo 
oe ee wenn A<d ist. 
See Dies ist genau das- 
See selbe Resultat, das 
re auch die angena- 
x herte KIRCHHOFE- 


Abb. 7. Erzeugung der Lichtverteilung hinter einer Halbebene durch Interferenz 
der einfallenden mit einer vom Schirmrand ausgehenden Zylinderwelle. 


sche Theorie ergibt. 
Diese Ubereinstim- 
mung erstreckt sich nicht nur aut die Lage der Maxima und Minima, sondern 
auf den gesamten Intensitatsverlauf. Dieser ist gegeben durch den Integralmittel- 
wert von s? iitber die Periode einer Schwingung, also durch den Ausdruck 


Ta2 [seat. (25) 


Zu seiner Berechnung greifen wir auf (19) zuriick. Wie ein Blick auf die Abb. 5 
lehrt, befinden wir uns in einem Gebiet auBerhalb der Parabel £,. Demnach kann 
das zweite Integral gegen das erste vernachlassigt werden. Damit verschwindet 
auch der Unterschied zwischen der z- und der o-Komponente. Es ist demnach 
keine Polarisationserscheinung zu erwarten. Wir erhalten: 


Ty 2 Ty 2 
r= | [ose | [sine ae } (26) 


Fiihren wir die FRESNELschen Integrale ' 
U U 
C(w) = foos> dr, S(u) = [sin dr 
0 0 
ein, so wird wegen C(— oo) = S(— w) = —4 
1 2 it We 1S. 4 |2 
r= 5\(cl/2n)+5] +[s/2n)+4]] 
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Diese Formeln gehen in diejenigen der Kircunorrschen Theorie itber, wenn 


wir an die Stelle von 2) bd cos *—" den Ausdruck /~ See Por setzen, 
“: a ™ Ycos (~ — 4+ =) 

Diese beiden Funktionen stimmen innerhalb der MeBgenauigkeit miteinander 

uberein, so dab beide Theorien dieselbe Interferenzerscheinung liefern 4), 

Die Theorie der Beugung an der Halbebene ist noch nach einigen Rich- 
tungen hin erweitert worden. SOMMERFELD®) selbst hat die Beugung fiir den 
Fall einfallender Impulsstrahlung berechnet, der fiir die Theorie der Beugung 
der Réntgenstrahlen Interesse besab, LANprE®) dafiir, daB der Impuls aus einem 
endlichen Wellenzug von Sinusschwingungen besteht. WIEGREFE‘) hat die 
Theorie auf den Fall ausgedehnt, dab die einfallende Welle nicht mehr senkrecht 
zur Schirmebene gerichtet ist. Basu) und CHINMAyAM®) betrachten die Beugung 
am Rande eines vollkommen reflektierenden Zylinders, indem sie die Licht- 
erregung aus drei Teilerregungen zusammensetzen, der einfallenden Welle, der 
an der Oberflache reflektierten Welle und einer Beugungswelle, welche von der 
Kante des Zylinders ausgeht und mit derjenigen fiir die Halbebene identifiziert 
wird. Das Ergebnis ist in guter Ubereinstimmung mit der Erfahrung. 

4. Beugung am Keil. Die Behandlung der Beugung einer ebenen Welle 
am Keil ist ebenfalls bereits von SOMMERFELD’) durchgefiihrt worden und 
bietet prinzipiell keine neuen Schwierigkeiten. 
Wir idealisieren, einen Keil durch einen von 
zwei Halbebenen begrenzten Teil des Raumes. 
Diese Ebenen, die von der Z-Achse ausgehen 
und dort die Keilkante bilden, mégen sich unter 


dem in a rationalen Winkel Lx schneiden 


(Abb. 8). Wir fiihren in einer zur Keilkante 
senkrechten Ebene Polarkoordinaten ein, so 
da8 die Spuren der Keilflachen durch die Halb- 


geraden mp =O und p= Py gebildet werden. Den 


mW 
unendlichen Sektor 0< gp < £ a bezeichnen wir als das physikalische Gebiet, 
in dem wir die Lichtbewegung zu studieren haben. An der Oberflache des Keiles, 
A) 
also fiir pg = 0 und y = E a, haben wir die Randbedingungen uv = 0 und an =0 
fiir die a- bzw. die o-Komponente zu erfiillen. Die Lésung gelingt durch einen 
gegeniiber dem vorhergehenden verallgemeinerten SpiegelungsprozeB. Wir 
spiegeln das physikalische Gebiet G zunachst an der Keilflache ~ =0 und er- 
pu 


a 2) 
halten dadurch ein Gebiet G + G, von der Offnung om 


Abb. 8. Beugung am Keil. 


Indem wir dieses Ge- 


biet m-mal aneinander setzen, erhalten wir ein Gebiet von der Winkel6ffnung 2pz, 
1) S. K. Mitra (Phil. Mag. [6] Bd. 37, S. 50. 1919) hat darauf hingewiesen, dab, wie auch 
Abb. 5 lehrt, bei streifender Inzidenz (gy, —> 0, x) in (19) das zweite Integral nicht gegen das 
erste vernachlassigt werden darf. In diesem Falle hatte man also nach der Theorie sowohl 
eine Polarisationserscheinung zu erwarten als auch eine Abweichung von der KirCHHOFF- 
schen Darstellung des Intensitatsverlaufes. Die Beobachtungen von Mirra ergaben un- 
polarisierte Strahlung, welche sehr genau dem SOMMERFELDschen Ausdruck, fiir die a-Kom- 
ponente folgte und von der Kircuuorrschen Formel abwich. Diese Beobachtungen scheinen 
gegen die allgemeine Giltigkeit der Grenzbedingungen fiir die o-Komponente zu sprechen. 
2) A. SOMMERFELD, ZS. f. Math. u. Phys. Bd. 46, S. 11. 1901. 
) A; banwé, Phys. ZS. Bd: 16, S. 201. 1945; Ann. d. Phys. Bd. 48, S. 521. 1915. 
4) A. WieGREFE, Ann. d. Phys. Bd. 42, S. 1241. 1913. 
) 
) 


N. Basu, Phil. Mag. (6) Bd. 35, S. 79. 1918. 
T. K. Cainmayam, Phil. Mag. (6) Bd. 37, S. 9. 1919. 7) A. SOMMERFELD, l. c. 
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welches auf eine pfache RreMANNsche Flache abgebildet wird. Nun liefert uns 
die p-wertige Lésung (13) der Wellengleichung eine Funktion , (Po) welche in 
hinreichender Entfernung vom Schirmrand eine ebene Welle darstellt, die aus 
der Richtung q, einfallt. Diese legen wir in das physikalische Gebiet, so daB 


Oty on ist. Indem wir noch beachten, daB Ausdriicke von der Form 
mM 


m 


tip() = ,(—o) und my (a) =F (722 = a) (28a, b) 


die Randbedingungen an der ersten bzw. an der zweiten Keilflache befriedigen 
und noch der Beziehung u,(«) = u)(& + 2p) Rechnung tragen, setzen wir 
die Lésung in der Form an 

Uy (Po) F Uy(— Po) 


(? — 1 —_ Po 
| Up ( (m = )P It ro) Up ( ne RE 90) 
Wycar se ie ' (29) 
(B —2 tah 
! up| (m — 2)p n 0) tp (: — 7 Po) 


2p Zn 1)/p 
uy ( eS 10) F mp re et ee lc 


m 


Dieser Ausdruck erfiillt in der Tat die Randbedingungen. Denn die Horizontal- 
summen sind von der Form (28a), befriedigen also einzeln die Randbedingungen 
auf der ersten Keilflache, die durch die Schragstriche gekennzeichneten Diago- 
nalsummen einschlieBlich der Summe aus dem letzten linken mit dem ersten 
rechten Term sind von der Form (28b) und befriedigen die Randbedingungen 
auf der zweiten Keilflache. SchlieBlich bemerken wir noch, daB auBer @» keines 


der Argumente im physikalischen Gebiet 0 << y < Py liegt, dort also auBer der 


m 

durch das Problem vorgeschriebenen keine weitere Lichtquelle vorhanden ist. 

ReicHe) hat den Fall des rechtwinklgen Keiles (6 = 3, m = 2) durch- 
gerechnet. Er fiithrt auf die dreiwertige Lésung der Schwingungsgleichung und 
hat insofern Interesse, als ein Keil der physikalischen Realisierung der Beugung 
an einer Kante naherkommt als die Halbebene. Da die Rechnung durchaus 
analog verlauft wie frither, geniigt es, hier die Resultate anzugeben. Wir er- 
halten in hinreichender Entfernung von der Kante das Beugungsphanomen 
wiederum in der Darstellung einer Interferenz zwischen der einfallenden Welle, 
die sich nach den Gesetzen der geometrischen Optik ausbreitet, und einer von 
der Schirmkante ausgehenden Beugungswelle. Diese ist auch hier eine Zylinder- 
welle, deren Intensitat die gleiche Abhangigkeit von 4 besitzt wie vorher. Wie 
zu erwarten, erfolgt der Intensitdtsabfall im geometrischen Schatten fiir die 
a-Komponente schneller als bei der Halbebene, da der Ubergang nach 0 schon 
auf einem um z/2 kleineren Winkelbereich stattfindet, die o-Komponente fallt 
dagegen langsamer ab. Infolgedessen nimmt das Verhaltnis A,/A, im geometri- 
schen Schatten schneller ab und nahert sich den experimentellen Ergebnissen von 
Gouy, WIEN und JEeNtTzscH besser an, als es bei der Halbebene der Fall ist. 
Bemerkenswert ist ferner, daB sich fiir kleine Beugungswinkel bis auf in der 
GréBenordnung einer Wellenlange liegende Zusatzglieder, welche die Lage der 
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Interferenzfransen nicht andern, dieselbe Interferenzerscheinung ergibt wie fiir 
die Halbebene, die Ubereinstimmung mit der Krrcunorrschen Theorie also er- 
halten bleibt. Es zeigt sich somit, daB die Form der beschatteten Teile des 
Schirmes ohne wesentlichen EinfluB auf die Beugungserscheinung ist, so daB 
diese Voraussetzung, welche in der KrrcHHoFFschen Theorie enthalten ist, durch 
die strenge Durchrechnung des Problems eine neue Stiitze erfahrt. 

Aus der Formel (29) kénnen wir noch eine interessante Folgerung ziehen. 
Ist der Keilwinkel von der GréBe a/m, also p = 1, so wird die Lichtbewegung 
bereits durch die Funktionen #,, also in der schlichten Ebene, darstellbar. In 
einem Winkelspiegel von der Offnung 2/m, m =, 2, 3,... sind also ebene 
Lichtwellen méglich. Es entsteht zwischen ihnen eine reine Interferenz- 
erscheinung trotz der Anwesenheit einer beugenden Kante. Eine Beugungswelle 
tritt nicht auf. 

5. Theorie des Fresnerschen Doppelspiegels. Da beim FrRESNEtschen Spiegel- 
versuch, dessen strenge Theorie von A. WIEGREFE!) gegeben worden ist, die 
Offnung des Winkelspiegels fast gleich a ist, sind nach dem Vorhergehenden 
nur geringfiigige Abweichungen von einer reinen Interferenzerscheinung zu er- 
warten. Diese Abweichungen sind jedoch der Beobachtung zuganglich und zuerst 
von WEBER?) erkannt und richtig gedeutet worden. Will man den FRESNELschen 
Spiegel mit Hilfe der Theorie der Beugung am Keil behandeln, so miissen £ 
und m so groB gewahlt werden, daB der Offnungswinkel y nur sehr wenig von a 
abweicht. In diesem Falle wiirde jedoch eine Diskussion der erhaltenen Resultate 
unméglich werden. Es ist zu erwarten, daB der Ubergang p— co, m-> oo wieder 
einfachere Verhaltnisse erzeugt. Zu diesem Zwecke haben wir (29) in der nattir- 
lichen Anordnung aufzuschreiben, die dem sukzessiven SpiegelungsprozeB ent- 
spricht und etwa fiir ungerades m die Form hat: 


UV = tp (Po) F Mp (— Yo) + tye as ”) + Hy m 7 ro) 


u(t 9) Fuh n) bn tl 


m — 


 pa-+ $0) 


m 


= 4 us up| m— 1 
t=. — 
p Po) + p 


—4 _ n 
m p+ Go| FMp|— m px — %) 


Ww 


= m 
F up| 


Setzen wir fiir u, den Wert (13) ein, so erhalten wir 


Clg) 
1 Pe, = 1 1 i 
ee ikr cos(f— p) = aa = =o = = 
2 re Ga jfo—s J (= maa i(-=* m= 0)" 
Cp AP 4—e \™ Pp qe mm op 
1 1 Ps 
fee Se ie = d 
("—* 2 res) (-"— Po- *) > 
ee a mp jet m p 
C(¢@) ; 
ase Ya 2 1 1 
a Tl ase ikr cos(f— @) = = ae = —— otk 
Fonts Be dd S ] (= — tts) r i(- 27 Bes) ye 
|; ae p fe eee p fea? m Dp 
1 1 fe 
4 p= ac 


2) A. WIEGREFE, Diss. Gottingen 1912; Ann. d. Phys. Bd. 39, S. 449. 1912. 
2) H. F. WEBER, Wied. Ann. Bad. 8, S. 407. 1879. 
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Jetzt lassen wir # und m Folgen p,> 0c, m,—> co durchlaufen, derart, daB 


Py 


“" _, y geht. Fiir den Keilwinkel x lassen wir demnach nunmehr auch irrationale 
mM, 


Werte zu. Es wird 


C(p) ; 
= 1 | ef#r cose — 0) : 1 eg 1 | — 
2nt C= 9 6 == 2p 7 SC 2 
= : = |- ——_ : + ac, 
Sy 4p © 1G = Gana a0 
C(p) ‘ 
Sale a | eter cos (f — p) J_ 1 se 4 = 
2x0, Cig, “C= 2%, SF Von 2x 
J Z ! bac, 


E+ py — 47 C+ Pot 4x 
Vermittels der Wererstrassschen Partialbruchzerlegung der ctg- Funktion 
ergibt sich hieraus 


C(@) ) 
4 [ eixreose— of C= Py == f+ Yo 
v= —— | eres - &) + cig a — ctg a or dl. 
4¢yJ laeraanee be oa | 
Um den Anschlu8 an friihere Formeln zu gewinnen, setzen wir noch 
; 1 1 
ctg — = 21 fee — | 

1 Cal mes 2) 


und erhalten wegen Clo) 
fotkreos = Pp) adc —0 


C(p) i — ia 
1 Paes @ =< e * ¥ 
v= — | e r cos (£ — p) = ——_ ac : (30) 
2, eS - Po fa 15 Po 
Ci ist — tu — tue — ia 
A OG e —e us 


Fur irrationales y ist (30) erst auf einer RreEMANNschen Flache mit unendlich 
vielen Blattern eine eindeutige Funktion von qm. Rein formal besteht zwischen (30) 
und der zweiwertigen Lésung (16) groBe Ahnlichkeit. Fiir y = 22 geht die eine 
in die andere tiber. Es ist daher auch eine analoge Auswertung der Integrale 
méglich. Den wesentlichsten Beitrag liefern 

(22-¥) () dabei die Residua des Integranden, soweit sie 

@ %) vi im Bereich p—a<C€<qm-+a liegen, wenn 

g das physikalische Gebiet 0<g<y durch- 

lauft. Haben wir etwa die Verhdltnisse der 

Abb. 9, ¥ = 2 — 7 und yy >7, so liegen von 

den Polen des Integranden € = 2ky + qm, nur 


x Po. —Po. 2% — Po imnerhalb des betreffenden 
\ Gebietes. Sie liefern die einfallende und die 
0 an beiden Spiegeln reflektierten Wellen.‘Hierzu 
Abb. 9. FResnetscher Doppelspiegel. tritt eine Storung, die sich fiir groBe rv wieder- 


um als eine von der Kante ausgehende Zy- 
linderwelle darstellen 1aBt und die Gestalt hat: 


a a 
SAG S100 —— 


c cos — ( ) 

os F os : a 2 
Diese Stérung, die schon wegen des Faktors ) A klein ist, wird auch noch, falls 
7 = a — 7, und 7 klein ist, sehr gering. Sie geniigt jedoch, um die Abweichungen 
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von der Aquidistanz zu erkléren, die an den Fresnetschen Streifen beobachtet 
werden. 

6. Beugung am Spalt. Alle bisher betrachteten Beugungserscheinungen 
heBen sich mit Hilfe mehrwertiger Lésungen der Schwingungsgleichung behan- 
deln, deren RiEMANNsche Flache nur einen Verzweigungspunkt besaB. Die An- 
wendung der funktionentheoretischen Methode auf die Beugung an einem Spalt 
oder Gitter wiirde bereits die Kenntnis von Integralen der Wellengleichung ver- 
langen, die auf RrEMANNschen Flachen mit mehr als einem Verzweigungspunkt 
eindeutig sind. Es ist jedoch ScHWaArzscHILp!) gelungen, die Theorie der 
Beugung am Spalt fiir den Spezialfall senkrechter Inzidenz des einfallenden 
Lichtes zuriickzufiihren auf die Lésung des Halbebenenproblems und die Auf- 
gabe, eine zweiwertige Lésung der Schwingungsgleichung anzugeben, welche auf 
dem Schirm vorgegebene Randwerte annimmt. 

Diese Aufgabe ist gelést, wenn die GREENsche Funktion der Differential- 
gleichung (10) bekannt ist, d.h. eine Funktion g(r, , 7), @), welche dieser 
Differentialgleichung geniigt, in einem berandeten Gebiet mit Ausnahme eines 
einzigen Punktes P,(%, Qo) stetig ist und auf dem Rande verschwindet. In 
dem Unstetigkeitspunkte schreiben wir eine Singularitat vor wie diejenige der 
Funktion —lgz im Nullpunkt. Es hat dann 


Ura, Yo) =~ sa] ul, P) 4 “8 ds (31) 


die geforderten Eigenschaften, wenn u(r, g) langs des Integrationsweges die vor- 

geschriebenen Randwerte durchlauft und die p 

Normale » nach innen gerichtet ist. 
Wir brauchen demnach zunachst Integrale r @ 

der Schwingungsgleichung mit logarithmischen 

Unstetigkeits stellen. Um solche aufzufinden, Ni 

setzen wir eine Lésung der Wellengleichung 0 

in der Form an u = u(ko) mit 


0 = r+ 2 — 277, cos(p — %)- 
Die geometrische Bedeutung von o geht 
aus Abb. 10 hervor. Durch Einsetzen in (10) erhalten wir fiir « die Differen- 


Abb. 10. 


tialgleichung du 1 du 
igs, : 2 f } 
ne 0 7 Tame (32) 
also die Bessetsche Differentialgleichung 
au 1 du i 
oe ear rae —Zl¥=0 (33) 


fiir den Spezialfall 2 = 0 und das Argument x = ko. Wir setzen die allgemeine 
Lésung der Gleichung (33) in der Form 

U, = Cy J, + 6, Y, (34) 
an, worin die J; die Bessetschen, die Y, die NEUMANNschen Zylinderfunktionen 
bedeuten. Insbesondere sind?) 


ae oy 

J (*) = = | sin (x cos7C)dC, 
as : (35) 

Y,(*) =— 2 | cos(x cosil)d€ 


ee 0 
1) K. SCHWARZSCHILD, Math. Ann. Bd. 55, S.177. 1902. 
2) NIELSEN, Handb. d. Zylinderfunktionen. Leipzig: 1904. Kap. VII. 
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linear unabhangige Lésungen von (32). Von ihnen ist die erste im Nullpunkt 
bn A é 
regular und gleich 1, wahrend die zweite sich dort verhalt wie — lex , also fiir 


unsere Zwecke geeignet ist. Unserer komplexen Schreibweise mehr angepaBt 
sind die HanxKeEtschen Zylinderfunktionen, die durch die Gleichungen 


lebee iY, 
ag ee a (36) 
t= [Ff —1Ny 
definiert werden. Es ist demnach 
Ho (x) = ee lege 
(37) 


Hy i ~iacostl dC, 


Sales 


Von diesen wird 5 5 He (ko) im Punkte 79, y» unendlich wie —logx im Nullpunkt. 


Wie beim Hate nenen oracles ist es weiterhin notwendig, daB die GREENsche 
Funktion langs der Halbgeraden m = 0 verschwinde. Ebenso wie vorher geniigen 
wir dieser Forderung in einer doppelt itiberdeckten Rizemannschen Flache. Wir 
bilden die Funktion 


: =) e2 dt 
U(Po) = - 3 | HE (RyP + 7 — 277, cos (p f)) = See (38) 
é ¢ a 


wobei der Integrationsweg wiederum durch eine geeignete Deformation aus einer 
Umkreisung des Punktes gp) hervorgeht. (38) ist eine zweiwertige Lésung der 
Schwingungsgleichung, welche die gleichen Eigenschaften besitzt wie die frither 
betrachtete und auBerdem noch im Punkte 79, mp eine logarithmische Unstetig- 
keit hat. Setzen wir nun 


= u(q) — u(—%) , pr (68) 


so ist g die gesuchte GREENsche Funktion. Denn sie verschwindet aus Symmetrie- 
griinden auf der Halbgeraden mg =0 und besitzt auSer der vorgeschriebenen 
Unstetigkeit keine weitere im physikalischen 
Blatt. Es sei noch erwahnt, daB g auBerdem 
die Lésung des Halbebenenproblems fiir den 
Fall darstellt, daB die Lichtquelle im End- 
lichen hegt und die Gestalt des unendlich 
diinnen Fadens r= 7, » = q, besitzt. 
Wir fithren nunmehr in einer Ebehe senk- 
recht zum Spalt zwei Polarkoordinatensysteme 
eee 1 P1) %2 Pz ein (Abb. 11), die die DurchstoBungs- 
punkte der KantenQ, und O, der Spaltflachen 
S, und S, als Nullpunkte haben und die Spurgeraden der Hlachen als Achsen. Je 
nachdem wir in (39) die Argumente des einen bzw. des anderen Systems einsetzen, 
erhalten wir die GREEN sae: Funktion fiir die eine bzw. die andere Spaltflache, die 
wir als g, und g, unterscheiden. Wir denken uns zunachst die Schirmhalfte Se 
fort. Dann geht die Autgabe in die von SOMMERFELD geliste iiber. Die Lésung 
heiBe vg. Nun suchen wir eine Funktion v,, die so beschaffen ist, daB Vp + Vy 
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auf S, verschwindet. Dies ist der Fall, wenn v, dort die entgegengesetzten Rand- 
werte besitzt wie vp, d.h., wenn wir setzen: 


Sa 
{ 
1=>- foot ds. 


Wir hatten hiermit die Lésung gefunden, wenn nicht v, wiederum auf S, eine 
Stérung hervorrufen, d. h. die Randwerte abandern wiirde. Zur Korivenserdng 
ist die “Addition der Funktion 


notwendig. Indem wir dieses Verfahren fortsetzen, erhalten wir eine unendliche 
Reihe von Funktionen 
Uo + v; + Up =e str aia 

deren Konvergenz von SCHWARZSCHILD bewiesen werden konnte, und die daher 
die Lésung des Problems darstellt. Doch ist eine Auswertung nur dann mdglich, 
wenn man sich auf die Berechnung der ersten Glieder beschranken kann. Dies 
ist dann der Fall, wenn die Spaltbreite groB gegen die Wellenlange ist. Es ge- 
niigt dann, die ersten beiden Glieder der Reihe zu berechnen. Physikalisch heiBt 
dies nichts anderes, als da bei hinreichend weitem Spalt der EinfluB des von der 
einen Spaltflache abgebeugten Lichtes auf die andere so gering wird, daB man 
die Wirkungen beider durch Addition der Einzelwirkungen berechnen kann. 
Die beiden Spaltflachen stellen dann zwei SOMMERFELDsche Halbebenen dar, 
deren Wirkung auch ohne Anwendung der SCHWARzscHILDschen Theorie 
direkt berechnet werden kann. Wir beschranken uns auch hier auf den Fall 
senkrechter Inzidenz. Der Spalt habe die Breite 2d. AuBer den schon erwahnten 
Koordinatensystemen 7,91, 7%2@2 fihren wir ein weiteres Polarkoordinaten- 
system 9, 7 ein, dessen Mittelpunkt mit der Spaltmitte zusammenfallt und dessen 
Azimut der Beugungswinkel ist (Abb. 11). Wir betrachten nur Punkte hinter 


dem Spalt (\z| << = , die vom Spalt soweit entfernt sind, daB . sehr klein ist. 


Nach der Formel (18) wird die Lichtbewegung hinter dem Schirm dann durch 
den Ausdruck 


qe) mo) 
4 lad oot > 
, : re 4 ; : : Pa P 
Un g = ebkn sin p, —_ eit dr + e—tkn sing, = e-ivdr 
yxJ Vx. 
ese ee (40) 
ae Te! 
7 * ae 
- ; Ae as j . Pe aes epee 
ae etkr: sin p. et’ dr + ewtkr, sings Cate aT iko cosy 
VzJ \ x 
—oo re 
dargestellt. Hierin ist 
> / Te 1 
P= VaR; cos( =: ri Same = |2hr, cos( 4 + 2) 


Die beiden ersten Terme enthalten die einfallende und die an der ersten Spalt- 
flache gebeugte Welle, der dritte und vierte das Entsprechende fir die zweite 
Spaltflache. Die einfallende Welle ist darum in diesen Termen doppelt enthalten 
und mu8 durch den letzten Term einmal abgezogen werden. Nun ist 


7, Sin p, = 7%2SiN Y, = — ECOs 7x 
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und daher re) 7?) 


eve re | 
—ike cosz e 4 = 47" eae -it? 
Ue 6a ae ee Ce 20a) Cn an 4 | 


ne Ya 
—oo =O 
(1) (2) Ce 
7° TS 
. 0 (- ot dol 
OTe OF 
— ikocos7|@ — Bar é — it? 
Sy eee 3 e ‘“drt—le i at a 
ay It 
=65 —0o 


Fi hinreichend groBe @ kann 


7,=0—dsinz, r= 0 + a sing 


gesetzt werden, und es ergibt sich 


a : cae = Oh 
(T,)2 = ko|1 = cosy — “sin |; (Ree 16 c - cosy + “ sing’ > (42a) 


Durch Einfithrung der halben Winkel folgt hieraus wiederum unter Vernach- 


seh ss d 
lassigung héherer Potenzen von —: 
O 


c 


Eee lisin ; d. 
IT?| = y2ke |sn& — & oon T?| = 2k |cos = — si wea . 
ga crate fi Doer <a (42b) 
me fecrapeedlllgere d st 4 d . 
T?| = y2ke |sin> + > cos, | a pcos % + sin 2), | 


Zur Auswertung der Formel (41) behandeln wir uw, und u, getrennt. Da hinter 
dem Schirm die T, stets negativ sind, ist auf die Integrale in wu, die erste der 
Naherungsformeln (20) anzuwenden, und wir erhalten: 


we 
— (mh) 2 ¢ (m2) 
ar pee) Pace Ne 
Uy a ei kecosz - | 
. ages "T 9 
2iva| TY is 
oder mit Riicksicht auf (42) 
(x a+ “| 
e id waar ei kdsin x e~tkdsin x 
i ———- 
a p ; i“. ; Gh nF 
2-)2ake cos % — “-sin# cos £ + sin% 
De wih: ae Pie PON aia) 


Vernachlassigen wir noch lls gegen eos beschranken uns also auf 


nicht zu groBe Beugungswinkel, so wird schlieBlich 


hen a a cos Was rae (43) 


u, betrachten wir zunachst hinreichend tief im geometrischen Schatten, 
etwa hinter S,. Wir kénnen dann wegen 


+co 


- {4 

a ir 

=e de=i1 
\uw 


-— co 


La 
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schreiben r\) “rt 
ener a G -ir at 
‘=e "~ *—= 6 «at — je al (44) 
yu} o ‘ 
- oo - co 


Da in dem betreffenden Gebiet T)?< 0, 7P> 0 ist, liegen nun dieselben 
Verhaltnisse vor wie bei #,, und wir erhalten mit Riicksicht auf die veranderten 
Vorzeichen unmittelbar 

~i{te~ 3] 


ne e : sin (k asin) (45a) 
y2xke sin ~ 
5 


Das gleiche Resultat ergibt sich selbstverstandlich im Schattengebiet hinter S,. 
Die Formeln (20) verlieren ihre Giiltigkeit fiir kleine |7/, werden also unbrauch- 
bar zur Berechnung von uw, in der Umgebung der Schattengrenzen. Dort 
schreiben wir (44) in der Form 


Zunachst betrachten wir das beleuchtete Gebiet. Dort sind beide T, positiv 
und sehr klein. Der Integrationsbereich beschrankt sich daher auf eine kleine 
Umgebung des Nullpunktes. Wir setzen e~?* = 1 und erhalten 


Res rd 
4 “4 [5h 
. : ane Ree [2ka 
= e—tke cosz an ey -- Y ell — g—ike cosz = / cos : 
|x 2 
oder da 7 sehr klein ist 
Sn Se Syane 
a, eo he aN aaa (45 b) 
1 fg aes 


In den beschatteten Gebieten, die nahe an der Schattengrenze liegen, haben die T, 
entgegengesetztes Vorzeichen. Die Absolutwerte der 7, legen auch in diesen 
Gebieten noch sehr nahe beieinander. Setzen wir 12 = ${(T\”)? + (T?)?], so 
ergibt sich 
i 7 a 
uU, = e~ tke cosz © _g~ike(1 — cosz) y= cos a 
1 Vx 0 3 


oder wiederum, weil 7 klein ist 

(45 c) 
(45b) und (45c) gelten fiir kleine, (45a) gilt fiir groBe y. Da jedoch (45a) fur 
kleine 7 in (45b,c) tbergeht, so ist fiir nicht zu groBe Beugungswinkel und in 


hinreichender Entfernung vom Spalt (45a) allgemein giiltig. Demnach wird 
die Lichtverteilung hinter einem Spalt dargestellt durch die Funktion 


Tv 


e-tke | i= sin(kdsinz) — -* > cos(kd sin) 
(eee ey eS oe (46) 
\22ko sin - cos -— 


2 2 


v4 = 
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Wird die Intensitat des einfallenden Lichtes gleich 1 gesetzt, so liefert (46) fiir 
die z- und die o-Komponente die gleiche Intensitat 


= ee, sin (kd sinz) ]2 cos(kd sin x) |2 
“are Z | | x hi (47) 


sin — cos + 
D, 2 


aber eine Phasenverschiebung 6 zwischen ihnen, welche der Beziehung 
tg = te Z ctg(kd sin x) 


geniigt. Innerhalb des Giiltigkeitsbereichs der Formeln wird also linear polari- 
siertes Licht im allgemeinen elliptisch, natiirliches Licht durch den Spalt nicht 
polarisiert. Uber den Giltigkeitsbereich hinaus kann man jedoch fir sehr groBe 
Beugungswinkel auch fiir natiirliches Licht ein Uberwiegen der o-Komponente, 
also eine partielle Polarisation, voraussagen, da die a-Komponente bis zur 
Schirmflache hin nach Null abnehmen mu8. Aus (47) findet man unmittelbar: 


2kd?({sin(kdsiny)|2 { 2 
ee | kd sin y Na ali 


ee 2kdcos 
2 


wahrend man nach der angenaherten KrrcHHorrschen Theorie den Ausdruck 
2k d* {sin (kd sinz) 
kdsin;y 


2 


ies 


TO 


erhalt. Es ergeben sich also folyende Unterschiede. Wegen des Faktors cosy 
nimmt die Intensitat mit wachsendem Beugungswinkel schneller ab als bei der 
Kircuuorrschen Theorie. AuBerdem tiberlagert sich tiber diese Lichtverteilung 
ein ziemlich gleichférmiger, mit wachsendem Beugungswinkel wenig ansteigender 
und bei breitem Spalt schwacher Lichtschimmer. Die Lage der Maxima und 
Minima bleibt hiervon nahezu unbeeinfluBt. Dagegen sind die Minima nicht 
mehr vollstandig dunkel und die Maxima nicht mehr so scharf ausgepragt. 

7. Theorie der Beugung an schwarzen Schirmen. Die Theorie der Beugung 
an schwarzen Schirmen bietet vom Standpunkt der elektromagnetischen Licht- 
theorie besondere Schwierigkeiten, wenn wir als schwarz einen Schirm bezeichnen, 
der alles auffallende Licht restlos absorbiert, ohne etwas zu reflektieren oder 
hindurchzulassen. Damit keine Reflexion eintritt, muB nach der elektromagne- 
tischen Lichttheorie die Dielektrizitatskonstante des Schirmes mit der des um- 
gebenden Mediums ubereinstimmen. Die Undurchlassigkeit kénnte auf zweierlei- 
weise bewirkt werden. Entweder miiBte der Schirm das Licht vollstandig reflek- 
tieren, was der ersten Annahme widerspricht, oder er miBte es vollkommen 
absorbieren, was bei einem unendlich diinnen Schirm unmédglich ist. VorcT?) 
hat jedoch zum ersten Male darauf hingewiesen, daB die Schirme, welche in der 
SOMMERFELDschen Theorie verwendet werden, Eigenschaften besitzen, die das 
physikalische Verhalten schwarzer Schirme mindestens mit groBer Annaherung 
zam Ausdruck bringen. In der Theorie der Beugung an einer Halbebene erschien 
die Spur des Schirmes als Verzweigungsschnitt einer zweiblattrigen RrEMANNschen 
Flache, und er hatte die Eigenschatt, das Licht ungehindert aus dem physikalischen 
in den mathematischen Raum abzuleiten. Er glich einer offenen Tiir, durch die 
das Licht ohne Reflexion den physikalischen Raum verlieB, ein Effekt, der einer 
vollkommenen Absorption gleichkommen wiirde, wenn wir nicht damit rechnen 
muBten, daB ein kleiner Teil der Lichtbewegung durch den Schirm hindurch 


1) W. VoictT, Géttinger Nachr. 1899, S. 1—33; Kompendium der theor. Physik Bd. ITI, 
S. 768. Leipzig: 1896. 
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wieder Zutritt in das physikalische Blatt erhielte. Die reflektierte Welle kam 
dadurch zustande, da wir aus dem mathematischen Blatt eine ebene Welle 
durch den Schirm hindurch in das physikalische Blatt eintreten lieBen. Sie war 
durch den Anteil #,(— q 9) gegeben. Streichen wir diesen aus unserer Endformel, 
so vermeiden wir auch die Reflexion am Schirm. Demnach stellt die Lésung 


C(¢) i 
Uo = | eikr cos (o—q) 


(48) 
e cmealll 2 

sicherlich mit groBer Annaherung die Lichtbewegung dar, welche bei der Stérung 
der einfallenden Welle durch einen schwarzen Schirm hervorgerufen wird. Die 
Méglichkeit, daB das Licht aus dem zweiten Blatt einen Weg in das physikalische 
Blatt zuriickfindet, wird sich nun dadurch verringern lassen, daB wir nicht die 
zweiwertige, sondern eine #f-wertige Loésung (13) benutzen. Wir vermehren 
dadurch die Anzahl der Blatter, so da8 das Licht erst in den physikalischen 
Raum zuriickkehren kann, wenn es sdmtliche Blatter durchlaufen hat. SchlieB- 
lich kénnen wir sogar mit # gegen unendlich gehen. Die Anzahl der Blatter 
wird unendlich, das Licht lauft sich in ihnen sozusagen tot, eine Anschauung, 
die der physikalischen Realisierung des schwarzen Schirmes als Eintrittséffnung 

jn einen Hohlraum sehr nahekommt. Wir erhalten fir diesen Fall aus (13): 

: C(¢) at 
at ree ees 

Uoo = eri | eikr cos (€-@p) a a : (49) 
Die Méglichkeit, zwischen einer f-wertigen oder der unendlichwertigen Lésung 
zu wahlen, ist charakteristisch fiir die Unbestimmtheit der analytischen Formu- 
herung von Beugungsproblemen an schwarzen Schirmen. Nach VoictT wird 
diese Unbestimmtheit noch dadurch erhéht, daB man in den nichtphysikalischen 
Teilen des Raumes offenbar abermals schwarze Schirme annehmen kann, ohne 
im physikalischen Raum weitere St6rungen hervorzurufen. Dagegen ist die 
Anwesenheit von Lichtquellen und auch von reflektierenden Kérpern dort aus- 
geschlossen, da diese durch den Schirm hindurch Licht in den physikalischen 
Raum senden wiirden. Im Gegensatz zum reflektierenden Schirm wird also 
durch den schwarzen Schirm die Struktur der R1EMANNschen Flache noch nicht 
eindeutig bestimmt. Was wir nach Voict zu fordern haben, ist nur, daB der 
mittlere Energiestrom an der Oberflache des Schirmes stets aus dem physikalischen 
in das mathematische Blatt gerichtet ist. Innerhalb dieser Forderung ist bei 
gegebener Berandung auch die Gestalt des Schirmes noch frei wahlbar. Wir 
kénnen auch zwei verschiedene Verzweigungsschnitte durch dieselbe Berandung 
legen und den ganzen zwischen ihnen liegenden Teil als einen massiven schwarzen 
Schirm auffassen. Demnach wird durch (48) bzw. (49) die Beugung am schwarzen 
Keil mitgelést, nicht aber etwa durch den Ausdruck, den wir durch Fortlassen 
des zweiten Terms aus (30) erhalten wiirden. Denn der Ausdruck (30) enthalt ja 
Lichtquellen im nichtphysikalischen Raum, wodurch er zur Beschreibung der Beu- 
gung an schwarzen Schirmen unbrauchbar wird. Durch die Streichung des zweiten 
Terms in (13) ist der Unterschied zwischen der - und der o-Komponente ver- 
schwunden. Das am schwarzen Schirm gebeugte Licht ist demnach unpolari- 
siert. Dieses Ergebnis stimmt mit den Beobachtungen von Gouy iiberein, der die 
schwarze Halbebene durch eine mit RuB geschwarzte Stahlschneide realisierte. 
Die Unbestimmtheit, die darin liegt, daB wir sowohl (48) wie (49) zur Dar- 
stellung der Lichtbewegung benutzen kénnen, fallt um so weniger ins Gewicht, 
als beide Formeln in der numerischen Auswertung sich wenig voneinander unter- 
scheiden. In der Nahe der Schattengrenze haben wir schon am blanken Schirm 
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nur den ersten Term von (13) beriicksichtigt, also gerade die Funktion (48) 
benutzt. (48) liefert dort also dieselbe Beugungserscheinung wie ein blanker 
Schirm, ist demnach auch in Ubereinstimmung mit der KircnHorrschen Theorie. 
Fiir (49) hat WieGrEFE}) in der Nahe der Schattengrenze die Naherungsformel 


ae Al 

V2kr 
PeAG 
my 

P -ikr(i-F)e 4 A 

—— € a= Cm at 

(2? )z | 
oo 


entwickelt. Aus (17) erhalten wir mit den gleichen Bezeichnungen fir die zwei- 
wertige Lésung den Ausdruck eee) 
—Vakr sins | 
4— 

AF artic | pare ge 

|P| \x 
Der Vergleich zeigt, daB in erster und zweiter Naherung Ubereinstimmung 
herrscht. Fiir groBe 7 oder in geniigender Entfernung von der Schattengrenze 


erhalten wir die Beugungswelle aus (49) wieder in Form einer Zylinderwelle: 


vy (p—)*—% 
Wir erhalten also auch hier einen Intensitatsabfall im geometrischen Schatten. 


as 


Er ist steiler als der durch die Formel cos aa der zweiwertigen Lésung be- 


dingte, weicht aber bis zu Beugungswinkeln von 90° nicht meBbar von dem 
ersten ab. Das gleiche gilt fiir die Wiedergabe des Lichtabfalls durch die K1RcH- 
HoFFsche Theorie. Fiir noch gré8ere Beugungswinkel lieBen sich evtl. durch 
photographische Methoden Messungen gewinnen, die zur Bevorzugung einer 
bestimmten Formel fiihren kénnten. Hinter einem blanken Schirm ist der 
Intensitatsabfall stets weniger stark als hinter einem schwarzen, in Einklang 
mit den Beobachtungen von Gouy. Die folgende Tabelle gibt itber die vor- 
liegenden Verhaltnisse eine Ubersicht. 


Tabelle 1. Intensitatsabfall im geometrischen Schatten der Halbebene. 


Blanker Schirm Schwarzer Schirm Schwarzer Schirm 
Beugungswinkel (SOMMERFELD) (SOMMERFELD) [KirCHHOFF *)] 
0=yp-Go-% 4 | oO P-Lo 
Uy (Po) —U2(~ Po) | te (qo) +o (— qo) Us (Po) Uso (Po) aoe ha 
10 LOS 127.3 11,47 AAS 11,43 
20° 4,53 | 6,98 5,76 5,43 5,67 
30) Pag | 5,02 3,87 3350 238 
40° 1,82 4,03 2,92 2,58 Ps) 
Ole 30) | 3,43 Dear 2,01 2,14 
60° 0,96 3.03 2,00 1,60 “A575 
7Ol 0,73 2,76 1,74 ou 1543 
80 O755 2,56 1556 1,18 1,19 
90° 0,42 2,42 1,42 1,02 1,00 
100° 0,30 Dee de 0,90 0,84 
110° 0,21 2,24 Ae 0,80 0,70 
PAO) O72 2,19 Ae yt5 0,72 0,58 
1) A. WIEGREFE, Diss. Gottingen 1912. 
2 


) Vgl. F. Korrrer, Ann. d. Phys. Bd. 70, S. 405. 1923. 
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Die Unbestimmtheit der Definition, des schwarzen Schirmes laBt die 
Méglichkeit zu, sie auf andere Weise durchzufiihren. Wir skizzieren hier noch 
die Ideen, die Korr_eR') und IcNatowsky?) iiber diesen Gegenstand entwickelt 
haben. Das Integral (1) ist iiber eine geschlossene Flache zu erstrecken, welche 
die Lichtquelle L ausschlie8t und den Aufpunkt P umhiillt. Wenn wir jedoch 
die Normalenrichtung umkehren und damit das Innere und AuBere der Flache 
vertauschen, umhiillt die Flache den Lichtpunkt ZL und den Schirm. Wir ziehen 
sie nunmehr tiber den Punkt L hinweg und umhiillen diesen statt dessen durch 
eine unendlich kleine Kugel. Die Integration iiber diese liefert den Beitrag 
42%), Wenn t%, die von L ausgehende, durch keinen Schirm gestorte Kugelwelle 
bedeutet. Es ist also jetzt 


ns 


eaikr 


re) 
1 Y Ou etkr 
u— Uy -- os b 5 — aa Fs do, (50a) 


cv 


\ 


wenn die Integrationsflache weder L noch P umhiillt und die Normale y nach 
auBen weist. 

Nunmehr zerlegen wir die Integrationsflache durch eine geschlossene Kurve 
in zwei Teile S, und S,, welche wir einzeln als ungeschlossene, durch die Kurve 
gemeinsam berandete Flachen auffassen, und schmiegen S, so an S, an, daB 
beide Vorder- und Riickseite einer einzigen Flache bilden. Das Integral braucht 
dann nur noch tiber S, erstreckt zu werden, wenn wir 


Si 


e r) =ter 
“= pee Na 5 Pel Jao Cl) 


setzen und 


| (Ou 
Ou = Uy — Up, bay = lar), (a), 


die Differenzen der Werte sind, die w und — auf beiden Seiten der Flache 


annehmen. Die Formel (50b) stellt also eine Funktion dar, die an der Flache S, 
A) 4 
> pe = é ° iS . OU . 

mit ihren ersten Ableitungen Unstetigkeiten von der GréBe dw und 0 a: aufweist. 

In der mit (1) identischen Formel (50a) wird nun von KIRCHHOFF die 
Integration nur iiber den beleuchteten Teil des Schirmes gefiihrt und dort 

: , “J 4 
Ou ou Meta = Ou Ou 
—— = —,” gesetzt, so daB sie in (50b) iibergeht, wenn du = uy, 6 ie 7s 
Cv cv 

gesetzt wird. Die KircuHorrsche Lésung stellt also eine Funktion dar, die an 
der beleuchteten Seite des Schirmes Unstetigkeiten von der GréBe der dort von 
der Lichtquelle hervorgerufenen Lichtbewegung besitzt, die also mit denjenigen 
der geometrisch optischen Lichtverteilung beim Sprung an der Schirmflache 
vom Licht zum Schatten iibereinstimmen. Definiert man demnach die Kigen- 
schaft ,,schwarz‘‘ eines Schirmes als darin bestehend, an seiner Oberflache solche 
,, Sprungweite“ hervorzurufen, so ist das Krrcuuorrsche Integral, das als Lésung 
einer Randwertaufgabe unbefriedigend ist, die exakte Lésung des Beugungs- 
problems. Dies ist die Auffassung von KotrLer. Die wahre Funktion des 
Schirmes tritt, ganz wie in der SoMMERFELDschen Theorie, auch hier erst in 
einem zweifachen RreMANNschen Raum zutage, welcher den Schirm als Ver- 


U =U; 


1) F. KottLer, Ann. d. Phys. Bd. 70, S. 405—456. 1923; Bd. 71, S.457—508. 1923. 
2) W. v. Ienatowsky, Ann. d. Phys. Bd. 77, S. 589—643. 1925. 
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zweigungstlache besitzt. Es zeigt sich dann, das auch hier der Schirm das 
Licht in den mathematichen Raum ableitet und eine Riickkehr in den physi- 
kalischen Raum verhindert, jedoch nun, ohne zu einer Reflexion an seiner Ober- 
flache AnlaB zu geben. 

Gehen wir von der skalaren Wellenoptik zur elektr omagnetischen Lichttheorie 
iiber, so ersetzen wir mit KorrLer die Lichtquelle durch einen linearen Oszil- 
lator und schreiben in jedem Flachenelement des Schirmes Unstetigkeiten von 
der GréBe des Feldes vor, welches der lineare Oszillator dort besitzt. Die Un- 
stetigkeit der Tangentialkomponenten zwingt zur Annahme von Flachenstrémen, 
welche Ladungen auf dem Rande der Flache nach sich ziehen. Die mit der 
Unstetigkeit der Tangentialkomponenten zwangslaufig verbundene Unstetigkeit 
der Norrnalkomponenten fiihrt zur Annahme von Flachenladungen. Die Felder 
dieser Stréme und Ladungen bilden die Stérung, welche die einfallende Welle 
durch den Schirm, erfahrt und geben den AnlaB zu einer Beugungserscheinung. 
Die Durchrechnung ergibt in dem Fall der schwarzen Halbebene, daB von der 
Schattenseite des Schirmes keine Energie auf die Lichtseite ubertritt, daB also 
die Vorctsche Eigenschaft der Schwarze erfillt ist. Ferner wird durch die Beu- 
gung keine Polarisation hervorgerufen. Im wbrigen ist das numerische Resultat 
in Ubereinstimmung mit der KircHHorrschen Theorie. 

Auf Grund der Annahmen von Kotter hat IGNna- 
ToWSsKy die Beugung an einer Halbebene, einer kreis- 
runden Scheibe und Offnung, an einem unendlich 
langen Streifen, Spalt und Gitter neu _ berechnet. 


d Schwierigkeiten, welche mit den KoTTLerschen Annah- 
men verbunden sind, veranlassen ihn jedoch zur Auf- 
id) . An : D . 
ey 0 p Stellung anderer Bedingungen fiir die Schwarze eines 
Abb. 12. Schirmes. Es zeigt sich nun, daB man diese Bedingun- 


gen nicht allgemein angeben kann, sondern in jedem 
Einzelfall durch spezielle Betrachtungen zu ermitteln hat. Fir die Halbebene 
seien einige Ergebnisse angefiihrt. Ist in Abb. 12 OP eine schwarze Halbebene, 
so setzen wir fest, da die Beugungserscheinung nicht gedndert werden soll, 
wenn wir den Schirm um seine Kante drehen. Wir sind damit in Uberein- 
stimmung mit der KircuHorrschen Theorie, bei welcher die Beugungserscheinung 
ebenfalls nur durch den Rand des beugenden Schirmes bestimmt wird. Bei dieser 
Drehung wird, ganz im Sinne der SOMMERFELDschen Auffassung, ein Teil des 
nichtphysikalischen in einen Teil des physikalischen Raumes verwandelt. Da 
sich trotzdem an der Beugungserscheinung nichts andern soll, so kann zwischen 
physikalischem und nichtphysikalischem Raum kein Unterschied bestehen, und 
wir miissen in beiden Raumen dieselben physikalischen Gesetze als giiltig an- 
nehmen (vgl. hierzu die entgegengesetzte Auffassung bei Vorcr und SOMMER- 
FELD). Drehen wir OP um a in die Richtung OP’, so geht die untere Halbebene 
des physikalischen Blattes in den oberen Teil des nichtphysikalischen Blattes 
uber und umgekehrt. Betrachten wir demnach zwei , ubereinanderlfegende‘‘ 
Punkte Q;, Q, etwa im Gebiete J, bzw. I, der RrEMANNschen Flache, so wird hier- 
bei Q, ein Punkt des mathematischen, Q, ein Punkt des physikalischen Blattes, 
ohne dai sich laut Voraussetzung die zugehérigen Werte wu und w® andern. Er- 
ganzen wir aber die schwarze Pnenene. zur vollen XZ-Ebene, so tritt die un- 
gestérte Lichtwelle u, ohne Beugung in die untere Halbebene des mathemati- 
schen Blattes tiber, und dort herrscht die ungestérte Lichtverteilung w,. Nun be- 
trachten wir fiir einen Augenblick beide Halbebenen getrennt, beachten, daB 
bei ihrer Vereinigung zur ganzen Ebene ihre beiden nichtphysikalischen Blatter 
zu einem einzigen vereinigt werden und schlieBen hieraus, daB sich auch die zu- 
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gehérigen Werte der Wellenfunktion addieren. Dies sind aber, wie wir gesehen 
haben, w und «®, so daB sich die Beziehung ergibt: 


u, = u) + 4, (54) 


also gerade die Eigenschaft, welche die SOMMERFELDsche zweiwertige Lésung 
besitzt. Verlegen wir Q auf den Rand des Schirmes, so werden Q, und Q, die 
Werte auf den beiden Seiten des Schirmes. An die Stelle der Annahme eines 
Sprunges auf der Schirmflache tritt also die Bedingung (51) als charakteristisch 
fiir die schwarze Halbebene. 

Wir nehmen an, da8 jeder schwarze Schirm das Basinetsche Prinzip 
erfillt. Denken wir uns nun etwa in der XZ-Ebene beliebige unendlich diinne 
schwarze Schirme, so gelangen wir durch diese hindurch von der Lichtseite aus 
in nichtphysikalische Raume. Wir setzen nun fest, daB diese Raume einen 
einzigen nichtphysikalischen Halbraum bilden. Befinden wir uns in diesem Halb- 
raum und blicken wir nach dem Schirm hin, so sehen wir dieselbe Erscheinung, 
wie wenn wir uns im physikalischen Raum auf der Schattenseite eines komplemen- 
taren Beugungsschirmes befanden. Wir miissen demnach auch im nichtphysikali- 
schen Raum das BaBineTtsche Theorem als erfiillt ansehen. Es laBt sich leicht 
zeigen, daB diese Forderung identisch ist mit der Erfillung der Gleichung (51), 
die wir demnach fiir beliebige schwarze Schirme als giiltig anzusehen haben. 
Nach IcNATowsky kann also das Problem der Beugung an schwarzen Schirmen 
nicht als Sprungwertproblem aufgefaB8t werden, sondern es sind die hier erérterten 
Gesichtspunkte, welche allerdings nur notwendige und nicht hinreichende Be- 
dingungen liefern, fir jeden schwarzen Schirm im einzelnen zu priifen. Hierbei 
ergibt sich fiir die schwarze Halbebene, daB die SOMMERFELDsche zweiwertige 
Lésung (48) dem Problem am besten angepaBt ist. 


b) Direkte Losungen. 


8. Beugung am Zylinder. Im folgenden behandeln wir einige spezielle 
Beugungsprobleme, die durch direkte Ansatze gelést werden kénnen, soweit sie 
der experimentellen Priifung zuganglich sind. Wir transformieren hierbei die 
Grundgleichungen auf Koordinaten, in denen die Schirme Parameterflachen 
werden. Es ist dann méglich, Grenzbedingungen einzufiihren, die die Material- 
konstanten des Schirmes beriicksichtigen. 

Die Beugung am Zylinder kann als zweidimensionales Problem behandelt 
werden, wenn wir den Zylinder als unendlich lang annehmen und ihn mit einer 
ebenen Welle beleuchten. Es geniigt dann, den Schwingungsvorgang in einer 
zur Zylinderachse senkrechten Ebene zu studieren. Identifizieren wir die Zylinder- 
achse mit der Z-Achse, so behalten die Gleichungssysteme (9) ihre Giltigkeit. 
Die Spur des Zylinders ist ein Kreis mit dem Radius 9. Wir fiihren in der Ebene 
Polarkoordinaten ein, wodurch die Schwingungsgleichung die Form annimmt: 

F)2 , A)2 
Ou 1 Ou 1 ou (52) 


——; + s+ hPu=O. 


or ¥ Or y* Og 


Die aus der Richtung gy,= 0 einfallende Welle w, sei eine ebene, linear pola- 
risierte Welle. Der elektrische Vektor schwinge in der Z-Richtung. Es ist 


demnach 
UU, = Ya ad eikr cose, 


Fiir konstantes 7 ist u eine periodische Funktion von m mit der Periode 27. u laBt 
sich hier als FourreERsche Reihe darstellen, bei der die Koeffizienten nur noch 


19* 
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von y abhangen. Da uw aus Symmetriegriinden eine gerade Funktion von ¢ ist, 
erhalten wir: 


u = >A, (7) cosn@ . 
n=0 
Einsetzen in (52) liefert fiir die Koeffizienten die Brssetsche Differentialgleichung 


GAn ae dA, | (7 wr) A, == (0), (53) 


ay“ ¥ fd? 
deren allgemeines Integral 
An = Cn) In (Br) + cy’ Yn (R7) (54) 


wir bereits in Gleichung (34) betrachtet haben. Wir haben nun das Innere und 
das AuBere des Zylinders getrennt zu behandeln. Da wir mit endlicher Leit- 
fahigkeit rechnen, dart im Inneren des Zylinders “ niemals uber alle Grenzen 
wachsen. Deshalb kommen im Innern zur Darstellung von w nur die BEssELschen 
Zylinderfunktionen in Betracht, weil die NEuMANNschen im Nullpunkt logarith- 
misch unendlich werden. Fiir das Innere des Zylinders missen wir « demnach 

in der Form ansetzen: - 
Uj = >On In (R17) COSN ED. (55a) 

n=0 


AuBerhalb des Zylinders geben wir w die Gestalt 
Uy = Ebharcos p 1 4% | (56) 


Der erste Term stellt die aus der Richtung wm = 0 einfallende ebene Welle dar. 
Fir den zweiten, der die vom Zylinder hervorgerufene Storung liefert, ist zu 
fordern, daB er fiir hinreichend grofe 7 héchstens vom Nullpunkt divergierende 
Wellen darstellt. Dies ist die unter Ziffer 1 besprochene Ausstrahlungsbedin- 
gung von SOMMERPELD. wu* muB sich also im Unendlichen verhalten wie e~‘*’, 
Nun gelten fir groBe 7 die asymptotischen Formeln 


Lo Va sin [x = ree x) 
(oe 2n—1 oe ae 
Y,4)> \ a4 £98 (x — — a a) : 
Demnach ist die zweite HANKELsche Zylinderfunktion 
18) 7, ‘ aye = ili — eee x} 
Hi (x) = In(x) — 1¥, (x) > |/ =e ; (57) 
und hat daher die geforderte Eigenschaft. Wir haben also zu setzen: 
WU = Sa, H? (kav) cosug. i (555) 


n=0 
Auf dem Schirm sind fiir die z-Komponente, welche hier allein betrachtet werden 
soll, die Gienzbedingungen 
ime, OU; OU, fi 
is a) Or ne Or ur i B= (D (58) 


zu erfiillen. Indem wir noch fiir w, die Entwicklung 


[oe} 
UV Eo Red ORD) J (RaY) ae ea a” What) COSuU Pp 


n=O) 
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einfiihren!), erhalten wir 
~ Co 
) a1 0s = | 9 N 
a = Jo(Rar) + 2d "Jn (Rar) cosnp +>) an Hy (Rar) cosmm, (55) 
n=1 n=0 
und kénnen nun durch Koeffizientenvergleichung aus (58) fiir die a, die Formeln 


5 gn iJ nla) Jn(Rie) — Ras Jn(Rao) + In Rio) 
OR, HD, 0) Tn Ria) — Ras HN (kao) + Jn (2ie) 


ac 


a, = & +12, = WD Bir are (59) 
herleiten. Fur a) ist der Faktor 2 zu streichen. 

Hiermit ist das Problem formal erledigt. Die Reihen konvergieren jedoch 
in brauchbarer Starke nur in dem Falle, daB der Durchmesser des Zylinders 
klein ist gegen die Wellenlange. Fiir diesen Fall hat W. SrIrz?) einige Beispiele 
zahlenmaBig durchgerechnet. DEByYE*) gibt fiir die Reihe (55c) eine Integral- 
darstellung, die sich auch fiir das optische Gebiet auswerten laBt, und hat diese 
fiir den Fall des vollkommen reflektierenden Zylinders diskutiert. Seine Me- 
thode ist von SpoHN*+) und PFENNINGER?®) verallgemeinert worden und fiihrt zu 
Ergebnissen, die mit der Erfahrung gut tibereinstimmen. Auf anderem Wege 
hat IcNATOoWskKy®) die optischen Verhdltnisse diskutieren kénnen. Ausgehend 
von einem allgemeinen Integral der MAxwettschen Gleichungen erhielt er unter 
gewissen vereinfachenden Annahmen Ergebnisse, die mit dem Experiment 
iibereinstimmen. Es ist bemerkenswert, daB die Lage der Maxima im geome- 
trischen Schatten die gleiche ist, wie sie die angenaherte KirncHHoFFsche Theorie 
fir die Beugung an einem schwarzen unendlich langen Streifen von der 
Breite 20 errechnet. 

Die Schwierigkeit, die mit der Auswertung der Formeln verbunden ist, 
verschwindet, wenn nicht mit optischer, sondern mit kurzwelliger elektrischer 
Strahlung gearbeitet wird. Die experimentelle Anordnung kann dann so gewahlt 
werden, daB das Verhaltnis o// klein ist. Gleichzeitig ergibt sich die Moglichkeit, 
den von der Theorie geforderten EinfluB des Zylindermaterials nachzupriifen. 
Hierbei hat man sich zweckmaBig isolierender Zylinder zu bedienen, da elektri- 
schen Schwingungen gegeniiber die Leitfahigkeit der Metalle praktisch unend- 
lich ist. 

Solche Untersuchungen sind von SCHAEFER’) durchgefiihrt worden, zuerst 
mit gedampften, spater mit ungedampften Schwingungen. Den Einflu8 der 
Dampfung hat KopayAsuHi-Iwao’) berechnet und mit den experimentellen 
Ergebnissen von SCHAEFER in Ubereinstimmung gefunden. 

Da das Feld durch einen Detektorempfanger mit eingeschaltetem Galvano- 
meter abgetastet wurde, haben wir (©? als Ma fiir die Intensitat anzusehen. 
Um € zu berechnen, muB fiir die a-Komponente im AuBenraum u, mit E> 
identifiziert werden. Benutzen wir fiir die Zylinderfunktionen die asympto- 
tischen Formeln (57), so ergibt sich 


co 


: “ee kr] 7: | : 
E = etkreosy 4 |/ oils is e2' dy COSNG@. 
ae — 

1) CoURANT-HILBERT, Meth. d. math. Phys. I. S. 392. Berlin 1924. 

2) W. Seitz, Ann. d. Phys. Bd. 16, S. 746—772. 1905; Bd.19, 5. 554—566. 1906; 
Bd. 21, S. 1013—1029. 1906. 
jb DEnve, Pinys: Zo. 6d. 9, 5, 775—770- 1906- 
4) H.Spoun. Diss. Breslau 1916. 
5) H. PFENNINGER. Ann.d. Phys. Bd. 83, S. 753. 1927. 
8) W.v.IGNATowsky, Ann.d. Phys. Bd. 18, S.495— 522. 1905; Bd. 23, S.875—904. 1907. 
) y 

7) CL. SCHAEFER und F. GROSSMANN, Ann. d. Phys. Bd. 31, S. 455—499. 1910. 
SCHAEFER und J. Mrerzxircu, ZS. f. Phys. Bd. 13, S. 166—194. 1923. 

8) Kopayasui-Iwao, Ann. d. Phys. Bd. 43, S. 861. 1914. 
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Setzen wir 


et ty cosng =A, +1B,, (60) 
n=0 


so wird 


& = cosnt jcos(kr cos@) + | 4, cos(7 = kr) — By sin(7 _ all | 


\ 
Js 


Es geniigt, die ersten drei Glieder der Reihe (60) zu beriicksichtigen. Man kann 
also in (61) setzen: 


(61) 


a 


— sinnt {sin (Rr cos) + Ven \4, sin (7 — Ar) + Bycos( 7 — ry) 


Ae 
Bo = py + & CSP — passin ze. 


Wir beschranken die Diskussion auf die Verhaltnisse vor, seitlich und hinter 
dem Zylinder. Die Ausdriicke fiir die Intensitat lauten 


=X) — Bp, cosy — &, cos2p, 


vor dem Zylinder (y = 0): 
1 Aad Day a 4a7\ sf OE 4 a7 
1,=5\t+ ee (A 0+ Bo) + - [44 cos(7 — +7") — By sin(= — alle 


seitlich vom Zylinder (y = = ") 


1 Ae hin se Pe eee Te 
oe a ae FB | oe a 


hinter dem Zylinder (y = 2): 


1 /| 9 9 2B A > 
a a 3 . lara) =| “(Ax Ba). 


Aus den ersten beiden Gleichungen (62) erkennt man, daB vor und seitlich vom 
Zylinder Interferenzstreifen auftreten, die vor dem Zylinder einen Abstand 
von 4/2, seitlich von ihm einen solchen von 4 haben. Die Intensitat schwankt 
hierbei um einen Mittelwert, der groBer ist als derjenige der ungestérten Strah- 
lung, sich aber mit wachsendem 7 dieser asymptotisch annahert. Das Verhalten 
hinter dem Zylinder wird wesentlich durch das Vorzeichen des Terms A, — B, 
bestimmt. Ist 4, — 6, > 0, so tritt hinter dem Zylinder eine Verstarkung der 
ungestérten Welle ein, die mit wachsendem 7 verschwindet (Typ I). Eine 
,schattenwirkung“ kann also nur eintreten, wenn A. — B,< 0 ist, und zwar 
dann, wenn 


VI 9 5 
2|Ax — Bal > — 5, (Ae + Ba) 


ist. Gilt diese Ungleichung bereits fiir 7 = 9, so beginnt die Schattenwirkung 
direkt hinter dem Schirm (Typ II), sonst erst in einiger Entfernung von ihm 
(Typ ITI). Da die Schattenwirkung im Unendlichen wieder verschwindet, éxistiert 
stets eine Stelle tiefsten Schattens. Auch diese Stelle kann direkt an der Schirm- 
flache liegen oder erst in gewissem Abstand von ihm. Abb. 43 gibt itber die 
vorliegeiiden Verhaltnisse eine Ubersicht. Die Realisierung der verschiedenen 
Typen ist von SCHAEFER durch Variation der Zylinderradien bei konstanter 
Wellenlange und Dielektrizitatskonstante erreicht worden. Die Kurven O= 015 
und 0,50 cm gehéren dem Typ I, @ = 0,72, 0,78 und 0,82 cm dem Typ III, 
o = 0,98 und 1,21cm dem Typ II an. Es hat zunachst den Anschein, als ob mit 
wachsendem 0 der Typ II immer mehr hervortritt. Dies ware daran zu erkennen, 
da fiir eine feste Entfernung 7 vom Zylinder mit wachsendem o die Schatten- 
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wirkung immer ausgepragter wiirde. Zeichnet man jedoch die Werte von I, 
fir festes y und A in Abhangigkeit von 0/4 auf, so erhalt man die Kurve der 
Abb. 14. Es findet also eine peri- 
odische Verstarkung und Abschwa- -%, 
chung der Intensitat statt, durch 44 
die sich der EinfluB von Form und 
Material des Schirmes am deutlich- 
sten auspragt. Die Maxima und 
Minima treten namlich dann auf, 
wenn der Radius des Zylinders so 
gewahlt ist, daB die Frequenz der 
einfallenden Welle mit einer Eigen- 
schwingung des Zylinders zusam- 
menfallt. Es handelt sich also um 
eine Art Resonanzeffekt. Die 
Eigenschwingungen des Zylinders 
sind diejenigen Zustande, die auch 
ohne auBere Anregung bestehen 
kénnen. Wir erhalten sie dem- 
nach aus (56), indem wir den ersten 
Term streichen. Die Gleichungen 
fiir die Koeffizienten nehmen die 
Form an 


a, H? (k,0) = bn In (Rie) =0, 
Ay kg,” (kao) — bn k, J, (Rio) = 0, 


und besitzen nur dann von 0 ver- 
schiedene Lésungen, wenn die 


Determinanten Enffernung von der Zylinder Achsé 
H® Rk 8) -O Abb. 13. Intensitatsverteilung hinter dielektrischen Zylindern. 
is ( aQ) In (Rio) —— Die Kurven beziehen sich auf Wasserzylinder (« = 81) und 
12 : / <3 eine einfallende ebene Welle 4=58 cm, deren elektrischer 
Ra H,, (Ra Q) kj In (2,0) (63) Vektor parallel zur Zylinderachse schwingt. Die Zahlen rechts 


rea as x ae geben die Zylinderradien in cm-+ 1072. 
sind. Wir erhalten also co! transzendente Gleichungen, die nur durch komplexe 
Werte des Arguments befriedigt werden kénnen, da die HANKELschen im Gegen- 
satz zu den BessEetschen Funktionen auch fiir 
reelle Werte komplex sind. Da wir o reell an- 
nehmen, so folgt, daB die k komplex sind. d j o/4 =r? Py 
Die Eigenschwingungen sind also gedampft?). Te ney 
Jede der Gleichungen hat oo! Wurzeln, so dab j nace 0,0050 
im ganzen oo? Eigenschwingungen vorhanden ange 0,0674 | 0,0002 
sind, die sich der GréBe nach anordnen lassen. b ile 0,0730 | 0,0090 
Tabelle 2 gibt die ersten vier Werte fiir den 

in Wellenlangen der einfallenden Welle gemessenen Radius g eines Wasser- 
zylinders, der eine Eigenschwingung von der Frequenz der einfallenden Welle 
besitzt. Ferner sind die zugehérigen Eigendimpfungen x und die Ordnung 1 
der Schwingung hinzugefiigt, die angibt, aus welcher der Gleichungen (63) der 
zugehoérige Wert von o0// berechnet worden ist. Die Zahl 7 ordnet die Wurzeln 
in jeder dieser Gleichungen nach der GréBe. Die Lage dieser Werte von 0/A 


Tabelle 2. 


1) Vgl. Ziff. 1, S. 265. 


a 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100CHm 
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ist in Abb. 14 eingetragen. Es zeigt sich, daB sie mit der Lage der Maxima 
und Minima zusammenfallt. Ebenso erkennt man die Einwirkung der GréBe 
der Dampfung auf die Scharfe der Resonanzerscheinung. Der mathematische 


ome 
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a 
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Abb. 14. Die Intensitat hinter einem dielektrischen Zylinder als Funktion des Zylinderradius 9. Als Abszisse_ist 
der in Wellenlangen der einfallenden Strahlung «, gemessene Zylinderradius, als Ordinate die Intensitat in Pro- 


zenten der Intensitat von u, aufgetragen. Die Ordinaten wl) geben die Lage der Eigenschwingungen des Zylinders 


an. Die Kurve bezieht sich auf Wasser als Zylindermaterial (¢ = 81) und einen Abstand 7 = 10 cm von der Zylinder- 
achse. Die Gestalt der Kurve wird allein durch das Verhaltnis o/A bestimmt. Der elektrische Vektor der ein- 
fallenden Welle schwingt parallel zur Zylinderachse. 


Zusammenhang zwischen dem Kurvenverlauf und der Lage der Eigenschwin- 
gungen wird dadurch hergestellt, daB, wie ein Vergleich von (63) mit (59) lehrt, 
die v? Nullstellen des Nenners von (59) sind. Die von SCHAEFER beobachteten 
Werte lassen erkennen, daB 
Theorie und Experiment in 
vollstandiger Ubereinstimmung 
sind. 

Der EinfluB der Eigen- 
schwingungen pragt sich eben- 
falls in der Energieverteilung 
rund um den Zylinder aus. Sie 
wird durch die Polardiagramme 
(Abb. 15 bis 18) wiedergegeben, 
die einer Wellenlange von 66 cm 
und einem Abstand 7 = 30 cm 
von der Zylinderachse entspre- 
chen. Die GroéBe der in der 
Richtung gy herrschenden Inten- 
sitat wird durch die Lange des 
Radiusvektors gemessen, der 
Abb. 15. Intensitatsverteilung um einen dielektrischen Zylinder unter dem Winkel @ vom Null- 
ata von dom Quotient o/2 aus dem Zylingstades g und ae DUNK? aus Zur Kurve gezogen 
Wellenlange 7 der einfallenden Strahlung ab. Elektrischer Vektor wird. Die Intensitat hist im 


parallel zur Zylinderachse. Intensitatsverteilung vor der ersten 


Bivenschwineiag® off 16.0106, Prozenten derjenigen der ein- 

fallenden Welle angegeben. 

Das Diagramm der ungestérten Welle ist demnach der Kreis, der .die Be- 
zeichnung 100% tragt. Die einfallende Welle kommt aus der Richtung y = 0°. 
Die ausgezogenen Kurven geben die theoretische Intensitatsverteilung, die ge- 
strichelten die Ergebnisse des Experiments. Die Ubereinstimmung ist tiberall 
ausgezeichnet. Solange der Zylinderradius sehr klein ist, ist die Stérung 
sehr gering, in der Nahe der ersten Eigenschwingung wird sie merklich. Be- 
merkenswert ist die Verstarkung hinter dem Zylinder im ,,Schatten‘‘gebiet auf 


Ziff. 8. Beugung am Zylinder. 
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Intensitatsverteilung unmittelbar vor 
der zweiten Ejgenschwingung. o/A = 0,0412. 


Abb. 16. Intensitatsverteilung unmittelbar vor der ersten Eigen- Abb. 17. 
schwingung. 9/2 = 0,0136. 


Kosten der seitlichen Strahlung, wie 
sie in gréBerer Entfernung vor der 
ersten Eigenschwingung eintritt (Ab- 
bildung 15), um bei weiterer Annahe- 
rung wieder zu verschwinden (Abb. 16), 
und der groBe Unterschied zwischen 
den Abb. 17 und 18, die den Schwin- 
gungsvorgang unmittelbar vor und 
hinter der zweiten Eigenschwingung 
y\) = 0,0419 darstellen (vgl. auch Ab- 
bildung 14). zh ty ‘ 

Fir die o-Komponente haben wir ar a 
durchaus analoge Verhaltnisse. Abb. 19 
gibt ein Bild der Abhangigkeit der In- 
tensitat von o// hinter dem Zylinder. 
Im Vergleich zu der Kurve (14) ver- 
lauft die Kurve (19) noch ausgespro- 
chener oberhalb der Geraden J = 100, 
so daB hinter dem Zylinder fast tiberall 
eine Verstarkung der freien Strahlung 
eintritt. 

Denkt man sich in ein homogenes 
Medium Oszillatoren von zylindrischer 


Abb, 18. Intensitatsvertei- 

lung unmittelbar hinter der 

zweiten Eigenschwingung. 
o/h = 0,0427. 
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Gestalt regelmaBig eingebettet, so werden diese durch eine in das Medium ein- 
dringende Welle zur Aussendung einer koharenten Streustrahlung angeregt 
und rufen demnach Dispersion hervor. Da die Eigenschwingungen der Oszilla- 
toren an verschiedenen Stellen des Spektrums liegen, je nachdem der elektrische 
Vektor der einfallenden Welle parallel oder senkrecht zur Zylinderachse 
schwingt, ist ein solches Medium sowohl doppelbrechend wie dichroitisch. Es 
kann als eine Art Modell fiir einen Kristall mit diesen Eigenschaften gelten. 
Braun!) hat durch Verdampfen diinner Drahte mittels einer Kondensator- 
entladung auf Glas metallische Beschlage hergestellt, die eine zylindrische 
Struktur besaBen und bei denen in der Tat sowohl Doppelbrechung wie 
Dichroismus nachgewiesen werden konnte. 

Die Beugung an einem elliptischen Zylinder ist von SrEGER®) berechnet 
worden. Seine Formeln sind jedoch nur fiir den Fall ausgewertet worden, daB 
die Leitfahigkeit unendlich groB und der Zylinderradius klein gegen die Wellen- 
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Abb, 19. Intensitatsverteilung hinter einem dielektrischen Zylinder. Die Kurve ist das Analogon zu Abb. 14 fiir 
den Fall, daB der elektrische Vektor der einfallenden Welle auf der Zylinderachse senkrecht steht. 


lange ist. Von gréB8erem experimentellem Interesse ist die Beugung an einem 
parabolischen Zylinder, die von EpsTEIN*) behandelt worden ist, da der paraboli- 
sche Zylinder besser als die Halbebene die realen Verhaltnisse bei der Beugung 
an einer Schneide wiedergibt. Trotz der Annahme unendlich groBer Leitfahigkeit 
werden die Polarisationsverhaltnisse 1m geometrischen Schatten in der Tat 
besser dargestellt als durch die Halbebene, doch bleibt die Diskrepanz zwischen 
Theorie und Experiment immer noch erheblich. Bei der Annahme endlicher 
Leitfahigkeit ergeben sich selektive Effekte, welche fiir die 7-Komponente viel 
starker als fiir die o-Komponente sind. Die Theorie der Beugung am _para- 
bolischen Zylinder gibt daher eine exakte Erklarung fiir die Farberscheinungen, 
die bei der Beugung an einer Kante beobachtet werden (vgl. Ziff. 3). 

9. Beugung am Gitter. Uber den Rahmen der Kircunorrschen Theorie 
hinaus ist von der strengen Theorie der Gitterbeugung die Beantwortung zweier 
Fragen zu erwarten, der Frage nach der Polarisation des gebeugten Lichtes und 
nach dem Einflu8 der Gestalt der Gitterfurchen auf die Intensitatsverteilung in 
den verschiedenen Spektren. Besteht das Gitter aus zylindrischen Drahten, 
so lassen sich darauf die oben gewonnenen Resultate anwenden, falls man 
voraussetzt, daB die einzelnen Drahte so weit voneinander entfernt sind, daB 


1) F. Braun, Ann. d. Phys. Bd. 16, S. 1 und 238. 1905. — Vel. auch H. Sroun, 
Phys Zo Dds 24, ont On 120s 

2) B. SIEGER, Ann. d. Phys. Bd. 27, S. 626. 1908; vgl. P. S. Epstein, Encycl. d. 
math. Wiss. V, 3. Kap. 24, Ziff. 65. 
3) P. S. EpsTEIN, Diss. Miinchen 1914; Encycl. d. math. Wiss. V, 3. Kap. 24, 
Ziff. 66. 
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sie sich in ihren Wirkungen summieren, ohne sich gegenseitig zu beeinflussen. 
Diese Theorie ist von SCHAEFER und REICHE!) gegeben worden. 

Das Gitter bestehe zunachst aus 9} = 2N + 1 Staben, die unendlich lang 
sind und frei im Raume stehen. Der Radius der Stibe sei gleich 0, der Abstand 
ihrer Achsen, die Gitterkonstante, gleich y. In einer zu den Gitterstaében senk- 
rechten Ebene sei der Mittelpunkt des von dem mittelsten Stab ausgeschnittenen 
Kreises Zentrum eines Koordinatensystems. 

Die Y-Achse liege in der Gitterebene, die AY 
X-Achse senkrecht dazu (Abb. 20). Wir 
fiihren auBerdem Polarkoordinaten 7, @ ein. 


Beleuchten wir das Gitter mit einer ebenen 
Welle 


— pikrcos¢ 
u,= e wt 


so laBt sich nach (55b) das von dem sten 
Zylinder abgebeugte Licht darstellen in 
der Form 


oo 
us = >" a, H® (Rat,) COSNDs, (64) 
n=0 


wenn 7, den Abstand vom sten Zylinder 
bedeutet, mw, den Winkel, den 7, mit der 
Achse des Polarkoordinatensystems bildet. Indem wir 7 als groB gegen die Gitter- 
breite annehmen, kénnen wir 


Abb. 20. Beugung am Drahtgitter. 


%,=r+sysing, 


eee a 
setzen, das letztere, weil bei der Summierung iiber m wegen der schnellen Kon- 
vergenz der a, nur wenige Glieder beriicksichtigt zu werden brauchen. Fiir das 
gesamte vom Gitter abgebeugte Licht ergibt sich demnach 


ed) +N 
u* = >'a,cosng > H® (k,(r + sysing)). 
n=0 s=—N 


Fir die H® setzen wir die asymptotischen Werte (57b) ein und schreiben noch 


abkiirzend fT =-. kay sing = ’. 
Es wird dann 


of 7 7 sos +N —isp’ 
i —p eA “es é 
UP = 6 (; —- > 2” Ay COSNP y) 
i n=O . s=-N uP am oe 


Im weiteren vernachlassigen wir die Gitterbreite gegen die Entfernung des 
Aufpunktes vom Gitter, also sp’ gegen #. Es wird dann 


N : N sin 9 Bs 
Pee ie eels Set” = io Zi 
pa LVp+sh VP om VP gin e 


und die gesamte Lichtbewegung auBerhalb des Gitters ist 


sin Jt Ee / 90 
ikr cos ¢ AZ -»| 2 oe n z 6 
Uggs ¢ ee mee Veep a" Ay, COSN . (65) 
cant | n=0 


1) CL. SCHAEFER und F, Reicue, Ann. d. Phys. Bd. 35, S. 817. 1911. 
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Fiir die a-Komponente ist u, mit F,, fir die o-Komponente mit H, zu 
identifizieren. Die elektrische Kraft der o-Komponente erhalten wir aus den 
Gleichungen (9b), die in Polarkoordinaten die Gestalt 


: ie 
tk EH, a - | 
(66) 
: CH, 
tpg = ay 
besitzen. Es wird demnach bei Vernachlassigung aller héheren Potenzen von 1/7 
Be site eae, 
j p 
(| Se See - 
Tigi COS GE MIE Pe Ee (i “)" Ee oa "Cy COSNG . (67) 
sin — n=0 


Die Einfiihrung der c, an Stelle von a, deute auf die Verschiedenheit dieser 
Koeffizienten fiir die z- und o-Komponente hin. SchlieBlich berechnen wir 
noch die Intensitaét der Strahlung. Setzen wir die Intensitat der einfallenden 
Welle gleich 1, so ist 


i= = | (Re E,e?)2 dt, eS = | [(ReE, ef)? + (Re LH, 42] dt. 


\ ne >: "a,cosny = A, + 1By, 
n=0 (68) 


co 
i) 5 A 
| 2 > a" C,COSHY = Co +4D,, 


Setzen wir noch 


sin? X (a sin Jt es 
I,=14 - (A? + B? 4 7 c08 ( 
ae T p’ 9g T Sy) i at g pb’ COS p =F pcos p Pe ide oie 
sin? — = 
D 2 
singe & Be 
fobs ;- sin (2 + pPcosm — 
sie ae, 
Pe 
sin? 9 c sin Yt E | 
te At ace Sein pene COS p —— cos(p + pcosgy — — 7 
sin? — Sine 
2) 2) 
sin c 
— 2D, cosp— we sin(p + pcosy — — 
sin 


Fir yg =O0 ist 


Jha = 1+ 9 As Be =e 2A, cos (2p — =) + 2% By sin(2 p— z))| 


Too = 1 + WC} + Di] — 2NC, cos(2p — 4) — 2NDy sin(2p — + 
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Vor dem Gitter bilden sich also Interferenzstreifen aus, die einen Abstand von 4/2 
haben. Ihre Lage hangt vom Material der Stabe und dem Verhiiltnis @/A ab, 
jedoch nicht von der Gitterkonstanten. Hinter dem Zylinder, also fiir g = =, 
erhalten wir 


Toei 0942 + BY) + RV 2 (4, — B,) 
Paget ae Ce D*) UE 2 (C,, — D,,); 


Die Diskussion verlauft hier ganz analog wie bei einem einzelnen Zylinder. Es kann, 
je nach dem Verhalten der GréBen A, B, C, D eine Verstarkung oder Abschwa- 
chung der einfallenden Strahlung stattfinden. Welcher Fall eintritt, hangt vom 
Zylindermaterial, von dem Verhaltnis 9/A und der Anzahl der Gitterstabe ab. Fiir 
eine beliebige Richtung y = 2 — » wird unter Vernachlassigung héherer Potenzen 


(70b) 


. Ray siny 
_ F 2ar(1 — cosy) I 
1p n= 1 +2—— [Ay cos - - Lar 
: . wy siny \ A 
sin + 
2 
. (2ar(1 — cosy) It 
+ B,,Sin{ 7 alt 
Cc 
. Nay siny (70¢) 
cad , 2ar(1 — cosy) a 
= 7 ee a : 
Lng=i1f2 _aysiny cosy C,ycos( 7 7) 
+ D,,sin 2x4 (14 z cos y) 7 I. 
/. 4 


Wir erhalten also auch hier ein System von Interferenzstreifen. Betrachten wir 
fiir einen Augenblick nur die Winkelargumente in den runden Klammern als von 
yw abhangig, so legen die Extremwerte der Intensitat an den Stellen 


2: — J By 
cos| wets ; pony) 2 ) =+1, a == tea, 
. / yw 
‘2av(1 — cosy) I = Dy _ 
s(- 7 7 "| rl a tgt. 


Diese Gleichungen werden durch die konfokalen Parabelscharen 


2ar(1 — cosy) x 6 - 
aS {° = ha, h=0,+1,+2,... 
erfiillt, die den Nullpunkt als Brennpunkt und die Richtung y = 0 als Achse 
haben. Bewegt man sich langs eines Radiusvektors mit der Richtung y vom 
Nullpunkt weg, so betragt die Entfernung zwischen zwei aufeinanderfolgenden 
Parabeln der Schar 2/2(1 — cosy). Langs eines Radiusvektors schwankt 
also die Intensitat in diesem Abstand von Maximum zu Minimum. Dieses 
Verhalten ist von dem bei gewoéhnlichen Gittern beobachteten wesentlich ver- 
schieden und riihrt daher, daB wir das Gitter frei im Raume stehend angenommen 
haben. Wir kommen weiter unten darauf zuriick. Sehr kompliziert ist die Ab- 
hangigkeit der Intensitat vom Beugungswinkel y. Ohne Kenntnis der Eigen- 
schaften des Gitters ist hieriiber wegen der Abhangigkeit der A, B, C, D vom 
Material und den Dimensionen des Gitters wenig auszusagen. Der Faktor 


sin —— 
i 


_ aysiny 
sin 
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bewirkt wie in der gewohnlichen Gittertheorie im allgemeinen einen Extremwert 
der Intensitat an den Stellen 


sin ahh 
py me 


der aber durch die Einfliisse der ttbrigen von y abhangigen Faktoren stark 
modifiziert wird und je nach deren Verhalten ein Maximum oder ein Minimum 
sein kann oder gar nicht zum Ausdruck kommt. 

Wir berechnen hier schlieBlich noch die Durchlassigkeit D des Gitters. Es 
ist dies das Verhaltnis der Intensitaét der einfallenden zu derjenigen der durch- 
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Abb. 21. Das Durchlassigkeitsverhaltnis D,[D,5 fiir einen einzelnen dielektrischen Zylinder. 


gelassenen Strahlung, d. h. zur Intensitat des Zentralbildes. Sie ist direkt gegeben 
durch die Ausdriicke (70b). Besonders wichtig ist das Verhaltnis der Durch- 
lassigkeit fiir die a- und die o-Komponente. Nach (70b) ist 


Det 2a ee Ae Be) 


A=—= = a an? 
Do Ase 2 (Cee) eee (ea Dp?) 


(71) 


Ist A < 1, so haben wir ein Gitter, das die auffallende Strahlung fast vollkommen 
parallel zu den Gitterstaében polarisiert bzw. von einer polarisierten Strahlung 
nur die Komponente durchlaBt, deren elektrischer Vektor senkrecht zu den 
Gitterstaben schwingt. Dieser Fall ist realisiert bei den bekannten Versuchen 
von Hertz mit elektrischen Wellen und metallischen Gittern, bei denen, Gitter- 
konstante und Stabradien klein gegen die Wellenlange sind. Eine in dieser 
Richtung polarisierende Wirkung des Gitters wird deshalb als Hertzeffekt be- 
zeichnet. Der entgegengesetzte Fall wurde an Gittern zum erstenmal von pu 
Bots und Rupens!) aufgefunden, und zwar an Metalldrahtgittern von 50 bis 
100 w Drahtdurchmessern bei Bestrahlung mit ultrarotem Licht. Er wird als 
Du Boiseffekt bezeichnet. Durch VergréBerung der Wellenlange der auffallenden 
Strahlung wird der Du Boiseffekt in den Hertzeffekt iibergefiihrt. Der Punkt, 


') H. Du Bots, Wied. Ann. Bd. 46, S. 542. 1892.; H. Du Bois und H. RUBENS, 
Wied. Ann. Bd. 49, S. 593. 1893; Ann. d. Phys. Bd. 35, S. 243. 1911. 
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in dem gerade 4 = 1 ist, wird als Inversionspunkt bezeichnet. Im allgemeinen 
ist das Verhalten sehr kompliziert. Fir einen einzelnen dielektrischen Zylinder, 
fir den die Kurven der Abb. 14 und 19 berechnet worden sind, ergibt sich z. B. 
der Verlauf von 4 (0/4) nach Abb, 21. Wir haben einen durch die Eigenschwin- 
gungen des Zylinders hervorgerufenen periodischen Verlauf von A in Ab- 
hangigkeit von @/A, wobei in dem betrachteten Gebiet bereits mehrere In- 
versionspunkte auftreten. Demnach kénnen quantitative Aussagen iiber den 
Verlauf von 4 nur gemacht werden, wenn die A, B, C, D numerisch bekannt 
sind. Die Formel (71) ergibt fiir sehr kleine 0/A, fiir die die Rechnungen sich 
ausfiihren lassen, an metallischen Gittern das Uberwiegen des Hertzeffektes. 
Betreffs weiterer Einzelheiten wird auf die Originalarbeit verwiesen. Fiir das 
optische Gebiet lassen sich die Ergebnisse von DEBYE und Spoun iibertragen, 
da sich ein Gitter hinsichtlich des Durchlissigkeitsverhaltnisses im wesentlichen 
wie ein einzelner Zylinder verhalt. Die Rechnungen bestatigen die Existenz 
eines Inversionspunktes beim Ubergang zu langwelliger Strahlung und geben 
auch quantitativ die Abhangigkeit der Lage dieses Punktes vom Material der 
Gitterdrahte recht gut wieder. 


Die Wirkung der bisher betrachteten Gitter unterscheidet sich in einem 
wesentlichen Punkte von der gewodhnlicher Gitter, namlich in der oben- 
erwahnten Abhangigkeit der Intensitat von vy. Dieser Effekt wird im 
wesentlichen dadurch hervorgerufen, daB8 das Gitter frei im Raum steht, 
wahrend die meisten Gitter in eine undurchsichtige Blende eingelassen sind. 
Nehmen wir an, daB das Gitter in der Offnung eines Spaltes von unendlicher 
Leitfahigkeit angebracht ist, dessen Kanten noch um y/2 von den Achsen der 
beiden auBersten Stabe entfernt sind, so kommt zu der Gitterwirkung noch die 
beugende Wirkung des Spaltes hinzu, wahrend die einfallende Welle gréBtenteils 
abgeblendet wird. Die Lichtbewegung hinter einem Spalt wird durch 
die Formel (46) der Ziff.6 gegeben. Die Spaltbreite 2d ist hier gleich Jy. Ad- 
dieren wir hierzu noch den durch den zweiten Term von (65) bzw. (67) gegebenen 
Ausdruck fiir das vom Gitter abgebeugte Licht, so erhalten wir fiir die gesamte 
Lichtbewegung hinter dem Zylinder im Falle der 2-Komponente 


(2 at sin y .( 2 Ny sin 
i(7-2) sin es cs ~i(F +2] re js a ts 
e f| e d 
a = oat Sa 
y2ap sin y2up cos a 
. (72a) 
. adty siny 
(2 5) in ——_— 
+e\* | Ay +tB,,), 
: my siny (Ay + y) 
n 
ps 
im Falle der o-Komponente 
14 y Sj BY ams SI ) 
(Z-») sin BYSDY —-1(T +9) cog MrSID 
é 1 
Eg = Ey a = eee yp aoe ce wy 
y2up sin a cos 
(72b) 
. avy siny 
(Zt 1 —_ ; 
sels (Cy + iDy), 


ay siny 
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da in erster Naherung der aus (46) mit Hilfe von (66) berechnete Ausdruck fir Ey, 
mit demjenigen fiir H, identisch ist, wahrend E, verschwindet. Aus (72) ergibt 
sich fiir die Intensitat 


y SI 2 sin 2 
sin oe siny ee iny 
ji 1 d | A 
Tv 
228 sin cos 
2; 2, 
; ysiny |2 
ee it 
(AZe al 2 
= 2np (Ai, I 5) ay sin y (73) 
A 
ayy si ; Si » sin 
sin ee sin epee: cos ee bd 
27 eae ee A eee 
oP ANG . cy sinw Ay eb Bsieer yp 
Sih sin 2 Cos By 


Entsprechend J; durch Ersatz der A,,, B, durch.C,,, —D,. Dieversten) beiden 
Terme liefern die Verteilung, die allein durch die Anwesenheit des Spaltes hervor- 
gerufen wird. Sie ist innerhalb des geometrischen Schattens gering. Sind |A,,|, 
Wes He Capit Dag tee (ny p)*, was bei optischen Gittern meist der Fall sein wird, 
so wird die Intensitat im wesentlichen durch den dritten Term bestimmt und 
erreicht ihr Maximum an den Stellen 


ysiny 


; ==), h=0, +1, +2, 
Dort wird die Intensitat 
[= (AT aL Br) e 


Lo == (Gor Baa 


und zwar ist die Lage dieser Maxima ee von dem Material der Gitter- 
stabe und im Gegensatz zu den vorher betrachteten Gittern auch unabhangig 
von der Entfernung vom Gitter. Es lat sich auch hier eine Durchlassigkeit 
definieren, indem wir die Intensitat, welche allein durch den Spalt hervorgerufen 
wird, mit derjenigen vergleichen, die beim Einsetzen des Gitters in den Spalt 
entsteht. Nach (73) ist die so definierte Durchlassigkeit des Gitters 


1+ (752 + 2ap(A2 + B2)K? + 2/2ap ®{ Aa” at, B 
ie ; ‘A 
See ; 
mes 
anc UN? 55 Ste (74) 
1+ eral + 2ap (C3 + D3) KR? + 2/2apMN (oa ! — Ds) 
Dos 


Qa My\2 : 
7) ab (==) i 


Hieraus berechnet sich das Durchlassigkeitsverhaltnis 


1+ (FP) + ano (at + By m+ ay2np (4,22™" + B,) 
A = = = a ° (75) 
1+ (772) + aap (Ch + Da) + 2/2xp 2( Cy 2% BE — Ds) 


Will man tber das Durchlassigkeitsverhaltnis quantitative Aussagen machen, 
so miissen die Koeffizienten A, B,C und D bestimmt werden. Die Rechnung 
1aBt sich wieder durchfiihren, wenn @/A klein ist. Sie ergibt fiir ein Gitter aus 
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sehr diinnen Stében zunachst den Du Boiseffekt, der bei Vermehrung der Stabe 
uber einen Inversionspunkt hinweg in den Hertzeffekt tibergeht. 

Icnatowsky?) hat Berechnungen fiir beliebige Gitterprofile von unendlicher 
Langs- und Querausdehnung durchgefiihrt. In diesem Falle la8t sich der Aus- 
druck fiir das gebeugte Licht durch eine Fourtrersche Reihe darstellen. Fiir den 
Fall der Drahtgitter kommt IGNATOowsky zu ahnlichen Resultaten wie SCHAEFER 
und zu einer qualitativen Ubereinstimmung mit den experimentellen Ergebnissen 
von pu Bots und RuBENs. Ferner ist unter der Voraussetzung der unendlichen 
Ausdehnung des Gitters der Winkel #, zwischen der Richtung des ten Haupt- 
maximums und der Gitternormalen unabhangig von der Form der Furchen 
und dem Material des Gitters stets durch die FRAUNHOFERsche Beziehung 


sin 9, — sind =h-— = ht, ; 
2% : (7 6 a) 
os, 
gegeben, wenn #, die Richtung der einfallenden 
Welle bedeutet und / alle ganzen Zahlen durch- y 
lauft, die hiermit vertraglich sind. 
Dieser Tatbestand ist die Voraussetzung der Bole 


Gittertheorie von Lord RayLeicH?), der den Ein- 
fluB des Furchenprofils auf die Intensitatsvertei- 
lung in den Spektren der verschiedenen Ordnungen 0 
untersucht. Das Gitter bestehe zundchst aus be- 
liebigem Material und sei wieder in beiden Rich- % % 
tungen unendlich ausgedehnt. Die Furchen mégen 
der Z-Achse parallel laufen, die Gitterebene sei 
die XZ-Ebene. Die Spur des Gitters in der XY- 


Ebene 146t sich dann durch die Fourierreihe Abbi ga. Beuguae wei Gitten 


y= > me, m= 0, nT (77) 
A= —co 
darstellen. Die Festsetzung 7, = 0 macht die XZ-Ebene zur Gitterebene. Wir 
beleuchten das Gitter mit der ebenen Welle 


Up, = pik (asin iy + y cos Do) (78 a) 


die aus der Richtung #, einfallt (Abb. 22) und nehmen nun an, daB die reflektierte 
Welle nur in den durch (76) bestimmten Richtungen eine wesentliche Intensitat 
besitzt und eine Uberlagerung von ebenen, nach diesen Richtungen ausstrahlenden 
Wellenziigen ist. Es ergibt sich mit Riicksicht auf (76a) 

u*® — ebkaxsin SA, eihax ¢ iky cosy (78b) 

h=—00 

Entsprechend erhalten wir fiir die gebrochene Welle, wenn @y die Richtung des 
regular gebrochenen Strahles ist und g, die Richtungen der gebeugten sind 


(Abb. 22); . ae 
sing, — sings =—- =A, (76b) 
« ake : . , e 
te gik’xsing i > i, e! hq eik y COS Dn (78 Gy 
h=-x 


1) W. v. Ienatowsky, Ann. d. Phys. Bd. 44, S. 369. 1914. 
2) Lord RayLeicuH, Theory of sound. sd. ed. London 1926. Bd. II, § 272a.; Proc. Roy. 
Soc. London (A) Bd. 79, S. 399. 1907. 
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wobei Rk’ sin Jy 


ie 0 SIO, 


ist. Wir betrachten nur noch den Fall unendlicher Leitfahigkeit. Es ist dann 
u; = 0, und auf dem Schirm ist die Bedingung u* + , = 0 zu erfiillen. Nach (78) 
ist also auf dem Gitter 
+0co 
— eiky cosy — D> Ane cos Wp, ethan, (79) 
h=-co 

Wir nehmen nun an, daB die Tiefe der Gitterfurchen so klein gegen die Wellen- 
iange ist, da® auch ky eine sehr kleine Zahl ist. Als erste Naherung ergibt sich 
dann aus (79) 


+99 
: a A . 
—1—ikycos®, = > A, e?2, 
h=-co 


wahrend nach (77) 


+00 
—1—tkycosth) = —1 + > — ikcosdony, eh 4 


h=-oco 
ist. Durch Koeffizientenvergleichung ergibt sich hieraus 
A, =—1, Ay, = —p,- tk COSY). (80 a) 


Diese Naherung ergibt einen auSerordentlich ibersichtlichen Zusammenhang 
zwischen der Form des Gitters und der Intensitat der verschiedenen Spektren. 
Besitzt das Gitter z. B. eine reine Sinusgestalt, so sind hiernach nur die Spektren 
erster Ordnung zu erwarten. Eine genauere Berechnung der Koeffizienten wirde 
in diesem Fall ergeben, da die Amplitude im Spektrum mter Ordnung von der 
GréBenordnung |i |" ist. Diese Feststellung rechtfertigt es nachtraglich, daB wir 
in (78b) die Summierung bis ins Unendliche erstreckt haben, wahrend sie in 
Wirklichkeit nur tiber solche / zu erstrecken ist, die mit (76a) vertraglich sind. 
Iahrt man die Summation nur iiber die zulassigen h, so ergibt sich, wie VoictT?) 
gezeigt hat, daB die Intensitatsverteilung in den Spektren nur von so vielen 
Koeffizienten 1, der Entwicklung (77) abhangt, als Spektren vorhanden sind, 
wahrend die héheren Koeffizienten keinen Einflu8 mehr haben. Mit derselben 
Annaherung erhalt man fiir die o-Komponente 


Anes, A;, cos, = tn, [k cos? 0, — hg sin do] . (80b) 


Nach dieser Formel ist bei streifendem Austritt des gebeugten Lichtes ein starkes 
Anwachsen der Amplitude zu erwarten, auch 1a8t der Unterschied zwischen (80a) 
und (80b) auf eine polarisierende Wirkung des Gitters schlieBen. Auf eine nahere 
Diskussion kann hier nicht eingegangen werden. RAYLEIGH hat seine Unter- 
suchungen auch auf Glasgitter ausgedehnt. Seine Resultate sind in guter Uber- 
einstimmung mit den schon von FRAUNHOFER?) beobachteten Polayisations- 
erscheinungen, 

fiir die experimentelle Priifung der RAyLEIGHschen Theorie an Reflexions- 
gittern erweist sich die Annahme unendlich groBer Leitfahigkeit als unzulassig?). 
Vorict hat daher den Fall endlicher Leitfahigkeit diskutiert und kommt dabei zu 
Resultaten, die mit der Erfahrung sehr gut iibereinstimmen. 


2) W. Volar (Gottmger Nachra 1Od4en S241 1012s S385) 

*) J. FRaunuorer, Ann. d. Phys. Bd. 74, S. 364. 1823. vgl. auch J. FROHLICH, Polari- 
sation des gebeugten Lichtes. Leipzig 1907. 

8) B. Pocany, Ann. d. Phys. Bd. 37, S. 257. 1912.; P. Correr, Gottinger Nachr. 1912, 
SE CONE 
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my, 20. Beugung an der Kugel. Die Berechnung der Beugung an einer Kugel 
ist zuerst von Mie?) durchgefiihrt worden. Fiihrt man raumliche Polarkoordinaten 
ein (Abb. 23), so nehmen die MAXwettschen Gleichungen die Gestalt an: 


rsind (We = 4 E, = a = oe) » (81a) 
rsino("* + 2) y= Se SUS) (gp) 
(i204 2) ee S089, 
Se a S2, (81d) 
se Gnd Hg his wr atte (81e) 
c Ow Or 
eo (814) ee 


Da wir es jetzt nicht mehr mit einem zweidimensionalen Problem zu tun haben, 
ist die Zerlegung in eine o- und a2-Komponente nicht mehr von Vorteil. Wir 
kénnen jedoch hier eine andere Zerlegung vornehmen, die die Rechnungen 
vereinfacht. Wir stellen jede allgemeine Schwingung als Superposition einer 
Welle dar, bei der dauernd EF, =0 und H, = 0 ist und die wir mit MIz als 
magnetische Schwingung bezeichnen, und einer Welle, bei der dauernd EF, + 0 
und H,=0 ist und die wir als elektrische Schwingung bezeichnen. In der 
weiteren Darstellung folgen wir DeEByYe?). Fiir den Fall der elektrischen 
Schwingung geht (81d) uber in 
O(sinBEy) _ OE 4 


ob CY 
Diese Gleichung laBt sich durch den Ansatz 


=. ot. Oly il,) tf Ae) 

GA FaR Sede) HO ™ FS aK (82a) 
befriedigen. Die Werte der iibrigen FeldgréBen lassen sich dann nacheinander 
aus den Gleichungen (81b, c, a) gewinnen. Durch Einsetzen in (81e) und (81) 
erhalt man fiir //, beide Male dieselbe Differentialgleichung: 

ed 9 ¢ VE, 
{@rm), 1 °~ 1 OT 


AT, + #11, =+ 24 72IT,=0, (83) 


Or y* sind far) y? sin?) Om 


wodurch der Ansatz (82) gerechtfertigt wird. 
Ganz entsprechend setzen wir im Fall der magnetischen Schwingung 
a 1 aan eee 1 0? (7 IT) 


sh ysind Or dg 


(2b) 


y Orod ’ 


berechnen in gleicher Weise die itibrigen Komponenten des [eldes und erhalten 
fiir IJ, ebenfalls die Differentialgleichung 


i, + #1; = 0. 


1) G. Miz, Ann. d. Phys. Bd. 25, S. 377. 1908. 
2) Pe Desye,) Ann: datelivs: id:30;-5.57- 1909: 


20* 
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Die Superposition beider Schwingungen liefert fiir den allgemeinen Fall die 


Formeln oat 
IB, = a + ee 


1. (ri) t@ 1 O(rJI,) 


Di ere Ov og a eG Toon 
E 1 (vl) to 1  OrTh) 
oy dr0d c rysin? dy ’ (84) 
H, =“) 4 perth, 
Tie ffims . o\cowl,) | 1 vil) 
PP ¥\ce “C) 08 “ rsind O7d@ 7 


= 


+ - 


ime | < | 1 O(v IT) 1 0?(y II) 
( | ysind Op y Ovod ~ 


Wir haben demnach unsere Aufgabe auf die Auffindung zweier Lésungen JJ, und 
I, der ae zuriickgefiihrt. Wir integrieren die Gleichung (83) 


durch den Ansatz 
= f(r) -4(p, 9%), (85) 
welcher fiir die beiden Funktionen / und 7 die Differentialgleichungen 
é AlaG) 
1 deine a) 1 On —9 
sind dd ' sin? d ae am (86) , 


liefert. Die erste dieser beiden este hat nur dann eine auf der ganzen 
Kugelflache regulare Lésung, wenn der zunachst willkiirliche Parameter t nur 
die diskreten Werte n(n + 1), m= 0,1, 2,... annimmt. Die zu diesen Eigen- 
werten gehorigen Eigenfunktionen sind die Kugelfunktionen 7, (0, q) von 
Lapiace!). Wir entwickeln 7, als Funktion von @ in eine Fourtrersche Reihe 
und schreiben S 
An(d, P) ap Prn(An,n cosh =e bn,n sinh). 
Durch Einsetzen in (86) erhalt man fir P,, die Differentialgleichung: 
i Gl Ge h? 

sind dd (sino 3 | + ln iat sin? 3 
Diese Differentialgleichung wird durch die zugeordneten LEGENDREschen Kugel- 
funktionen iter Ordnung mit dem Argument cos# befriedigt, die aus den ge- 
wohnlichen Kugelfunktionen nach der Vorschrift 


yok LPn(*) 

dx i 
zu bilden sind, Da die LEGENDREschen Kugelfunktionen Polynome ater Ordnung 
sind, so ist P,, = 0 fiir h>m. Wir erhalten demnach: 


Poe Oe. (87) 


JPEN == a (88) 


Yn(Y, @) =2 Pr,n(COS) (4p,, cosh + by, sinh). (89) 


= 
SchheBlich integrieren wir die zweite der Gleichungen (86) durch den Ansatz: 


1(7) = (Rr) -*-C(R7). 


1) Vgl. CouRANT-HILBERT, Methoden d. math. Phys., S. 257ff, 416ff. Berlin 1924. 
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Er liefert fiir C(kv) unmittelbar die Differentialgleichung 


aC 1 dC(k 2 see 
eg + + SOLO) A [zn — EB) Clr) = 0, (00) 
also die Bessetsche Differentialgleichung fiir die Eigenwerte 2 + 4. Demnach ist 
Cr+ (Rr) = Crn J nay (RP) ar Con Yn4y(R7) (91) 


in der Bezeichnungsweise (34). Eine Lésung von (83) ist also 


I, = (Rr)~3 Cry (kr) Yn> 
und die allgemeine lautet 


iT = > > (kr) -2 Cn ss (Rr) Py,n (COSY) (Ann Cosh + bp, sinh) . (92) 
= n=0 h=0 
Durch Einsetzen in (84) erhalten wir unter Beriicksichtigung von (90) die formal 
gleichlautenden Ausdriicke fiir EF, und H, 


Ey ig =>'>'G) : a 2 Cy+x (Rr) Pyn(CosY) (ay, coshp + by, sinh). (93) 


n=1 h=0 


Wir zerlegen das Feld auBerhalb der Kugel in die einfallende und die gebeugte 
Welle, die durch die Potentiale //’ und J/* beschrieben werden. Hierzu kommt 
noch die gebrochene Welle im Inneren der Kugel J/'. Die einfallende Welle sei 
eine ebene aus der Richtung der positiven Z-Achse einstrahlende senkrecht zur 
X-Achse linear polarisierte Welle. Es sei also 


Peet, Be Be = 0); Hy = —ebket, fs eo ea) 


oder in Polarkoordinaten: 


EF = Aber? cosmsin?, He = —¢rkar cosY sin sin®, 
ES = ekeresPcosmcost?, Hy = —etkercos+singcos#, (94) 
ts — —gikar cos sing, 13 be — —eikar 089 cos, 


Um den Zusammenhang mit (93) herzustellen, entwickeln wir £, und H, nach 
Kugelfunktionen. Es ist?) 


co 
gikar cos? NSiir(an + 1) iE “(ha¥)~*Jna4 Rat) Pn, o(cosv), 
— 
n=VU 
woraus sich durch Differentiation nach # und Multiplikation mit —cosq@/tkr bzw. 
sing/tkr ergibt 
3° 


eg 1(2n + 4) Vs 8 Jn+4(Ra’) Pn, (Cos?) cose, 
20 (95) 
ae 1 peoee a 1) | ; (ky) tT + 1 (Ra) Pn, (Cos?) sin P. 
n= 


Der Vergleich mit (93) und (91) lehrt, daB wir zu setzen haben 
in dem Ausdruck fiir £% und JI}: 


1 ny 2n-+1 
| 2) n(n-+ 1)’ 


Ay n= On n=0, hae1; ini, Unj=0; fn=0, fa n— 
in dem Ausdruck fiir H’% und J/3: 


1 


: 27-91 
— = . = = . / b+1 
n,n = On,r=0, paate an,1=O0, bgt, Co n=0, oo a BE / uu 


B) n(n+1)° 


+ 
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Es wird also, wenn wir noch 


are [ahr - 
| ARY 7 (kr) = Walk), 5 Hee) =o, (27) (96) 
setzen, 


y Iie = - a gn-1 - = — TU r) Ea 1 (cos d) cose , 
(97a) 


rT = = >) i vn (Ra?) Pr, (C08 9) sin p- 


Fiir die Potentiale JJ‘ und //* fiihren wir in formaler Ubereinstimmung fiir die 
@,,, und b,,;, dieselben Werte ein wie in (97a). Fir JJ’ haben wir auBerdem 
C2, = 0 zu setzen, da die Funktionen Y,,; im Nullpunkt unendlich werden. 
Fir J/* miissen die HANKELschen Funktionen Verwendung finden (cy, : Con = 1); 
da die gebeugte Welle auBerhalb einer Kugel von hinreichend groBem Radius 
den Charakter einer divergierenden Welle erhalten mu8. Es wird demnach 


DU a > Alyn (ti rv) Py, 1(cos®) cosy, 
es (97b) 
rll; = — =, Bi Wn(Ri7) Py, (Cos) sin 5 ‘ 


rI# = = >) Ak Cn (Ra?) Pn,1 (cos) cosy, 


& (97c) 
rH¥ = = >) Bln (a?) Py,x (cos) sing. 


Zur Bestimmung der Konstanten A, und B, haben wir auf der Kugel die Grenz- 
bedingungen zu erfiillen: 

E\, = E%, Hs ie. Ei, = E%, H’, = H%. 
Wir erhalten: 


A* = Sel 2n + 1 - Wn (p) wpn(N p) = Nwn (p) Wn (N p) 
: nin +1) C,(P)wn(NP) — NGAP) va(NP) ’ 
«_ _pn-a 2m+1  Ny(pw (NP) — v' ov) 
B* Sy | s é 
VE “nln +t) | NE) WNP) — (0) v (NP) (98) 
z k; 16\ 1 ‘ 
N= pa | (e, aaa ie pis On 


é, und o sind die Materialkonstanten der Kugel, ¢, ist die Dielektrizitatskonstante 
des umgebenden Dielektrikums. Die Auswertung der Reihen (97) kann wiederum 
nur dann auf die ersten Glieder beschrankt werden, wenn das Verhaltnis Kugel- 
radius zu Wellenlinge nicht zu gro8 wird. Dieser Fall ist bei den optischen 
Erscheinungen an kolloidalen Lésungen verwirklicht, wenn wir die Teilchen als 
kugelférmig auffassen. Die Rechnung ist unter dieser Voraussetzung von M1e 


durchgefthrt und auf die Erscheinungen an kolloidalen Goldlésungen an- 
gewendet worden. 
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Unter Vernachlassigung der héheren Potenzen von 0 ergeben sich fiir die 
ersten Koeffizienten die faipentien Ausdriicke : 


oe 3 1 — N? ee 1 —N 
Aj =1tp Nase s A} a — 3h 2N2 eg? 
(99) 
Be = 1 95(1 — N3). 
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Allgemein ist, solange die Leitfahigkeit endlich bleibt, die Gré8enordnung der 
nten magnetischen gleich derjenigen der (7 — 1)ten elektrischen Partialschwin- 
gung. Sehr kleine Teilchen strahlen demnach nur die erste elektrische Partial- 
schwingung aus, bei gréberen Partikeln in kolloidalen Lésungen ist es not- 
wendig, wenigstens die zweite elektrische und die erste magnetische Partial- 
schwingung noch zu berticksichtigen. Die erste elektrische Partialschwingung, 
deren Existenz zuerst von Lord RAYLEIGH nachgewiesen wurde, wird als 
RAYLEIGHsche Strahlung bezeichnet. Bei Annahme unendlich groBer Leitfahig- 
keit werden die magnetischen Partialschwingungen von derselben Gr6®enordnung 
wie die entsprechenden elektrischen. 

Fur den Charakter des seitlich abgebeugten Lichtes spielt die GréBe von E, 
und H, keine Rolle, wenn man in Richtung auf das Teilchen beobachtet. Be- 
finden wir uns in hinreichend groBem Abstand, so kénnen wir die asymptotischen 
Werte (57) der BessErschen Funktionen anwenden und erhalten fiir die gebeugte 
Welle 


~ A nh 
* sing « Pn,1 (COS) - ifr € "| 
a Es SA oar jp, Pu * P, cos# sind] é ; 
(= | (100) 
oo 4 n 
*  _—-cos@ Be fe ee oe ee P41 (cos d) ee Ree ros 
E3= = > A* P,, ,(cos@) sini a3 Vp a , 
n=1 
woraus sich fiir die Intensitat die Formeln ergeben 
oo |2 
uy ile St A* Fariosy) B* P., 1 (cos) sind, 
IT” key® | cy sind yo ee Reh 
n=1 re (101) 
be cos* p SI w 1 (Cos) f 
pee 3 Hy Deane ery ee 4 Pn,1(cosd)] | 
7 pe m.1 (COs) sind vn Bs a Ke 


n=1 
T ist die Intensitat der einfallenden Welle. Die beiden Komponenten E* und fides : 
die aufeinander senkrecht stehen, haben im allgemeinen einen Phasenunterschied. 
Beobachtet man daher in einer beliebigen Richtung, so ist das abgebeugte Licht 
elliptisch polarisiert. Jedoch verschwindet die Phasendifferenz, wenn nur die 
RAYLEIGHsche Welle ones zu beriicksichtigen ist. Eine Ausnahme bilden ferner 


die Falle p = 0 und mw = —,, fiir die eine der beiden Komponenten identisch ver- 


schwindet. Beachten wir, dab g der Winkel zwischen der Schwingungsrichtung des 
elektrischen Vektors der einfallenden Welle und der Beobachtungsrichtung ist, so 
kénnen wir den folgenden Satz aussprechen : Beleuchtet man die kolloidale Lésung 
mit linear polarisiertem Licht und beobachtet in einer Richtung, die auf der Schwin- 


gungsrichtung des elektrischen Vektors senkrecht steht (7 = i so ist das seitlich 


zerstreute Licht geradlinig polarisiert, und zwar ist seine elektrische Schwingungs- 
richtung parallel zu derjenigen des durch die Lésung gehenden Lichtstrahles 
(Ey = 0). Dreht man bei unverdnderter Visionsrichtung die Schwingungsrichtung 


. 
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des durchgehenden Strahles um 90° (p = 0), so bekommt man wieder geradlinig 
polarisiertes Licht, aber seine Schwingungsrichtung ist ebenfalls um 90° gedreht. 
Dieses Ergebnis der Theorie ist von STEUBING!) nachgepritft worden. Es zeigt 
sich, daB die lineare Polarisation des gebeugten Lichtes nicht vollkommen erreicht 
wird. Dies ist darauf zuriickzufiihren, daB die Annahme kugelférmiger Teilchen 
eine zu weitgehende Idealisierung darstellt. Doch kann die Abweichung von der 
Kugelgestalt nicht sehr bedeutend sein, da Untersuchungen von GANS’) gezeigt 
haben, daB schon die Annahme einer maBigen Elliptizitat der Teilchen (Achsen- 
verhaltnis >0,9) zu Folge- 
rungen fiihrt, die den experi- 
mentellen Ergebnissen wider- 
sprechen. 
3 = eRe Beleuchten wir die kolloi- 
dale Lésung mit natiirlichem 
Licht, so verliert w seine phy- 
sikalische Bedeutung. Die bei- 
es P ; den Komponenten F,, und Ey 
Abb. 24. Strahlungsdiagramm eines unendlich kleinen dielektrischen 


Teilchens (RAyLEIGHsche Strahlung). Die innere Kurve gibt den un- sind als inkoharent aufzu- 
polarisierten Anteil, die 4uBere die Gesamtstrahlung. Die Richtung fassen. Wir erhalten eine nur 


der einfallenden Welle ist durch einen Pfeil gekennzeichnet. : 

von dem Winkel # zwischen 

Einfalls- und Blickrichtung abhangige Strahlung, die partiell polarisiert ist. Die 
vorliegenden Verhaltnisse sind in den folgenden Polardiagrammen wiedergegeben. 
Beriicksichtigen wir nur die RAyLEIGHsche Welle, d. h. die Strahlung eines un- 
endlich kleinen Teilchens, so erhalten wir das Bild der Abb. 24. Die Strahlung 
ist, da unabhangig von m, rotationssymmetrisch um die Einfallsrichtung, die durch 
einen Pfeil gekennzeichnet ist. Die innere Kurve gibt den unpolarisierten Anteil, 
die auBere die Gesamtstrahlung. 
Der dazwischen legende Ab- 
schnitt entspricht dem_ polari- 
sierten Anteil. Der Winkel maxi- 
maler Polarisation betragt 7/2. 
Nimmt man dagegen unendlich 
groBe Leitfahigkeit an’) (Abb. 25), 
so muB auch die erste magneti- 
sche Schwingung  beriicksichtigt 
werden, und man erhalt, da die 
Teilchen vollkommen reflektieren, 
das Maximum der Strahlung nach 
ruckwarts. Dagegen bleibt die 
Abb. 25. Strahlungsdiagramm eines unendlich kleinen, vollkommen Richtung maximaler Polarisa- 
ea ais tion @= 120°. Die Erfahrung 

lehrt, daB solche Strahlungsverhdltnisse nicht auftreten, die Leitfahigkeit der 
Teilchen also nicht unendlich gro® gesetzt werden darf. Bei gréberen Teilchen 
mussen weitere Partialschwingungen beriicksichtigt werden. Ihr EinfluB besteht 
meistens in einer Verlagerung des Strahlungsmaximums nach der Seite hin, 
nach Ger der durch die Lésung gehende Lichtstrahl geht. Das gleiche gilt fiir den 
Winkel maximaler Polarisation. Abb. 26 zeigt dies am Beispiel eines Gold- 


1) W. STEUBING, Diss. Greifswald 1908. 

2) R. Gans, Ann. d. Phys. Bd. 37, S. 881—900. 1912; Bd. 47, S. 270. 1915: R. Gans 
und R. Cavatroni, Ann. d. Phys. Bd. 61, S. 465. 1920. 

%) Dieser Fall ist zuerst von J. J. THomson (Recent Researches in electricity and 
magnetism 1893, S. 437) behandelt worden. 
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teilchens von 1804 Durchmesser. Es sind die ersten beiden elektrischen Partial- 
schwingungen und die erste magnetische beriicksichtigt. Abb. 27 ist das Dia- 
gramm eines Kohleteilchens!). Es sind drei elektrische und zwei magnetische 
Partialschwingungen beriicksichtigt. Dielektrische Teilchen zeigen unter Um- 
standen den gleichen Typ wie die fiktiven Teilchen von unendlich groBer Leit- 
fahigkeit, worauf R. Gans?) hingewiesen hat. Abb. 28 ist das Diagramm eines 
dielektrischen Teilchens von 196 wu 
Durchmesser. 

Wir haben die Polarisationsver- 
haltnisse eines Teilchens mit den- 
jenigen der Lésung identifiziert. Dieses 
Vorgehen ist gestattet, solange die 
Lésung so verdinnt ist, daB die Strah- 
lung eines Teilchens durch das von 
anderen Teilchen zugestrahlte Licht 
nicht wesentlich modifiziert wird. 
Diese Voraussetzung kann, besonders , 
fir kolloidale Metallésungen etfah- Abb. 26. Sagi pe co ne eae we, von 
rungsgema6 als erfillt betrachtet 
werden*). Wir berechnen daher auch die Gesamtstrahlung der Lésung, indem wir 
die Strahlung eines einzelnen Teilchens mit der Anzahl der Teilchen multiplizieren. 

Beschranken wir uns auf die RAyLerGcusche Strahlung, so liefert (101) die 
Formeln \ { 


: 
i= v* k 7? h® 


27 cos? ?, 


A¥?T, [t= 


At 


w 


Abb. 27. Strahlungsdiagramm eines Kohleteilchens Abb. 28. Strahlungsdiagramm eines dielektrischen 
von 175 ws Durchmesser fiir monochromatische Teilchens von 196 uw Durchmesser fiir monochroma- 
Strahlung von der Wellenlange 2 = 4910 A.-E. tische Strahlung von der Wellenlange 4 = 5500 AE. 
Brechungsexponent relativ zum Lésungsmittel 1,2. 


welche sich wegen der Inkoharenz zur Gesamtintensitat addieren. Demnach er- 
halten wir die gesamte RAYLEIGHsche Strahlung eines Teilchens durch Integration 
iiber eine Kugelflache vom Radius 


1 9 3 r, ‘ ; at rit se soho Sn ( 
Ip = apr MAL r/ ( -- cos?) sind di, 
oa 0 
TAS PT. (102) 
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1) H. SENFTLEBEN und E. Benevict, Ann. d. Phys. Bd. 60, S. 297. 1919. 

2) R. Gans, Ann. d. Phys. Bd. 76, S.29. 1925. 

3) Der Fall konzentrierterer Lésungen ist von R. Gans und H. Harper behandelt worden * 
(Ann. d. Phys. Bd. 29, S. 277. 1909); vgl. ferner: R. Gans, Ann. d. Phys. Bd. 62, S. 331. 
1920; und T. Isnarpi, ebenda S. 573. Die Wechselwirkung zwischen den Teilchen fihrt, 
wie die Elliptizitat, zu einer teilweisen Depolarisation der Streustrahlung. 
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Ist nun % die Anzahl der Teilchen im Kubikzentimeter, so ist die Gesamtstrahlung 
eines Kubikzentimeters der Lésung R = ¥tZp, und wenn wir noch das Volumen 
eines einzelnen Teilchens 420? = V et ergibt sich unter Bericksichtigung 


von (99) fas a — N2 k (103) 


Sas 2. x +2|° 
Diese Formel ist zuerst von Lord RAYLEIGH!) bewiesen und zur Erklarung der harbe 
des blauen Himmels herangezogen worden. Sie sagt aus, dab bei konstant gehaltener 
Konzentration die Intensitat der gee einer Lésung dem Quadrat des Teilchen- 


N2 
NE ris hinreichend konstant, so gilt das 


KAyLeEIGHsche Gesetz, daB fiir verschiedene Farben unter sonst gleichen Um- 
standen die Intensitét der Strahlung proportional mit A~? ist, also die kurz- 
welligen Strahlen wberwiegen. Die An- 

5.103 1 -- N? 


volumens direkt proportional ist. Ist 7 


Sp A nahme, daB NEES konstant ist, ist 

eo fiir nichtabsorbierende Ké6rper erlaubt, 
jedoch nicht fiir Metalle. In der Theorie 
des Himmelsblaus wurden als beugende 
Teilchen von RAYLEIGH die Luftmole- 
kiile selbst, von SMOLUCHOWSKI?) und 


50 


40 EINSTEIN?) die von der kinetischen Gas- 
theorie geforderten Dichteschwankun- 
gen der Luft angenommen. : 

ey | Die Proportionalitat der Strahlung 


mit dem Quadrat des Teilchenvolumens 
gilt wie die Formel (103) selbst nur, 
wenn die Teilchen nicht zu gro8 sind. 
Exakt wird bei festgehaltener Wellen- 
lange die Abhangigkeit zwischen Strah- 
lungsintensitat und TeilchengréBe durch 
LZ ieeren wiedergegeben, wie sie in 
Keale 
RoE Bie BoE Ee Iya? 8 Abb. 29 gezeichnet sind, welche sich 
auf kolloidale Goldlésungen beziehen. 
Abb. 29. Strahlung kolloidaler Goldteilchen fiir ver- x a r e : : 
schiedene Wellenlangen in Abhangigkeit vom Teilchen- Das Maximum der Kurven wird, wie 
durchmesser 20. Als Ordinate ist die mit 10% multipli- beim Zylinder durch die erste Eigen- 
zierte Intensitat S der Strahlung relativ zu derjenigen : 2 ~ 
der einfallenden Welle aufgetragen. schwingung der Kugeln hervorgerufen. 
Es ist bei gleicher Teilchengr6Be fiir die 
verschiedenen Farben verschieden stark ausgepragt. Dieser Verlauf der Kurven 
kommt durch die Uberlagerung des reinen Resonanzeffektes tiber den EinfluB 


. ear 4 — N* 
des von der Farbe abhangigen Faktors NPA zustande. Der Resonanzeffekt 
allein reicht, entgegengesetzt der Annahme von EHRENHAFT*) und MULLER), 
nicht aus, um die Abhangigkeit der Kurven von der Farbe zu erklarén. Aus 
den Kurven der Abb. 29 ergeben sich diejenigen der Abb. 30 fur natiirliches ein- 
fallendes Licht und Goldkiigelchen verschiedenen Durchmessers. Wir éntnehmen 


20 


70 


1) Lord RayLeicH, Phil. Mag. (4) Bd. 41, S. 107, 274, 447. 1871; (5) Bd. 12, S.84. 1881; 
lBiels AS Byfists alters). 

2) M. v. SMoLucHowsk1, Ann. d. Phys. Bd. 25, S. 205—226 1908. Dort werden auf die 
gleiche Ursache auch die Opaleszenz von Gasen im kritischen Zustand und verwandte Er- 
-scheinungen zuriickgefiibrt. 

3) A. Ernstetn, Ann. d. Phys. Bd. 33, S. 1275—1298. 1910. 

4) F. EmRENHAFT, Ann. d. Phys. Bd. 11, S. 489. 1903; Phys. ZS. Bd. 5, S. 387. 1904. 

5) E. Mtiier, Ann. d. Phys. Bd. 24, S.1—24. 1907. 
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daraus, dab die Streustrahlung kleiner Goldpartikelchen gelbgriin ist. Je gréBer 
sie werden, um so mehr verandert sich die Farbe zu Gelb und Rotgelb. Bei 
konstant gehaltener Konzentration strahlen Lisungen, deren Teilchen einen 
Durchmesser zwischen 100 und 140 ju haben, am stirksten; ihre Partikel senden 
hauptsachlich orangefarbenes Licht aus. Die starkststrahlenden Lésungen sind 
deswegen im auffallenden Lichte braun. 

Um schlieBlich die Absorption der Teilchen zu ermitteln, bestimmen wir 
die Gesamtstrahlung, die durch eine zum Teilchen konzentrische Kugel hin- 
durchgeht. Sie wird durch das tiber diese Kugel erstreckte Integral von [€ 9] 
gemessen, wobei die Uberquerung den Integralmittelwert tiber eine Schwingung 
bedeutet. Diese Strahlung setzt sich aus drei 
Teilen zusammen, der einfallenden Welle, NN i 
deren Anteil zum Integral Null ist, der diffusen 
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Abb. 30. Intensitatsverlauf im Spektrum der Strahlung Abb, 31. Absorption kolloidaler Goldteilchen. 
kolloidaler Goldteilchen bei verschiedenem Teilchendurch- Die Ordinaten geben den Lichtverlust in Pro- 
messer 20. mille der einfallenden Strahlung an, wenn diese 
eine Schicht von 1 mm Dicke und der Konzen- 
tration von 1 mm*/] durchsetzt. 


Strahlung des Teilchens, welche wir im vorhergehenden betrachtet haben und die 
einen positiven Beitrag liefert, und einem Integral mit negativem Wert, das die 
Absorption des Teilchens darstellt. Mies numerische Ergebnisse sind in Abb. 31 
wiedergegeben. Man sieht bei feinen Verteilungen das bekannte steile Absorptions- 
maximum der rubinroten Goldlésungen im Griinen. Mit wachsender TeilchengréBe 
wachst die Gesamtabsorption und die Farbe andert sich ein wenig nach Blau hin. 
Oberhalb 100 y«#¢ Teilchendurchmesser wird die Lésung violett und schlieBlich 
wieder tiefblau. Alle diese Farben sind an kolloidalen Goldlésungen beobachtet 
worden. Die Absorption der Teilchen wird hervorgerufen durch die reine 
Absorption, welche ihr Maximum stets im Griinen hat, und den Lichtverlust 
durch die seitliche Strahlung. Je dicker die Teilchen sind, um so geringer wird 
der Farbeffekt der reinen Absorption, da fiir sehr dicke Teilchen alle Farben 
sehr stark absorbiert werden. Solche und nur solche Teilchen strahlen also 
ungefahr die Komplementarfarbe zu derjenigen aus, welche sie in der Durch- 
sicht besitzen. 
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Die Migsche Theorie ist in zahlreichen Fallen zur Berechnung der Farbe 
kolloidaler Lésungen herangezogen worden. MULLER?) hat die Farberscheinungen 
an sehr feinen Silbersolen allein unter Beriicksichtigung der RAYLEIGHschen 
Strahlung, Gans?) Strahlungsdiagramme fiir Silber- und dielektrische Teilchen 
berechnet. FerrK?) fand fiir Quecksilbersole ausgezeichnete Ubereinstimmtung 
mit der Mreschen Theorie, jedoch nicht fiir Silbersole, was darauf schlieBen 
1aBt, daB die Annahme einer massiven Kugelgestalt der Teilchen nicht durch- 
gehend berechtigt ist. BLUMER?) hat umfangreiche Berechnungen fiir dielektri- 
sche Kugeln durchgefiihrt, wobei teilweise bis zu 15 Partialwellen beriicksich- 
tigt sind, so dab Diagramme auch fiir relativ groBe Werte von o/A vorliegen. 

GANS?) hat vor allisn Dingen den schon eoreinien Einflu8 einer Elliptizitat 
der Teilchen untersucht. a Theorie benutzt einen schon von RAYLEIGH®) 
angewandten Kunstgriff, der das Randwertproblem der Schwingungsgleichung 
auf das einfacher zu behandelnde der Potentialgleichung zuriickfihrt. Fuhrt 
man in ein homogenes elektrisches Feld eine Kugel ein, so wird durch diese 
ein elektrisches Moment induziert, das in hinreichender Entfernung vom Kugel- 
mittelpunkt mit dem Moment eines Dipols tibereinstimmt, dessen Achsenrichtung 
mit derjenigen des induzierenden Feldes zusammenfallt. Ist dieses Feld das 
Wechselfeld einer Lichtwelle, so kann man das Problem naherungsweise quasi- 
statisch durchrechnen und das Feld in jedem Moment als konstant annehmen. 
Die Stérung wird dann hervorgerufen durch einen oscillierenden Dipol, dessen 
Strahlung leicht ermittelt werden kann. Sie ist identisch mit der RAYLEIGH- 
schen Strahlung (103). : 

Auf dieselbe Weise ist von GANS der Fall des Ellipsoids behandelt worden. 
An die Stelle des einen Dipols treten dann drei, deren Achsen mit denjenigen 
des Ellipsoids zusammenfallen. Der Einflu8 der Elliptizitat der Teilchen be- 
steht demnach in einer Depolarisation der gestreuten Strahlung; auferdem 
wird die Farbe der Lésung wesentlich modifiziert, und es lassen sich manche 
Farberscheinungen erklaren, die mit der Annahme kugelférmiger Teilchen un- 
vereinbar sind. 

Die quasistatische Berechnung ist nur fiir sehr kleine Teilchen statthaft. 
Eine strenge Behandlungsweise ist zuerst von HERZFELD?7) unternommen 
worden, aber nicht bis zur numerischen Auswertung gelangt. Neuerdings hat 
Moc LicH§) hierzu einen aussichtsreichen Weg eingeschlagen. 

Fiir den Bereich der elektrischen Wellen ist die Mresche Theorie von 
SCHAEFER ®) nachgepriift worden. Es lassen sich wie beim Zylinder durch die 
Messung des Intensitatsverlaufs hinter dielektrischen und metallischen Kugeln 
eine Reihe von Eigenschwingungen nachweisen. Die Ergebnisse sind in voll- 
standiger Ubereinstimmung mit der Theorie. 


) EO Mourter, Annads Phys Bdi35. 9.5005 1914: 
ER GAN SS Arne delehivc aS d76s 120. O 25s 
Jy IRE Iie Ni, Cl Pais, 16 77, Sa Gy MODS. 
| ) H. Brumer, ZS.f. Phys. Bd. 32, S.115. 1925; Bd. 38, S. 920. 1926: Ba. 39, 
‘S): 195. 1926. 
PVRS GANS lace eAmim 2 5.S8340: 
*) LorD RayLeEIcH, Phil. Mag. (5) Bd. 44, S.28. 1897. 
‘) K. F. HERZFELD. Wiener Ber. Bd. 120, S.1587. 19141. 
) F. M6cricu, Ann. d. Phys. Bd. 83, S. 609. 1927. 
) CL. SCHAEFER und K. Witmsen, ZS. f. Phys. Bd. 24, S. 345—354. 1924. 


Kapitel’8. 


Optik, Mechanik und Wellenmechanik. 


Von 


A. LANDE, Tibingen. 


Mit 6 Abbildungen. 


1. Uberblick. Die Newronsche Emissionstheorie fiihrte zu der Aufgabe, 
neben den geradlinigen Bahnen der Lichtkorpuskeln im Vakuum auch die krummen 
Kurven zu studieren, die das Licht in einem inhomogenen anisotropen Medium 
einschlagt. Alle méglichen Strahlwege sollten dabei aus gewissen optischen 
Eigenschaften des Mediums abgeleitet werden, die im allgemeinen mit dem 
Ort und mit der Strahlrichtung variieren. Nach der geometrischen Optik 
muB nur eine einzige GréBe, der Brechungsindex un, an jeder Stelle und 
in jeder dortigen Strahlrichtung bekannt sein, um die Strahlkurven zwischen 
je zwei beliebigen Punkten festzulegen. (Von Variationen der Farbe und 
Polarisation werde dabei abgesehen.) Und zwar sucht sich das Licht denjenigen 
Weg s zwischen zwei Punkten P und FP” aus, auf welchem die ,optische Lange“ 

pe 


= [nds 
P 
einen Extremwert annimmt (Prinzip von FERMAT). Den Beugungserscheinungen 
und iiberhaupt allen der Wellenlehre des Lichts eigentiimlichen Phanomenen 
wird FrerMmats Prinzip nur annadhernd gerecht, nur soweit der Brechungs- 
index langs einer Wellenlange verschwindend wenig variiert; dadurch sind z. B. 
Unstetigkeiten, Beugungsschirme usw. ausgeschlossen. 

Dem Boden der Emissionstheorie entsprang die Frage, ob und auf welche 
Weise sich der Weg eines Lichtstrahls auf Krafte zuriickfithren laBt, die vom 
Medium ausgehen und den Lichtkorpuskeln eine krumme Bahn aufzwingen. 
Eine solche Mechanik des Lichts sollte das Elementargesetz der Wechsel- 
wirkung zwischen Licht und Materie aufklaren und damit eine mechanische 
Deutung des optischen Brechungsindex durch Zuriickfiihrung des Bahngesetzes 
(Variationsprinzip) auf ein zugrunde liegendes Kraftgesetz (Differentialgleichung 
der Kurvenscharen) bringen. Durch Verfolgung dieses Gedankens gelangte 
MAUPERTUIS zu seinem Prinzip der kleinsten Wirkung als mechanischem 
Gegenstiick zum FEeRMATschen Prinzip. Maupertuts’ Untersuchungen wurden 
von HAMILTON aufgenommen und von ihm und JAKOBI zu einer umfassenden 
Theorie beliebiger mechanischer Systeme verallgemeinert. Die Bedeutung 
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dieser klassischen Untersuchungen fiir die Entwicklung der Mechanik und 
Astronomie ist bekannt1). Ihr gegeniiber traten die optischen Anwendungen 
zuriick, zumal sich hier das Interesse mehr den Abweichungen von der geo- 
metrischen Optik, der Wellenlehre, zuwandte. Gleichwohl blieben geometrisch- 
optische Satze zur Veranschaulichung mechanischer Zusammenhange von Be- 
deutung, und die Analogie zwischen FERMAT und MAvuPERTUISschem Prinzip, 
zwischen optischen und mechanischen Bewegungsgleichungen, zwischen HUYGENS- 
schem Prinzip und HamILton-JAkopsis partieller Differentialgleichung lieB die 
Fortschritte der Mechanik mittelbar auch der geometrischen Optik zugute 
kommen. 

Im ganzen blieb aber der fiir den Ausbau der Mechanik so folgenschwere 
Ideenkreis HAmiILTons, infolge der gesonderten Entwicklung der Wellenlehre, 
fiir die Optik ungenutzt. Zu neuem Leben ist die alte Analogie durch die 
quantentheoretischen Untersuchungen von DE BROoGLIE und SCHRODINGER wieder- 
erwacht, und abermals war es die Optik, welche ihren befruchtenden EinfluB 
auf die Mechanik ausiibte. Das Studium der Strahlung schwarzer Koérper hatte 
in PLaANcKs Quantentheorie bereits zu einer Erschiitterung der klassischen 
Mechanik und Elektrodynamik gefiihrt, die eine Revision um so dringender 
forderte, als auch beim weiteren Ausbau der Quantenlehre, beim RUTHERFORD- 
Bourschen Atommodell, die klassische Mechanik sich nur qualitativ bewahrte. 
-Zwar zeigte sich bei der Ubertragung der astronomischen Gesetze auf den ato- 
maren Mikrokosmos die Uberlegenheit der Hamitton-JAKoBischen generali- 
sierenden und uniformisierenden Methoden, jedoch eben nur bis zu einer durch 
die Quanten gezogenen Grenze. Letztere lieBen sich der Mechanik zunachst 
nicht organisch einverleiben, und auch die fruchtbaren Hypothesen, durch 
welche Bour der Erforschung und Deutung atomarer Vorgange neue Wege 
gewiesen hat, konnten auf die Dauer nicht von der Forderung abbringen, einen 
Neubau der Mechanik zu errichten, in dessen Fundamente bereits die Quanten 
einzubauen seien, statt erst nachtraglich als einschrankende Nebenbedingungen 
angebracht zu werden. In iiberzeugender Weise hat hier, auf einem von DE 
BRoGLiE?) begonnenen Wege, SCHRODINGER?®) die alte MAUPERTUIS-HAMILTONSche 
Analogie zwischen Optik und Mechanik zu Hilfe gezogen: Ebenso wie die 
geometrische Optik zur Undulationstheorie ausgebaut wurde, so ist die 
klassische ,,geometrische“’ Mechanik zu einer undulatorischen Mechanik zu er- 
weitern. 

Dieser Weg, den Problemen der Atommechanik beizukommen, war um 
so itberraschender, als der Ubergang von der Diskontinuitat der NEwronschen 
Lichtkorpuskeln und von den ihnen in vieler Hinsicht verwandten EINSTEINschen 
Lichtquanten zu dem kontinuierlichen Wellenfeld der Undulationstheorie gerade 
in der entgegengesetzten Richtung zu weisen schien. Der Sinn der Quanten- 
gesetze wurde doch gerade darin gesucht, da8 die kontinuierlichen Zustands- 
gréBen der klassischen Mechanik den quantenhaften Diskontinuitaten weichen 
sollten. In der Tat haben HEISENBERG‘), BoRN und JorDAN®5);i ferner 


*) L.DE Brocuie, These, Paris 1924; Ann. d. phys. (10) Bd. 3, S. 22. 1925. Deutsch 
von K. BECKER. 

“#) E. SCHRODINGER, Abhandlungen zur Wellenmechanik. Leipzig 1927; Quantisierung 
als Eigenwertproblem. Ann. d. Phys. Bd. 79, S. 361, 489. 1926. 

*) W. HEISENBERG, Uber quantentheoretische Umdeutung kinematischer und me- 
chanischer Beziehungen. ZS. f. Mayisn dex, 33, Sy WO, iOS, 


°») M. Born und P. Jorpan, Zur Quantenmechanik. ZS. f. Phys. Bd. 34, S. $58, 1925; 
Ieyol, 35%, Si Sie. Oey: 
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Dirac!) eine Quantenmechanik aufgebaut, die im Gegensatz zur_ klassi- 
schen Lehre eine wahre Diskontinuumstheorie darstellt, indem alle Differen- 
tialgleichungen durch Differenzengleichungen ersetzt und alle beobachtbaren 
Daten in rein algebraische (ganzzahlige) Beziehungen zueinander gebracht 
sind. SCHRODINGERsS umgekehrter Weg, an die Stelle der Bewegungen eines 
diskontinuierlichen Massenpunktsystems von / Freiheitsgraden ein kontinuier- 
lich-feldmaBiges Geschehen im Raum von / Dimensionen zu setzen, ist aber, 
wie sich nachtraglich herausgestellt hat, nur eine formal abweichende Dar- 
stellung ein und desselben Inhalts: Bei SCHRGDINGER ist das quanten- 
mechanische Problem die Eigenwertaufgabe eines Randwertproblems im 
/-dimensionalen Raum, wobei die im allgemeinen diskreten Eigenwerte als 
Energiewerte in den Quantenzustainden des Systems gedeutet werden. Letz- 
tere und andere der Beobachtung zugangliche GréBen, welche in HEISENBERGS 
Theorie als Komponenten algebraischer Matrizen auftreten, lassen sich gleich- 
zeitig auch als Koeffizienten einer Entwicklung nach den Eigenfunktionen der 
SCHRODINGERschen Differentialgleichung darstellen. 

Der formale Zusammenhang zwischen der klassischen Mechanik der Massen- 
punkte und der Undulationsmechanik ist gekennzeichnet durch die Umdeutung 
der Impulse #, in Differentialoperatoren nach den konjugierten Koordi- 
rea h © i 

Er? ziatgh 1 ia os 
unter Hinzuziehung der PLANCKschen Konstante f#, wodurch die HAMILTON- 
sche Energiegleichung 
H(g,t,p) —-E=0 


zur SCHRODINGERschen partiellen Differentialgleichung 


eS, 1 ae, 6 
H(a8, aera Se Ce of nai 

fiir eine Funktion y der Koordinaten q und der Zeit ¢ wird. Abgesehen von den rech- 
nerischen Vorteilen des Arbeitens mit Operatoren statt mit den ausgefihrten 
Differentialgleichungen erhalt der Operatorkalkiil dadurch prinzipielle Bedeutung, 
daB den w-Funktionen selbst keine direkte physikalische Bedeutung zukommen 
kann, weil sie nicht invariant gegeniiber der Gruppe der kanonischen Trans- 
formationen sind; nur gewisse abgeleitete Funktionen, die wir als ,,Matrixele- 
mente‘ kennenlernen werden, haben jene Invarianzeigenschaft und sind 
dadurch als physikalische, in der Erfahrung greifbare GroBen ausgezeichnet. 
Diesem Umstand tragt die von HEISENBERG begriindete und von Born und 
JORDAN sowie von Dirac in ein ihr adéquates mathematisches Gewand ge- 
kleidete Quantenmechanik Rechnung. Ausgehend von dem _ erkenntnis- 
theoretischen Gesichtspunkt, daB die physikalischen Gleichungen nur in der 
Gleichsetzung von (wenigstens prinzipiell) beobachtbaren GréBen  bestehen 
sollen, gelangten HEISENBERG, Born und JORDAN zu einer Quantenalgebra 
der invarianten Matrixelemente, geleitet durch die Korrespondenz zwischen 
den klassisch-mechanisch erwarteten Gré8en und den wirklich beobachteten 
und von der Quantentheorie vorauszusagenden Daten. Diese Matrizenalgebra 
tritt aber in einem formalen Gewand auf, welches zur unmittelbaren Um- 
deutung in eine Operatorenrechnung herausfordert. Dies erkannten Born und 


1) P. A. M. Dirac, Proc. Roy. Soc. Bd. 109, S. 642. 1925; Bd. 110, S. 561. 1926. 
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WIeENER!), und Lanczos?) war der erste, der eine Zustandsfunktion als 
Objekt der Operatoren einfihrte, um dem leerlaufenden Operatorformalis- 
mus einen anschaulich-physikalischen Inhalt zu geben. Von einem ganz 
anderen Ideenkreis aus, eben von der Analogie zur Optik, kam SCHRODINGER 
zur Aufstellung seiner Undulationsgleichung fir eine Zustandsfunktion yw, 
deren Eigenlésungen jene Diskretheit besitzen, welche die Wirklichkeit mit 
ihren stationaren Quantenzustanden verlangt. 

Obwohl nun die SCHRODINGERSche Theorie mit ihrer neuen Zustandsfunktion 
den Vorteil der Anschaulichkeit gegenitber jenen Formalismen besitzt, darf 
doch der Nachteil nicht vergessen werden, der in der Nichtinvarianz dieser 
Zustandsfunktion gegenitber den Transformationen der Mechanik (kanonische 
Transformationen) liegt und der bei dem Rechnen mit jenen invarianten Matrix- 
elementen vermieden wird. Das Verhaltnis zwischen der Undulationsmechanik 
und der Operatormechanik von Dirac bzw. der Matrizenmechanik von HEISEN- 
BERG, BoRN und JORDAN kann ahnlich gekennzeichnet werden wie das zwischen 
Ather- und Relativitaétstheorie. Die Lehre vom stofflichen Lichtather als Trager 
der beobachtbaren Feldeigenschaften hat den Vorteil der unmittelbaren An- 
schaulichkeit, aber den groBen Nachteil, daB jedes bewegte Koordinatensystem 
seinen besonderen Ather verlangt. Die Relativitatstheorie, welche auf der In- 
varianzforderung gegeniiber Lorentztransformationen aufgebaut ist, muB die 
anschauliche Greifbarkeit des Athers aufgeben zugunsten vieler gleichberechtig- 
ter Raum-Zeitsysteme, enthillt dafiir aber in formal durchsichtiger Weise die 
Beziehungen zwischen beobachtbaren Gré8en. Ebenso ist auch SCHRODINGERS 
w-Funktion, als ein anschauliches Bild fiir das Zustandekommen der 
quantentheoretisch-diskreten Zustande, von unmittelbarer, fiir den anschaulich 
denkenden Physiker durchschlagender heuristischer Kraft. Da aber jedes neue 
kanonisch-transformierte Koordinatensystem seine eigenen w-Funktionen be- 
sitzt, kann der GroBe wy eine physikalische Realitat ebensowenig zugeschrieben 
werden wie dem Ather der Absoluttheorie. 

Die auf den ersten Blick so verschiedenen Theorien von SCHRODINGER 
und von HEISENBERG fihren aber hinsichtlich der invarianten physikalisch deut- 
baren Gr6éBen zu denselben Werten. Ihre physikalische Deutung kann in zwei 
Richtungen gesucht werden, namlich als kontinuierlich-hydrodynamische oder 
als wahrscheinlichkeitstheoretisch-statistische Aussage. Die Ent- 
scheidung, die hier nur dem Experiment zukommt, ist zweifellos zugunsten 
der statistischen Deutung ausgefallen. Dadurch hat sich die Theorie von ihrem 
Ausgangspunkt, der Schaffung einer zur Wellenlehre analogen Undulations- 
mechanik, scheinbar weit entfernt; sie kann gekennzeichnet werden?) als die 
Lehre von der Interferenz gewisser Wahrscheinlichkeitsfunktionen in einem 
Koordinatenraum von so vielen Dimensionen, als die Zahl der Freiheitsgrade 
der zu behandelnden Systeme angibt. Daneben hat die neue Theorie aber 
auch in der Optik den Streit zwischen kontinuierlicher Wellenlehre und dis- 
kontinuierlicher Lichtquantenlehre geschlichtet durch eine statistische Inter- 
pretation des Wellenfeldes als eines Wahrscheinlichkeitsfeldes fiir das Auftreten 
von Lichtkorpuskeln. , 


') M. Born und N. Wiener, Eine neue Formulierung der Quantengesetze fir peri- 
odische und nichtperiodische Vorgange. ZS. f. Phys. Bd. 36. S. 174. 1926. 

2) C. Lanczos, Uber eine feldmaBige Darstellung der neuen Quantenmechanik. 
Lot. Phys; Bds 35, 6. s12) 1026: 

8) P. Jorpan, Eine neue Begriindung der Quantenmechanik. ZS. f. Phys. Bd. 40, 
S. 809. 1926; Bd. 44, S. 1. 1927; D. Hirer, J. v. NEUMANN und L. Norpuemm, Uber 
die Grundlagen der Quantenmechanik. Math. Ann. Bd. 98, S. 1. 1927. 


Ziti. 2, 3. FerMaAtsches Prinzip. Lichtstrahlen. 321 


I. Optisch-mechanische Analogie’). 


2. Fermatsches Prinzip. Die geometrische Optik liBt sich aus dem 
Prinzip vom ausgezeichneten Lichtweg entwickeln. Wir betrachten hier nur den 
Sonderfall, daB das Medium zwar optisch inhomogen, aber isotrop ist, so daB 
seine optischen Eigenschaften durch eine skalare Ortsfunktion (x, %,%3), ge- 
nannt der Brechungsindex, in folgender Weise bestimmt sind. Fithrt eine Kurve 


p’ 
e—— [ds 
Pp 
vom Punkt P zum Punkt P’ hin, so bezeichnet man das Linienintegral 
“ ” 
S=|nds—| dS (1) 
P Pp 


langs der Kurve als deren optische Lange. Der FERMAatsche Satz vom aus- 
gezeichneten Lichtweg sagt nun aus, da8 ein Lichtstrahl sich unter den zwischen 
P und P’ méglichen Wegen denjenigen von minimaler (genauer von extremaler) 
optischer Lange S aussucht. p’ 

0= dS =d{nds. (2) 

p 

Die extremale optische Lange zwischen zwei bestimmten Punkten in dem Medium 
ist eine Funktion der beiden Punktorte S(P,P’) = S(P’, P); wir wollen 
sie als die FERMATsche Funktion bezeichnen. Kennt man die Funktion S, d. h. 
die Werte von S(P, P’) fiir jedes Punktpaar des Mediums, so lassen sich weitere 
geometrisch optische Eigenschaften des Mediums aus ihr ableiten. 

3. Lichtstrahlen. Um zu expliziten Gleichungen von Lichtstrahlen in 
einem Medium mit bekannt angenommener FERMATscher Funktion S(P, P’) 
zu gelangen, fragen wir, in welcher Richtung der Lichtstrahl PP’ tiber P’ 
hinaus sich zu einem Nachbarpunkt P” fortsetzt, der von P’ aus die geometrische 
bzw. optische Entfernung ds bzw. dS = nds besitzt, der also 


von P aus die optische Entfernung S + dS hat (Abb. 1). Nach bie pr 
dem FEermatschen Prinzip liegt dann P” erstens auf der um P , 
in der optischen Entfernung S + dS gezogenen Flache, zweitens P < 
auf der um P’ in der optischen Entfernung dS gezogenen Flache, ar etd 


also auf ihrem Beriihrungspunkt. Die letztere Flache ist aber, 

da man bei der Kleinheit von ds die Funktion m in der Umgebung von P’ als 
Konstante ansehen darf, eine Kugel vom optischen Radius dS und vom 

F : ds : ; 

geometrischen Radius ds . P” liegt demnach von P’ aus in senkrechter 
5 UC 

Richtung auf die Flache S + dS zu, d.i. in der Richtung, in welcher die Funk- 
tion S(P P’) beim Fortriicken des Punktes P’ ihre maximale Zunahme erfahrt. 
Die Strahlrichtung in P’ zeigt also in Richtung des Gradienten 


rad S10, 


wobei t’ einen dem Lichtstrahl parallelen Einheitsvektor, 4 einen Proportionali- 
tatsfaktor und der Strich an grad die Differentiation nach den Koordinaten 

1) E.T. WuHiTtTaker, Analyt. Dynamik. Deutsch von MITTELSTEN-SCHEID. Berlin 1914; 
L. NorDHEIM, Prinzipe der Dynamik. Handbuch der Physik, Bd. V, Kap. 2; L. Norp- 
HEIM und E. Furs, Hamilton-Jakobische Theorie der Dynamik. Handbuch der Physik, 
Bd. V, Kap. 3. Ausarbeitung einer Hamburger Optik-Vorlesung von W. Lenz. Ferner 
L. Framm. Die Grundlagen der Wellenmechanik, Phys. ZS. Bd. 27, S. 600. 1926. 
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von P’ bei festgehaltenem P andeuten soll. Wegen dS = nds bestimmt sich 
A =n, und man erhalt 
grad’S = nt’ (Lichtstrahlengleichung). (3) 


Entsprechend gilt bei festgehaltenem P’ am Punkt P 
gradS =—nt (Lichtstrahlengleichung) , (3’) 


wobei das Minuszeichen daher rihrt, daB S abnimmt, wenn P in Richtung t 
fortschreitet. Jede der beiden Vektorgleichungen (3) und (3’) reprasentiert 
drei Komponenten: 


aS 4 Oh a Oconee 

are Wie Oy’ = nt,» Fez oS de, 6 (4) 
os os os 

op a —nt, , ren —nty, Bg es (4’) 


worin die linken Seiten, bei bekannt angenommener FERMatscher Funktion S(PP’), 
bekannte Funktionen der sechs GréBen x yzx’y’z" sind. Denkt man sich die sechs 
Gleichungen nach x’y'z't,,t/t, aufgelést in der Form 
x= x! (%YZtatyt,S), i aS) t, = i (xy2tetyt,S) , (5) 
so hat man eine Parameterdarstellung (Parameter S) eines Lichtstrahls, der 
von gegebenem Punkt P in gegebener Richtung t losgeht. Man kann somit 
(3) (3’) baw. (4) (4) bei bekannt angenommener Fermatfunktion S(P, P’) als im- 
plizite Bahngleichungen der Lichtstrahlen bezeichnen, welche der expliziten 
Form (5) entsprechen. 
Beispiel: Im homogenen Medium m = konst. ist die FERMATsche Funktion 


S=ns=n-V(«e' — #2? + ly’ — y)? + (2’ — 2), 
die Gleichungen (4) lauten 


x — % 
Wee 


aaa und er es (AP eae 


und aufgelést ; 


S 
Be SY, hay Na oe und ee ee, 


als Spezialfall von (5); die Lichtstrahlen haben hier konstante Richtung, sie 
sind gerade Linien. 

Der Ubergang von den GréBen x,t, zu den GréBen x/,t, wird durch die 
Transformation (5) gegeben. Sie ist vermittelt durch die FERMATsche Funktion 
S(P, P’), die in (3) (3’) bzw. (4) (4) auftritt. S(P, P’) bezeichnet man als Er- 
zeugende der Transformation. Wegen der obigen Beriihrungseigenschaft (Abb. 1) 
nennt man die durch S vermittelte Transformation von alten Koordinaten x,t, 
auf neue Koordinaten xt; eine Berithrungstransformation. Die vektorielle 
Form (3) (3’) der Lichtstrahlendarstellung hat den Vorzug, auch bei beliebigen 
krummen Koordinaten giiltig zu sein, im Gegensatz zu den CarTEstIschen Kom- 
ponenten (4) (4’). 

4. Bewegungsgleichungen des Lichtes. Die optische Lange $ und die 
geometrische Lange s auf einem Lichtstrahl, gemessen von einem Anfangs- 
punkt des Strahles aus, sei dargestellt als Funktion eines Parameters 1: 


SE la, as = Sar Se See dS = Sdt. 


Bei Zugrundelegung irgendeines auch krummlinigen Koordinatensystems be- 
sitzen die Punkte des Lichtstrahls die Koordinaten und deren Ableitungen 


nach +: X(t) Xp (t) x5 (t) ; %y (T) XQ (T) X3 (7). 
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o 


Es wird dann sowohl s wie S eine Funktion der x, und x, 
Six 8), S185), wobei ns=S, 
Das Fermatsche Prinzip (2) laBt sich jetzt in der Form schreiben: 
d/S(x, 2dr =0. (6) 
Diese Variationsaufgabe wird gelést durch die LAGRANGEschen Gleichungen 
d (és os es 
O=F(sz)— oz (fir B= 1.2.3 7) 
als Differentialgleichungen fir S. Hier kann man von S$ =n den nur von den 
x,;, nicht von den x; abhangenden Faktor » abspalten und erhalt 
O(ns) _ Os 


Ox  dt\ OF 


fir k=4, 2,3. (8) 


Als Parameter t kOnnte man z. B. die Zeit ¢t nehmen, mit der man einen Punkt 
des Strahls (Punkt bestimmter ,,Phase‘‘) auf letzterem fortriicken 14Bt; unter 


Zugrundelegung des Geschwindigkeitsgesetzes s = < wird das FErRMaAtsche 


Prinzip zum Prinzip der kiirzesten Lich tzeit 
0=dS= 6/nds = d/nsdt = d[cdt meOr, 


und (8) stellt Bewegungsgleichungen des Lichtpunktes (der Lichtphase) 
dar. Jedoch iiberschreitet es eigentlich schon den Rahmen der geometrischen 
Optik, die zeitliche Ausbreitung einer Lichtphase zu betrachten; vielmehr kommt 
es hier nur auf die geometrische Gestalt der Lichtkurven an, die durch (8) bei 
beliebiger Bedeutung von tr gegeben ist. 

Wir wollen (8) jetzt noch vektoriell zu schreiben suchen. Dazu geniigt es, 
die Vektorform ausgehend von irgendwelchen Koordinaten, am bequemsten von 
rechtwinkligen aus herzustellen. Bei rechtwinkligen Koordinaten ist nun speziell 


§ = Ya? + 47 + 22, 


und 
dx 
68 _o 0s _# _ dt _ ae 
Ox : Ox § ds NERS 
dt 
Dies in (8) eingesetzt gibt 
-On af az 
SOx az \ ds)? 
und schlieBlich vektoriell zusammengefaBt 
Ss gradn = Ee (nt) oder auch g sa = gradn (9) 


mit t als tangentialem Einheitsvektor. Diese Vektorgleichung zeigt, wie sich 
die Richtung t langs des Strahles in Abhangigkeit von m andert. dt 

In homogenem Medium, wo 7 = konst., vereinfacht sich (9) zu oh 
d.i. unverdnderte Strahlrichtung. 

Wir werden spater in (9) das Gegenstiick zu den NEwronschen Bewegungs- 
gleichungen der Mechanik wiederfinden (Ziff. 11). 


Ailes 
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5. Eikonalflachen. Vorgelegt sei eine beliebige Flache /, gesucht wird 
eine andere Flache, deren Punkte die optische Entfernung S von der Aus- 
gangsflache F besitzen. Wir wollen F als Flache S,, die gesuchte Flache als 
Flache S bezeichnen. Letztere gewinnt man durch folgende Konstruktion (Abb. 2) ; 
man schlagt um jeden Punkt P von S = 0 eine Flache, die von P die optische 
Entfernung S hat (HuyGenssche Elementarflache), und legt an die Elementar- 
flachen die Enveloppe. Durch Ausfithrung derselben Konstruktion von So 
aus mit verschiedenen optischen Radien S,S,... gewinnt man eine ganze Reihe 
von zusammengehorigen Lichtflachen (HuyGenssche Enveloppen im 
optischen Abstand S,S,... von S,), die auch als Eikonalflachen?) be- 
zeichnet werden. Der Berithrungspunkt P’ der Enveloppe S mit der Elementar- 
flache vom optischen Radius S um P ist wegen des FERMATschen Prinzips dann 
der DurchstoBungspunkt des optisch kiirzesten von P nach S fiihrenden Strahls. 
Die Eikonalflache S, kann man auch, statt direkt von Sy) aus, auf dem Umweg 
iiber S; gewinnen, indem man von S, aus die HuyGENssche Enveloppenkonstruk- 
tion mit dem optischen Radius S, — S, ausfihrt. 

Wir wollen nun eine Lichtflache S mit der ihr infinitesimal 
benachbarten S + 0S in Beziehung setzen (Abb. 3). Der 
DurchstoBungspunkt P’’ des von P’ nach S + 0S fithrenden 
Strahls liegt von P’ aus in Richtung der 
kleinsten optischen Entfernung von P’ nach pe 
S + 06S, welche zugleich die kleinste geo- 
metrische Entfernung ist, da der Brechungs- 
index # dort ndaherungsweise konstant, 
die um P’ geschlagene kleine Elementarflache eine Kugel vom geometrischen 


S 
Radius 6s = = ist. Daher steht P’ P” senkrecht auf S und $+ 0S. All- 


gemein gilt also: Die Lichtstrahlen durchstoBen die Eikonalflachen 
senkrecht. 

Auf dem Strahlelement 0s, dessen Richtung senkrecht auf S und S + 6S, 
d.i. in Richtung der starksten Zu- bzw. Abnahme des Parameters S liegt, kann 
man_ schreiben | OS |: 6s = |etads.|,. went dabel —5\(¥, ¥, 2) = konst. | (oq 
bzw. =S, usw.) die Gleichungen der Eikonalflachen darstellen. Da anderer- 
seits |OS|:ds = m ist, erhalt man | grad S| =n, wofiir man auch schreiben kann 


StaS 


JS 
Abb. 3. 


Abb. 2. 


(grad S)? = m? fiir die Eikonalflachen S(xyz) = konst. = S (10) 


oder bei kartesischen Koordinaten 


GISNE HES? (eIS\e 5 , 
& ar i) a (ae) ig ils (10) 

Ist also die Schar zusammengehériger Eikonalflachen durch die Gleichungen 
S (xyz) = konst. = S beschrieben, so mu8B S(xyz) der partiellen Differential- 
gleichung (10) geniigen. Umgekehrt: hat man eine Funktion S(xyz)4 welche 
der partiellen Differentialgleichung geniigt, so stellt S(xyz) =S eine Schar 
von zusammengehérigen Lichtflachen in dem Medium des Brechungsindex x 
dar. (10) ist der analytische Ausdruck fiir die HuyGeNnssche Enveloppenkon- 
struktion. Wir werden spiter (10) als das optische Gegenstiick zur HAMILTON- 
JAkosischen partiellen Differentialgleichung fiir die Wirkungsfunktion S der 
Mechanik erkennen (Ziff. 12). 


') Das Eikonal ist ein Integral, welches, zwischen zwei Punkten einer Flache S = konst. 
erstreckt den Wert 0, zwischen zwei Punkten der Flachen S, und S, aber den Wert 
Sy — S$, hat. 


ZATE, 6. Lichtstrahlen und Eikonalflichen. 325 


6. Lichtstrahlen und Eikonalflachen. Es soll jetzt gezeigt werden, daB 
die FERMATschen Funktionen S(PP’) in einem Medium mu, ferner die Strahl- 
kurven zwischen zwei beliebigen Punkten P und P’ gewonnen werden kénnen, 
wenn es gelingt, eine Lésung S der partiellen Differentialgleichung (grad S)? = n2, 
und zwar ein sog. vollstandiges Integral S(xyza,a,a,) zu finden, welches 
auBer von den Koordinaten noch von konstanten Parametern 01,4203 abhingt. 
Halt man die a auf bestimmten Werten fest, so bekommt man eine Schar zu- 
sammengehoriger Lichtflachen in der Form 


S(%y# &7%,0%5) = konst. = S (11) 


mit dem Parameter S. Gibt man den « andere feste Werte, so stellt (11) eine 
andere Schar zusammengehoriger Eikonalflachen dar. Man kann die a der 
besonderen Aufgabe entsprechend wahlen. 

Ist nun S(%1%9%3% 4% 43) ein vollstandiges Integral von (10), so bilde man 
die Gleichungen 

2 =f fix = 1, 2,3 (JAKoBIsches Gleichungssystem) , (12) 

wobei die 6* Konstanten sind, die wieder nachtraglich der besonderen Aufgabe 
angepaBt werden kénnen. Wir behaupten, daB (12) eine Lichtstrahlkurve 
darstellt. Dem Beweis schicken wir ein Beispiel voraus. 

Beispiel: Im homogenen Medium = konst. ist ein vollstandiges Integral 


von (10’) S = n- (4% — Oy)? + (%, — &)? + (x, — w,)?. 


Statt (12) erhalt man hier speziell 


pt = —n(x, — 04):)--- = —n2 (x, — oy): S. 
Es folgt, daB man > (6*)? = n? zu wahlen hat, und daB 

(%1 — Oy): (%_g — M%q) : (%3 — Os) = Bt: B?: 68 
ist; die Lichtstrahlen sind hier Gerade durch den Punkt x, = a, mit den Rich- 
tungskosinussen a ; 

Den allgemeinen Beweis, daB (12) Lichtstrahlen darstellt, fiihren wir, in- 
dem wir die Aquivalenz von (12) mit der Vektorgleichung grad S = mt der Licht- 
strahlen dartun, unter Benutzung von (grad $)* = n®. Wir denken zunachst karte- 
sische Koordinaten 1, = x, ry = ¥, 3 = z an Stelle der willkiirlichen Koordina- 
ten X,%)%, eingefiihrt und fassen jetzt S auf als Funktion S(x, «). Auf der durch 
(12) beschriebenen Kurve mége ferner die Parameterdarstellung 4, (r) x(t) r3 (7) 
eingefiihrt sein. Differentiation nach r, d.h. langs der Kurve, deuten wir 
durch Punkte an. Da f’ nicht von den r, also nicht von 1 abhangt, ist 


o= dp’ ad (== * 3. Cs ‘ 


de dra) oi 0n,0%,"° 
hk 


Andererseits hangt 2? nicht von den «;, sondern nur vom Ort x; ab, so daB 
man wegen u* = (grad S)* erhalt 
2 on? C ae C SN Oe weeks OS 
0=-—— = =~ (grad S)? =; | a ye PLA PORE ae 
On; C a; OX; aman PEE Boi Moby toler, 
k kk 
Vergleich der beiden letzten Gleichungen zeigt die Proportionalitat 
: A ehe) ‘, ne : OS) \ Ae 
4 =s— und z= i= 2 ‘ ( - | = fa 
= — 


Oxy dean! \OL 
i k 
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daher 4 = ey und 
n 


Tx 
OSs abe sgt Vin cae Oe ee e ee 
ieee = tee = eS Sey Cau iera 4 Bers) is 
at 


wo t, die r,-Komponente des Einheitsvektors t in der Kurvenrichtung be- 
deutet. Vektoriell schreibt sich die letzte Gleichung gradS = nt, die Kurve 
ist also ein Lichtstrahl. Damit ist bewiesen, daB die Kurven (12) Licht- 
strahlen sind. 

Die Gleichungen des durch die 2 Punkte x, %.%3 und %*5%3; gehenden Strahls 
erhalt man, indem man in (12) die Parameter «, bis £3 mit Hilfe der sechs Glei- 
chungen (2 = 4), 2, 3): 

ONS) Kaan aCe : OS CALAGACe oyner) 
Cate tata Ohad ge, SSA Matas) pe (13) 


bestimmt. Die FERMAtTsche optische Entfernung PP’ wird dann 
S(PP') = S (4% %2%3%1%_M%3) — S (Xj 15.4301 %_ Xs) « (14) 


7. Phasengeschwindigkeit. Es sollen jetzt einige weitere Zusammenhange 
zwischen Lichtstrahlen und Eikonalflachen besprochen werden, die, obwohl noch 
zum Gebiet der geometrischen Optik gehérig, doch schon zur Wellenlehre iiber- 
leiten, indem die Gescliwindigkeit eines Lichtpunktes bzw. die Geschwindig- 
keit, mit der eine ,,Phase“ langs des Lichtstrahls forteilt, in den Kreis der Be- 
trachtung gezogen wird. 

Es sei ein vollstandiges Integral S (%1%2%30,%2%3) von 


(grad'S)? —= 7* (15) 


gewonnen. Bei festgehaltenen a stellt dann S(x, ~) = S mit variierendem 
Parameter S eine Schar auseinander hervorgehender Eikonalflachen dar, die 
wir die ,,Schar a‘‘ nennen. Es soll nun zur Zeit t = 0 der Wert von S als die 
Phase der Flache S(x, «) = S bezeichnet werden. Zur Zeit ¢ dagegen werde 
als Phase derselben Flache der Wert S — cé definiert: 


p(x, &, t) = S(x, «) — ct = Phase (16) 


der Schar « im Raumzeitpunkt (x, #). c soll dabei den Wert der Vakuumlicht- 
geschwindigkeit besitzen. Eine bestimmte Phase wandert also innerhalb der 
Schar « von Flache zu Flache; man kann das auch so ausdriicken: jede Einzel- 
flache wandert unter Mitnahme ihrer Phase iiber die Schar hinweg. Da nun 
einerseits dS = nds, andererseits wegen (16) dS = cdt bei konstanter Phase 
ist, folgt ds/dt = c/n als Geschwindigkeit, mit der die Phase ttber die Flachen 
der Schar w senkrecht zu diesen hinwegwandert oder auch als Phasengeschwindig- 
keit, mit der eine Flache konstanter Phase sich senkrecht zu sich selbst vor- 
schiebt: de 


dt 
Die Gieichung (grad S)? =? kann man iibrigens wegen (16) und (16’) ersetzen 
durch die Gleichung fiir : 


= < = “ = Phasengeschwindigkeit. ‘ (16’) 


y 4 (O@\2 
(grad y)® — (GE) =0. (17) 


uP 


Wir betrachten weiterhin eine andere Flachenschar, die ,,Schar a + 6a“, 
die sich von der ersteren nur durch etwas variierte Werte der Konstanten unter- 
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scheidet, also die Schar S(«*,a + da) = konst. Auch hier definieren wir als 
Phase einer Flache den Wert der Funktion 


p(x, « + da, t) = S(x, « + da) — ct = Phase (17) 
oder entwickelt, da Cq/Ca, = 0S/0a, 
p(x, a + da, TEC Sa doe = S(x, 0) ct + > 5° Pe ATE lr 
k 


In ein und demselben Raumzeitpunkt erzeugt also die Schar a die Phase (16), 
die Schar « + da die Phase (18). Die Phasendifferenz D ist 
NOS 1) og 
k 
In allen Punkten, welche der letzten Gleichung mit gegebenem Wert D und ge- 
gebenen GréBen da, geniigen, zeigen die beiden Scharen a und a + da die 
gleiche Phasendifferenz D, und zwar zu allen Zeiten, da ¢ in (19) nicht vor- 
kommt. 
Wir betrachten schlieBlich noch eine dritte, vierte usw. Schar a + da’, 
a + 6a” usw., welche mit andern bestimmten Variationen daj,, da/ usw. 
gebildet sind, die aber sémtlich unendlich klein sein sollen. Die ganze Gruppe 
von Scharen, durch Variationen der Schar « erhalten, nennen wir die Gruppe a. 
In einem Raumpunkt P sind die Phasendifferenzen zu jeder Zeit ¢ gleich 
i ee ggt: Di SD bag, ene (19) 


— CX, COX, 
k i 


wie (19), nur mit andern Werte 6a;, da usw. Entsprechend sind die Phasen- 
differenzen in einem Punkt P® 
) S (49 r) S (40 
ee aa, De 5a hw (19”) 
a CX, ar CX, 
Die Bedingung, daB in P dieselben Phasendifferenzen wie in P® herrschen 
sollen, 


ey, Dea Dy, DS Ds (20) 
ist erfillt fiir 


a \ WS ( 0 S ; AS v0 P 
> GML. 6a, = > eee ) Sop, > Zed J Ye => : a *) 50% usw. 
= | Cty OX, - OO, OX, 


Da hier die Variationen dx,, da;, ... die verschiedensten unendlich kleinen 
Werte besitzen kénnen, ist das letzte Gleichungssystem nur méglich, wenn 
einzeln die Gleichungen 

OS(%, «) 0S (#°a) 


- fiir k=1,2,3 (20’) 
OX, OX; 
erfiillt sind. Alle Punkte P, welche diesem Gleichungssystem geniigen, haben 
die Eigenschaft (20), es herrschen in ihnen dieselben Phasendifferenzen wie 
in P®. Ubrigens kann man (20’) auch in der Form 
OS 0) _ pe fir = k= 1,2,3 (21) 
OX, 
schreiben und erkennt dann, beim Vergleich mit (12), daB die erwahnten Punkte P 
die Punkte eines Lichtstrahls sind, welcher die Schar « senkrecht durchsetzt 
und welcher natiirlich auch den Punkt P® selbst enthalt. Man kommt so zu 
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einer besonderen Auffassung der Lichtstrahlen: Ein Lichtstrahl, senk- 
recht auf der Schar S(x, x), ist der Ort der Punkte, in welchen die 
Scharen S(x,a + 6x), S(x,% + 6a’) usw. gegeniiber der Schar S(x, a) 
die gleichen Phasendifferenzen D, D’, D’,... besitzen. Dabei war die 
Phase definiert durch (16) (17’) und gezeigt, daB sie sich mit der Geschwindigkeit 


Cc a 
Vie Ne vorschiebt. 


8. Gruppengeschwindigkeit. Die Verbindung der bisherigen geometrisch- 
optischen Resultate mit der Wellenoptik wird dadurch hergestellt, daB man 
periodische Funktionen w der Phase betrachtet: 


ET ere 24% rg (2, a) -et] 22 
—— PAX, a, = OD, %) — 
W = A one. a = A -é x 5 ( ) 


worin x eine Konstante von der gleichen Dimension wie S sein soll. Ubrigens 
bezeichnet man gewohnlich den Faktor von 7, also 2” S/x als Phase, nicht S 

ds : 
die Strecke 4, um die man senkrecht zu einer Flache S = konst. fortschreiten 
mu, damit S/x um 1 wiachst: 


selber. c/x bedeutet die zeitliche Periodenzahl y an einem Ort, und 


eae res ds ¢ 
ee see ae ce ae ia aaa 


y= =e (225) 
“ Es werde nun der Fall betrachtet, da8 der Brechungsindex m auBer vom 
Ort noch von einem Parameter abhangt, als welchen wir eben die Schwingungs- 


Cc = D 
zahl y = — annehmen wollen: » =n(x,¥v). Es werden dann alle friheren 
x 


Beziehungen ebenfalls diesen Parameter enthalten. Z.B. wird die Gleichung 
(grad S)? = n? (x, v) als vollstandiges Integral die Wellenflachen S (x, a, v) = konst. 
besitzen, deren Phase S = S(x, a, vy) — ct mit der von y abhangigen Phasen- 
geschwindigkeit c/n = u(x, v) senkrecht zu der Flachenschar fortriickt. Die 
periodischen Funktionen 


“4 
Qia—l[S (a, a, v)-et] J 
p(y) =A,e we (57 


besitzen dann eine mit » verdnderliche Wellenlange. Wir betrachten ferner 
die zum Brechungsindex n = u(x,» + dv) gehorigen Lichtflachen und ihre 
periodische Funktion 
y+or 
2% — 


[S (a, «,v+0vr)- et] 92/ 
p(y + dv) = A,isre e : (23) 


Die Phasendifferenz A von (23) (23’), d.i. die Differenz ihrer Exponenten, 
A 
ist wegen der Entwicklung S(x,a0,»-+ dv) = S(x,a,v) + — Ov gleich 


ie 25 (» = dv + Sov ctOy). ; 


C 


Diese Phasendifferenz ist an den durch 


aS ) 
yo + S — 


ro} y 


(vS) — ct = const (23) 


beschriebenen Raumzeitpunkten iiberall gleich groB. Nun stellt fiir bestimmtes ¢ 
die letzte Gleichung eine Flache im Raume dar, auf welcher also iiberall die 
gleiche Phasendifferenz von yw(v) gegen w(v + 6y) herrscht. Bei Zuwachs 
von ¢ um 0/ riickt die Flache konstanter Phasendifferenz im Raume fort, wobei 
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ein Punkt P der Flache Koordinatenzuwachse dx, erhalt, welche durch Null- 
setzen der Variation von (23”) 


=) oa a) 
0 = Da (Fel0S))- dan —e- 8 
k 


oder vektoriell _ 
= (graa(“Z) -d3) —c-dt 


eingeschrankt sind. Falls der Punkt P senkrecht zur Flache (23”) fortschreiten 
soll, ist in der letzten Gleichung 08 parallel zu dem grad zu nehmen. Man er- 
halt daher fir die Geschwindigkeit g, mit der sich ein Flachenelement der 
Flache konstanter Phasendifferenz senkrecht zu sich selbst vorschiebt 


dvs 


:| grad, 


g wird die Gruppengeschwindigkeit genannt 


c Cc 
fone a aa ize 
* grad 4205) | grad S + » x grad S| (24) 
Beim Vergleich mit der Phasengeschwindigkeit 
Ra ee Sas at 
os ae |grad S| 
ergibt sich noch die einfache Formel 
1 (7) doy 1 Ou (5 
= tS CA ee ES 24 
gov u [1 u a oy (24) 


Ein wesentlicher Zug der eigentlichen Wellenoptik ist, daB man nicht mit 
Lichtstrahlen operiert, also auch die Phasenbeziehungen zwischen den einzelnen 
Raumzeitpunkten nicht aus ihrer geometrisch-optischen Verkniipfung her- 
leitet (dies fiihrt bekanntlich zu falschen Resultaten, zu scheinbarem Phasen- 
sprung bei Reflexion und Beugung usw.), sondern die Schwingungsfunktion wy 
in Raum und Zeit als Lésung einer beherrschenden Differentialgleichung, 
der Wellengleichung berechnet. Nur im Grenzfall kleiner 4 darf die geo- 
metrische Optik angewendet werden: 
Die Differentialgleichung der Wellenoptik heiBt 


Ay —= 7p =0. (25) 


Sucht man sie zu losen durch den Ansatz 


Qiang 


a“ 


y=A-e 


so erhalt man fiir ¢ a die Differentialgleichung 
202 | 21% 
= [ar—g5] +2) 


Nur in dem Grenzfall, daB das erste Glied gegeniiber dem zweiten verschwindet 
(kleines x = 1A), bleibt die mit (17) iibereinstimmende Gleichung 


De Ave 
(grad p)* — 72 @*| = 0 


t| eg / 
(grad g)? — = g@* = 0, (25°) 
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der geometrischen Optik iibrig. Man kann nun den formalen Zusammenhang 
zwischen (25) und (25’) folgendermaBen beschreiben. Man ersetze in (25’) die 


GréBen fe 
Oy x oO (OK) 7 
ae durch Bre oa Pree aA durch ee (26) 
Op\2 x 0\2 “2 2 es : 
also z. B. (—-) durch (—— ——) = ——3-z, und tbe die entstehende Ope- 
Ox 21% Ox 450% O77 
ratorgleichung 
oO i Ce 


oh (oh 
a+ 04? ay 02? uw OR 0 


anf eine Funktion wy aus; so erhalt man die Wellengleichung (25). Dieser 
formale Zusammenhang wird beim Ubergang von der klassischen zur Wellen- 
mechanik sein Gegenstiick finden. 

9. Allgemeine Mafbestimmung. Zur spateren Benutzung werden jetzt 
einige gelaufige mathematische Formeln aus der Geometrie krummliniger Koordi- 
naten zusammengestellt?). 

Der Sinn der Vektoroperationen grad, div usw., ferner Senkrechtstehen, 
Winkel usw. ist unabhangig vom Koordinatensystem. Legt man ein bestimmtes 
krummliniges Koordinatensystem %,%.%3; zugrunde, so kann man skalare geo- 
metrische GréBen auch mit Hilfe von Komponenten in dem betreffenden System 
ausdriicken. Charakteristisch fiir das System ist vor allem der Ausdruck fir 
die gewohnliche Lange ds eines Vektorelements d8; (ds)? ist allgemein eine 
homogene quadratische Funktion der Komponenten 4%; 


(75) ra, (27) 
TE 


Ox 


mit den noch vom Ort (x,%9%3) abhangigen Koeffizienten g’*, die man als die 
Komponenten des metrischen Fundamentaltensors bezeichnet, wobei g’* = gi". 
Hat man ein orthogonales Koordinatensystem, so sind alle g’* = 0, fiir welche 
7+ k ist, und nur die g** sind von Null verschieden. In einem orthogonalen 
Cartesischen Koordinatensystem sind iiberdies die g’* konstant und zwar gleich 1. 
Senkrecht stehen zwei Vektoren d$ und 68 aufeinander, wenn ihr ,,skalares 

Produkt" 
(43, 03)—= >> ed 0m, (27a) 

ae 


verschwindet. 

Neben den Komponenten dx, eines Vektors d3, die man auch kontravariante 
Komponenten nennt (ihr Index & ist unten angehangt), braucht man oft auch 
die kovarianten Komponenten dx* (Index oben) desselben Vektors 43, welche 
definiert sind durch 


SEE DS The ke (27b) 
Ke 
Lést man das Gleichungssystem (27b) nach den dx, auf, so erhalt man 
ik ' 
dx, => g,,dx' mit der Abkiirzung gy = * (27c) 
a t 


worin g* die Determinante der g’*, y'* die zu einem g’* gehérige Unterdeter- 
minante bedeuten soll. Umgekehrt gilt ferner 


ee (274) 


1) Vgl. z. B. E. Mapetunc, Die mathematischen Hilfsmittel des Physikers. Ber- 
lin: Julius Springer; oder W. Pautt, Relativitatstheorie. Enzykl. d. math. Wiss. Bd. V, 2, 
als Sonderdruck bei B. G. Teubner erschienen, 
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wobei g, die Determinante der g;,, y;, die Unterdeterminante von g;, be- 
deutet. 
Man beweist dann die Beziehung 


g* + fe = 1. (27e) 
Besonders einfach werden die gemischten Ausdriicke, in welchem gleich- 
zeitig kontra- und kovariante Komponenten auftreten, z. B. 


(ds)? = 2.4% dx*, (28, 03) = > dx, 6x* => dx, - ax", 
E 


Die g;, fallen dabei ganz heraus wegen der Determinantenregel 
Pee — cor Ek; = emer pet ee. 
i 
Wir geben noch einige weitere skalare Gré8en in Komponentendarstellung 


an, deren Form und Betrag sich beim Ubergang zu andern Koordinaten nicht 
andert: Der Inhalt eines Volumelements dv ist definiert durch 


dv = g* dx, dx,dx, = Vex AO aK . (28) 
Der Gradientvektor einer skalaren Ortsfunktion @ ist definiert durch seine 


Komponenten 


(gradg) = 2 = Seu 5, (grad) = 5% — S'gikF (28a) 
Cx oad Cx; Ox, 


woraus fiir das skalare Gradientenquadrat folgt 
2 ed Op a in OP 04 
(grad ¢)? 2 Die t Ox, Ox, => 2 5 a oye (28b) 
u he 
Die Laplacesche ea ioge A = div grad ist definiert durch 


Ap— Gene >! > 7. oa Os, (Ve* ens = arlene? |. (28c) 


Ao oe VE 


Alle diese Formeln sind ohne weiteres auf ” statt 3 Koordinaten ubertragbar. 
Ferner gelten sie nicht nur fiir den Fall, daB krummlinige Raumkoordi- 
naten %,%,...%, vorliegen, bei denen die gewohnliche (euklidische) Ma8bestim- 
mung zu dem Langenelement 


ds = | SD gtdxdn, 
i k 


fiihrt, sondern auch fiir irgendwelche Koordinaten x,x,...%, in einem Raum, 
in welchem als Element der ,,Lange‘‘ in nichteuklidischer Weise die GréBe 


ds = Dd Der dn- dx 
i ke 


definiert ist. In einem solchen Koordinatenraum haben dann die Operationen 
des grad, div, 4, des Senkrechtstehens, des skalaren Produkts usw. definitions- 
gemaB die in obigen Formeln angegebene iibertragene (nichteuklidische) Be- 
deutung. Um daran zu erinnern, daB es sich etwa beim Senkrechtstehen um 
das ,,Senkrechtstehen‘‘ im nichteuklidischen Sinn der Formel (27a) handeln soll, 
werden wir zuweilen ,, ‘“ zur Hervorhebung benutzen. 
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10. Mavurertuis’ und Fermats Prinzip. Die enge Analogie zwischen geo- 
metrischer Optik und klassischer Mechanik beruht darauf, dai ebenso wie die 
Optik aus dem Frermatschen Prinzip des kiirzesten Lichtwegs, sich auch die 
Mechanik aus einem Variationsprinzip ableiten la8t. Gewoéhnlich geht man aus 
vom Hamitronschen Prinzip in der Form 
" 
5{(T — U) dt =o, (29) 
t 


worin T die kinetische, U die potentielle Energie des Systems, ¢ und ¢’ zwei Zeit- 
punkte, 6 den Vergleich zwischen der wirklichen Bewegung des Systems und 
einer zur selben Anfangs- und Endzeit ¢ und ?¢’ und zur selben Anfangs- und 
Endlage P und P’ der Koordinaten gehérendenden Nachbarbahn bedeutet. 

Wir wollen nun voraussetzen, die potentielle Energie U sei eine Funktion 
der N Koordinaten, welche die Lage des Systems von N Freiheitsgraden 
beschreiben. Ferner sei die kinetische Energie T eine quadratische Funktion 
der Geschwindigkeitskomponenten x, in der Form 


T=" gtkye, UU = U(x), (30) 
2 
k 


i 
wo m irgendeine Konstante von der Dimension einer Masse bedeutet, welche 
vorangestellt ist, damit die g’”, die selbst noch Funktionen der Koordinaten 
sein kénnen, dimensionslos werden. Versteht man unter ds den Ausdruck 


ds = | > dd Hy, (30’) 
i ok 
d.h. fithrt im Raum der Koordinaten %,...%, eine nichteuklidische Mab- 
bestimmung ein (Ziff. 9), so laBt sich T in der Form 
M +5 
dhe an : (31) 


schreiben. Man leitet in der Mechanik aus dem Hamittonschen Prinzip unter 
der Voraussetzung U = U(x,) die Konstanz der Gesamtenergie E wahrend der 
Bewegung ab 

JP SS sa JE, = leone. (32) 


Wegen (32) wird dann T — U=2T —E, und aus (29) wird 


was wegen & = konst. und wegen Festhaltung von ¢ und ?’ sich vereinfacht 
zu der Bedingung Py 


df2Tdt=0, T=E-—U. . 2’ 


i 


By — saith é : : 
Hierin kann man |} 27 durch )m = ersetzen, so daB die letzte Gleichung iiber- 


geht in pe 


6{/2m(E —U)ds=0, (E = konst.) (33) 
P 
variiert zwischen zwei festgehaltenen Anfangs- und Endkonfigurationen P und P’ 
des Systems. Die Fassung (32’) (33) des Hamittonschen Prinzips, als EULER- 
MaAuPertuIssches Prinzip der kleinsten Wirkung bekannt und bei den 
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Voraussetzungen (30) giiltig, ist nun véllig analog dem Frrmarschen Prinzip 
vom ausgezeichneten Lichtweg (2), welches ja ebenfalls Variation bei festem 
Anfangs- und Endpunkt verlangt. Wir wollen es hier in der Form 


r id 
‘as “nds “4 


schreiben, wo c die Vakuumlichtgeschwindigkeit, # = < die Phasengeschwindig- 
keit im Medium bedeutet. Ferner wollen wir (33) in der Form 
= 
Vam(E—U), ; 
6 [Ent as =0 G5) 
P 
schreiben und die beiden letzten Gleichungen in Analogie & setzen. Der optischen 
\2m (E — U) 
JB 


Funktion #/c der Koordinaten entspricht mechanisch die Ortsfunktion 
bei irgendwie vorgegebener Gesamtenergie E 


n(x) V2m(E — Uw@) 
SS (36) 


Mit Benutzung der Analogie (36) kénnen jetzt samtliche optisch abgeleiteten Be- 
ziehungen ohne besonderen Beweis ins Mechanische iibersetzt werden. Dem opti- 
schen dreidimensionalen Koordinatenraum x, (z. B. rechtwinklige Koordinaten), 
in welchem Langen, Senkrechtstehen usw. im gewodhnlichen (euklidischen) 
Sinne aufzufassen sind, soll ein N dimensionaler Koordinatenraum x, der 
mechanischen Punktkoordinaten entsprechen, in welchem ,,Lange™, ,,Senk- 
rechtstehen usw. im nichteuklidischen Sinne des Langenelements (30’) zu 
verstehen sind; beidemal liegt ein isotroper Brechungsindex n(x,) vor, der 
mechanisch die Bedeutung (36) hat und die Bahnkurven durch d/ ds = d[ nds 
= 0, die auf ihnen ,,senkrechten‘’ Wirkungsflachen S = konst. durch (grad S)* 
= n* auszeichnet. 

11. Newrons Bewegungsgleichungen. Zunichst zeigen wir, dal} die optische 
Gleichung (9) 


= d 
gradu = oF (nt) 


(t = Einheitsvektor tangential zum Strahl, 

s = Phasengeschwindigkeit = c/n) , 
analog ist den NEwtonschen Bewegungsgleichungen eines mechanischen Systems. 
Bei Benutzung der Analogie (36) wird namlich aus (10) 


a | 


sgrad J2m(E — U) =F (ty2m(E — U)), 


Wegen E — U=T = ms?/2 wird die linke Seite gleich 


: : , 1 : “ 
Sgrad (ms) = x6 grad (ms)? = oF grad [2m (E — U)] = —gradU 
und die rechte Seite F F 
° a . os 
ry (tims) = re (m3) = m3, 


wenn 3 den Geschwindigkeitsvektor ts bedeutet. Es wird somit 


—gradU = m8, (37) 
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d. i. die Bewegungsgleichung in der wblichen Vektorform Kraft = Masse 
x Beschleunigung. In Komponentenform bedeutet dies nach (28a) genauer 


0U a? x, j 
in beliebigen Koordinaten x,, wobei die g'* dem Ausdruck (30) der kinetischen 


Energie entstammen, g;, die zugehérigen kontravarianten GroBen sind. Driickt 
man U, statt als Funktion der kontravarianten x,, als Funktion der varianten 


x* aus, U(x) = U(x"), so schreibt sich letztere Gleichung noch einfacher: 
0U OP 5G. 7 
pr ear re ca Ae 07) Ve Cra) 


Den gradlinigen Lichtstrahlen in homogenem Medium n = konst. entsprechen 
gerade Bahnkurven bei konstanter potentieller Energie U. 

12. Wirkungsfunktion und Hamitton-Jaxopische Gleichung. Der Vergleich 
von (34) und (35) fihrt noch zu folgender Analogie: Dem Linienelement der 
,optischen Lange“ dS = nds entspricht mechanisch die GréBe 


dS = = J2m(E — U)ds. 


Der ,,optischen Entfernung’’ S auf einem Strahl zwischen zwei Punkten im 
Medium vom Brechungsindex ” entspricht dann die GroBe 


a es a 
S(x,x) = {dS = = | /2m(E — U)ds = 2 | Y2mT ds (38) 


P P P 


langs einer Bahnkurve zwischen P und P’, welche mit der konstanten Energie & 
durchlaufen wird. Das schon im Prinzip der kleinsten Wirkung (33) auf- 
tretende Integral wird die ,, Wirkung”™ genannt. Wir wollen hier, um die optisch- 
mechanische Analogie folgerichtig durchfithren zu kénnen, das mit c/E multi- 
plizierte Integral (38) S(x, x’) als Wirkung bezeichnen und kénnen dann sagen, 
daB die Frermatsche Lichtwegfunktion der Punktpaare PP’ analog ist zur 
Wirkungsfunktion der Mechanik (38) (S hat hier beidemal die Dimension 
einer Lange). 

In der Optik wurde gezeigt, daB senkrecht auf den Eikonalflachen S = konst. 
die Lichtstrahlen stehen. Hier sind entsprechend die Bahnkurven und die 
Flachen konstanter Wirkung aufeinander ,,senkrecht**. Eine zusammengehdrige 
Schar von Wirkungsflachen ,,orthogonal“ zu einer Schar von Bahnkurven ist 
dabei, analog zur Optik, bestimmt als vollstandiges Integral der Differential- 
gleichung (10) (grad S)? = n?, oder hier 
CF oe Ie 


2b aU) Se ee, (39) 


(grad S)}2 == BR 
Diese Gleichung ist identisch mit der in der Mechanik bekannten HamiILTon- 
JAkosischen partiellen Differentialgleichung (H. J. D.). zur Bestimmung 
der Wirkungsfunktion S, welche man meist in der nach E aufgelésten Form 


59 


: 5 (grad S)? [HAMILTON-J AKOBI] (39) 


2m C 


BIO ar 


schreibt (beachte, da& S in (38) eine vom tblichen abweichende Bedeutung 
hat); diese wird in der Mechanik auf folgendem Wege gewonnen: 


Ziff. 12. Wirkungsfunktion und HamILron-JAKopische Gleichung. 
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In dem Ausdruck T = > yaa *x,x, fiir die kinetische Energie als 


Funktion der Geschvindgkitskomponentn x; entnimmt man die durch die 


Gleichungen 
= oo, tke, == mak — Eb (40) 


definierten kovarianten Pere oncananie &* — mx*, schreibt dann T 
als Funktion der am ST ce 


= > Pore Pate = pa esate ’ (40’) 


und setzt schlieBlich die Sn RY hetreae als Ableitungen der Wirkungs- 


funktion S an in der Form tg tar 
yt i 
mia Ba SS (41) 


wodurch JT wtbergeht in die Form 


(grad S)?, 


~ 2me 
in Ubereinstimmung mit (39’). 

Ist ein vollstandiges Integral S(x,, a,) der H. J.D. (39) gefunden, 
so erhalt man die Bahnkurven — ebenso wie in (12) die Strahlen — durch die 
Gleichungen 0S (x) 

a? == Ge, Ue == 524.25) (42) 
k 
worin die neuen Konstanten #* den speziellen der Bahnkurve auferlegten An- 
fangsbedingungen angepaBt werden kénnen. Die mit (39) (grad S)? = n? ver- 
traglichen Gleichungen (41) es genes 
an EM (43) 
k 


bestimmen dann auch noch die Geschwindigkeit v = s des Bildpunkts auf der 
Bahnkurve. (42) (43) bilden das JAKoBische Gleichungssystem zur Be- 
stimmung der Bewegung des Systems. (43) enthalt eine ,,lokale Beschreibung 
der Geschwindigkeitskomponenten, die das System an einer Stelle x, in Ab- 
hangigkeit von den Integrationskonstanten «, annehmen kann; (42) gibt da- 
gegen eine ,,substantielle“’ Beschreibung des Weges, welchen ein bestimmtes 
durch die Konstanten « und # charakterisiertes mechanisches System einschlagt. 

Dem zeitlichen Fortschreiten der Lichtphase m = S — ct entspricht mecha- 
nisch ein ebensolches Vorriicken der Phase mw = S — ct der Wirkungsflachen. 
g hat dieselben raumlichen Differentialquotienten wie S, dazu noch den zeit- 
lichen dq/dt = —c; im ganzen ist demnach 


04 C te 0 

ea imt, ams | 

a (43’) 
ai ae a 

—— = fp", —- == —f 

OX, Oc 


das JAKoBische Gleichungssystem, welches neben dem durch (42) (43) beschrie- 
benen raumlichen auch noch das zeitliche Fortschreiten eines Bahnpunktes 
mit der Phasengeschwindigkeit «# beschreibt. 

Die Konstruktion der Flachenschar S = konst., welche der H. J. D. geniigt, 
verlauft genau wie in Ziff. 5: Man errichtet in jedem Punkt der Ausgangs- 
flache S(x, «) = S, nach beiden Seiten hin ,,Senkrechte“ der ,,Lange* 

Ses E 
n cV2m(E —U) 
und gelangt so zu den beiden Flachen S(x, 0) =S) +dS. 
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Sukzessive fortfahrend gelangt man schlieBlich zu endlich entfernten Flachen 
S(%, 0) = Sy + AS. Dasselbe Resultat hatte man auch gewonnen durch Kon- 
struktion HuycHENSscher Elementarflachen mit den Radien 


AS =| dS = {p12m(E— Ul) dS. konst, 
P P 

um jeden Punkt P der Ausgangsflache (die Radien sind im allgemeinen ge- 
kriimmt, die Elementarflachen keine Kugeln) und Konstruktion ihrer Enveloppen. 

Man kann die Flachen S(x, «) = konst. auch zeitlich auseinander hervor- 
gehen lassen: In der Optik bewegten sich die Flachenelemente der Ausgangs- 
flache S = Sy senkrecht zu sich selbst mit der Phasengeschwindigkeit # = c/n 
fort und legten wahrend der Zeit ¢ die Strecke 


s =/udt=f[cfndt =| dS/n 


guruck, wobei aus der Flache S(#%, «) = S, die Flache S(x, «) = S, + ct wurde: 
Ebenso kann man sich in der Mechanik die Wirkungsflache S(x, a) = So + ct 
aus S(x, a) = S, entstanden denken durch Vorriicken der Flachenelemente 
,senkrecht“!) zu sich selbst wahrend der Zeit ¢ um die ,,Strecken“ 


= [= = ERIN coe i = [= 
af JV¥2m(E—U) Jya2mT J ” 
mit der ,,Geschwindigkeit” 
E E 
“= — — (44) 


no y2 m (E =o _ y2mT 
Fihrt man wie in Ziff. 7 die Bezeichnung 
D(X, Opt) = SX) — CF 


ein, wo m ebenso wie S ein vollstandiges Integral von (gradq)? = n? bedeutet, 
so wird die Gleichung der zeitlich vorriickenden Wirkungsflache 

p(x, X,t) = So, (44°) 
worin wieder m = Sp als ihre dauernd mitgefiihrte Phase bezeichnet werden soll. 
Es ubertragen sich dann wortlich die Resultate iiber Lichtflachenscharen und 
-gruppen von Ziff. 7 und 8 auf Wirkungsflachenscharen und -gruppen, die wir 
daher in der folgenden Ziffer ohne Beweis anfithren kénnen. 

13. Wirkungswellen. Die geometrisch-optischen Resultate der Ziff.7 und 8 
k6nnen ohne weiteres in die Sprache der Mechanik iibertragen werden und lauten 
dann wie folgt. 

Es hege die Wirkungsfunktion S als ein vollstandiges Integral S (x, «) der 
HAMILTON-JAKOBIschen partiellen Differentialgleichung (H. J. D.) (grad S)? = n? 
vor, im Koordinatenraum mit der Metrik 


_ =) iy. ; r WL co yete yr mer Ge 
ds = 22 gi" dx, aX, wo f= S y: gi" Kip (45) 
L i ~ ~£ 
7 k 


‘ 


Eine Schar von Wirkungsflachen S(v, a) = konst., charakterisiert durch 
bestimmte Wahl der a; und verschiedene Werte von konst. — wir wollen sie die 
,ochar a*° nennen —, entspricht dann einer Schar zusammengehoriger Eikonal- 
flachen in einem optischen Medium vom Brechungsindex 


n= z V2m(E — U(%)).. Ge 


Se Die in ,,‘* gesetzten Ausdriicke sind im Sinne des Linienelements (30’) gemeint, 
siehe auch Ziff. 8. Bei einem System von N gleichen Massen m und Benutzung karte- 
sischer Koordinaten konnen also die ,, ‘‘ fortgelassen werden. 
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Jeder Flache der Schar « ordnen wir zur Zeit ¢ eine Phase zu, definiert durch 
den Wert von m = S(x, «) — ct. 


p(x, &, t) = S(x%, x) — ct = konst. (47) 


bedeutet dann eine Wirkungsflache mit der Phase konst., welche mit der ,,Ge- 
schwindigkeit“ «= c/n ,,senkrecht‘’ zu sich selbst vorriickt, also sukzessive 
die Lage der Einzelflachen der Schar « iiberstreicht. 

AuBer der ,,Schar «‘‘ betrachten wir noch die ,,Schar « + da‘, gegeben durch 
S(x,« + 6a) = konst. mit bestimmten Variationen da,, aber denselben a, 
wie oben. SchlieBlich betrachten wir die ganze Gruppe der Scharen w + da, 
a+ déa’,«+060”,... Ihre Phasen im Punkt P zur Zeit ¢ sind 


p(x, a + da, 2d), p(x, x + da’, 2), DG, OO Bey by oes (47’) 
und ihre Phasendifferenzen gegeniiber der Phase p(x, a, #) sind (19’) 


Ash USTs ve OS. 4 
aa. > de : Ba, 08k» eich (48) 
& k 


_ Oxy 


unabhangig von ¢, da in €m/@a, = S/d, die Zeit nicht vorkommt. Die ent- 
sprechenden Phasendifferenzen im Punkt Py zur Zeit f) sind (19”) 


py (52), da. , > (52) oe ; =) (52) x4 ae (48’) 


Sollen nun in P die gleichen Phasendifferenzen wie in Py herrschen, so muB, 
da da,, dxf, dxf beliebige GréBen sind, einzeln gelten 


os tees 
aa ea, (& = 1,2,3...N) (49) 
oder anders geschrieben 
Se) pe (k= 1,2,3...N). (491 


Dieses Gleichungssystem legt eine Raumkurve fest, in deren samtlichen Punkten P 
die gleichen Phasendifferenzen zwischen den dort gleichzeitig sich durch- 
kreuzenden Wirkungsflachenscharen «, 0 + da, & + da’,... vorhanden sind. 

Nun ist aber (49’) identisch mit dem JAKoBischen Gleichungssystem (42), 
welches optisch Lichtstrahlen, mechanisch Bahnkurven des Bildpunkts 
XX ...Xy des mechanischen Systems festlegt. Man kann also die Bahn- 
kurven auffassen als Kurven, in deren sémtlichen Punkten die 
dort sich durchkreuzenden Wirkungsflachenscharen: a, « + 0a, 
a+ d6a’,x«+da”,..., die gleichen Phasendifferenzen besitzen. 

Wahrend die Wirkungsflachen von den ,,senkrechten‘’ Bahnkurven mit 
der Phasen,,geschwindigkeit +)“ 

c as 


=- ; (50) 
ie \2m(E — U@)) 


uU = 


durchstoBen werden, wandert der Bildpunkt des mechanischen Systems mit 
der ,,Geschwindigkeit“‘ 


: 2T /2(E — Uj) 
iS =| — = | 
VL 4 my 


(50’) 


aut der Bahnkurve. 


1) Siehe FuBnote auf S. 336. 


Handbuch der Physik. XX. 22 


338 Kap. 8. A. Lanp&: Optik, Mechanik und Wellenmechanik. [biotic 3x 


Wie man sich in der Optik mit periodischen Funktionen der Phase 
von Lichtflachen [vgl. (22)], d. h. mit den Lichtwellen langs den geometrisch- 
optischen Strahlen 


2 


UG oH - 
—, WS, a) - et] (51) 


2% 


jt 
—— 7 (x, &, t) 


Ri Mie = Ae 


beschaftigt, so kann man auch in der Mechanik entsprechende Wirkungs- 
wellen betrachten. In (51) bedeutet dann @ die Phase der Wirkungsflache 
(p = S(x,a«) — ct) als Lésung von (gradS)* = m?, und x eine Konstante von 
der Dimension S. Gewohnlich wird nicht mw, sondern der Faktor von 7 im Ex- 
ponenten, also 2aq/x als Phase bezeichnet. Wie in (22’) wird dann 


= . A= =n (Ah aa U (52) 


Schwingungszahl,Wellenlange und Phasengeschwindigkeit der p-Funk- 
tion [ds soll ,,senkrecht“ auf der Flache S (x, «)=konst. stehen, also in Richtung der 
Bahnkurve zeigen}. Die Phasengeschwindigkeit ist dabei verschieden von 
der Bahngeschwindigkeit v = s. 

Wir wollen nun noch den Fall betrachten, da8 der ,,Brechungsindex® 1 
auBer vom Ort noch von einem Parameter abhangt, als welchen wir wieder 


die Schwingungszahl » = “. annehmen wollen; es wird dann, da in » nach (46) 
nur & verfiigbar ist, E diesen Parameter v enthalten, z. B. wird die Phasen- 
geschwindigkeit « der Wirkungswellen 

— E (v) E (rv) 
nN  Vam(Ew—U) V2mT 


= mit E=E() = B(-| (53) 
von »v abhangen. Indem man die Gesamtenergie als Funktion des Parameters » 
betrachtet, werden auch alle mit Benutzung von 7 oder E abgeleiteten Beziehungen 
die Schwingungszahl » enthalten. U.a. wird die Lésung S von (grad S)? = ? 
jetzt die Form S(x, a, v) besitzen, und (54) wird in die periodische Funktion 
Qin [S (a, 0,7) — ct] 

: (54) 
iubergehen, welche dann zu einer von v abhangigen Wellenlange (52) fiihrt. Wieder- 
holt man nun wortlich die Uberlegungen von Gleichung (23) bis (24) der Ziff. 8, 
betrachtet also auBer den Wirkungswellen (54) noch die Wellen 


D(P) == Ape 


, “1S (a, « v+dv)—ef] 

p+ on=Anwe © oe (54’) 
sucht dann die Flachen, auf denen zu einer Zeit ¢ konstante Phasendifferenz 
zwischen w(v) und w(» + dy) besteht, so erhalt man fiir die Geschwingigkeit, 
mit der eine solche Flache senkrecht zu sich selbst vorriickt, d.h. fir die 
Gruppengeschwindigkeit g der Wirkungswellen, den Betrag [vgl. (24) (24’)] 


Cc 1 Ov 


o> laos )| a a 0 (1/A) y (55) 
| 


O(v/u) 


Oy 


Unter Benutzung von w aus (53) nimmt dies die Form an 


| j 2B =U _ y/7T _ 


m m 
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Dieses von L. DE BroGLir gefundene Resultat) sagt aus: Die Gruppen- 
geschwindigkeit g der Wirkungswellen ist identisch mit der Bahn- 
geschwindigkeit v des mechanischen Systems. 

Dieser Satz ist deswegen von Interesse, weil er nahelegt, die mecha- 
nische Bewegung eines Massenpunktes (bzw. des Koordinatenpunktes im N- 
dimensionalen Raum) aufzufassen als die Bewegung des Gruppenmaximums 
superponierter Wirkungswellen. 

Obwohl nun gerade dieser Gesichtspunkt sich in der Folge als nicht sehr 
fruchtbar erwiesen hat, ist um so bedeutungsvoller die Verfolgung der einzelnen 
Wirkungswellen, ohne Riicksicht auf ihre Gruppenzusammensetzung. 

14. pe Brocuresche Phasenwellen. Der Ausgangspunkt der Wellenmechanik 
ist der von DE BROGLIE begonnene, von SCHRODINGER durchgefiihrte Plan, 
mit der in Ziff. 10—13 dargestellten optisch-mechanischen Analogie Ernst 
zu machen, d.h. nicht bei der Feststellung stehenzubleiben, daB sich manche 
Ziige der Mechanik bewegter Massenpunkte durch das Bild der mit der 
Zeit ¢ im Raum sich ausbreitenden Flachen konstanter Wirkung @ (x, 2) 
darstellen lassen; sondern diesen Schwingungsvorgang selbst als reale Grund- 
lage des mechanischen Geschehens aufzufassen und in der periodischen Funktion 
p= nog 2 P (Ks t) eine neue Zustandsgr6Be zu erblicken, aus deren Eigen- 
schaften die beobachteten Tatsachen abzuleiten sind, und zwar besser, als es 
nach der klassischen Mechanik oder nach der urspriinglichen Quantentheorie 
méglich war. Die Zuordnung des punktmechanischen Geschebens zu dem Aus- 
breitungsvorgang der Wirkungsfunktion, wie sie in Ziff. 13 ausgefiihrt wurde, 
ist zunachst im Sinne der Quantentheorie dadurch zu erganzen, daf die dort 
offen gelassene Beziehung zwischen Energie E und Schwingungszahl der peri- 
odischen Funktion jetzt festgelegt wird durch 


E=hy (h = Ptancksche Konstante). (58) 


Fiir ein mechanisches System, dessen kinetische Energie eine quadratische 
Funktion der Geschwindigkeiten, die potentielle Energie irgendeine Funktion 
der Koordinaten ist 


r ry 7 WL “Aas 
U=U (x) : T = es 2 De a (59) 


wird also an einer Stelle P(x) die Phasengeschwindigkeit # der Wirkungs- 
wellen nach (50) 


“= ——— hla (60) 
\y2m(hyv — U(x)) 


sein, dagegen die Gruppengeschwindigkeit g nach (56) 


i 
a = fal 
/2(hv — U(x)) : | "| 
| ar = =1:——, (61) 
Dabei ist in dem Geschwindigkeitsquotienten (Weg: Zeit) der Weg ds in dem 
nichteuklidischen MaB (a 
ds = y> > git dx, ax, 
ik 

zu messen; die Gruppengeschwindigkeit ist ibrigens nach (56) gleich der 
Punktgeschwindigkeit v an der Stelle P bei vorgegebener Gesamtenergie 
f= vs, 


1) L. DE Brociig, Thése. Paris 1924; Ann. d. phys. (10). Bd. 3, 5. 22. 1925. 
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Die Wellenlange 4 der Wirkungswellen an der Stelle P berechnet sich dann zu 
h h 


h ie - [eae sae MF ’ Le 
y — Y2m(E—U) y2mT (62) 


wo T die kinetische Energie ist, die das System punktmechanisch bei der Gesamt- 


energie E = T + U an der Stelle P haben wiirde. Allgemein ist nun j2mT = p 
— Impulsbetrag; dies zeigt man so: Die Impulskomponente #* ist definiert 


durch p* = ie 7d. ti, nach. (50), p* = pe >" ght. —= mx’, Daher wird 


a fh 


pes > kee = DE Se Sip =) > ee a 2m, 
1 & 


Statt (62) kann man also ees 


= _ (pE Brociiesche Wellenlinge). (63) 

Diese DE BroctiEsche Gleichung ist das raumliche Gegenstiick zu der zeitlichen 
Gleichung v = E/h von PLANCK. 

Betrachten wir etwa das Beispiel des RuTHERFORDschen H-Atommodells 


mit den Ladungen +-¢. Hier ist fiir eine Kreisbahn vom Radius a 
= 


DQ) Deh * 


daher die DE BrocitE-Wellenlange an jeder Stelle des Kreisumfangs 


h_sh Va 


y2mT me 


Die periodische Funktion wy des Azimuts m bzw. des Wegs aq auf der Kreisbahn 
heiBt ot 
24 2\vt— ") 
y =e Raye 
Verlangt man hier, daB y eime eindeutige Funktion des Azimuts ist, d.h. 


wy beim Zuwachs von m um 22 in sich selbst iibergeht, so ist das nur méglich, 
wenn der Faktor von 7g im Exponenten gleich einer ganzen Zahl x ist 


2a _ 2aaVme? 
n= —— 


© 


A hVa 
oder nach a@ aufgelést 
9g 9 9 9 
Wl é 27m 4 
= —_ und 16 == = — —,~ 
4a? me* 2a Deter 


Dies sind die bekannten Formeln fiir Radius und Energie der m-quantigen Kreis- 
bahn, die in der Bourschen Theorie mit Hilfe von Quantenbedingungen 
(| »dp =h) abgeleitet werden. Die erlaubten Energiewerte E erhalt man 
hier, statt aus Quantenbedingungen, einfach als Folge der fast selbstwerstand- 
lichen Eindeutigkeitsforderung fiir die Funktion y des Azimuts ¢. 

Auch fiir den ohne auBere Kraft bewegten relativistischen Massen- 
punkt m (Tragheitsbewegung eines Elektrons) wollen wir die Phasenwellen 
aufsuchen; hier ist die kinetische Energie nicht mehr eine quadratische 
Form der Geschwindigkeitskomponenten. Nach DE BRoGLIE denke man sich 
in diesem Fall zunachst den Massenpunkt ruhend in einem Koor dinatensystem Ky 
mit der Ruhmasse m, und der relativistischen Energie Ey = myc2, ordne der 
letzteren mit Hilfe der Gleichung 


hes = Eo Se: (64) 
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eine Schwingungszahl vy zu, welche in der Zeitrechnung f) im ganzen System Ky 
eine synchrone Schwingung Wo = el definiert. Ky bewege sich mit der 
Geschwindigkeit v in der x-Richtung pats zu einem System K; in letzteren 


. . . ve 
gilt die Zeitrechnung ¢, wo f) = ( —- aE ) 1— = Daher wird die obige 
Schwingung relativ zu K dargestellt phi 
VX 


t= oe 
Lav, +— = 


‘ oe 
poe Via, 
man hat in A eine nach x fortschreitende Welle der 


Y% 


; und Phasengeschwindigkeit «= @ (65) 
Uv 
|'-3 

2 


und ihre Wellenlange in K ergibt sich zu 


Schwingungszahl » = 


/ v2 
pli 
v v Vo 
oder, bei Benutzung von 
Ey MC" [oe ee: 
—_— — — o¥- Vi — 2 = Te 1 ISCHeCH LIMpwis:, 
My =F ; und p=m | = lativistischer Impul 
f= $ (pe Brocuiesche Wellenlange) (66) 
vel. (63). Wegen E, = hy, E=hyv =E,: | he 2 =hy,: 1 = =F wird 


die Punktgeschwindigkeit v = c// ia oe 


; : ; cath ee =) et ee Vv 
die Phasengeschwindigkeit u = = c:| ae 


(a) 


Gruppengeschwindigkeit g = 1 :—>— c|/ ea ca 


Hieraus berechnet sich noch die 


Man erhalt die Gruppengeschwindigkeit identisch mit der Punktgeschwindigkeit 
(vgl. 56). 

Die Beschaftigung mit der in Raum und Zeit kontinuierlichen Wellenfunk- 
tion w(x,#) erhalt erst dadurch Wert, daB man wy selbst bzw. Funktionen 
von y (im allgemeinsten Sinne, z. B. w*, Ow/0x, | pdx usw.) physikalisch 
deuten lernt. Auf die Zuordnung von w-Funktionen zu beobachtbaren physi- 
kalischen GréBen werden wir im folgenden Abschnitt eingehen. Solange man 
nun in der Optik die Wellenfunktion langs eines Strahls s der optischen Lange S 
in der Form ve ee 
= Ge p (x,t) Le [S (a) — et] (67) 
ansetzt, bleibt man im Rahmen der geometrischen Optik, mit einer den Strahlen 
nur sekundar aufgepragten Periodizitét. Diese fiihrt aber erfahrungsgema8 
nur fiir breite Wellenfront und geringe Inhomogenitat des Brechungsindex zu 
richtigen Resultaten. Bei schmalen Strahlenbiindeln und starker Inhomogenitat 
(Beugung an engen Offnungen, Reflexion und Brechung an Unstetigkeitsstellen 
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des Brechungsindex) fihrt die Funktion sin(22q@/x) dem Lichtweg entlang 
nicht zu den richtigen Phasen; vielmehr mu8 man hier (FRESNEL-FRAUNHOFER- 
sche Theorie) gewisse ,,Phasenspriinge™ in der Beugungséffnung und bei der 
Reflexion am diinneren Medium zulassen, um einigermafen richtige Resultate 
zu erhalten. Erst die Krrcnuorrsche Theorie gibt exakt richtige Werte der 
Schwingungsgr6Be yw durch Zuriickgehen auf eine der Funktion yw auferlegte 
Differentialgleichung (Wellengleichung) und Lésung derselben unter Hinzuziehung 
von Randbedingungen. Ahnlich liegt der Fall in der Mechanik. Setzt man 
hier y einfach langs einer mechanisch méglichen Punktbahn als periodische 
Funktion der Phase bzw. Wirkung an, so erhalt man eine ,,geometrische’’ Mecha- 
nik mit sekundar aufgepragter Periodizitat (DE BRoctigsche Theorie). Die Leistung 
SCHRODINGERs besteht nun darin, daB er die Notwendigkeit erkannte, die DE BRoG- 
Liesche Schwingungsfunktion wy als Lésung einer Feldgleichung in Raum und Zeit 
aufzusuchen, und dafS§ er die betreffende Grundgleichung der Undulations- 
mechanik auch im Einzelfall aufzustellen, und physikalisch zu deuten lehrte. 
Als Gegenstiick zur optischen Feldgleichung 
* 5 Cc 
Ay — ae = 0 mit dari 
lautet die ScHRODINGERsche Grundgleichung der Undulationsmechanik 
e E 
V2m[(E — U(x)] 
Die Quantentheorie ist darin durch die Verknupfung des konstanten Energie- 
werts E mit der zeitlichen Periodizitat » der Schwingungsfunktion yw mit 
Hilfe der Gleichung EF = hy eingefiihrt. 


Ay — 3 “=O mit u 


II. Korpuskular- und Wellentheorie des Lichts 
und der Materie. 


15. Statistische Theorien. Der alte Gegensatz zwischen Undulations- und 
Emissionstheorie des Lichts, der lange Zeit durch einen Sieg der Wellentheorie 
beendet schien, war durch die Beobachtung optischer Quantenprozesse wieder auf- 
gelebt und hatte in EInsTEINs Lichtquantentheorie seinen pragnantesten Ausdruck 
gefunden. Dabei war aber von vornherein klar, daB es sich jetzt nicht mebr 
um ein Entweder-Oder, sondern um eine Vereinigung von Wellen- und Korpus- 
kulartheorie handeln muBte, welche sowohl den typischen Interferenzerschei- 
nungen als auch den offensichtlhchen Emissionen und Absorptionen einzelner 
Quantenenergien und -impulse gerecht werden sollte. 

Ein in dieser Richtung zielender Versuch riihrt von Bour, KRAMERS und 
SLATER her, die Theorie der virtuellen Strahlung!). Ausgehend von der 
Tatsache, 'daB die optische Beobachtung nur quantentheoretische Um- 
setzungen an materiellen Partikeln (Netzhaut, Film) registriert, méchte man die 
zwischen Emissions- und Absorptionspartikel bestehende Strahlung ials eine 
heuristisch-mathematische Fiktion ansehen, fiir die man zur Veranschau- 
lichung zwar das detaillierte Bild eines Zwischenfeldes einfithren kann, ohne diesem 
aber eine ,,Realitat‘’ in dem Umfang zuzuschreiben, wie den materiellen Par- 
tikeln selbst. Die Realitat des Feldes in der elektromagnetischen Lichttheorie 
beruht darauf, da es als Trager von Energie, Impuls, Spannung und Stré- 
mung fungiert, derart, da8 Energie- und Impulserhaltungssatze nur fiir das 
System Materie plus Feld giiltig sind. Da aber die Erhaltungssatze zunachst nur 


1) Bour, KRAMERS und SLATER, ZS. f. Phys. Bd. 24, S. 69. 1924. 
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fur makroskopische Prozesse empirisch bewiesen sind, kénnte man sie als sta- 
tistische Gesetze auffassen, die nur bei Beteiligung einer gréBeren Strahlungs- 
und Partikelmenge Giiltigkeit beanspruchen, fiir Einzelreaktionen aber ver- 
sagen. 

Wenn z. B. ein Partikel A einen Quantensprung mit Energieverlust 
ausfiihrt, so soll dadurch nach BoHR, KRAMERS, SLATER in anderen Atomen B 
die Wahrscheinlichkeit zu einem umgekehrten Quantensprung mit ent- 
sprechendem Energiezuwachs induziert werden ; diese Wahrscheinlichkeit sei zu be- 
rechnen aus den Eigenschaften eines imagindren klassischen Wellenfeldes, das 
seinen Ursprung in einem klassisch gedachten Atom A hat, welches dem wirk- 
hchen Quantenatom A in gewisser Weise korrespondiert. Dieses ,,virtuelle 
klassische Feld“ soll jedoch nur die Sprungwahrscheinlichkeit des Atomes 
B berechnen lassen, nicht aber selbst als Energie- und Impulstrager auf- 
treten, denn dieses virtuelle Feld wird als klassisch-kontinuierlich und 
interferenzfahig angenommen, die Energieaufnahme und -abgabe der Partikel 
ist aber quantenhaft. Dadurch wird also der Energie- und Impulserhaltungs- 
satz im einzelnen durchbrochen, B kann nach Wahrscheinlichkeit sofort oder 
eine Weile spater oder sogar friiher absorbieren, als A emittiert, ohne daB in der 
Zwischenzeit irgendwo die ausgetauschte Energie anzutreffen ware. 

Diese Auffassung vereinigt Feld- und Korpuskulartheorie; denn durch die 
klassischen Eigenschaften der virtuellen Strahlung ist die Méglichkeit gegeben, den 
Interferenzerscheinungen gerecht zu werden, andererseits sind aber die quanten- 
haften Emissions- und Absorptionsprozesse zugelassen, allerdings ohne im 
einzelnen Energie und Impuls fiir das System Materie plus Strahlung zu erhalten. 
In letzterem legt aber gerade die schwache Seite der Theorie. Denn die Ex- 
perimente von BoTHE und GEIGER), Compron und SrMmon?), JOFFE und 
DOBRONRAWOFF*) zeigten nachtraglich, daB Emission an einem einzelnen Atom A 
und Absorption an B keineswegs statistisch, sondern streng kausal gekoppelt 
sind, und zwar eben genau so, als wenn von A ein Lichtquant fortflége und auf 
seinem Weg irgendwo den entsprechenden Absorptionssprung eines Atoms B 
erzeugte, unter exakter Befolgung des Energie- und Impulssatzes. 

Die Theorie von Bour, KRAMERS und SLATER hatte also das statistische 
Element, welches zur Vereinigung von Wellen- und Lichtquantenlehre offenbar 
notig ist, nicht ganz an der richtigen Stelle angebracht; denn die Lichtquanten 
existieren, wie das Experiment zeigt, real als direkte Energie- und Impuls- 
trager. Statistisch geregelt ist dagegen der Zeitpunkt, in welchem das 
Lichtquant von A emittiert wird, und die Richtung der Emission, ahnlich wie 
bei der x-Strahlenemission radioaktiver Atome. Eine statische Theorie, welche die- 
sem Faktum Rechnung tragt, werden wir sogleich kennenlernen, wollen uns 
dabei aber zunachst auf die Lichtausbreitung im Vakuum beschranken, und die 
statische Theorie der Wechselwirkung von Strahlung und materiellen Partikeln 
erst spater behandeln (Abschn. V), wenn die Quantentheorie der von Strahlung 
ungestérten Materie begriindet ist. 

Beschrankt man sich auf die Lichtausbreitung im Vakuum, so hegt zu- 
nachst keine Méglichkeit vor, die Ernsteinschen Lichtquanten mit den Zu- 
standsgréBen eines MAxwettschen elektromagnetischen Feldes in Beziehung zu 
setzen. Denn die Lichtquanten besitzen, jedenfalls wenn kiinstliche Zusatz- 
hypothesen ausgeschlossen werden, keine Polarisation und noch weniger solche 
Sechservektoreigenschaften wie das elektromagnetische Feld ©, ©, €,,,..- 


1) W. BotHE und H. GeicrEr, ZS. f. Phys. Bd. 32, S. 639, 1925. 
2) Compton und Simon, Phys. Rev. Bd. 26, S. 289. 1925. 
3) JoFFE und Dospronraworf, ZS. f. Phys. Bd. 34, S. 889. 1925. 
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Vielmehr besteht zunachst nur die Méglichkeit, die Lichtquanten von gegebener 
Energie und Impuls einem skalaren Feld w zuzuordnen, als Lésung der 


Gleichung Ay — ay= O in der Vor-MAxweEtischen Schwingungstheorie des 


Lichts (KIRCHHOFF). 

Ahnliches wird uns spater bei der Zuordnung von materiellen Korpus- 
keln zu den mechanischen Undulationen von SCHRODINGER begegnen: Auch 
die Materieteilchen haben Energie und Impuls, aber keine Polarisation, sind 
demnach nur umdeutbar in eine skalare ZustandsgréBe. Allerdings zeigen 
die Elektronen nach UHLENBECK und GoupsmiT einen Drehimpuls, dessen 
zwei erlaubte Achsenrichtungen sehr wesentlich fiir das Zustandekommen 
des atomaren Geschehens sind und welche in gewisser Weise die zwei entgegen- 
gesetzten Polarisationszustande der Materie reprasentieren!). Dementspre- 
chend muBte die skalare Theorie des Lichts und der Materie, die in dem vorlie- 
genden Artikel betrachtet wird, zu einer Vektorfeldtheorie erweitert werden, 
eine bereits in Angriff genommene Aufgabe (Abschn. VI). 

Bleiben wir also bei der skalaren Theorie des Lichts stehen und betrachten 
(auch als Vorbereitung auf die Zuordnung von Korpuskular- und Wellentheorie 
der Materie) die Zuordnung von Lichtquanten und skalaren Lichtschwingungen. 

16. Zuordnung von Lichtquanten und Wellen. Die Feldtheorie des Lichtes 
im Vakuum bestimmt den Feldskalar y aus der Gleichung 


Aw _— oe == (0), 
2 
oder in rechtwinkhgen Koordinaten 
92 BP 2 a2 
Ow y Py 4 UT (1) 


Ox? Oy? 027 Camorra 


Fiir freifliegende Lichtkorpuskeln gilt dagegen der relativistische Energie-[mpuls- 
ES : : : 
zusammenhang ~£ = > oder in rechtwinkligen Komponenten 
2 2 eee os E 
Pa hy Pete = 0; PSs (2) 
Diese beiden Gleichungen lassen sich nun in folgender Weise formal ineinander 
iiberfuhren. L 
Wir erinnern an den Ubergang von der geometrischen zur Wellenoptik 


am Schlu8 von Ziff. 8. Dort war die Wellengleichung 4y — e = aus der 


2 
geometrisch-optischen Gleichung (grad)? — 7 = 0 gewonnen worden, indem 
man in der letzteren formal die Gré8en 


Oy ss 6) 0 ey) . 
dy OULD ore pre ope (3) 


ersetzte und den erhaltenen Operator 


Pe y( (og Ge 
Zia) \dx | u® al 
7 


A : = 2ia— 
auf eine Funktion w ausiibte. (x stammte aus dem Ansatz y=e ~*~, welcher 


der Wellengleichung nur annahernd geniigte, und hatte die Bedeutung x = ~ ). 
¥ C 


1) Uber die Korrespondenz von polarisierten Lichtquanten mit Magnetelektronen 
siehe besonders P. JoRDAN, Ztschr. f. Phys. Bd. 44, S. 292, 1927. C.G. Darwin, Proc. 
INOW. MSOC Sd 1 110; one22 7 O27. 
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Hier haben wir es nun mit einer besonderen Veranschaulichung der geometri- 
schen Optik zu tun, mit Lichtstrahlen als mechanischen Bahnen von Licht- 
korpuskeln. In der Mechanik gewinnt man aber Energie und Impulse aus der 
Funktion m = S — ct durch die Ableitungen (I, 41) 

E 0 

c Ox Parse) 


wo q nicht die tibliche, sondern die mit c/F multiplizierte Wirkungsfunktion der 
Mechanik bedeutete. Die obige Ersetzung (3) wird also zu folgender: 


ee 1 =O 
pf, durch sizn Eos’? (—£) durch Se a 
oder unter Benutzung von x = <, h= a 
h fe) h ) / 
’, durch peerage (—£) durch Sie ae: (3°) 


Mit Hilfe dieser Umdeutung wird in der Tat die Gleichung (2) fiir Impuls und 
Energie der Lichtquanten zur Operatorgleichung 


h ( Leal - ey 


247, (or 


welche man noch auf eine Funktion yw ausiibt, um die Wellengleichung (1) in 
der Form 


clad i fee 
iloat — aoa v= 0- v= 0. 9} (4) 
zu erhalten. Man kann statt dessen auch die Schreibweise 
2 9 2 Vie / 
|p: — 3 #2 + Sv} = $0, Vy (4) 
benutzen, worin ~,,..., E jetzt keine physikalischen GroBen, sondern die in (3’) 


eingefiihrten Operatoren bedeuten sollen. Die Form (4’) der Wellengleichung 
zeigt dann besonders instruktiv ihre Verwandtschaft zur korpuskularen Gleichung 
(2). Der Ubergang von der Punkt- zur Feldtheorie, von (2) nach (4) 
ist formal gekennzeichnet durch den Ubergang (3’) von Impulsen zu 
Operatoren, die auf eine Feldfunktion auszutiben sind. Die Um- 
deutung (3) wird in allen spateren Fallen, auch beim Ubergang von der Punkt- 
zur Wellenmechanik, wiederkehren. 

Bemerkenswert ist, daB die bei der Umdeutung (3) aus Dimensionsgriinden 
eingefithrte GroBe hin der Wellengleichung (4) fortgehoben werden kann (ein beidem 
entsprechenden Ubergang in der Mechanik nicht wiederholtes Vorkommnis). 
Das weist darauf hin, daB fiir die Optik im Vakuum in viel weiterem MaBe die 
klassische Theorie zu Recht besteht als etwa in der Mechanik, darf aber nicht zu 
dem Schlu8 verfithren, daB nun wberhaupt kein physikalischer Unterschied 
zwischen klassischer und Quantentheorie der Strahlung im Vakuum bestehe. 
Denn schon die PLancxsche Strahlungsformel beruht ja auf wesentlichen Ab- 
weichungen statistischer Art von der klassischen Theorie. 

Wir betrachten jetzt einen raumzeitlich periodischen Lésungsansatz der 
Wellengleichung (4), namlich 

nel his ee - » z 
ie oily = vt) at pial Feet fyt zene) (5) 


a 
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Der Einheitsvektor $ gibt dabei die Wellennormale der ebenen monochromatischen 
Wellen an. Einfiihrung des Ansatzes (5) in die Wellengleichung (4) gibt fiir die 
Konstanten 2 und y die Beziehung 

Wo Wo W, 


}2 Sy 72 


Der Vergleich mit (2) zeigt, dafi Energie und Impuls flegender Lichtquanten 
den WellengréBen 4 und v zugeordnet sind durch die Gleichungen 


br=458,,..., E=hy. (6) 


Die zugrunde liegende Umdeutung (3’) hat uns also zu der PLANCKschen und 
DE Broc.iEschen Zuordnung gefiihrt. Einer ebenen monochromatischen 
Welle entspricht ein Strom von Lichtquanten, welche die Energie 


: : i; : 
E=hy und die Impulskomponenten p,-—.¢,- = usw. besitzen. 


Einsetzung von (6) in (5) ergibt umgekehrt 

ee on ap Peet Day Psa BD (5’) 
als die ebene monochromatische Welle, welche einem Strom von Lichtquanten 
bubyp-E zugeordnet ist. 

Die Intensitat der Welle ist klassisch proportional dem Amplituden- 
quadrat A? = y-w (~ bedeutet Ubergang zum Konjugiert-Komplexen). Soll 
nun diese Intensitat in Wirklichkeit durch Lichtquanten transportiert werden, 
so wird man wy = w /? als ein MaB fiir die Dichte auffassen, mit der die Licht- 
quanten dabei im Raum verteilt sind; die Zahl der Lichtquanten in einem Volumen 
dV ist proportional yp-dV und wy. dV soll ein MaB fiir die Wahrschein- 
lichkeit sein, in dV ein Lichtquant anzutreffen. Damit sind wir zu einer Ab- 
wandlung der BoHR-KRAMERS-SLATERschen statistischen Auffassung gelangt. 
Wir behaupten namlich besonders im Anschlu8 an Born, JORDAN und Drrac!): 
Uber die mikroskopische Verteilung der Lichtquanten kann man niemals exakte 
Daten berechnen (und auch niemals beobachten, vgl. folgende Ziffern), sondern 
stets nur ihre durchnittliche Verteilung (bzw. in der Beobachtung nur Daten 
mit einer prinzipiell nicht unterschreitbaren Ungenauigkeit). Die Berechnung 
der Wahrscheinlichkeitsfunktion wy geschieht mit Hilfe der Wellentheorie, wo- 
bei aber der WellenzustandsgréBe yw keine andere Bedeutung zukommt als eben 
die einer ,, Wahrscheinlichkeitsamplitude“, deren Quadrat | y |? die Wahr- 
scheinlichkeit fiir das reale Auftreten von Korpuskeln angibt. Das y-Feld ist 
nur ein ,,virtuelles Fuhrungsfeld®“ fiir die realen Lichtkorpuskeln. 

Von Bedeutung ist nun, daB die Wahrscheinlichkeitsamplitude y komplex 
ist, d. h. da® sie Betrag und Phase besitzt. Die lineare homogene Schwingungs- 
gleichung hat die Eigenschaft, daB ihre verschiedenen komplexen Lésungen 
W1, Wz... Superponiert wieder eine Lésung py = yw, + wy. + --- ergeben. Deren 
Intensitat ist aber jetzt . 


yr =|yi + [pee t+ --- + ee + Pipe) + --: (7) 

1) A. EINSTEIN, Berliner Ber. 1925, S. 3; BoRN-HEISENBERG-JORDAN, Ztschr. f. Phys. 

Bd 935, 9: 557, 1926, Kapitel 4) $35; (2) jorpDANN Dies NatunwebdudS SudOsndO276 

M. Born, Die Naturw. Bd. 15, S. 238, 1927; W. HEISENBERG, Ztschr. f. Phys. Bd. 40, 

S. 501, 1926; P. Jorpan, Ztschr. f. Phys. Bd. 40, S. 661 und 809, 1926; P. A. M. Dirac, 
Erocwhovw soce Ida diisi s624h 1026: 
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verschieden von der Summe der Einzelintensititen |p, |* ++ ---, vielmehr treten 
die gemischten Glieder (yo + Y, Ys) + +--+ hinzu. Es addieren sich nicht die 
Wahrscheinlichkeiten y,?, sondern es superponieren sich die komplexen Ampli- 
tuden yx. Die gleichzeitige Anwesenheit von zwei Wellen y, und wy, von nahe 
zusammenfallenden Eigenschaften (A, ~ Ay, 71 © 2, 8; © $y), welche zwei Licht- 
quantenstréme von ahnlichen Lichtquanten fithren (pf, ~ 3, Ey ~ Ey, 3, ~ 35), 
geben als statistische Dichtefunktion fiir die Lichtquanten nicht einfach die 
Dichte | wy, + |y,?, sondern eine Dichteverteilung, welche vollkommen der 
Intensitatsverteilung der beiden Wellen y, und w, bei gegenseitiger Interferenz 
entspricht, man hat eine Interferenz der Wahrscheinlichkeiten fir die 
Anwesenheit von Korpuskeln an den einzelnen Stellen des Raum-Zeit-Kontinuums. 
Ganz entsprechende Verhaltnisse werden sich bei der Theorie der materiellen Par- 
tikelwiederfinden; auch deren Verteilung wird sich nur statistisch mit Hilfe einer 
Wahrscheinlichkeitsamplitude y als Lésung einer Schwingungsgleichung berech- 
nen lassen, wobei wieder die verschiedenen Lésungen interferenzfahig sind. 

Wir streifen dabei schon hier die Frage nach dem Giiltigkeitsbereich des 
Kausalgesetzes, daB aus dem Zustand jetzt der Zustand spater determiniert 
sei, oder empirischer gefaBt, daB durch den hinreichend bzw. beliebig genau 
beobachteten Zustand jetzt der Zustand spater mit hinreichender bzw. mit 
beliebiger Genauigkeit voraus zu berechnen und durch Beobachtung feststellbar 
sei. In dieser Aussage ist, nach der Auffassung der Quantentheorie, schon der 
Vordersatz, der genau beobachtete Anfangszustand, nicht nur praktisch, sondern 
prinzipiell unerreichbar. Wenn namlich das physikalische Geschehen nur 
durch die Weilengleichungen fiir Wahrscheinlichkeitsfunktionen geregelt ist, 
so heift das eben, der jetzt wahrscheinliche Zustand der Korpuskeln ist mit dem 
spateren wahrscheinlichen Zustand gesetzmaBig verknipft, aber der mikrosko- 
pisch exakte Anfangszustand gehe in die physikalischen Gesetze sowohl theore- 
tisch wie experimentell ebensowenig ein wie der mikroskopische Endzustand. Aus 
der wahrscheinlichen Anfangsverteilung der Korpuskeln ist stets nur eine wahr- 
scheinliche Verteilung im Endzustand vorauszusagen, und zwar mit um so 
groBerer Streuung, je weiter Anfang und Ende voneinander raumzeitlich getrennt 
sind. -- Man kénnte nun hinter den sich uns enthillenden statistischen Gesetzen 
des physikalischen Geschehens noch nach verborgenen Gesetzen suchen, denen 
die Individuen, die einzelnen Korpuskeln, gehorchen und die erst im Durch- 
schnitt zu jenen beobachteten Wahrscheinlichkeitsgesetzen fiihren. 

Fiir solche verborgenen Gesetze hat man aber experimentell nicht die ge- 
ringste Andeutung, vielmehr scheint die WirkungsgréBe h eine prinzipielle 
Grenze der mikroskopischen Beobachtbarkeit festzulegen. Und umgekehrt: 
Ein Prinzip der Ununterscheidbarkeit gewisser individueller Zustande schafft 
erst Raum fir die Aufstellung der Quantentheorie, und dieses Prinzip ist 
empirisch insofern fest verankert, als die Erfahrung uns keinerlei AnlaBb 
gibt, an Stelle der formal verhaltnismaBig einfachen Quantentheorie eine 
sehr viel kompliziertere Theorie unterscheidbarer Individuen zu suchen. Neben- 
bei ist es natiirlich jedem unbenommen, an eine verborgene Kausalitat zwischen 
den Individuen zu glauben. Ahnlich kann man ja auch glauben, daB eines 
Tages unendlich schnelle Signale gefunden werden, wodurch dann die Relativi- 
tatstheorie ihrer prinzipiellen Bedeutung entkleidet wiirde. 

17. Grenzen der optischen Aufloésbarkeit. Es soll jetzt an Hand der ele- 
mentaren optischen Erfahrung gezeigt werden, daB die Existenz des PLANCK- 
schen Wirkungsquantums h, als unterer Grenze der MeBgenauigkeit einer Wir- 
kung, in der Wellentheorie ein Aquivalent hat in der Existenz einer unteren Grenze 
der optischen und harmonischen Auflésbarkeit von Wellenziigen. Dadurch wird 
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in der Optik jene quantentheoretische Genauigkeitsschranke als etwas Be- 
kanntes nachgewiesen und ,,erklart‘‘ und die entsprechende Erklarung in der 
Mechanik vorbereitet. 

In der Wellenlehre gibt es eine ganz bestimmte, nicht mehr unterteilbare 
kleinste Einheit, das Lavesche ,,elementare Strahlenbiindel. Ein Strahlen- 
biindel!) besteht aus einem Biindel von parallelen Strahlenkegeln, deren Spitzen 
alle auf einer kleinen Flache 4/(= 4&- Ay) liegen, welche alle den gleichen 
Kegeléffnungswinkel 4 besitzen (42 ="da + Af, wobei Af senkrecht zu den 
Kegelachsen angenommen werden soll), die ferner dem Schwingungszahleninter- 
vall Ay angehoren und die Zeitdauer At besitzen. Ein elementares Strahlen- 
biindel ist ein solches, bei dem die Intervalle A der Beziehung 


oes AB An 


AvAt- 7 =1-1-1 (8) 


geniigen. Jeder der drei Faktoren soll dabei fiir sich gleich 1 sein. Das elemen- 
tare Strahlenbiindel bezeichnet die untere Grenze der Unterscheidbarkeit von 
Farben-, Zeit-, Richtungs- und Ursprungsort-Differenzen der Wellenstrahlung 
in folgendem Sinne. 

Ay-At=1. Um in einem Schwingungsgebilde, das aus zwei Schwingungs- 
zahlen y und y + Ay zusammengesetzt ist, die Differenz Ay zu erkennen, praucne 


man mindestens die Zeit At & TER namlich die Dauer einer zeitlichen Schwe- 


bung. Umgekehrt, um aus rein harmonischen (zeitlich unbegrenzten) Schwin- 
gungen ein Schwingungsaggregat der Zeitlange At zusammenzusetzen, braucht 


: : 1 
man harmonische Komponenten aus einem Intervall Ay rz,- — Man kann 


das auch so ausdriicken: Bei gegebener Zeitlange 1¢ eines abgebrochenen Schwin- 
gungsgebildes ist » bestenfalls bis auf GroBen Ay & 7 bestimmt ; bei gegebenem 
Ay ist das Alter des Schwingungsaggregats, d. i. die Zeit seit seiner Emission, 


bestenfalls bis auf Gr6éBen At w 5 bestimmt, weil es eben selbst schon die 
Zeitlange AZ besitzt. 

zee = 41. Um an einem monochromatischen Wellengebilde, das von zwei 
Quellpunkten senkrecht bzw. nahezu senkrecht zu ihrer Verbindungslinie aus- 
gesandt wird, den Quellpunktabstand 4é zu erkennen, braucht man aus der 
A ; 
Az? namlich das 
S 
Richtungsintervall, auf welchem sich eine raumliche Schwebung (heller und dunk- 
ler Beugungsstreifen) abspielt. Um andererseits ein Wellenaggregat von begrenzter 
Bogenoffnung A « aus Kugelwellen zu superponieren, braucht man als Zentren der 


Strahlung einen Bogenausschnitt mindestens der GréBe da & 


> : ie : A 
Kugelwellen ein Linienstiick 4 & Ae Man kann das auch so ausdriicken: 


Bei gegebener Ausdehnung 1¢ der Quelle ist die Richtung der ausgesandten 
Strahlen bestenfalls bis auf einen Winkel da ~& ae bestimmt; bei gegebenem 
Richtungsbereich 4a ist das Zentrum der Strahlung bestenfalls bis auf GréBen 


At we 7— bestimmt. 


aac rendes gilt fiir Apo! =i 


1) M. v. Lave, Ann. d. Phys. Bd. 44, S. 1197, 1914. Siehe dieses Handbuch Bad. 20, 
Teo, ©), Palais vila. 
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Zur Erganzung der soeben betrachteten von einem oder mehreren Zentren 
ausgesandten interferierenden Kugelwellen soll noch der Fall der ebenen Wellen 
betrachtet werden. Der formale Zusammenhang von (8) mit dem Kugelwellen- 
ansatz 

he a 
a 21% = 


-é 
y 


yw == 
beruht darauf, da man in 


= (75 + Ande + AB An) (1 — 5"), 


die Glieder zweiter (a 


gleich 1 setzt. Verfahrt man entsprechend mit dem Ansatz fiir ebene Wellen 
in der 3-Richtung 


. 82+ V 8yt+282 
20 ————— 


indem man in 


die Glieder zweiter Ordnung gleich 1 setzt, so erhalt man als Gegenstiick zu (8) 
1 Ne: 1 
4xA(+)3.- AyA(+ )sy-4z zA(7)a = 1-4-4. (9) 
Man kann (9) zu entsprechenden Aussagen verwerten wie (8), namlich bei 
Ay-At=1 wie oben, dazu noch: 


-Ax- A(;) = 1. Um in einem aus zwei verschiedenen Wellenlangen 


Bevis hank in der x-Richtung fortschreitenden ebenen Wellenaggre- 
gat die Differenz AA zu erkennen, muB das Gebilde mindestens die Lange 


1 ; = ; : : 
As 1: Al= ] besitzen. Um aus rein harmonischen linear unbegrenzten ebenen 


Wellen ein ebenes Wellengebilde der Lange 4% zusammenzusetzen, braucht man 
1 

Ax’ 

Man kann das auch so ausdriicken: Bei gegebener Lange 4% eines ebenen 


‘ : : 1 
harmonische Komponenten mindestens aus einem Intervall A ( 7] = 


Ax 
bei gegebenem 4/ ist der Ort des Wellenaggregats bestenfalls bis auf GréBen 


Geis A (;) bestimmt. 


Wellenaggregates ist 4 bestenfalls bis auf GréBen 4 (T)=a5 bestimmt ; 


Die soeben zusammengestellten experimentellen Tatsachen der Wellen- 
optik sollen nun in die Sprache der Lichtquantentheori ie?) ibersetzt werden. 
Mit Hilfe der PLanckschen und pE BrocGtigschen Gleichung 


; h. 
E=hv, by=—>8q) +>: 


wird aus (8) und (9) 
AE At-pAuAé-pApAyn =h-h-h, (10) 


Ap,Ax-ApyAy-Ap, 42 =h-heh. (11) 


1) Die Lichtquantentheorie der Gitterbeugung ist aufgestellt worden von W. Duane, 
Proc. Nat. Acad. America Bd. 9, S. 158, 1923. Siehe weiterhin G. BREIT ebenda Bd. 9 
S. 238, 1923; A. H. Compron ebenda Bd. 9, S. 359, 1923; P.S.EpsTeEIN und P. EHREN- 
REST ebenda Bd. 10, S: 133, 1924; Bd. 13, S. 400, 1927. 
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Dies fiihrt zu folgenden Aussagen tiber Lichtquanten, als Folge der obigen 


wellenoptischen Satze: 
AEAt=h. Um die Energie E von Lichtquanten, mit der Genauigkeit 4 


festzustellen, braucht man einen Lichtquantenzug der Zeitlange At = AR? 8° da 


dadurch das Alter jedes Lichtquants (die Zeit £ seit der Emission) bis auf 4? un- 
bestimmt ist. Soll dagegen das Alter jedes Lichtquants bis auf 4? bekannt sein 
— dies ist der Fall nur bei einem abgebrochenen Zug der Zeitlange = At —, so ist 


die Energie jedes einzelnen Lichtquants bis auf AE = a unbestimmt. 4E-At=h 


ist das kleinste Energie-Zeit-Intervall, innerhalb dessen eine Unterscheidung 
von Energie- und Altersdifferenzen von Lichtquanten nicht weiter méglich ist. 

pAwAE = h: Um den Quellpunkt von Lichtquanten, die senkrecht bzw. 
nahezu senkrecht zur x-Richtung fortfliegen, mit der Genauigkeit 4é festzu- 
stellen, braucht man ein Lichtquantenbiindel der Winkeléffnung da = — ; 
wodurch die Richtung jedes Lichtquants bis auf 4a unbestimmt bleibt. ioe 

Will man die Richtung jedes Lichtquants mit der Genauigkeit 4a kennen, 
was nur in einem Biindel der Bogenéffnung = 4a méglich ist, so bleibt der 


SHR unbestimmt. 
pAxAE=h ist das kleinste Intervall von Richtungen und Quellorten, inner- 
halb dessen eine Unterscheidung nicht weiter mdéglich ist. 

Ap, Ax =h: Um den Impuls f, von Lichtquanten mit der Genauigkeit 
Ap, festzustellen, braucht man Lichtquanten, welche langs einer Strecke 
h 
Ap, 
auf Ax unbestimmt bleibt. Will man den Ort der Lichtquanten bis auf 4% 
kennen, so braucht man einen abgebrochenen Zug der Lange = A x; in diesem ist 


aber p, nur bis auf 4p, = a bestimmbar. 4Af,+Ax ist das kleinste Gebiet, 


Herkunftsort jedes einzelnen Lichtquants bis auf 4é = 


Ax = 


verteilt sind, wobei die x-Koordinate des einzelnen Lichtquants bis 


innerhalb dessen eine Unterscheidung von Impuls- und Koordinatenkompo - 
nenten von Lichtquanten nicht weiter méglich ist. 

Man kann diesen Aussagen dadurch Rechnung tragen, da man entweder iiber- 
haupt darauf verzichtet, einem Lichtquant bestimmte Werte Etxyzp,p,p,Ey ap 
zuzuschreiben, vielmehr jedes Lichtquant iiber ein Gebiet AF, At... aus- 
gebreitet denkt, welches den Bedingungen (10) (41) entspricht. Oder man kann 
die Lichtquanten weiterhin an und fiir sich als Punkte mit scharfen Orts-, 
Zeit-, Impuls- und Energiewerten betrachten, deren Betrage aber physikalisch 
in keinem Fall genauer als bis auf die Fehlergrenzen JAE At =h, Ap,4dx% =)h 
usw. feststellbar sind. SchlieBt man sich der zweiten Vorstellung an, will man also 
uberhaupt scharfe Lichtquanten annehmen, so wird man, bei bis auf 4 E bekannten 
Wert E eines Lichtquantenzugs, das Alter der einzelnen Lichtquanten tber den 
ae : h 
Zeitbereich At= TE 
auf At bekanntem Alter ¢, d. h. bei einem abgebrochenen Lichtquantenzug der 
h 
At 
statistisch ungeordnet verteilt annehmen. Entsprechendes gilt fiir die Ge- 
biete 4$,-Ax =h, pAXAE=h, pABAy =A als Elementarbereiche.. Da so- 
mit eine exakte Lokalisierung der Lichtquanten im Energie-, Zeit-, Impuls- und 
Koordinatenraum prinzipiell ausgeschlossen ist, darf die Vorstellung scharfer 
Lichtquanten nur als ein fiir manche Zwecke geeignetes Bild angesehen werden, 
ohne Moglichkeit ihrer exakten Messung. 


statistisch ungeordnet verteilt denken; und pei bis 


Zeitlange At, wird man die Energien der Lichtquanten tiber das Gebiet AE = 
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18. Interferenz der Materie. Die soeben in der Optik beschriebene Verbin- 
dung zwischen Korpuskular- und Wellentheorie kann nun unmittelbar auf die 
Mechanik tbertragen werden und fihrt dann zu neuartigen Vorstellungen als 
Grundlage der Wellentheorie der Materie!). In der klassischen Mechanik 
werden die Energie £, das Alter ¢ (Zeit seit der Emission), der Impuls #,/,., 
der Ort xyz usw. jedes Massenpunkts als physikalisch definierte und prinzipiell 
mit beliebiger Genauigkeit beobachtbare Daten angesehen. Bildet man aber die 
Vorstellung, da die Massenpunkte einem mechanischen Wellenfeld durch die 

h 


PLANCK-DE Broctikeschen Gleichungen E=hy, p= 7 zugeordnet sind, so 

gelangt man fiir sie, ebenso wie fiir Lichtkorpuskeln, zu den Gleichungen 
AEAt-pAnAE-pApAn =h-h-h, (12) 
Ap,4x- Ap, Ay-Ap,42=h-h-h, (13) 


als Ausdruck folgender, eine Interferenz der Materiewellen behauptender Satze. 
AJE-At—h. Um die Energie von freifliegenden Massenpartikeln mit der 
Genauigkeit 4F festzulegen, braucht man ein Aggregat solcher Partikel (Aus- 


schnitt aus einem Atomstrahl) der zeitlichen Ausdehnung Aft = oe so daB 


dadurch das Alter ¢ des einzelnen Partikels (die Zeit seit seiner Emission aus dem 
Atomstrahler) bis auf 4¢ unbestimmt ist. Soll umgekehrt das Alter ¢ der Partikels 
mit der Genauigkeit 4¢ bekannt sein — dies ist der Fall nur bei einem abgebroche- 
nen Partikelstrahl der Zeitlange = At —, so bleibt dabei die Energie E jedes 


einzelnen Partikels nur bis auf AE =< bestimmbar. Ak-At=h ist das 


kleinste Energie-Zeit-Intervall, innerhalb dessen eine genauere Lokalisierung 
der Partikel nicht mehr méglich ist. 

pAxAé=h: Um den Ursprungsort von Partikeln, die senkrecht zur 
x-Richtung fortfliegen, mit der Genauigkeit 4 festzustellen, braucht man ein 


Strahlenbiindel mindestens von der Winkel6offnung An=—", wodurch die 


Richtung jedes Partikels bis auf 4a unbestimmt bleibt. Soll umgekehrt die 
Richtung jedes Partikels mit der Genauigkeit 1a bekannt sein — dies ist nur 
in einem Strahlenbiindel der Offnung = 4a der Fall—, so ist der Ursprungsort 


jedes einzelnen Partikels nur bis auf 4& = oe bestimmbar. Eine exakte Lokali- 


3 ; ; : =p iA - in : eter 
sierung von Partikeln innerhalb eines Gebiets Ja dé = "ist nicht moglich. 
4p Aq=h: Um den Impuls f, von Partikeln mit der Genauigkeit 4, 
3 : : 2 “ i 
festzustellen, braucht man einen Partikelstrahlabschnitt der Lange 4% = => : 
wodurch der Ort jedes einzelnen Partikels bis auf 1% unbestimmt bleibt. Um- 
gekehrt, um den Ort eines Partikels bis auf 4% zu kennen, braucht man einen 
abgebrochenen Strahl der Lange = 4%; in einem solchen ist aber der Impuls 
: : I 
der Partikel nur bis auf 4p, = 7 
Diese Behauptungen iiber die Grenze der ,,mechanischen Auflésbarkeit™ 
sind nun auch in der Form auszudriicken, dab man den Massenpunkten 
Wellen zuordnet mit Hilfe der PLANCK-pE BrocGLiEschen Gleichungen 
h 
a. 


bestimmbar. 


1 — I), p= 8 


1) DaB die ErnstE1nsche Gastheorie sich im Sinne von DE BroGLik als Wellentheorie 
der Materie interpretieren l4Bt, zeigte ScHROpINGER. Phys. ZS. Bd. 27. S. 95. 1926. 
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und eine raumliche und zeitliche Interferenz dieser Wellen postuliert, 
welche der Lichtstrahleninterferenz nachgebildet ist. Die Grenze der Auflds- 
barkeit dieser Wellen wird durch die Gleichungen (8) (9) gekennzeichnet 


—— AB An 
i 


a(t) -y (2) Aad(F :) = 1-164, 


deren Ableitung beim Licht ausfithrlich auseinandergesetzt war. Die Inter- 
ferenz der Materie besteht danach in folgendem: 

Avy At=1: LaBt man zwei Atomstrahlen, welche Partikel mit den zwei 
kinetischen Energiewerten E und E + AE enthalten, auf einen Schirm auf- 
fallen, so wird die Menge der pro Zeiteinheit sich niederschlagenden Materie 
nicht zeitlich konstant sein, ee eine regelmaBige langsame zeitliche Schwe- 


AvAt- 


sieve fl 


bungsperiode der Lange At = oh besitzen. 

see = 1: LaBt man von 2 um 4é entfernten Quellpunkten Partikel mit 
dem gleichen Impuls # ausgehen, so wird auf einem in groBem Abstand aufge- 
stellten Schirm die Zah] der pro Zeiteinheit auftretenden Partikel nicht ftir alle 
Winkel « eines kleinen Bereichs um « = 0 (senkrecht zur x-Richtung) kon- 


stant sein, sondern Maxima und Minima mit der Winkelperiode da = ——~ 
zeigen. , 
AxA *) = 1: In einem Strom, welcher aus Partikeln mit den zwei verschie- 


denen Impulsbeitragen #, und #,-+ 4, besteht, ist die Materiedichte langs 


des Weges x nicht konstant, sondern besitzt die rdumliche Periode 4% ee 


Ap,” 


Diese Behauptungen iiber die Interferenz der Materie, die mit Hilfe 


der Zuordnungsgleichungen E = hy, p = 34 ganz der Lichtinterferenz nach- 


gebildet sind, haben zwar in dieser besonderen Form bisher noch keine exakte 
experimentelle Bestatigung erfahren. 

Uberzeugende direkte Beweise fiir die Wellennatur der ponderablen Materie 
sind aber die Experimente iiber Reflexion von Elektronenstrahlen an Kristall- 
gittern, welche von DAvVISSON zusammen mit KUNSMAN und GERMER?) aus- 
gefiihrt worden sind. Es handelt sich dabei um die Entdeckung ebensolcher 
Maxima selektiver Reflexion in gewissen Richtungen, wie sie auch bei der 
Reflexion von Roéntgenstrahlen an dem betreffenden Kristall auftreten wurden. 
Dabei bestatigte sich, nach der zuerst von W. ELSASSER?) gegebenen Deutung, 
die DE BroctiiEsche Beziehung 2=h:f. Auch das Analogon zur DEBYE- 
SCHERRER-Methode wurde untersucht: THOMSON und REID sowie E. Rupp?) 
fanden beim Durchstrahlen diinner Metallfolien mit Elektronen die von den 
Rontgenwellen her vertrauten Beugungsringe. SchlieBlich hat Dymonp?) bei 
der Reflexion von Elektronen an He-Gasatomen charakteristische Beugungs- 
maxima gefunden. Auch der RAMSAUER-Effekt ist mdglicherweise als Beugungs- 
erscheinung zu interpretieren®). 


1) Davisson und KunsmMan, Phys. Rev. Bd. 22, S. 243. 1923. — Davisson und 
GERMER, Nature Bd. 119, S. 558. 1927; Phys. Rev. Bd. 30, S. 705. 1927 

2) W. ELsAsser, Naturwiss. Bd. 13, S. 711. 1925. 

3) G. P. THomson und A. Rep, Nature Bd. 119, S. 890. 1927; Bd. 120, S. 802. 1927. — 
E. Rupp, Ann. d. Phys. Bd. 85, S. 984. 1928. 

4) E. G. Dymonp, Phys. Rev. Bd. 29, S. 433. 1927. 
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Einen biindigen indirekten Beweis fiir die Wellennatur der Materie geben 
die experimentell exakt bestatigten Folgerungen, welche aus der Weiterbildung 
der Wellenmechanik fiir Partikel in Kraftfeldern (Elektronen im Kernfeld und 
Lichtfeld) gezogen worden sind, woriiber die folgenden Abschnitte berichten. 

Wegen der prinzipiellen Unméglichkeit einer exakten Verifizierung von 
Orts-, Zeit-, Impuls- und Energiedaten fiir ein Partikel ist die Vorstellung, 
daB ein Atom- oder Elektronenstrahl aus einzelnen individuellen Korpuskeln 
bestehe, nur als ein ftir viele Zwecke anschauliches Bild anzusehen, das nicht 
zu wortlich genommen werden darf, da es eben der Tatsache der Inter- 
ferenzfahigkeit nicht Rechnung tragt. Dasselbe gilt dann fiir die Vorstellungen 
der kinetischen Gastheorie (Ziff. 21) und fiir das Bild vom Aufbau des Atoms 
aus elektrischen Korpuskeln. 

19. Unbestimmtheitsrelation. Nach HEISENBERG!) ist schon vom punkt- 
mechanischen und punktoptischen Standpunkt aus die Unméglichkeit gleich- 
zeitig exakter Beobachtung der konjugierten GréBen E und ¢, £, und x usw. 
einzusehen. Es soll etwa der augenblickliche Ort x eines fliegenden Elektrons 
festgestellt werden. Dies kann durch Beleuchtung des Elektrons und Be- 
obachtung des gestreuten Lichtes geschehen. Der Ort x der Streulichtemission 
ist aber wegen der Wellennatur des Lichts nur bis auf Fehler 4% & 4 von der 
GréBenordnung der Wellenlange feststellbar. Nimmt man nun, um diesen 
Fehler kleiner zu machen, 2 immer kleiner, so wird bei der Lichtstreuung das 
Elektron dafiir eine um so gréBere Impulsdnderung 4, ~ h/A (Comptoneffekt) 
erleiden. Je kleiner die Fehlergrenze 4x der Ortsbestimmung, um so gréBer 
wird also die Fehlergrenze 4, der Impulsbestimmung des Elektrons, und die 
Rechnung ergibt den Zusammenhang 4),- 4x ~h. Das gleiche gilt fiir Licht- 
quanten. Es soll etwa der momentane Ort eines fliegenden Lichtquants fest- 
gestellt werden. Dies kann geschehen, indem man in seinen Weg Elektronen 
hineinschickt und den Ursprungsort eines vom Lichtquant getroffenen Streu- 
elektrons beobachtet. Dieser kann aber wegen der Wellennatur der Materie nur 


bis auf Fehler 4x © 1, wo 4 = > (p = Elektronenimpuls) festgestellt werden. 


Bei der Elektronenstreuung wird das stoBende Lichtquant eine Impulsanderung 
Ap, = h/2 (Comptoneffekt) erleiden. Je kleiner die Fehlergrenze 4x der Orts- 
bestimmung des Lichtquants, um so gréBer wird die Fehlergrenze 4p, seiner 
Impulsbestimmung. 

Wie HEISENBERG bemerkt, kann man die experimentelle Unméglichkeit 
einer simultanen exakten Bestimmung der Werte zweier kanonisch konjugierter 
GroBen als Vorbedingung fiir die Aufstellung der Quantentheorie betrachten, 
ganz ahnlich wie die Unmdglichkeit, Signale schneller als mit Lichtgeschwindig- 
keit zu senden, die Vorbedingung fiir die spezielle Relativitatstheorie ist. Gabe 
es Experimente, welche gleichzeitig eine scharfere Bestimmung von p und g 
ermoéglichten, als es der Gleichung 1p, 4x ~ husw. entspricht, so ware die Wellen- 
mechanik widerlegt. Die Unbestimmtheitsrelationen 

Af,-Axh, 
AE -Atweh, 
sind ein Gegenstiick zu den in der Quantenmechanik (Abschn. VJI) eingefiihrten 
,, Vertauschungsrelationen “ ; ; 
v t 


P2% — XPz = 577° te — Ei=—_. 


Oe ee 


1) W. HEISENBERG, Uber den anschaulichen Inhalt der quantentheoretischen Kine- 
matik und Mechanik, ZS. f. Phys. Bd. 43, S. 172 und 809. 1927; N. Bour, Naturwissensch. 
BdeniG rots 1925. 
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Man tragt jener Ungenauigkeit dadurch Rechnung, da man das ganze Gebiet, 
welches fiir Licht bzw. Materie beziiglich ihrer E-, #-, &-, ~- usw. Werte zur Ver- 
fiigung steht, in Elementarzellen der GréBe (12) (13) 


AE At» pAxAb- pA Ay = BB, 
Np, Ax» Ap, Ay» Ap, Az = 18 


einteilt als kleinste Gebiete, innerhalb deren verschiedene E-, ¢-, a-, & usw. 
Werte nicht mehr unterschieden werden kénnen. Die Zahl der Elementarzellen, 
welche in einem endlichen Gebiet (Hohlraum, Farbenbereich) Platz haben, ist 
dann die Anzahl der Freiheitsgrade dieses Gebietes. Die Elementar- 


zelle ist vermittels E = hy, p =* identisch mit dem LAveEschen elementaren 


Strahlenbiindel (8); die Anzahl der Freiheitsgrade eines endlichen Gebiets 
ist gleich der Anzahl der in ihm enthaltenen elementaren Strahlenbiindel der 
Licht- bzw. Materiewellen. 

20. Korpuskular- und Wellentheorie. Die Korpuskulartheorie beim 
Licht wie bei der Materie ist gekennzeichnet durch die korpuskularen Er- 
haltungssatze fir Masse, Energie, Impuls einzelner in ihrer Geschichte ver- 
folgbarer unzerst6érbarer und wiedererkennbarer Licht- oder Materieteilchen, 
die Wellentheorie dagegen durch die Interferenzerscheinungen, bei denen 
Licht + Licht = Dunkelheit, Materie + Materie = Vakuum gibt im Widerspruch 
zu den Erhaltungspostulaten. 

Fir den Empiriker geniigt es, eine Theorie zu besitzen, welche in allen 
vorkommenden Fallen die zu beobachtenden Erscheinungen mit hinreichender 
Genauigkeit voraussagt und gegebenenfalls die prinzipiellen Grenzen der zu 
erreichenden Genauigkeit solcher Voraussagen angibt. Dieser Aufgabe kommt 
die Wellenmechanik nach, indem sie zunachst ein im undulatorischen An- 
schauungskreise wurzelndes Rezept angibt, eine gewisse Wellenamplitude w 
in Raum und Zeit zu berechnen (die iibrigens komplex ist, d. h. eine Phase ent- 
halt). Das Quadrat ihres absoluten Betrages yy = |p|? wird dann als Intensi- 
tat des Lichtes bzw. als Dichte der Materie gedeutet in dem Sinne, daB |yw|? 
die Wahrscheinlichkeit, w selbst die mit Phase behaftete ,,Wahrscheinlich- 
keitsamplitude“ angibt, daB sich an jener Raumzeitstelle Licht- bzw. Materie- 
korpuskeln befinden und in den dort aufgestellten Apparaten Wirkungen ausiiben. 

Es ist charakteristisch, daB solche Wirkungen stets in korpuskularer Weise, 
z. B. als materieller Niederschlag einzelner Atome oder als photochemische Wir- 
kung einzelner Lichtquanten in Erscheinung treten, nicht aber als Wellenaggre- 
gate, die doch zur Vorausberechnung der Wirkung wesentlich benutzt werden. 
Das Erbstiick des Wellenursprungs liegt nur mehr in jener Unbestimmt- 
heit, die zunachst als Breite eines Licht- oder Materiestrahlen-Beugungs- 
streifens in die Rechnung eingeht und korpuskular gedeutet die Auftreffstelle 
der individuellen Partikel nur unscharf voraussagen la8t. Man kann aber — 
hierauf weist DARWIN?) hin — jene Umdeutung der Intensitatsdichte in korpus- 
kulare Wahrscheinlichkeit letzten Endes als eine Konzession an unsere;Gewohn- 
heit ansehen, die Beobachtungsdaten korpuskular auszulegen; man kénnte 
genau so gut auf der beim Licht gewohnten undulatorischen Interpretations- 
stufe stehenbleiben. Man muB sich hier die historische Lage vergegenwartigen, 
die beziiglich der Materie heute dieselbe ist, wie sie beziiglich des Lichtes vor 
FRESNELs Zeiten war. 

Wir wollen diese Auffassung im Anschlu8 an DARWIN noch etwas weiter 
ausftihren. Betrachten wir etwa einen Elektronenstrom, so wird in ihm nach 


NC. G. DARWIN, Proc. Roy. Soc, Bd, 147) S) 2534) 10275 
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korpuskularer Auffassung an jeder Stelle eine gewisse Geschwindigkeitsverteilung, 
etwa die MAxwettsche, herrschen; undulatorisch liegt dagegen eine Uber- 
lagerung von Materiewellen verschiedener Wellenlinge vor. Es ist aber véllig 
gleich, ob man von einem Partikelstrom oder von einem Wellenzug  spricht. 
Denn wenn auch ein Experimentator einzelne Partikel mit Geschwindig- 
keiten nachweisen und isolieren kann, die iiber oder unter dem Geschwindig- 
keitsmittel liegen, so sind diese Einzelgeschwindigkeiten doch keineswegs in dem 
Gesamtstrahl schon vorhanden, sondern man darf sagen, daB im Gegenteil der 
Beobachtungsapparat selbst erst jene einzelnen homogenen Geschwindigkeiten 
schafft; ebenso erzeugt ja erst das Spektroskop aus dem weiBen Licht die ein- 
zelnen Farben, und es ist nur eine unkorrekte Ausdrucksweise, wenn man sagt, 
die Farben seien schon in dem weifBen Licht ,,enthalten’‘, denn dieses Enthalten- 
sein bedeutet ja nichts anderes als einen Hinweis auf den spektroskopischen 
Versuch. Hat man in der alteren Quantentheorie geglaubt, der STERN-GERLACH- 
Versuch beweise eindeutig die Existenz einzelner Atome in verschiedenen statio- 
naren Zustanden in dem magnetisierten Atromstrahl, so wird man jetzt eher 
sagen, der Atomstrahl stelle einen Wellenzug dar, der durch den betreffenden 
Apparat in gewisse Komponenten zerlegt wird, wahrend ein anderer Apparat 
vielleicht andere Komponenten herausschdlen wiirde, die aber weniger fiir den 
urspriinglichen Atomstrahl als fiir den Apparat charakteristisch sein werden. 

Auch empirisch besteht in gewissen Fallen ein wesentlicher Unterschied 
zwischen den Voraussagen der alteren und der neueren Auffassung. Betrachten 
wir etwa mit DARWIN einen modifizierten STERN-GERLACH-Versuch. Der Atom- 
strahl gehe in der x-Richtung und passiere ein inhomogenes parallel y gerichtetes 
Magnetfeld, in welchem er in einen nach + und einen nach —y polarisierten 
Strahl gespalten wird. Die —y-Komponente werde abgeblendet, die --y-Kompo- 
nente durchlaufe ein homogenes parallel z gerichtetes Magnetfeld, in welchem 
sie nach der alteren Theorie in zwei Komponenten parallel +z und —z gespalten 
wird; durchlaufen diese jetzt weiterhin ein inhomogenes Feld parallel y, so 
werden sie wieder nach +y gerichtet und sollten auf einem Schirm dahinter 
schlieBlich zwei Streifen geben. 

Nach der Wellenmechanik hat dagegen das z-Feld die Wirkung, die Polari- 
sationsebene der eintretenden, nach +y polarisierten Strahlen um 2z als Pra- 
zessionsachse mit LARMorRscher Frequenz zu drehen. Hat also das homogene 
z-Feld gerade eine solche Lange, daB die eintretenden, nach +-y polarisierten 
Atome eine Prazession um die z-Richtung um 1+ 180° (m = ganze Zahl) erleiden, 
so daB sie gerade nur mit —y- oder nur mit +-y-Polarisation in das letzte inhomo- 
gene y-Feld eintreten, so werden sie hier nicht mehr gespalten, und es ist auf 
dem Schirm nur ein Streifen zu erwarten. 

21. Statistik der Lichtquanten und Gasatome. In einem Volumen V bil- 
den sich stehende Schwingungen mit solchen diskret verteilten Wellenlangen 2 
aus, daB die Wande zu Knotenflachen werden. Nach JEANS?) ist die Anzahl 
der Eigenschwingungen im Bereich / bis 4 + 4A gleich (siehe Kap. 9 Gl. 4) 


(Z=V 5 A(-). (14) 


Will man statt 2 die Schwingungszahlen vy = w:A verwenden mit # = Phasen- 
geschwindigkeit, so wird dabei: 


eee J : lu ie 
G)=4G)=Fl-za)-4 


1) I. H. Jeans, Phil. Mag. Bd. 10, S. 91. 1905. Siehe auch M. PLANCK, Vorlesungen 
liber die Theorie der Warmestrahlung. 
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mit der Gruppengeschwindigkeit g, und man erhalt 
AW eye BE Thy (15) 
ug 


Die korpuskulare Umdeutung von (1) mit Hilfe der pre Brocrreschen 


Zuordnung p = : gibt als Anzahl der diskreten Impulszellen, welche im 
Impulsbereich p bis # + AP liegen, 

yer 
AZ iB 
Beim Licht sind diese Ausdriicke noch mit einem Faktor 2 zu versehen, um den 
zwei Polarisationsfreiheiten gerecht zu werden. Bei der korpuskularen Um- 
deutung von (15) unterscheiden wir zwei Sonderfalle, erstens Lichtquanten im 
Vakuum (ohne dispergierendes Medium), zweitens Massenpunkte yu ohne gegen- 
seitige Koppelung und ohne auSeres Kraftfeld (ideales Gas). Dann wird 


Ap. (16) 


é=hy 
tune Ut GC? (6 = =) beim Licht, 
Brn = V8 (uv =p \2ue) beim Gas, 
demipack aus U9)" YZ = Ves Ace bem Licht, (17) 
NZ Vr a. -e? Ae beim Gas (18) 


als Anzahl der diskreten Energiezellen, welche zum Energieintervall ¢ bis e + de 
gehoren. 

Numeriert man die Eigenschwingungen nach wachsendem ¢ von ¢ = 0 an 
fortlaufend mit der Nummer Z, so erhalt man durch Integration aus (17) (18) 


— Sae BVA, b 2 - 

Ze) =Vi was, umgekehrt ¢(Z) = (2) he (Licht), (47) 

) ay 222m)? one MELA 

EN = ie umgekehrt ¢(Z) = ee oy (Gas). (18’) 
2 


Z(e) ist die Nummer der Eigenschwingung ¢ = hy, «(Z) ist die Energie « = hy 
der Zten Eigenschwingung. Sie hangt vom Volumen ab. 


e(Z) =konst. V* beim Licht, ¢(Z)—konst. V® beim Gas. 18”) 


Wir fragen jetzt nach der statistischen Verteilung von Licht- oder 
Gaspartikeln tiber die Energiezellen des Volumens V. Es mégen 3 Partikel a, 0, c 
uber 4 Zellen (Nr. 1, 2, 3, 4) verteilt werden. Fir die Besetzung der Zellen mit 
Partikeln hat man folgende 20 Méglichkeiten. 


Zelle Nr. 


1 i | O | @ ne hein Oe at an) ew 
Aree O7}-3°cO) Ot. | On) 08) 24.2 os hamleaialmonian 1 | 0 t1110|4 
3 01-0713: 10 Ort to Ona orl 5) ae On ented fal onli 

4 0/10) | (Og 635 1 Os Oe as NRO mmOned OO Mele 2| 2 Ol Aig 
Pe=1, Po =3 jd pe =e c= 


Bei den 4 ersten dieser Verteilungen hat man jedesmal 1 Zelle mit 3 Partikeln und 
3 Zellen mit 0 Partikeln (f; = 1, $9 = 3), bei den nachsten 12 Verteilungen 
gilt pp = 1, P) = 1, fy = 2, bei den letzten 4 Verteilungen gilt 4, = 3, fy = 1. 
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In der Bosk-EINsTEINschen Statistik!) werden alle diese 20 Verteilungen 
als gleich wahrscheinlich angesehen, mit demselben Gewicht gezihlt. Diese 
Annahme bedeutet, da man ,,die Zellen iiber die Partikelzahlen verteilt“, 
indem man jeder Zelle den Inhalt 0, 1, 2 oder 3 Partikel gleich wahrschein- 
lich zur Verfiigung stellt. Bei der korpuskularen Deutung, wo 3 individuell 
unterschiedene Partikel a, 0, ¢ nach Wahrscheinlichkeit itiber die 4 Zellen 

P 


verteilt werden, méchte man dagegen der Verteilung ' ein viermal so grofes 


= 0) 


Gewicht beilegen als der Verteilung , weil letztere nur auf eine Weise realisier- 


0 abe 

bar ist, indem alle 3 Partikel in die Zelle 1 fallen , erstere dagegen auf vier 
abe abd\acd\bcd) 0 

Weisen | i : zs - . Dies geschieht in der BoLtzMAnnschen Statistik 


0 0 0 0 

der idealen Gasmolekiile, welche im statistischen Gleichgewicht zum MaAx- 
WELIschen Verteilungsgesetz fiihrt. Wenn in der BosEschen Statistik hiervon 
abweichend jede der obigen 20 Verteilungen mit gleichem Gewicht gezahlt wird, 
so liegt darin der Verzicht auf die Vorstellung unabhangiger individueller 
Korpuskeln. Man kommt aber auch auf Grund der BoLtzMANnschen Statistik 
wenigstens angenahert zur selben statistischen Energieverteilung wie die BosE- 
statistik, wenn man die in einer Zelle befindlichen Partikel mit Phase behaftet 
denkt und ihre Energien nicht einfach addiert, sondern ihre Amplituden 
superponiert, wie bei der Superposition von Schwingungen?). 

Wir erwahnen noch die FERMIsche Statistik’), die sich von der BosEschen 
dadurch unterscheidet, da nur Verteilungen zugelassen werden, bei denen 
keine Zelle mit mehr als einem Partikel besetzt ist. In obigem Beispiel sind also 
nach FERMI nur die letzten 4 Verteilungen zugelassen, die 16 ersten Ver- 
teilungen werden dagegen mit dem Gewicht 0 gezahlt; allgemein werden bei 
FERMI nur solche Verteilungen erlaubt, bei denen ~, = 0 fiir = 2, 3,... 
und nur ~, und #, von Null verschieden ist. Durch Spezialisierung auf den 
Fall £, =O fiir »>1 kann man ohne weiteres von den Resultaten der 
BoskEschen zu denen der FEeRmMischen Statistik wbergehen. Die Bosestatistik 
bewahrt sich bei den Lichtquanten, die FrErMische dagegen bei materiellen 
Partikeln; letztere ist eine Verallgemeinerung des PAuLischen Prinzips‘), da im 
Atom nicht mehr als ein Elektron einen Quantenzustand besetzen darf, auf 
beliebige Systeme von m gleichartigen Partikeln. 

Auf die Durchrechnung der verschiedenen statistischen Ansatze bei Licht- 
und Materiekorpuskeln soll hier nicht eingegangen werden. Das Resultat ist fiir 
Lichtquanten im thermodynamischen Gleichgewicht das PLAncksche Strahlungs- 
gesetz. Fiir materielle Teilchen machen sich die Abweichungen der klassischen 
BoLtzMANNschen Statistik von der BosE-E1nsteinschen und der FERMIschen Sta- 
tistik besonders bei tiefen Temperaturen bemerkbar (,,Entartungserscheinungen“). 

1\ >. N. Bose, ZS. f. Phys. Bd. 26, S. 178. 1924. A. EINSTEIN, Berliner Ber. 1924, 
S. 261; 1925, S. 318. — E. ScHrdépincER, Phys. ZS. Bd. 27, S$. 95. 1924. 

2A. WuaNDE, 2S. f,, Phys: Bd. 33, S: 571. 1925. 

8) E. FerMI, ZS. f. Phys. Bd. 36, S. 902. 1926. Zur Quantelung des idealen ein- 
atomigen Gases. 

4) W. Pautt, ZS. f. Phys. Bd. 31, S. 765. 1925. Siehe ferner ORNSTEIN und KRAMERs, 
Kinetische Herleitung des Fermischen Verteilungsgesetzes, ZS. f. Phys. Bd. 41, S. 481. 
1927; W. HEITLER, Freie Weglange und Quantelung der Molekiiltranslation, ZS. f. Phys. 
Bd. 44, S. 161. 1927. 
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Ihre experimentelle Priifung ist dadurch erschwert, daB gerade bei tiefer 
Temperatur die VAN DER WaAatssche Molekularkraft das ideale Verhalten des 
Gases betrachtlich stért; bevor also nicht eine Quantentheorie nichtidealer 
Gase durchgefiihrt ist, kann hier eine unzweideutige Priifung an der Erfahrung 
kaum durchgefiihrt werden. Sehr viel giinstiger liegen die Verhaltnisse fiir die 
2000mal leichteren Elektronen, welche z. B. als Leitungselektronen in einem 
Metallstiick ein ,,Gas‘‘ bilden, das bei sehr viel hGheren Temperaturen entartet, 
als ein Molekiilgas. Pautt+) hat die Fermitsche Statistik auf die Leitungselektronen 
iibertragen im besonderen im Hinblick auf die Frage, warum Leitungselektronen 
in einem 4uBeren Magnetfeld nicht zu einer starken Magnetisierung der Metalle 
AnlaB geben, obwohl doch jedes Elektron nach UHLENBECK und GOUDSMIT ein 
magnetisches Moment vom Betrage 1 Magneton besitzt. Jede Zelle kann aber 
nicht nur ein Elektron, sondern zwei Elektronen aufnehmen, soweit deren magne- 
tische Quantenzahlen verschieden sind, d. h. wenn die magnetischen Achsen der 
beiden Elektronen nach entgegengesetzten Seiten, parallel und antiparallel zum 
auBeren Feld zeigen. Das Elektronengas ist schon bei gewdhnlicher Tem- 
peratur weitgehend entartet, die meisten Elektronen drangen sich in den 
Zellen méglichst kleiner Nummer Z mit méglichst kleiner Energie e zusammen, 
so daB sie sich mit je einem entgegengesetzt orientierten Elektron in einer 
Zelle befinden und dadurch magnetisch neutralisiert werden. 

Durch weitere Diskussion der Eigenschaften des Elektronengases in auBeren 
Feldern und bei Beriicksichtigung von Dichte- und Temperaturgradienten ist 
SOMMERFELD?) zu einer umfassenden Theorie der Leitungselektronen gelangt. 
Fiir die Effekte von THomson, PELTIER, VoLta und fiir die Beziehung zwischen 
elektrischer und thermischer Leitung usw. ergaben sich quantentheoretische 
Formeln, die fir hohe Temperatur bzw. geringe Dichte in die Formeln der 
klassischen (LORENTZ-DRuDEschen) Theorie der Leitungselektronen tbergehen, 
fiir tiefe Temperatur und gréBere Dichte aber charakteristisch Entartungen 
zeigen, die der Erfahrung angemessen sind und dadurch die FERmiIsche Statistik 
bestatigen. 


Ill. Undulationsmechanik konservativer 
Systeme. 


22. Optisch-mechanische Analogie. Im Abschnitt I war ausfiihrlich die 
enge Verwandtschaft zwischen geometrischer Optik und klassischer Mechanik 
geschildert worden, die ihren Ursprung in der Analogie des von den Ortskoordi- 
naten g abhangigen Brechungsindex 
c  Vakuumgeschwindigkeit 


HAG ea 


u + Phasengeschwindigkeit 


des Lichts mit der ortsabhangigen GrdBe 
2m [E — U(g)] 
N=C> EO : (1) 


bei einem Massenpunktsystem mit potentieller Energiefunktion U(g) und der 
kinetischen Energie T = > > Dye g;, hat. Dem konstanten Energiepara- 


*) W. Pau, Uber Gasentartung und Paramagnetismus, ZS. f. Phys. Bd.41, S. 81. 1927. 


*) A. SOMMERFELD, Elektronentheorie der Metalle auf Grund der Frrmischen Statistik, 
ZS. fir Phys. Bd. 47, S. 1. 1928; Bd. 47, S. 43. 1928; Naturwissensch. Bd. 15, S. 825. 1927. 
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meter E entspricht der konstant gedachte Parameter » der Farbe, von dem 
der Brechungsindex abhingt. Die Analogie fiihrte zu der Gegeniiberstellung 
von Lichtstrahlenkurven im brechenden Feld (g) und mechanischen Bahn- 
kurven im Potentialfeld U (g); ferner zur Gegeniiberstellung der auf den Licht- 
strahlen senkrechten Eikonalflachen (q,t) = S(g) — ct, die sich mit der 


° ° . c . : 
Phasengeschwindigkeit « = > vorschieben und andererseits den zu _ den 


Bahnkurven ,,senkrechten’’ (im nichteuklidischen Sinn des Linienelements 
as = V>> ek dgxdag,) Wirkungsflachen (q,t) = S(q) — ct, die mit der 
Geschwindigkeit 0 E 


ergs V2m[E — U(@)l (1) 


vorricken. S war dabei zu _ bestimmen als ein vollstandiges Integral 
S(Qigeo-..%,%,...) der Eikonalgleichung 

c 
Ww . 


(grad S)? = n? = (2) 


In der geometrischen Optik werden ferner die Wellenfunktionen 
q 4 PCs) = Ct) 


ix— 24 


eer hi a (Optik) 


mit der zeitlichen Periode » = — betrachtet. 
~ wird man dabei so bestimmen, daB vy = — identisch ist mit dem fir 


mabgebenden Parameter » der Farbe. Im mechanischen Fall, wo ~ statt 
dessen von dem Parameter E abhangt, liegt zunachst kein AnlaB vor, die Periode 


y durch besondere Wahl von x = < in besonderer Weise festzulegen. Erst die 


Quantentheorie 148t hier eine bestimmte Wahl bevorzugen: ~ soll so gewahlt 


werden, daB »y = = zu dem Energieparameter FE in der PLancKschen Beziehung 
E , tae : ug or 
Ya steht, also x = Zs wodurch die periodische Funktion der Mechanik die 
Form annimmt: Pm (ee 1) 
in E-——— 
we he 


Wir wollen von jetzt an, anders als in Abschnitt I, in der Mechanik unter 
S die iibliche Wirkungsfunktion (siehe Ziff. 12) verstehen, also statt des bis- 
herigen SE/c jetzt S schreiben, so daB jetzt 


21x a ~ 
paer Oo, y=F (Mechanik) (4) 
wird. S ist dabei aus der Gleichung 
EA 2. E 
4 poe 7 i — 
(grad S)* = u* cen y2m(E — U) 6) 


zu bestimmen, die in der Form (Ziff. 12) 
1 2 7 =i / 
: (grad S)?-++ U(g) -—E=0 (5) 


als HAMILTON-JAKoBIsche partielle Differentialgleichung (H. J.D.) bekannt ist. 
y in (4) stellt dann die ,,p—E Broc.iesche Wellenfunktion“ dar. Die Schwingungs- 
zahl und Wellenlange der Wirkungswellen ist dabei wegen (1’) 


E u h h \ 
ay ——-, yi pe Se a eg (6) 
h v Vam(E—U) P 
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wo p= |2m(E—U) den gesamten Impuls des mechanischen Systems am 
Ort g bei der Gesamtenergie E darstellt, auch im allgemeinen Fall eines N- 
Punktsystems. 

23. Grundgleichung der Wellenmechanik!). Der Ubergang zur optischen 
a fiir y war in Ziff. 8 vollzogen, indem in der pegs 


(grad S)? ——, =0 die Differentialquotienten ~~ oS 7, durch die Operatoren | —— ae 
ersetzt ae wodurch dann die pee a nner 
[4 2 C2 Cc 
Ga be Bis ) Ww y 
erschien, welche, auf eine Funktion w ausgetibt, die Gleichung 
a \2 Ge 
(siz) 4v— Gav = Orv 
ergab, die wegen x = . in die Wellengleichung 
4 2 2 a 
Aw + Y= 0 (7) 


liberging. . 7 
Mit SCHRODINGER soll jetzt der entsprechende Ubergang in der Mechanik 
vollzogen werden. Man ersetzt in der Gleichung (5) 
h oO 
Ba; durch Siege (8) 
und ubt die erhaltene Operatorgleichung auf eine Funktion wy aus. Betrachten 


wir zunachst den Sonderfall, daB das System nur aus einem einzigen Massenpunkt 


m besteht, also (grad S)? die Form él +--+ besitzt, so erhalt man die 


Operation 


ausgetibt auf y, d. h. 


oder schheBlich unter Benutzung von uv = — 
V2m(E— 20} 


y+ ae LE — U(q)|-ywy=0}- (9) 


Dies ist SCHRODINGERS Schwingungsgleichung fiir die Funktion w (xyz). Die 


zeitliche Periode y ist dabei durch » = 7s als mitbestimmt anzusehen; ist also 
w (xyz) eine losende Raumfunktion der letzten Gleichung, so ist : 
24% a 
p(xyat) = p(xyz)-e? (9’) 


die zugehérige Raum-Zeit-Funktion. Der klassischen Bewegung eines Massen- 
punktes mit der Energie F im Potentialfeld U (xz) wird hier eine Lésung yw der 
SCHRODINGERSchen Schwingungsgleichung in Raum und Zeit zugeordnet. 


1) E. SCHRODINGER, Quantisierung als Eigenwertproblem, Ann. d. Phys. Bd. 79, S. 361 
und 489. 1926; Bd. 80, S.437. 1926; Abhandlungen zur Wellenmechanik. Leipzig 1927. 
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Wir betrachten jetzt den allgemeineren Fall eines mechanischen Systems, 
dessen klassische Energie als Funktion der N Koordinaten gg und Geschwindig- 
keiten g; die Gestalt 

gy Sp a: Te re 
v Se qudK + U(q) 
Tigray 
besitzt mit den von den g abhiangigen Koeffizienten g4* = g*". Die Glei- 
chung (5’) nimmt hier ausfiihrlich geschrieben [siehe (28b) in Ziff. 9] die 
Form an: 


nD bie se 5 + UG —E=0, [Ble $5)—z=o]. (0) 


ee 
212% Odx 
nun zu einer gewissen Mehrdeutigkeit der erzielten Schwingungsgleichung. 


Hangt z. B. gyx vom Ort g ab, so ist gyxp"p* identisch mit dem 

; . é (o} é 
» rt AL K C E tee, 
kommutierten Produkt *g;7p*. Dagegen ist gxz, eae eine von adc 2K ae y 


aa ms ; 0 
Die SCHRODINGERsche Vorschrift, 2 durch zu ersetzen, fuhrt 
KE 


verschiedene Funktion, da gx, bei der ersteren nicht, bei der letzteren aber wohl 
nach gq, differenziert wird. Um diese Mehrdeutigkeit von vornherein auszu- 
schlieBen, muB die klassische Hamiltonfunktion in einer symmetrisierten 
Form geschrieben werden; man kénnte z. B. daran denken, etwa ggz,p* p" 
durch die symmetrischere Form i(gg,p%*p" +5 weiteren Permutationen 
der Reihenfolge der 3 Faktoren) zu ersetzen, bevor man die Umdeutung in 
Differentialoperatoren vornimmt. Statt dessen benutzt man nach SCHRODINGER 
folgende Symmetrisierung. Ist g* die Determinante der g**, so geht man aus 
von der symmetrisierten Form 


1 1 Sy ea 
Fm YEE ay ay PY VE" bib" + Ulg) —E= 0. (11) 
Te Wr 
Ersetzt man namlich hierin p* durch h/2iz- 0/0g,, so resultiert die Form 


1 k\e 41 PY ae O ue y 
sAered “Ver > > 64,'8 BxL Gg, ¥ + (U —E)p=0, (11°) 
die sich nach Ziff. 9 (28c) einfach 


4 fh Xe . uw 
-(——] -Aw+(U—E)w—0 11 
Sembee eae )y ( ) 
schreiben ]aBt; man hat also wieder die Grundgleichung (9) gewonnen, nur 
daB& jetzt A den verallgemeinerten LApLAcEschen Operator in einem mehr- 
dimensionalen Raum bedeutet, in welchem die nichteuklidische MaBbestimmung 


(ds)? = > > gk" daxdqy, 
ai A 


eingefiihrt ist. Die einfache Grundgleichung (9) ist dadurch in ihrem Geltungs- 
bereich sehr erweitert. Sind speziell die g*” raéumlich konstant, so gilt dasselbe 
von g*, und man kann die unsymmetrisierte Form (10) als Ausgangspunkt des 
Ubergangs von der klassischen zur Undulationsmechanik nehmen. 

Es fragt sich nun, ob und unter welchen Bedingungen uberhaupt endliche 
Lésungen y (g) der Schrédingergleichung vorhanden sind. Als solche Bedingungen 
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treten erstens Randbedingungen auf, etwa w (gq) soll im Unendlichen geniigend 
stark verschwinden, so daB { |y|?dq,...dqp endlich bleibt; oder bei endlichem 
Bereich von qx (gx sei etwa ein Winkel, der zwischen 0 und 2.2 variiert) kann man 
Periodizitat bzw. Eindeutigkeit von wy verlangen. Bei solchen aus der Natur 
des Problems sich ergebenden ,,natiirlichen“ Randbedingungen existieren nun 
im allgemeinen nur dann endliche Lésungen w(g), wenn der Parameter E in der 
Schwingungsgleichung gewisse ausgezeichnete Werte £,F,... besitzt (Eigen- 
werte), zu welchen dann als Lésungen bestimmte Funktionen w,(g), w2(q), .- - 
(Eigenfunktionen) gehéren. Die physikalische Behauptung der Undulations- 
mechanik ist nun, die Eigenwerte F,, die die SCHRODINGERsche Gleichung 
eines mechanischen Systems H (qg,p) — E = 0 lésbar machen, seien identisch mit 
den Energiewerten des Systems in den ausgezeichneten Quantenzustanden. 
Die Bestimmung der Energiewerte ist also zuriickgefiihrt auf das Eigenwert- 
problem einer dem klassisch-mechanischen System zugeordneten linear homo- 
genen partiellen Differentialgleichung in einem Koordinatenraum von N Dimen- 
sionen mit natiirlichen Randbedingungen. 

Die zugehérigen Eigenfunktionen w,(g), noch mit dem periodischen Zeit- 
faktor ¢2*7£xtlh versehen, stellen dann einen Schwingungsvorgang in jenem 
Koordinatenraum (g-Raum) dar. Auch die Eigenfunktionen kénnen als Aus- 
druck gewisser physikalisch beobachtbarer Eigenschaften des mechanischen 
Systems gedeutet werden, wie spater auseinandergesetzt wird. In besonderen 
Fallen kann ubrigens die Schwingungsgleichung so beschaffen sein, daB sie neben 
dem diskreten Spektrum der Eigenwerte £,/,... noch ein kontinuierliches 
Spektrum von E£-Werten im Intervall E, bis E, besitzt und dazugehorig eine 
kontinuierliche Schar von Eigenfunktionen w, bis w,. Dieser Fall tritt z. B. 
bei den atomaren Elektronensystemen auf, die ja neben den diskreten Quanten- 
energien £, noch kontinuierlich alle Energiewerte zwischen EF = Ionisierungs- 
energie und E = oo besitzen. 

24. Korrespondenz zur klassischen Theorie. Die formale Verwandtschaft 
zwischen klassischer und Undulationsmechanik kommt in der Gegeniiberstellung 
der Gleichung 


H(q,p) —-E=0 oder Ho, i 


— Ek =0 (HAMILTON-JAKOBI) (12) 


und der Schwingungsgleichung in der Form (10’) 


le O = s P 
Hla air a —E, | = 0 (SCHRODINGER) (12’) 
zutage. Die Beziehung der SCHRODINGERschen zur quasiklassischen DE BROGLIE- 
schen Theorie der mit der Periode vy = : behafteten Wirkungswellen 
2 


yp = A-eixSh, wo (grad S)? =“, = 2m(E —U) (De Brocie), (13) 


Wha ae 


erkennt man durch Einsetzung des Lésungsansatzes yw = A - e2*7S/h, in (44). 
Es bleibt dann fiir S(g) die Differentialgleichung 


Ae 1S + (grad S)? —2m(E — U) =0. (SCHRODINGER) (13’) 
Diese ist, abgesehen von dem ersten mit / proportionalen Glied, identisch mit 


der klassischen Bestimmungsgleichung fur S in (13). Fiir /=0 geht SCHRODINGERS 
in DE BROGLIEs Schwingungsfunktion iiber. 
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Man kann die Korrespondenz nach JorDAN!) auch noch auf folgende Weise 
verdeutlichen. Die klassische Gleichung (12) fiir S laBt sich in der Form 


hreib 
schreiben ae sy. : ihe : a 


als Operation ausgeiibt auf die konstante Funktion 41, d. h. als Multiplikation 
mit 14. Man betrachte nun die Differentialgleichung 


Hz (q. 5° eerie <)- B, i} =0 14’) 


ten Cg 


oder ausfiihrlicher, in Sake Form (vgl. 11) 


ELEOSS SS CR Ae pope: h ol E, | ie 


oe aS Vet \Cqx © 2ix oq Qia cs 


: 
Da bei der Ausrechnung der Differentiationen - = 0 ist, reduziert sich die 
letzte Gleichung auf die Form (vgl. Ziff. 9) ce: 

1 2 ie a 

Sa ls45+ (grad S) | Ty ey a 
identisch mit (13’). Das hei®t aber, da8 sich die Schrédingergleichung durch 
den Ansatz y = e?**S/h auf die Form (14’) fiir S reduzieren 1aBt, als Gegenstiick 
zu der Gleichung (14) fiir die klassische Wirkungsfunktion. (14’) geht fir h = 0 
in (14) tiber. 

25. Schwingungsgleichung aus Variationsprinzip. In der LAGRANGEsche 
Funktion L des klassisch-mechanischen Systems L = Kinet. — Pot. Energie = 
H(q, p) — 2U ersetze man formal 

os h 1 op 


ee Oba OB fak 
p= aa durch nee 


und lése das Variationsproblem 


= h 1 Op ee 
h= | ye. a8 | pee Rea ib -dv = Extremum, rn 
i<= |v dv als Nebenbedingung. 
dv soll dabei das invariante Volumenelement dv = )g*dq,dq....dqy_ be- 


deuten. Mit Einfiihrung eines LAGRANGEschen Faktors F ist (45) aquivalent 
der Variationsaufgabe 


O = 6J,+ £6], = —d/F(y, Yq DAN +++ dy 


pe ee Op OW wy 2(U |p 
are re DD ft dan O41 Vg* + p?(U — E)Vg 


und mit der EuLerschen Variationsgleichung 


s4 oF > OF ihe (vo, bedeutet xf 


ya dgdK CWa x C wy 


mit 


Diese ist aber, unter Benutzung der eben angeschriebenen Funktion Ff’, identisch 
mit der ScHRODINGERschen Gleichung in der Form (11’), (41”). Das Variations- 


1) P, JoRDAN, ZS. f. Phys. Bd. 40, S. 809. 1927. 
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verfahren fiihrt also, von der gewodhnlichen nichtsymmetrisierten Lagrange- 
funktion ausgehend, automatisch zu der Schrédingergleichung 


2 
Ay — 22" EB —U)y =0 
mit richtig symmetrisiertem LapLacEschen Operator 4. Fir komplexes und 
zeitabhangiges wy ist die Variationsaufgabe in Ziff. 35 angegeben. 
Die Schrédingergleichung hat, wie man aus Form (11’) sieht) selbstad- 
jungierten Charakter, d.h. sie besitzt einen symmetrischen Differentialopera- 
tor, den man auch von rickwarts nach vorn lesen kann 


Noein eee 
DD al O exes? 
a 


unter Vertauschung der Reihenfolge der Differentiationen. Von den selbst- 
adjungierten Differentialgleichungen ist aber bekannt, daB ihre Eigen- 
funktionen ein Orthogonalsystem bilden, 


i Wn (G) Wn(g)du = 0 fir mAn Go Ve* dq,dqs eal (16) 
und zwar ist das Orthogonalsystem vollstandig, jede zu yw, orthogonale 
numa [a(g)- Yn (g) dv = 0 


ist eine lineare Zusammensetzung a(q) = >'Cn- Wn(g) der von y» verschiedenen 
Eigenfunktionen yw, mit konstanten Koeffizienten c,. Man kann die Eigen- 
funktionen dann noch auf 1 normieren, d. h. sie nétigenfalls mit solchen kon- 
stanten Faktoren versehen, daB 


[y2,(q) dv = 1 (17) 


wird. Auf die besonderen Verhialtnisse bei kontinuierlichem Eigenwertspektrum 
gehen wir nicht ein. 

* Die Aquivalenz der Schrédingergleichung mit einem Variationsproblem, wel- 
ches ebenfalls die Orthogonalitat und Vollstandigkeit des Eigenfunktionensystems 
garantiert, ist auch aus dem Grunde von Bedeutung, weil ein Ubergang zu 
andern Koordinaten sehr viel leichter im Integranden des Variationsproblems 
als in der Differentialgleichung selbst ausgefiihrt werden kann. Ferner ist es bei 
der angenaherten Aufsuchung der Eigenfunktionen von Nutzen, statt der 
langsam konvergierenden Stérungsmethoden zur Lésung von Differentialglei- 
chungen die sehr viel schneller konvergierenden Naherungsmethoden zur Lésung 
des Variationsproblems (Ritzsche Methode) anwenden zu kénnen. 

26. Rotator mit raumfester Achse. Wir betrachten als Beispiel!) einen starren 
Ké6rper, der um eine feste Achse gedreht werden kann. Sein einziger Freiheits- 
grad ist der Drehwinkel m. Ist J sein Tragheitsmoment, p = J - @ sein Dreh- 
impuls, so ist die klassische Gesamtenergie 


T+U=sp'=E (C=) 


und die Wellengleichung wird daraus, unter Benutzung des Ubergangs (8) 


Ihre Lésung ist Peep aoe ae Ses 
y = Asin (| Teal 


1) Die folgenden Beispiele siehe bei E. ScurOpINGER, Ann. d. Phys. Bd. 79, 
S. 489. 1926. 
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Hier mu8 der Faktor von ~ eine ganze Zahl m sein, damit p eine eindeutige 
und stetige Funktion des Drehwinkels wird, y(m) = y(m-+: 22). Dies gibt die 
Bedingung 
Ea a 

he 


_ ne 

= ga8] 

als Quantenbedingung fiir die Energie des Rotators. Die Eigenfunktionen heiBen 
dann einfach 


w,/d.h. &, 


| : ) 
valg) = © sin (np — 09). 


\x 


near ‘ 1 ; 
Sie sind durch den Faktor — auf 1 normiert worden. 
)a 


27. Starrer Rotator mit freier Achse. Bei Einfihrung der Polarkoordinaten 
# und gq, der Impulse fy und #, und des Tragheitsmoments J lautet die klassische 
Energie Pe 
T+U=3 (3 + 2 )=z, (U =0) 


2. sin? d 


demnach die Wellengleichung (9) mit 4 in Polarkoordinaten #@ 


1 10 gO) , cy Sa fB 5 

sind cd (sind 55) See ogi! et 

Dies ist die Differentialgleichung der Kugelfunktionen. Damit yw auf der 
Kugelflache eindeutig und stetig ist, mu8 der Faktor von w 


822JE 
TF n(n +1) n=0, 1, 2,... 


sein. Die Energiestufen sind demnach 
__ n(n +1)? _ ( Layee ad h? 
B= BG oe 3) Shah. 
d. i. eine Formel mit ,,halbzahligen“‘ Quanten, wie sie bei den Termen von Ban- 


denspektren vorkommt. Die zugehdrigen Eigenfunktionen sind die Kugel- 
funktionen 


n 


Wg = Yip. 2) = >) (Ancosm@ + B,sinm@) sin”) 


m= 


a” P, (cos) 
d(cosd)™ ? 


welche noch auf 1 normiert werden kénnen. 

28. Harmonischer Oszillator. Beim harmonischen linearen Oszil- 
lator lautet die klassische Energiefunktion, wenn q die Entfernung des Massen- 
punktes von der Ruhelage, v, die Eigenfrequenz und # = mq den Impuls bedeutet 


= 


= coer wed ; \2 ae 
P+0 ar + (2779) 2m! =E. 
Die Wellengleichung (9) im g-Raum ist daher 
d*yp 82° m [7 (2%9)° 4) vn a 
dq h? [E — am ae ae 
Mit Hilfe der Abkiirzung 
x= q:2nYr,/m (18) 


ergibt sich fiir y als Funktion der dimensionslosen GréBe x die Gleichung 


Oy 5 (28 
d x 


—x).y=0. (18’) 


ho 
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Die mathematische Theorie dieser Gleichung besagt nun, daB sie durch endliche 


und stetige Funktionen yw nur lésbar ist fiir besondere Werte von hy, Dam- 
lich fir die Eigenwerte 


ea. BPO a ed Maes 
Die zum uten Eigenwert 
E,= "2 (Qn41) m= (18”) 
gehorige te Eigenfunktion y,(x) ist unter Anfiigung des Zeitfaktors e?¢77nt 
gleich __,En 
Yat) =Hylze *, (19) 
Darin bedeutet H,,(x) die ,te HErrmirEsche normierte Orthogonalfunktion“ 
4)" qnre-# 
By) = oe 
Se ot (19) 


ae n(n —1) 2) (x — 3) Qaxyr4— +}. 


Die H,(x) sind aufeinander orthogonal und auf 41 normiert: 


(H, (x) HG (aaa) fiir NEM, 

| = { fiir N=. 
Die ersten fiinf Funktionen H,(x) bis H,(x) sind in Abb. 4 graphisch dargestellt ; 
sie zeigen Ahnlichkeit mit dem Bild der Grundschwingung und den Oberschwin- 
gungen einer Saite, und zwar einer unendlich langen Saite mit inhomogener 


Massenverteilung, zu welcher eine vom Ort abhadngige Phasengeschwindigkeit 


em langs der g-Achse gehort, entsprechend dem vom Ort abhiangen- 


/2m(E — U 

den ae ae potentiellen Energie U(q) des Oszillators; die Eigenfunktionen 
sind stehende Schwingungen. Die Nullstellen (Knoten) aufeinanderfolgender 
H,,(x) trennen einander; auBerhalb * = 3 nahern sich alle finf Funktionen 
monoton der x-Achse. H,(x) hat m Nullstellen im Endlichen und zwei Null- 
stellen bei + oo, ferner x +141 Schwingungsbauche. 

Die Eigenwerte £, in (48”’) sind durch ungerade Vielfache von hy,/2 
gegeben; man bekommt somit ,,halbzahlige‘‘ Quantenniveaus, 1m Gegensatz 


uU 
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zu den ganzzahligen Niveaus E,, = -/v9 bei der Festlegung der punktmechanischen 
Oszillatorschwingungen durch Quantenbedingungen. Die Erfahrung, besonders 
an unharmonisch schwingenden Systemen, hatte schon friiher zur Einfiihrung 
einer besonderen ,,Nullpunktsenergie’’ vom Betrag hy»)/2 gedrangt, die den 
ganzzahlig gequantelten Energiewerten zu itberlagern sei. Die neue Quanten- 
theorie bendtigt eine solche Zusatzannahme nicht; sie wird auch in anderen 
Fallen den haufig von der Erfahrung geforderten ,,halben Quantenzahlen‘‘ 
gerecht. 

29. ame Die klassische nego lautet hier in Polar- 
koordinaten 


e2 


ao 2u (Pt Bare 2% aa ia ae p%) a 


id 


und die Schrédingergleichung (9) unter Benutzung von 4 in Polarkoordinaten ri) 


5 2 Ow teste G feo 0 1 oC 
=Se+59 els — : (sino) ++ eg W se (E +" |v 


vy sind od vy sin? } Og? 


Wir suchen sie durch den Ansatz 
w(r, 3, p) =X(r)- YO, @) 


zu lésen und finden durch Einsetzung 


a 2 Ox DG A) TON Oe ie eZ 
O= Y(0, 9)- y | y lass ee aleece ra 
a 8x? a (E+ ae 


Diese Gleichung zerspaltet in zwei Gleichungen; setzt man namlich die 
zweite eckige Klammer gleich —/(J + 1)- Y 


erage Yo, 0012.) 


sind od Og 
so bleibt fiir X(v) die Gleichung 
x 82 OX 4 x. a u E 4 8a? w 2 “L(g + =) ey 


Or= * x OY 2 + y 


Fur Y hat man die Gleichung der Kugelflachenfunktionen mit den Eigenlésungen 
Y = Y,(#, wy). Die Untersuchung der fiir X (v) bleibenden Differentialgleichung 
ox  2Ox b Ze + ; 
ee 
zeigt, daB sie fiir jedes positive a, also fiir jede positive Energie & Lésungen 
X (r) besitzt, die im ganzen rv-Gebiet endlich und stetig sind und im Unendlichen 
wie 1/r gegen Null konvergieren; das Eigenwert- (Energieterm-) Spektrum ist also 

fir positive E kontinuierlich. 
Fir negative E zeigt sich, daB sie nur dann endliche und stetige, im Unend- 
lichen hinreichend gegen Null konvergierende Lésungen X (7) besitzt, wenn 
eee i 


; es Sip) und dabei n>. 
2V—-—a hy—2uE 


Der Energiewert ist also , 
2x? be : 
1S Matar Or (Bours Termwert) 


1) E. SCHRODINGER, Ann. d. Phys. Bd. 79, S. 361. 1926; siehe ferner J. WALLER, 
ZS ie Pivseubduasoy oe Gage O207 C. Hcksrt, Phys, Key, Bd) 28, 5.9027. 1926: 
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und als zugehérige Eigenfunktion ergibt sich 


w—lt—t 
S a —2%)* met ; 
Xu) = fyala) = ade-e SP 2A | 
ni(7) isa ) x ral rik 
k=0 
mit dem Argument 
2nV—2uE Y . h? 
$5 =e = —-_, mit Caen ea 
h ayn Are" Wee 


wo a, der Radius der ersten Bourschen Wasserstoffbahn ist. f/,7(x) ist bekannt 
als 21 + 1te Ableitung des / + nten LAGUERREschen Polynoms. Die Eigenfunk- 


tionen Wni(%pv) = AN (oor D) + Xail(7) 


k6énnen noch auf 1 normiert werden. Abb. 5, einer Arbeit von L. PAULING 
entnommen, zeigt den Verlauf des von 7 abhangigen Teils der w-Funktion fir 
verschiedene Werte von und /. Charakteristisch ist die Zahl der Knoten (Null- 
stellen von w); sie ist gleich m, wenn man die Nullstelle 7 = co mitrechnet. Die 


Loy £22 m=2 l=7 


a i [2 tls 
(hE DS UD WE GEE GE PD) SE SE EET OG A EET GE SEU, 


Abb. 5. Abb. 6. 


beigefiigten Symbole K, L, M sind die zu n, | gehérigen Réntgentermzeichen. 
Abb. 6 zeigt die durch w? gemessene durchschnittliche Ladungsdichtenverteilung 
(s. Ziff. 30) auf Kugeln vom Radius 7. Der senkrechte Querstrich teilt die gesamte 
Ladung in einen auBeren und gleich groBen inneren Teil ein. Der wagerechte dicke 
Strich an der Abszissenachse zeigt den Bahnbereich des Elektrons in der Bour- 
schen Theorie an. Fur / > 0 ist die radiale Dichtefunktion der Figur noch mit 
einer rdumlichen Winkelfunktion zu multiplizieren. 

Wir miissen es uns versagen, hier Beispiele von Systemen mit niehr als 
einem Elektron anzufiithren. Die Untersuchungen hieriiber haben eine groBe 
Reihe von Fragen der Atomphysik im AnschluB an die Spektra héherer Atome 
klaren k6nnen. 

30. Kontinuierliche Deutung des Feldskalars. Wahrend die punktmecha- 
nische Theorie eines N-Koérpersystems eine kontinuierliche Schar von Bahnen 
der N Massenpunkte im dreidimensionalen Raum zulaéBt, aus denen die 
altere Quantentheorie nach gewissen Vorschriften eine diskrete Zahl von 
,,Quantenbahnen* mit den ausgezeichneten Energiewerten £,FE,... auswahlte, 
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beschreibt die Wellenmechanik den Zustand beim Energiewert E, durch eine 
Eigenfunktion y,; im Raum der 3N Koordinaten. Um zu einer Deutung der 
y-Funktion zu kommen, betrachten wir zunadchst den Sonderfall eines einzigen 
Massenpunkts in einem zeitlich konstanten Potentialfeld (z. B. Wasserstoff- 
elektron im Kernfeld). Der Zustand des Systems bei der Energie £;, ist hier durch 
eine skalare Funktion y, beschrieben, welche den ganzen dreidimensionalen Raum 
einnimmt, an Stelle der Aten Quantenbahn der Bonrschen Theorie. Sind die 
Eigenfunktionen auf 1 normiert [wrdv = 1, so kénnen wir die Gesamtenergie 
E, des Zustands im ganzen Raum zusammengesetzt denken in der Form 


Ex=[yilQExdv, — [ye(g)dv =1, 


derart, daB der Energiebeitrag des Volumenelements dv gleich w7E,dv, der 
Beitrag pro Volumeneinheit an der Stelle g gleich pZE, ist. wy? tritt dabei auf 
als eine Art Dichtefunktion an der Stelle g. Man gelangt so zu der Vor- 
stellung, dab der Massenpunkt sich nicht auf die diskrete Bonrsche Quanten- 
bahn beschrankt, sondern sich iiber den ganzen Koordinatenraum verbreitert. 
Ist z. B. e die elektrische Ladung des Massenpunktes, so wird entsprechend beim 
Quantenzustand k eine Ladungsdichte o,(g) = yz-« herrschen, und eine 
Massendichte o0,(g) = yz- u, wenn w die Masse des Punktes ist. Man gelangt 
so, abweichend von den diskreten Quantenbahnen der Bourschen Theorie, zu 
der Vorstellung einer kontinuierlichen Belegung des Raumes mit Massen- und 
Ladungsdichte. Die Ausrechnung dieser Verteilungsdichte in besonderen Fallen 
zeigt nun, da8 sie in der Hauptsache von denjenigen Regionen des Raumes her- 
rihrt, in welchen auch die Bourschen Quantenbahnen abliefen (siehe z. B. 
Abb. 6). Die kontinuierliche Ladungsverteilung wird sich dann auch nach auBen 
bemerkbar machen als Wirkung auf andere geladene Teilchen mit Kraften, 
die von denen der Bourschen Bahnen quantitativ nicht allzu sehr abweichen!). 

Liegt in punktmechanischer Ausdrucksweise ein System von mehreren 
Elektronen vor, so ist y; eine Funktion im 3 N-dimensionalen Raum, und das- 
selbe gilt von der Dichte yi(q,92-.-G3y~) = Wiltyt2... ty). Die Ladungsdichte 
an einer Stelle r im gewodhnlichen dreidimensionalen Raum ist dann additiv 
aufgebaut aus den Dichten, die jede einzelne Ladung dort fir sich erzeugen 
wirde, namlich 


Os (r) => o> f Wr (ty ae thn1 Tlp+1 nate ty) ° dv, = es dvz_,4vz+4 Pere dvy (20) 


(Jedes r soll drei Koordinaten reprasentieren, ebenso jedes dv). 

Wir hatten iibrigens in Ziff. 16 an Stelle der kontinuierlichen Deutung 
eine statistische Deutung der y-Funktion kennengelernt und bevorzugt. 

Den Durchschnittswert irgendeiner punktmechanisch definierten physi- 
kalischen GréBe des Systems, z. B. das mittlere Moment im Zustand k erhalt 
man, indem man die Funktion Wt(r,t,... ty), welche das Moment von N Punkt- 
ladungen in der Lage x,...ty angibt, mit dem Dichtefaktor yw; (tyt, ... ty) 
versehen, tiber das ganze Koordinatenvolumen dv = dv,...dvy integriert 


2 | fm (t,o ee ty) « Welty. - ty) a0, ... Ay. (20’) 


Von einer elektrischen Ladungsverteilung o9,(g) im Kaum geht elektrodyna- 
misch nur dann eine Strahlung aus, wenn die Ladungsverteilung bzw. ihr Moment 
sich zeitlich andert. 0, = €+ w?(g) ist nun eine nur vom Ort, jedoch nicht von 

1) A. UNSOLD, Ann. d, Phys. Bd. 82, S. 355. 1927. 
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der Zeit abhangende Ladungsverteilung des Zustandes k. Dadurch ist eine Er- 
klarung fiir die Tatsache gewonnen, daB die stationaren Quantenszustande nicht 
strahlen. Dies war bekanntlich in der Bourschen Theorie der auf Quanten- 
bahnen bewegten Elektronen physikalisch ganz unverstandlich und muBte dort 
als besonderes Postulat hingenommen werden. 

Wiirde man unter y, nicht die obige Ortsfunktion, sondern die mit dem 
Faktor e2!7 2«t/h versehene zeitlich periodische Eigenfunktion verstehen, so wirden 
die obigen Ergebnisse bestehen bleiben, wenn man nur iiberall statt yw; jetzt 
Wr Wz schreibt, wo p die zu y Konjugiertkomplexe angibt; denn in wy erganzt 
sich jener Zeitfaktor mit seinem Konjugierten zu e® = 1, und man erhalt die 
gleichen zeitunabhangigen Werte 0, Jt usw. wie oben. 

Ein Resultat des folgenden Abschnittes vorausnehmend fithren wir schon 
hier an, daB fiir den Ubergang vom Zustand k nach einem Zustand / eine 
|, Ubergangsdichte“ maBgebend ist 


21% 
(Ex - Ei) 
olF = wy (9) wilg) - e ‘ = Amplitude - period. Zeitfaktor. (21) 
Man bemerkt, da diese ,,Ubergangsdichte“ die zeitliche Periode 
1 / 
Port Eee 2) (21°) 


besitzt in Ubereinstimmung mit der Bourschen Frequenzbedingung. 
Das Kombinationsprinzip sagt also, daB die mit 1 == periodische Eigenfunk- 
tion y, des Anfangszustandes und die mit », 7 periodische yw, des End- 


zustandes miteinander die Schwebungsfrequenz vy =»— », erzeugen. 
Die Ausstrahlung wird verschwinden, wenn die Ubergangsdichte (21) iiberall die 
Amplitude Null besitzt, oder beim Mehrkérperproblem, wenn die nach dem 
Muster von (20) gebildete Dichte 


Om =e S | We (tyttw) © Wz (ty tty) dv, ... dvz_,dvz4,...dvy (21) 


die Amplitude Null besitzt. Tritt dieser Fall fiir zwei spezielle Eigenfunktionen 
w,, We ein, so kann zwischen den beiden Zustanden / und k kein strahlender Uber- 
gang stattfinden, der betreffende Ubergang ist verboten. Dies wird in Ziff. 32 
angewendet. 

31. Eigenfunktionen bei Mehrkérperproblemen!). Wir betrachten ein 
System von N Massenpunkten, welche sich gegenseitig nicht st6ren, indem die 
gesamte potentielle Energie U sich aufbaut aus den potentiellen Energien UM) 
der einzelnen Partikel fiir sich. Die SCHRODINGERsche Schwingungsgleichung 
im 3N-dimensionalen Raum fiir w(t,t,... ty) heiBt dann 


> 4: + Ei mE -- oS UW) (rz) 


wo ‘4, den aus der kinetischen age des Lten Massenpunktes entspringenden 
LapLaceschen Operator bedeutet. Die Lésungen yw gewinnt man hier durch den 
Produktansatz mit N Faktoren , 


=p 103 (22) 


p (ty... ty) = pH (ry) + pO (rg). -.. pO (ty) , (23) 
welcher (22) reduziert auf die N Gleichungen (L = 1, 2,..., N) 
1 pO + ae “TE® — UO (r,)] pO =0 mit EQ+...EM=E. (23’) 


Hy Me HEISENBERG, Mehrk6rperproblem und Resonanz in der Quantenmechanik. 
ZS. {. Phys. Bd. 38, S. 411. 1926; Bd. 39, S. 499. 1926; Bd. 41, S. 239. 1927. 
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Jede dieser Einzelgleichungen hat ein unendliches System von Eigenwerten und 
Eigenfunktionen 


BO Bee cogs Pk AN allgemein EY mit w(rz), 


und die urspriingliche Gleichung (22) besitzt dann die Produktlésungen 


(D 


Per..n— Wey... wo? mit Ey n= EV LEP +... EM, (24) 


worin k, 1... irgendwelche Nummern sind, welche die einzelnen Lésungsfak- 
toren von y charakterisieren. 

Wir wollen nun noch spezieller annehmen, die samtlichen N einander nicht 
st6renden Massenpunkte bewegten sich in demselben Potentialfeld U (1) 
= U®)(t) = --- = UM) (t), etwa alle in einem nur vom Ort abhangigen Feld, 
z. B. Gasatome in geschlossenem Gefab oder sich gegenseitig nicht stérende 
Elektronen um einen positiven Kern. Dann kénnen die oberen Indizes fort- 
gelassen werden, denn die Reihe der Eigenfunktionen pi, py, ... ist identisch 
mit der Reihe der Eigenfunktionen y\”, 5”, . . ., fiir die wir dann einfach y,, 2,..- 
schreiben wollen; dasselbe gilt von den Eigenwerten, die nur noch die einfache 
unendliche Reihe E,E,... bilden. Die Wellengleichung des N-Kérperproblems 
von N einander nicht stérenden Punkten im gleichen Potentialfeld besitzt also 
eine Lésung 


pO (ty Ts. -- Ty) = Welty) - Wilts)... Ya(ty) mit E=E,+£,+...E,. (25) 
Ebenfalls ist 
ye) (ty, --. ty) = Ye (ty) > pr(te)--- Welty) BE’ =Ey + Ey +...Ey=E (25’) 


eine Lésung mit demselben Eigenwert E’ = EF, wenn die Zahlenfolge k'l’ .. .n’ 
eine Permutation der Zahlenfolge kl... ist. Sind alle Zahlen kl... x 


verschieden, d. h. besteht (25) aus lauter verschiedenen w-Funktionen als 
Faktoren, so erhalt man zu dem einen Ejigenwert 


E — te +E, - . bre = Ey, + Ey + fie Bey —— Ni oe Fe lel f= apiens (26) 

im ganzen N! voneinander verschiedene Eigenfunktionen 
yO = welt)... alt), yO = welt)-.-Ywlty), --. pOP=..., (26) 
der betreffende Eigenwert & wird dann als N!-fach entartet bezeichnet. Sind 
dagegen unter den N Zahlen kl... nicht alle verschieden, sondern zerfallen sie 
in Gruppen von je ,,”,... einander gleichen Zahlen (n, + ,+...=N), 

so erhalt man durch Permutation der Reihenfolge nur 
Nl ” 
G=_—_— (26”) 
Wat Fgh Fos 

verschiedene Eigenfunktionen yp, pw... y zu dem einen Eigenwert E, 
derselbe ist G-fach entartet. Sind schlieBlich alle k,/...m einander gleich, so 
gehért zu£ nur eine Eigenfunktion wz (ty) we(te)- - - Welty), & =Ee + Ep t +++ Ee 


ist einfach entartet und wird gewohnlich nichtentartet genannt. 

Wir betrachten nun einen G-fach entarteten Eigenwert; zu ihm gehoéren 
nicht nur die G Eigenfunktionen y , yw) ,... yw, die aus einer von ihnen, 
etwa aus pO = yz(t,) + yr(t.) .-- Yn(ty), durch die G Permutationen der unteren 
Indizes entstehen, sondern es sind auch alle linearen Kombinationen mit 
beliebigen Koeffizienten c 


P= cpp + cop + -.- egy, (27) 
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selbst wieder Eigenfunktionen dieses Gfach entarteten Eigenwerts. Freilich 
sind diese linear zusammengesetzt aus den G Eigenfunktionen py bis y®. 
Man kann aber aus Koeffizienten c;, mit nichtverschwindender Determinante 


G Eigenfunktionen — yay — cy + ce .y® + --- agp 
De OR Og Ro ee in re tot (28) 


we) — Ce1 po -- ceo p) + ---Cg@ py) 
bilden, welche untereinander linear unabhangig sind. Dabei kénnen in einer 
dieser Zeilen die c;, so gewahlt werden, daB die entstehende Funktion Y sym- 
metrisch wird, d. h. sich bei Vertauschung eines tg mit einem andern tr, nicht 
andert; dies ist der Fall, wenn man wahlt 


eee = > Yr (v,) Y1(o) +++ Wn (ty) , (29) 
summiert iiber alle G Permutationen der Zahlenfolge kl...n. Woym ist also 


nichts anderes als W=y% + y@+...y mit den Faktoren c= 1. 
In einer andern Zeile von (28) kann man die c so wahlen, daB WY antisym- 
metrisch wird, d.h. bei Vertauschung eines tx mit irgeneinem 1, stets sein Vor- 
Ze1C] andert, namlich 

zeichen andert, namli Welty) Welle) --- peltp) 


ne Ane et yee am (30) 
| 
|Wn (t;) Pn (Tq) Wn (ty) | 

(mit allen c gleich + 1 oder —1), da Vertauschung von tx mit tv, einer Kolonnen- 
vertauschung in der Determinante aquivalent ist. Man erkennt, da8 unter den 
iibrigen G — 2 zusammengesetzten Funktionen ¥Y von (28) keine symmetrische 
und keine antisymmetrische mehr sein darf, da sonst nicht alle G Funktionen 
linear unabhangig waren. Ubrigens ist Wantisym NUL dann (von Null verschieden) 
vorhanden, wenn alle Funktionen y,, y,...wW, verschieden sind, weil sonst 
zwei oder mehr Zeilen der Determinante einander gleich waren und sie zum Ver- 
schwinden bringen wiirden; Wantisym kommt also nur vor bei G = N!-facher 

Entartung, wo jedes der N Partikel in einem andern Quantenz tand ist. 
Wahrend bei fehlender gegenseitiger Storung der N Partikel die Koeffi- 
zienten c von (28) beliebig sind, wird dies anders, wenn man ein in allen Partikeln 
symmetrisches Stérungspotential einfihrt und dieses gegen Null konvergieren 
]aBt; man erhalt dann zwar wieder ungestérte Lésungen (28), aber mit ganz be- 
stimmten Koeffizienten c, und zwar, wie die Stérungstheorie zeigt, erstens die 
symmetrische, zweitens die antisymmetrische Lésung und_ schlieBlich noch 
G — 2 unsymmetrische Lésungen, ein Umstand, der von HEISENBERG als ein 
Analogon zu dem Resonanzphanomen der klassischen Mechanik gekoppelter 
Systeme erkannt worden ist. Im besonderen bleiben bei einem Zweikérper- 

problem nur die symmetrische und die antisymmetrische Lésung iibrig 


1 5 
een = y2 [we(ty) We(te) + wr(ty) We (te)], == be i, | 
2 ¢ 
er eaa a y2 Wr (r,) Wi (Ty) ans Wi (v,) Wx (Ta) | ) Ure ie = Ey | 


bei asymptotisch verschwindendem Stérungspotential; der Faktor 4 /y2 ist hin- 
zugefiigt, um auf 1 zu normieren. Fur einen anderen Eigenwert £’ gilt 
1 9 7 s/ 
ym = j2 [pe (v1) pr (t?) + pr (ty) Pe (te) ], E=Ey+ Ey 
(31°) 


, 1 - _ : 
Ve antisym — y2 [wr (t,) wr (Tp) — Wr (r,) Wy (tg) | E = Ey =e Ey. | 
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Wachst das in den Partikeln symmetrische Stérungspotential an, so bleibt die 
Symmetrie bzw. Antisymmetrie erhalten, jedoch sind jetzt die Ausdriicke auf 
der rechten Seite von (31) (31°) modifiziert. 

32. Kombinationsverbot der Termsysteme. Wir beweisen jetzt fiir den 
Spezialfall eines 2-Elektronensystems den wichtigen Satz, daB Ubergange von 
einem Zustand, der durch eine symmetrische Eigenfunktion beschrieben ist, 
nach einem antisymmetrischen Zustand verboten sind. Dazu bilden wir die mit 
Hilfe von (314) (31’) zu bestatigende Gleichung 


i, Pom (ty t)* ht (ty t) dv; == pes (¢ a) a Paokeere (v Ty) AV, | 


aaa —/ Pees Oa) ; F patch (rr,) dv, = ae (tt) ‘. Woniiagra (ty1) Av, ; | 


(32) 


Hier ist die linke Seite die fiir den Ubergang von Yy., nach Wintisym MaBgebende 
Amplitude der ,,Ubergangsdichte“ (21”’). 

Vertauscht man jetzt auf der rechten Seite formal die Indizes 1 mit 2, so 
stellt sich heraus, daf die rechte Seite gleichzeitig auch das Negative der linken 
ist; beide Seiten mussen also gleich Null sein; damit ist das Verschwinden der 
Ubergangsdichte, aus der das Kombinationsverbot (Schlu8 von Ziff. 30) folgt, 
bewiesen. Ist also das Elektronensystem irgendwann etwa in einem Zustand 
mit symmetrischer Eigenfunktion, so wird es fiir alle Zeiten in ihm bleiben, wenn 
Ubergange zu einem anti- oder unsymmetrischen Zustand verboten sind. Die 
Erfahrung zeigt nun, da in Wirklichkeit nur die Zustande mit antisym- 
metrischen Eigenfunktionen (s. unten) vorkommen, die dann wegen des 
Kombinationsverbotes auch niemals in symmetrische oder unsymmetrische Zu- 
stande ubergehen. 

Wenn man namlich nur antisymmetrische Eigenfunktionen zulaBt, so be- 
schrankt man sich auf solche Zustande des Gesamtsystems, wo (bei fehlender 
Koppelung) jedes Partikel eine andere (ungestérte) Eigenfunktion besitzt, 
anders ausgedriickt, wo jedes Partikel in einem andern Quantenzustand liegt, 
weil ja sonst die Determinante (30) verschwinden wiirde. Nun ist von PAULI 
das Prinzip aufgestellt worden, da bei einem Mehrelektronensystem jedes Elek- 
tron fiir sich (bei aufgehobener Koppelung) in einem andern Quantenzustand 
sein muB. Das PauLische Prinzip stellt sich hier also heraus als aquivalent 
mit der Forderung, dai allein die antisymmetrischen Eigenfunktionen 
zugelassen sind. 

In umfassender Weise ist die Frage des Zerfalles in nichtkombinierende 
Termsysteme bei Mehrelektronensystemen von E. WIGNER und F. Hunp?) geldst 
worden, nachdem HEISENBERG?) und Drrac*) die Grundfragen in den ein- 
fachsten Fallen gestellt und geklart hatten. 

Als Beispiel fiihren wir nach HEISENBERG das Termsystem des Heliums an, 
bestehend aus einem positivem Kern und zwei Elektronen, deren GOouDsMIT- 
UHLENBECKsche Spinnimpulse zwei verschiedene Richtungsméglichkeiten haben 
und daher zu zwei verschiedenen Zustainden AnlaB geben k6nnen, die wir durch 
die beiden Zeichen + und — unterscheiden wollen. Bei fehlender gegenseitiger 
Stérung der beiden Elektronen zerfallt die Lésung y der Schrédingergleichung 
in ein Produkt ~- 7, wo gm und x zwei Lésungen des Einelektronenproblems 


1) BE. WicNER, ZS. f. Phys. Bd. 40, S. 492 und 383. 1926; Bd. 43, S. 624. 1927. — 
BO EuND, Zs. i. Phys, Bdl 43, S. 788. 1927. 

2) W. HEISENBERG, ZS. f. Phys. Bd. 38, S. 411, 1926; Bd. 39, S. 499, 1926. — Aut 
einem verwandten Resonanzvorgang beruht nach HeITLER und Lonpown (ZS. f. Phys. 
Bd. 44, S. 455. 1927) auch die homéopolare Molekiilbindung. 

S\ 2) Dirac, Proc. Roy, soc. Bd. 112, °S. 661. 1926. 


w 
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bedeuten, und zwar ist noch, je nach der Stellung der Spinnachsen, zu unterschei- 
den zwischen w+ und ~~, y* und x~. Bei Beriicksichtigung der gegenseitigen 
Storung der Elektronen bleiben dann folgende acht Lésungen wy des Zweielek- 
tronenproblems: 


P* (ty) x (te) — ZF) Pte), P(t) Z-(te) — Z(t) Y(t), | anti- 
PUT) Xe (ts)o— Ye (1) (ls), ea eet.) — 7+ (ty) p~ (tg), | Symmetrisch 
Gailey lo) 42% (hi) (ta) Dat)? 7s Us) = 7) Pp (te), | F 

symmetrisch 
@* (ty) + x7 (to) + x7 (ty) Gt (te), — (4) (te) + Z* (ty) D> (te) J 


Von rece sind die vier symmetrischen Lésungen nach dem Pautischen Prinzip 
auszuschheBen. Von den vier antisymmetrischen Lésungen entsprechen die 
beiden in der ersten Zeile stehenden Lésungen einem Zustand des He, bei 
welchem beide Elektronen parallel gerichtete Spinnimpulse (+ + bzw. — —) 
besitzen, die zweite Zeile gehort dagegen zu antiparallelen Spinnimpulsen 
(+ — bzw. — +). Der ersten Zeile entspricht ein Tripletterm, der zweiten 
ein Singuletterm (beide sind mit je zwei w-Funktionen vertreten, die aber 
zum gleichen Eigenwert gehéren). Wenn speziell beide Elektronen ,,auf aqui- 
valenten Bahnen laufen“, d. h. wenn m = x werden die beiden w-Funktionen der 
ersten Zeile gleich Null, und nur die Funktionen der zweiten Zeile 


P(t) MP (te) — P(r) PT (he), (HA) P™ (Ha) — YT (ty) > P (ta) 
sind von Null verschieden. Aquivalente Bahnen geben also nur Singuletterme; 
z. B. tritt der Grundzustand des He (beide Elektronen auf Bahnen der azi- 
mutalen Quantenzahl / = 0) nur als Singuletterm in Erscheinung, wahrend die 
hoher angeregten Terme (J, = 0, J, = 1, 2...) Singuletterme (Parhelium) und 
Tripletterme (Orthohelium) bilden. 

33. Statistik von Bose und Ferm. Um die thermodynamischen Eigen- 
schaften eines aus N gleichartigen Partikeln bestehenden Systems abzuleiten, 
muB zunachst das statistische Gewicht der einzelnen ,,Zustande des 
Systems festgelegt werden. 

Die einander nicht stérenden N Partikel (ideale Gasatome oder Elektronen 
um einen Kern ohne Koppelungskrafte) mégen sich in folgender Weise wber die 
Gesamtenergie E verteilen: 


J Ee ed Ores ara. N, + Mg +--+ =N, 


wobei E£;, der zur ungestérten Eigenfunktion y, gehdrige Eigenwert sein soll. 
Der durch die Zahlen (m,n,....) charakterisierte Zustand des Gesamtsystems 
kann dann auf (26”) N 


(nN TORS ea 
fache Weise, namlich durch G linear unabhangige Funktionen wy, w®,... p 
dargestellt werden. Sieht man alle diese G Zustande als verschiedenjan und 
zahlt jeden mit dem statistischen Gewicht 1, so besitzt der durch die Zahlen 
(v,”,...) charakterisierte Zustand das Gesamtgewicht G. Dasselbe Gewicht 
G schreibt auch die BottzmMaAnnsche Statistik einem Zustand (u,,...) zu, 
indem jede der G Verteilungen der N Partikel itber die Energiestufen F,, Fy... 
als gleichwahrscheinlicher Zustand gezahlt wird. 

Bei der Verteilung von N = 1, + , +... Lichtquanten iiber die Energie- 
Stuten |, &,,... mus man, Umedas Pi \NCKsche Strahlungsgesetz zu erhalten, 
nach Boer den durch die Zahlen (7, 2). ..) charakterisierten Verteilungszu- 
stand nur mit dem Gewicht 1 zahlen; die G BoLttzMANNschen Permutationen 
der individuellen Lichtpartikel werden dabei als nicht unterscheidbar angesehen. 
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Ubertragt man mit Ernsrrin diese BosEsche Statistik auf Materiepartikel (Gas- 
atome, atomare Elektronen), so bedeutet das, es wird von den G linear unab- 
hangigen Zustandsfunktionen yw, p®,... yw, des Partikelsystems nur eine 
einzige zugelassen und mit dem statistischen Gewicht 1 gezahlt. Mit der BosE- 
EINSTEINschen Statistik bleibt man also im Einklang, wenn man als einzige 
nur die symmetrische Zustandsfunktion sym zulaBt; diese wird ja durch 
Vertauschungen der individuellen Partikel [Vertauschung von tg mit t, in (29)] 
nicht geandert. Die BoseEsche Statistik bzw. die ihr aquivalente Auswahl der 
symmetrischen Eigenfunktionen bei undulatorischer Auffassung bewahrt 
sich nun zwar beim Licht, aber nicht bei der Materie. 

Fur materielle Partikel gilt, zunachst bei dem N-Elektronensystem eines 
Atoms, das Pau.ische Prinzip, da8 kein Quantenzustand von mehr als einem 
Elektron besetzt sein darf; das bedeutet in undulatorischer Auffassung, daB die 
ungestérten Eigenfunktionen y, der N Elektronen alle verschieden sein miissen 
(E=£,+£,4+---Ey, N=1+1+...+1, G=N'!), bzw. daB die Reihe 
(27) verschwindet, sowie nicht alle y, verschieden sind. Das ist aber der 
Fall, wenn man nur die antisymmetrische Eigenfunktion (30) zulaBt. 

FERMI hat das Pautische Prinzip auf die N Partikel eines idealen Gases 
iibertragen, von denen also verlangt wird, daB sie sich in N verschiedenen Ener- 
giezellen befinden. In undulatorischer Auffassung bedeutet das, von den 
G = N! Zustandsfunktionen YO, ... YO des Gesamtsystems wird nur eine 
einzige als existenzfahig angesehen, und zwar die antisymmetrische Zustands- 
funktion (30), weil dadurch Verteilungen der N Partikel tiber weniger als 
N Energiezellen, d.h. Besetzungen einiger Energiezellen mit mehr als einem Par- 
tikel, automatisch ausgeschlossen sind [denn die Determinante (30) verschwindet, 
wenn zwei oder mehr Zeilen gleich sind]. Das PAuLische Prinzip und die FERMI- 
sche Statistik materieller Teilchen ist also charakterisiert durch die Forderung, 
da nur antisymmetrische Zustandsfunktionen zugelassen und mit dem stati- 
stischen Gewicht 1 gezahlt werden. 

34. Zusammenhang mit der Matrizenmechanik!). Es mége gleich hier 
eine etwas andere Darstellung der Quantentheorie gestreift werden, die im Zu- 
sammenhang erst im Abschnitt VII besprochen wird, die von HEISENBERG, 
Born und JorpAN begriindete Quantenmechanik. 

Wir verstehen unter / einen Operator, indem wir definieren 


{f, Wb om aH me Wn» 3 3) 
yt 


d. h. die Operation /, auf eine Funktion y,, ausgeiibt, soll als Resultat eine 
Reihenentwicklung nach Funktionen y, ergeben mit gewissen konstanten 
Koeffizienten /”™ (verallgemeinerte Fourierkoeffizienten), durch deren genaue 
GréBenangabe erst der Sinn der Operation / festgelegt wird. Sind die Funk- 
tionen y,(g) zueinander orthogonal und auf 1 normiert, so bestimmen sich 
riickwarts aus (33) die Koeffizienten /”", die man auch als ,,Matrixelemente”™ 
von 7 bezeichnet, zu jnm =/y, fp} dv, (34) 


integriert iiber den ganzen Koordinatenraum der qx. Die Schrédingergleichung 
{H, Wm = Emm 
mit dem Operator H kann somit auch in der Form 


er, = Em Wm 


= n 


1) E. SCHRODINGER, Ann. d. Phys. Bd. 79, S. 734. 1926, und unabhangig davon 
GyECKART, ehys.keva5d.026, 32.711. 1926; 
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geschrieben werden, woraus hervorgeht, daB die Matrixelemente von H gleich 
Ht’ = 0 fur “-m, Eh (35) 


sind. Die Hamiltonfunktion H ist eine Funktion der pg und qx, welche in 
ihr durch endlich oder unendlich viele Additionen und Multiplikationen ver- 
kniipft sind. Um die Matrixelemente H”” aus den Matrixelementen der px 
und gg zusammenzusetzen, muB man also wissen, wie sich die Matrixelemente 
zweier Operatoren f und g am Aufbau der Matrixelemente des Operators 
f/+g und /-g beteiligen. Es ist nun nach (34) 


pom = i Wal Wmdd, grim / Vn& Wmv, ({g)"™ = fanfepmar. 


Andererseits ist nach einem Satz aus der Theorie der Eigenfunktionen?*) 
[nf om dv => fynfyrdo: [yreymad, 
y 


so daB sich ergibt 
Germ =e Pa, (36) 


als Produktregel. Diese ist aquivalent der Regel, nach der sich die Elemente 
eines Produktes zweier Determinanten aus den Elementen der urspriinglichen 
Determinanten zusammensetzen. Die Summenregel lautet einfach 


(/ SE gam = (/ a= g) Wmv =| Mn] dv + | Pn Pm adv i (hae —- ene . (36') 


Man kann also jetzt bei einer durch Summen und Produkte der # und gq ge- 
bildeten Funktion F (p,q) die Matrixelemente F’* aus den Matrixele- 
menten #7” und gz” aufbauen. 

Der Operator pg sollte bei SCHRODINGER die Bedeutung 
daraus entnehmen wir hier Pa (33) 


Daw Ox Vn = {PE Wm) = = > Die Wn 


und umgekehrt entsprechend (34) als Wert seines Matrixelements 


0) : 
h © besitzen ‘ 


2ia Odx 


py m =) Wn {Px Wnt dv= 7 = [: Wn 5 op Wn dv 5 


Betrachten wir ferner den Operator pgggz — Qxpr. Es ist 
_h fo 
2in \Odx 


und umgekehrt 


~~ IK Ym — IK Og aoe = Pn} = {PK IK — Gir PR ’ Wnt = > (Px IK —- KP RK)" Wn 


; h 0 g) hee 
(be de — QxPx)"" = | Po B7n {Ze; (Gem) — Gx ae vnh dg = S55 | Yn Yn dg 
= h -4 fir n=™m, =—=()) tie Pe —7yi. 
2G 


Daraus folgt dann die nur aus einem Glied bestehende Reihenentwicklung 
h a 
(Pedx — IkbK> Wm} = a (37) 


1) In der Ableitung derselben Ergebnisse in Ziff. 65 wird diese ,, Vollstandigkeits- 
relation’ nicht direkt verwendet. 
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d. h. der Operator px qx — qx px aut Ym ausgetibt, ist Aquivalent der Multipli- 
kation mit dem Faktor h/2iz. Auf ganz entsprechende Weise zeigt man leicht 


(bxqz — Qubx)"" =0 fiir K + L, also {Px9t — WuPr, Pm} =0° Wm 
(bxPr—Prbx)""=0 firalleKundL,also {pgf,—prpKYmb}=0-Ym $ 37’) 
((x9r — Q19x)"" =0 firalleKundZ, also {ge gr — 19K) Ym} =0-Ym, 


d.h. die letzteren Operatoren sind aquivalent einer Multiplikation mit dem 
Faktor Null. 

(37) 37’) zusammenfassend, finden wir also, daB zwar der Operator px py, 
gleich dem Operator fp fx, und ggg, = 4rd, schlieBlich peg, = qrphx (fir 
K + L) ist, dagegen PxQx nicht gleich gg px ist, da ja Pedx — dxpr nicht =O, 
sondern gleich dem Operator h/2ia als Produktfaktor ist. Etwas anders aus- 
gedriickt heibt das, wahrend der Operator #, mit dem Operator px, g, mit gx 
und #,; mit gx (fir AK + L) in ihrer Reihenfolge vertauschbar sind, ist px 
mit gg nicht vertauschbar, und zwar gelten die Vertauschungsrelationen 


= — big YAR SE IE. 


PRU — ItPr 24% | 
—o0 fir K#L, (38) 


Pubt— PrPx=0, qKqL — IL94K = 0 
Das SCHRODINGERsche Eigenwertproblem ist demnach der folgenden HEISEN- 
BERG-BORN-JORDANschen Aufgabe dquivalent: Man bilde aus den Matrix- 
elementen #7” und g%” die Matrixelemente H”” des Operators H (fq). Unter 
Beachtung der Vertauschungsregeln (37) (37’) 
ee {= = oP ME «Ya m | : y - 
LreG —arr; 2 fir K=L, =0 fir K#L 
: =0 fir n~m | 


(39) 


NT anlaplm Rien = yp tl ht HE lt 
DPxPt — Pi Pe =O, > Vk qr — aU = 0, 
7 7 


suche man jetzt den pi” und gq” solche konstante Werte beizulegen, daB, wie 
in (35) Hm — 0 fiir m +n 


und nur die H”™” gewisse von Null verschiedene Werte erhalten; diese sind dann 
die gesuchten Eigenwerte E” der Energie des quantenmechanischen Problems. 


IV. Undulationsmechanik zeitveranderlicher 
Systeme. 


35. Zeitlich verdnderliches Potential. Wahrend im Abschnitt III die 
stationdren Zustinde eines Massenpunktsystems in einem nicht von der Zeit 
abhangigen Potentialfeld U(g) behandelt wurden, sollen jetzt auch die Uber- 
gange zwischen stationdren Zustainden in den Kreis der Betrachtung gezogen 
werden, welche durch zeitabhangige Felder erzeugt werden. Wenn man nun 
z. B. die Wechselwirkungsenergie zwischen einen Elektronensystem und auf- 
treffendem Licht in der Form ansetzt, dafi man das konservative Potential U (q) 
des Elektronensystems, erganzt durch das zeitabhangige Potential V(q, t) gegen 
das Lichtfeld, in klassischer Weise zur Aufstellung der HAmiLtonschen Funk- 
tion verwendet und dann die Umdeutung der klassischen in die wellentheoretische 
Grundgleichung vornimmt, so liegt darin insofern eine Inkonsequenz, als dann 
die Riickwirkung des Elektronensystems auf die Strahlung vergessen ist, die 
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sich in der klassischen Theorie als Strahlungsdimpfung bemerkbar macht, 
dabei aber iiberhaupt nicht durch eine von Ort und Zeit abhangige Potential- 
funktion darstellbar ist, vielmehr auch vom Bewegungszustand des Elektronen- 
systems abhangt. Diesen Mangel werden wir erst im Abschnitt V_beseitigt 
sehen, wo das mit dem Atom in Wechselwirkung tretende Licht als ein gleich- 
berechtigter Teil des gesamten Systems Atom + Licht behandelt wird. Vor- 
erst betrachten wir den einfacheren und fiir viele Zwecke hinreichenden Fall, 
dafB die Gesamtenergie des Massenpunktsystems klassisch durch eine kinetische 
und eine potentielle Energie beschrieben ist, welche auBer vom Ort auch noch 
explizit von der Zeit abhangen soll (z. B. Lichtfeld ohne Beriicksichtigung 
der Rickwirkung). 

Aus der klassischen Mechanik ist bekannt, da die Zeitkoordinate ¢ als 
harmonisch konjugierter ,,[mpuls“‘ der negativen Energie (—E) zugeordnet ist. 
Wahrend die konservative Energiegleichung 


H(q, p) -E =0 (1) 
mit Hilfe einer Wirkungsfunktion S(qg) und 
OS Os) a ; 
= ee Dg ar (px konjugiert zu gx) (1) 
zur konservativen HAMILTON-JAKoBIschen Differentialgleichung fiir S 
os 4/ 
H(q, 5,) —E =0 (1”) 
wurde, geht die nichtkonservative Energiegleichung 
H(q;t, p) —E =0 (2) 
mit Hilfe einer Wirkungsfunktion S(q, ?) = S(q) — Et und 
(ohs) os cs F 
Pi yg Os eae ee (oe 
iiber in die nichtkonservative HAMILTON-JAKoBIsche Gleichung fiir S 
6S8\ és y- 


Die Einfihrung zur Wellenmechanik besteht nun darin, das man in der 
HaAmILtTon-JAKoBischen Gleichung die GréBen (2’) ersetzt durch die Operatoren 


h 0 h oO 


PROG gee = age (3) 
und sie ausitbt auf eine Koordinatenfunktion w (q,... yt): 
Ip @ VC | 
(2 bac ap)\ eee eT (4) 


Setzt sich die klassische Hamiltonfunktion H aus potentieller Energié U (qt) 
und kinetischer Energie zusammen und ist letztere eine quadratische Form der 
Impulse (nichtrelativistische Mechanik) wie in Ziff. 22, so wird aus (4) 


h \2 14 Fs a h op : 
= | | = = 
Ga Qu A ae 2a OF © ° 
oder, anders geschrieben, 
827 p = 4iau Op . ; 
lw a Uy + — - =0 (Wellengleichung) (5) 


zur Bestimmung von #p(q, t). 
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Ist y eine Lésung von (5), so ist die komplex-konjugierte Funktion wy eine 
Lésung der konjugierten Gleichung 


ae 
Jee 40d ow 


i Op = 9 ~~ (Wellengleichung) |. G6) 


Man kann die Wellengleichungen (5) (5’) auch aus einem Variationsprinzip 
ableiten (vgl. Ziff. 25): In der ,,LAGRANGEschen Funktion“ des klassisch-mecha- 
nischen Problems 


A) 
L = Kinet. — Pot. En. + = a r (a 5] ZUG aba 6) 


2ias 


nehme man die aus dem Ansatz y=e ” entspringende Ersetzung von 


aS ] by 7 
fe durch ~--1£¥” bzw. durch — ae ou isd 
CK 2ia yp Odx 21x Pp Odg 6) 
und os | h 1 Ow h 1 0p 
ot fice. 2\2in wp Ot Qin p 4 
vor und lése die Variationsaufgabe 
J=/lyo-Ladt-dv = Extremum, (6”) 


d. h. ausfiihrlich 


O9x ©4r 


é AY i it | STOW | on gy eae at \ is ae ut 
oT | pe Le at + U ppt iq OP — pp)/g*dq,...dgydt=0. (6”) 
ra 2 


Bezeichnet man hier den Integranden einschlieBlich des Faktors Ver mit Ff, 
so sind die beiden Eurerschen Gleichungen 


Tis Ls ae AF, 
<—— 44, aG,,) * dt\ dp op 


- 


‘al W 


eee a (ae) Lae 
Op | 


7 dx 6 Yak dt 


identisch mit den Wellengleichungen (5) (5’). 
Es sei nun speziell U nicht von ¢t abhangig, U = U,(qg); geht man dann 
_ Bees e Pee SLE 
mit dem Ansatz p(q,t) = w(g)-e ” bzw. mit p(q,t) = p(q):e » in (5) 
bzw. in (5’) ein, so bleibt fiir y(g) die frithere Schwingungsgleichung (III 9) 


fy — sl (U —E)y =0  (Schwingungsgleichung) (7) 
mit den Lésungen yp, beim Eigenwert E,,, so daB die gesuchte Lésung der Wellen- 
gleichung heiBt QinEnt 


WalGt) = prlgve " * (8) 

[Beachte, daB, wenn y,(g) eine Lésung der reellen Schwingungsgleichung ist, . 

dann auch w,(g) eine Lésung derselben Gleichung beim selben Eigenwert ist.] 

Die Form der Wellengleichung (5) bzw. (5’) besitzt aber im Fall U = U,(q) 

auBer der Lésung (8) mit dem Index » auch alle linearen Kombinationen solcher 
Lésungen mit verschiedenen » und beliebigen konstanten Koeffizienten a,: 

2ir Ent 

w(gt) = Danvrlge ” . (9) 

Ist aber U auch von ¢ abhingig, U = U,(g) + Ug, #) mit dem zeit- 

verdinderlichen Stérungspotential U,, so kann man w(q, ¢) immer noch ansetzen 
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in Form der Reihe (9) als Entwicklung nach den Eigenfunktionen w,,(g), jedoch 
mit von der Zeit abhangigen Koeffizienten a,/(t) : 


_2iaBnt 2inx Ent 


(Gt) = Lanyn(ge ” , p=Dalthyr(ge * . (0) 
Die physikalische Bedeutung einer solchen zusammengesetzten Lésung w(q, 4), 
im besonderen die Bedeutung der Koeffizienten a, mit und ohne Zeitabhangig- 
keit wird in der folgenden Ziff. 36 auseinandergesetzt. 
36. Erhaltungssatze. Multipliziert man (5) mit w, (5’) mit wy und bildet 
einmal die Summe, ein andermal die Differenz der erhaltenen Gleichungen, so 
bekommt man die beiden Gleichungen 


4atu a) 


div(ygrady — wgradp) — — ame OD a0) (14) 
und a 
“= ~1 Anim {~ 0 Ow 
div (wgradpy + weradp) 7. (yp = Y a 


: (12) 
= 2{|grady? + “4 a} 
unter Benutzung der auch im mehrdimensionalen Raum bei nichteuklidischer 
Metrik geltenden Formeln. 


Agp=divgradp und yAm=div(ygrad@) — gradygrad@. (13) 


te (OF lw 


Integriert man jetzt (11) und (12) nach dv = |g*dq,dq.... tiber den ganzen 
Koordinatenbereich und beriicksichtigt passende Randbedingungen fiir y im 
Unendlichen (bzw. Periodizitatsbedingung bei Winkelkoordinaten), so fallen 
die Beitrage i div(...)dv mit Benutzung des GAussschen Satzes fort und es 
bleiben folgende Gleichungen stehen [Erhaltungssatze von SCHRODINGER 


und Born})]: a. 

qi | \vPdv =o, (14) 
aa a . le i Cas ~Ow 
|G ered ve + U(g.) |p?) dv => | (w 5! Pg) av. (15) 
(14) gibt uns zunachst das Recht, 

fvpdv=1 (14) 
zu normieren, da sich ja der Wert 4 zeitlich nicht andert. Weiterhin kénnen 
wir, als Verallgemeinerung von Ziff. 30, wy = |w|? als relative Dichte, 


e|p|? = 0. als Ladungsdichte, u|y|? = 0, als Massendichte im Koordinaten- 

raum bei dem durch yw(g¢) reprasentierten Zustand deuten. (14) gibt dann an, 

daB die Gesamtmenge der Ladung und Masse erhalten bleibt, trotzdem sich die 

Dichte an den einzelnen Stellen g des Koordinatenraumes zeitlich andert. 
Benutzt man jetzt fiir wy die Reihenentwicklung (10), so wird 

24% 

yy a Dane | Wn ie = es DA WnW n° e se : (16) 


t 
Integriert man dies unter Beriicksichtigung von (14’) und der Orthogonalitat 
und Normiertheit der w,, so wird 


i Nae Dee Aaa arci | eeate Ve toe (167) 
Man kénnte dementsprechend w als Reprasentanten eines Zustandes ansehen, 
bei dem entweder jedes einzelne Atom sowohl im Quantenzustand 1 wie 2 usw. 
gleichzeitig in allen Quantenzustanden ist, aber mit den relativen Gewichten 
a,|", |d,|?, ... itber die einzelnen Zustande verteilt; oder auch eines Zustandes, 


1) E. SCHRODINGER, Ann. d. Phys. Bd. 81, S. 109. 1926; M. Born, ZS. f. Phys. Bd. 40, 
S7167. 4926: 
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bei dem unter vielen Atomen manche im Zustand 1, andre im Zustand 2 usw. 
hegen, und zwar mit den relativen Haufigkeiten aj, a3 usw. Bei ersterer Auf- 
fassung stellt y nach (10) eine Schwebung der zu den Einzelzustanden ge- 
hérigen Schwingungen mit den Einzelamplituden a, (¢) dar. Die im ganzen an 
einer Stelle g des Raumes herrschende Dichte |y|? ist dabei nicht gleich der 
Summe aan | nl? der mit den Gewichtsfaktoren |a,|* versehenen Partialdiffe- 
renz Pal? der Einzelquantenzustande, sondern, wie (16) zeigt, noch vermehrt 
um eine Doppelsumme, welche einer typischen Interferenz der Partialschwin- 
gungen zuzuschreiben ist: Nicht die Partialdichten addieren sich, sondern es 
superponieren sich die Partialschwingungen a,y, zur Gesamtschwingungs- 
amplitude y, deren Quadratbetrag erst nachtraglich die Gesamtdichte angibt. 

Setzt man die Reihe (10) in die rechte Seite von (15) ein, so reduziert sich 
diese auf > E,|an/? 


Wir wollen dies als Gesamtenergie E des durch wy reprasentierten Zustandes 
ansehen, wozu wir um so mehr berechtigt sind, als auch auf der linken Seite 


von (15) / U(q, t)|y 2 


als gesamte potentielle Energie im Zustand w gedeutet werden kann. 
37. Hydrodynamische Deutung. Neben der raumlich verteilten poten- 
tiellen Energie tritt in (15) links noch ein weiteres Glied auf, welches eine Deutung 
als rdumlich verteilte kinetische Strémungsenergie nahelegt. Jedoch darf man, 
wie MADELUNG?) zeigte, nur einen Teil dieses Gliedes als kinetische Strémungs- 
energie auffassen; der Rest kann dann als ,,innere“’ Spannungsenergie gedeutet 
werden (s. unten). Die zu der Dichte 0 = |w|? gehGrige Stromdichte 7 ist aus 
(11) abzulesen, wenn man (11) als eine hydrodynamische Kontinuitats- 
gleichung auffaBt as a en 
ee. Oe . ae i ora Ca 
div 7 + ae 0 mit = oh (y erad— Gerady). | 


4inu 


(17) 


Massen- und Ladungsdichten erhalt man aus o durch Multiplizieren mit wu und e. 
Eine besonders iibersichtliche Form der hydrodynamischen Darstellung 
erreicht MADELUNG, indem er die Lésung y der Wellengleichung (6) 


BCL 40 Ow 
Aw — —,- Uy +i1—-= = 
Pa eae ee 
ansetzt in der von der DE BroGLieschen Mechanik her gelaufigen Form 
2i2z8 
As a (18) 


worin die reellen GréBen « und S beide noch von g und ¢ abhangen werden. 
Umgekehrt folgt dann aus (17) (18) als hydrodynamische Bedeutung von « und S$: 
: h wy ee ee ee h =F 

a= ly! = Yo ; S = zzz in($) = reeller Teil von ae wy. (18’) 
Einfiihrung des Ansatzes (18) in die Wellengleichung und Trennung der reellen 
und imagindren Bestandteile fiihrt zu folgenden zwei Gleichungen fiir a und S: 


h? 0s 


qqad% — &-(gradS)? — 2uaU + 2pa 7 = 0 (18”) 
und mae = A On ot 
aAS + 2(grada-gradS) — 2u7,=0. (18) 


1) E. MADELUNG, Quantentheorie in hydrodynamischer Form, ZS, f. Phys. Bd. 40, 
Soest. 1926. 
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Die letztere Gleichung kann man nach Multiplikation mit « auch in der Form 
schreiben x2 ee 

div (= grad $) ee Os 
sie stellt dann eine hydrodynamische Kontinuitatsgleichung [vgl. (17)| dar mit 


ay 
= 4? = Dichte, jes a gradS = Stromdichte, 


(19) 


y= 2 = A grad S = Stromgeschwindigkeit. 


Dividiert man andererseits (18) durch 2 «4? und bildet dann ihren Gradienten, 
so erhalt man die Beziehung 


eradU -— 
ES ; C- 2 “agrad 


Wegen der Formeln 
4 grad G? = (S grad) B + [Brot B] und an + (vy grad) 8 = bash 


ot dt 
bei FOUg = a Lot grag So =O 
ird schlieBlich 
wird schheblc —grad f& sa ota ado Aa =no ; (20) 


was in der Form 8,+ 8; =& ee werden kann. Wahrend 0»/d¢ die 
Geschwindigkeitsanderung an einem festen Raumpunkt bedeutet, ist dv/dt 
die substantielle Beschleunigung eines mit der Fliissigkeit bewegten Punktes; auf 


der linken Seite entspricht — Ne 


nm A 
der Flissigkeit, und a = z° — stellt eine Kraftefunktion innerer Krafte 8, pro 


einer 4uBeren Kraft St, pro Masseneinheit 


Masseneinheit dar, deren Gradient an der Beschleunigung der Punkte des Kon- 
tinuums mitwirkt. Gleichung (14) zeigt, wenn dort der Ansatz (18) eingefihrt 
wird, da die Gesamtmenge [wordv der Flissigkeit dauernd erhalten bleibt. 

Die Notwendigkeit der Einfiihrung dieser inneren Kraft sieht man schon 
an folgendem Beispiel. Ein Wasserstoffatom befinde sich im Energiezustand 
E,. Dann bedeutet |y,|?dV, wie spater im Zusammenhang begriindet wird, die 
Wahrscheinlichkeit, das Elektron mit der Gesamtenergie EF, gerade im Volumen 
dV anzutreffen. Liegt dV im Abstand v vom Kern, so ist bei geniigend groBem 


oe 
y die potentielle Energie — ms schwacher negativ als die vorgegebene Gesamt- 
energie E,,, so daB fiir die kinetische Energie Ze feb? nur ein negativer Restbetrag 


ibrigbleibt, zu dem dann eine imagindare Geschwindigkeit » gehdren wiirde; 
d. h. das Elektron befande sich mit der Wahrscheinlichkeit y?dV in dV, aber 
mit imaginarer Geschwindigkeit, was natiirlich sinnlos ist. Die Loésung des 
Paradoxons liegt eben darin, daf& man den negativen Restbetrag nicht als kine- 
tische Energie allein Ceutea darf: Dieselben Griinde, welche Boe dV als Auf- 
entbaltsdichte des Elektrons in dV deuten lassen, fihren in (17) dazu, 


A (e p grad #) = 


410 wp ip 
als die reelle Geschwindigkeit des Elektrons in dV anzusprechen; dies ist aber 


nur dann mechanisch méglich, wenn zu der potentiellen Energie — — noch eine 
. V 
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passende negative innere potentielle Energie U; hinzugefiigt wird, welche so groB 
zu nehmen ist, da8 die Energiebilanz 


E,=— - + U;+ ; ev? 
stimmt. 
In dem Sonderfall zeitlich konstanter Potentialfunktion U = U,(q) 


2QixEnt 
ist y speziell z. B. gleich a,- y,e h mit zeitlich konstantem Koeffizienten. 
o= A= pp=ayn(9) 
ist dann ebenfalls zeitlich konstant, d. h. es liegt ein stationarer Stré- 


mungszustand vor, der tiberdies sogar statisch (v = = gradS = 0) ist, da hier (18’) 
h iS 
5 = aia (mv —Iny) = —E,t 
ist und verschwindenden Gradienten besitzt. 

Die hydrodynamische Auslegung der Funktion w(qg, ?) schien, abgesehen 
von ihrer groBen Anschaulichkeit, noch eine besondere Bedeutung dadurch zu 
besitzen, daB sie nahelegte, den wellenmechanischen Zustand eines Atoms mit 
dem umgebenden elektrodynamischen Feld zu verkniipfen, indem die obigen 
hydrodynamischen Ladungs- und Stromdichten eg und e7 als Quellen und 
Angriffsstellen elektrodynamischer Felder nach der MAxwettschen Theorie auf- 
zufassen waren. Nun ist aber sofort zu sehen, da man dadurch zu Wider- 


spriichen mit der Erfahrung kommt; denn in dem Sonderfall |a,|? = 1, a = 0 
2ixEnt 


fir k~n (Atom im Zustand n) mit y=y,(g)-e * — ergibt sich nach (17) 
7 = 0, und dadurch nach der Maxwettschen Theorie keine Ausstrahlung, wah- 
rend in Wirklichkeit ein Atom im Zustand 7 eine spontane Strahlung abgibt. 

Es ist aber auch sonst einzusehen, daf die obigen Werte 0 und 7, die aus 
dem Zustand y abgeleitet sind [aus dem Zustand N,= |/a,(t)|? Atome im Zu- 
stand 1 usw., bei statistischer Auffassung], nichts mit der Aus- und 
Einstrahlung dieser Atomschar zu tun haben kann. Denn man denke sich etwa 
alle NV Atome, ohne daB dieselben sich gegenseitig stéren sollen, ineinander ge- 
schoben, wobei also ebenso wie im getrennten Zustand keine Krafte zwischen 
den Teilen verschiedener Atome auftreten sollen. Die nach obiger Methode be- 
rechneten Werte von j und 9 bleiben bei diesem Ineinanderschieben unverandert, 
wahrend bekanntlich die MAxwettsche Ausstrahlung, die von getrennten ato- 
maren Elektronensystemen ausgeht, eine vOllig andere ist als von ineinander- 
geschobenen Elektronensystemen. — Wir nehmen diese Unbrauchbarkeit der 
kontinuierlichen Deutung der y-Funktion fiir die Berechnung der Wechselwirkung 
mit der Strahlung zum Anlafi, die kontinuierliche Deutung spater durch eine 
andere, die statistische Deutung, zu ersetzen. 

Es ist lehrreich, die obigen Uberlegungen auch mit EinfluB eines Magnet- 
feldes durchzufiihren. Die ScHRODINGERsche Gleichung heiBbt dann nach Ziff. 54 
Gi2(6"5 


82? u 4inu (Ow 

Ay — at ere ey 

mit g als skalarem und Y als Vektorpotential, wirkend auf die Ladung ¢; eine der 
obigen analoge Rechnung fiihrt unter Benutzung von divY{=0, mit dem An- 


2728 


_ © _ Sf pr: y) = ? 
a YM grady eae) (21) 


Satz w= ae* zu : 
- . fetes as & \ ~ F 
Ds Dichte, 7 = (gradS o- a. = Stromdichte | 
u / 


‘ : : (22) 
pia (gradS  — 2] = Geschwindigkeit 


@) Mt Cc 


i 
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und zu der Bewegungsgleichung 


adv 1 Or bes h? . An “ 
pa = e(— grad - =n) 4 7 WY rot] 4 grad. (22') 


8 au a 


wenn man konsequent relativistische Glieder mit 9(?/c? fortlaBt. Wegen 


© = — grady — 4%, Die YON (6 + 5 [b, I) 
wird schlieBlich aus (22’) 


dv : 
hee in = Ky + mit Xt; = 


ee (23) 
Za der gewodhnlichen Kraft §, des auBeren Feldes kommt noch eine ,,innere 
Kraft’ §,; hinzu. 

38. Wellenpakete!). Liegt eine Lésung w (g, ¢) vor, welche in einem Zeitpunkt 
fy nur in naher Umgebung eines Koordinatenpunkts P, betrachtliche Werte von 
yy =o besitzt, in einiger Entfernung von P, aber relativ kleine Werte hat, 
so spricht man von einem auf engem Raum bei Py) zusammengedrangten 
,, Wellenpaket‘. Nimmt ¢ zu, so wird im allgemeinen erstens eine Ortsverande- 
rung des o-Maximums, zweitens eine Verbreiterung stattfinden, die im Laute 
der Zeit zu einem volligen ZerflieBen des Maximums fihren kann. Die Orts- 
veranderung des Wellenpakets hat nun grofe Ahnlichkeit zu der Bewegung 
eines Massenpunkts der klassischen Mechanik. Multipliziert man namlich die 
Gleichung (20 

ace = (20) = —grad U + 5° mz, grad (<*] 


mit @ = «* und integriert iber den ganzen Raum dV, so fallt das Integral iiber 
das letzte Glied rechts mit Hilfe von partiellen Integrationen fort?) und es bleibt 


[oS ev) -dV = [9+ (—gradU)aV 


Diese Gleichung kann man in der Form schreiben 


d : = 

7 ie) eae see 
mit den Mittelwerten der Beschleunigung und Kraft 
dv ‘dv P AO ; a 2 Se 4p 
= lee -0dV, Sy = [ (-gradU) - eV, R; = |r grad “" dV = 
d. h. der Schwerpunkt des Wellenpakets bewegt sich so, als ob auf das ganze 
Wellenpaket nur die 4uBere Kraft wirkte; die innere Kraft hebt sich im ganzen 


weg. Ist das Wellenpaket dicht um seinen Schwerpunkt Fee ene ee 


1) E. SCHRODINGER, Ann. d. Phys. Bd. 79, S.489. 1926. 
2) Es ist die #-Komponente 
Ac X ; 
a? grad, = agrad,da — da- grad,a« = grad, (a 4a) — 24a - grad,o 
= grad, (a dn) — 2 {div (grad,a - grada) — grada - grad grad,a} 
= grad,(~ 4a) — 2div(grad,a - grada) + grad, (grad aw)? 
— 2[grada, rot grada],. 
Das letzte Glied verschwindet hier wegen rotgrad = 0, und es bleibt 
Jo 0 ‘ 
x? grad, — = ~—[« da + (grada)?] — 2div(grad,a - grada). 
a Ox i 5 
Die rechte Seite tiber den ganzen Raum nach dx dy dz integriert, gibt Null, wenn 4 mit seinen 
Ableitungen im Unendlichen geniigend stark verschwindet. 
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so kann man das eben gefundene Resultat auch so aussprechen: Die Beschleu- 
nigung desSchwerpunkts des Wellenpakets paBt im Sinne der NEwron- 
schen Gleichungen zu der am Orte des Wellenpakets herrschenden 
auBeren Kraft (—gradU). Nach diesem von EHRENFEST!) gefundenen Satz, 
der iibrigens geradeso auch bei Anwesenheit eines Magnetfeldes (23) gilt, ware 
es sehr verlockend, sich der urspriinglichen SCHRODINGERschen Ansicht anzu- 
schlieBen, daB die materiellen Partikel, Elektronen usw. nichts anderes seien als 
eben Wellenpakete. Dem steht jedoch entgegen, daB die Wellenpakete im all- 
gemeinen im Lauf der Zeit zerflieBen. Um diesen Effekt zu verfolgen, be- 
trachten wir frei in der x-Richtung fliegende Elektronen?) mit der Hamilton- 


funktion H(, g) = = p. daher mit der Wellengleichung 


y : 2 th 

ot Ox oo 4a 
Diese hat die Form der Warmeleitungsgleichung. Ihre allgemeine Lésung 
nee @e=s)" 


1 
(x, £) = ——— dé. 4a*t . 
y (x, #) ral Eve y (0, &) (24) 


—-co 


betrachten wir fiir folgende spezielle Form des Anfangszustandes 


x? 
wie, 0) = C ne: ee 


(m und « seien willkiirliche reelle Konstanten) , 


+402 


2 
Dvd 


also o(x,0) = p(x, 0)-p(x,0) =C?-e @ 


Der Anfangszustand stellt ein Wellenpaket mit um so steilerem Maximum dar, 
je kleiner m genommen wird. Die allgemeine Lésung (24) fithrt dann nach 
einiger Rechnung zu folgender Dichteverteilung des Wellenpakets zur Zeit / 


(- Ag. 
= 22M 


pp=clt)-e 
worin he d 
8 = wo + aaah? 

d. h. eine Verschiebung des Wellenpakets mit der Geschwindigkeit ha/2a und 
eine mit der Zeit zunehmende Verflachung. Im besonderen tritt eine Ver- 
dopplung der Anfangsbreite (d. h. 22 = 4m?) ein nach der Zeit 
22" 

es 
Fir w=1,7-10-% g (H-Atom) und w = 10°%cm (Atomdurchmesser) ist 
t~w10-% sec. Firuw=10-?g und w=10-%cm ist dagegen ¢& 1018 sec 
= 4-101! Jahre. Wegen dieser ungeheuren Zeit steht der Auffassung makro- 
skopischer Massen als Wellenpakete von experimenteller Seite zunachst nichts 
entgegen. Andererseits zeigt aber das Experiment immer wieder die Existenz 
von ,,mikroskopischen‘‘ Partikeln, Elektronen, a-Teilchen usw., welche trotz 
ihres unendlich hohen Alters noch nicht zerflossen sind. 


salle 


1) P, EmRENFEST, ZS. f. Phys. Bd. 45, S. 455. 1927. 

2) Einige kompliziertere Falle, Elektronen im elektrischen und im magnetischen Feld 
behandelt C. G. Darwin, Proc. Roy. Soc. Bd. 117,.S. 258. 1927; siehe ferner KENNARD, 
ZS. £. Phys. Bd. 44, S. 326. 1927. 
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Wir werden deshalb in der hydrodynamischen Deutung des w-Feldes 
nur ein fiir manche Zwecke niitzliches Bild zur Veranschaulichung der Eigen- 
schaften der w-Funktion sehen, ohne aber die hydrodynamischen GréBen @ 
und 7 direkt als Dichte und Stromdichte der realen Materie selbst anzusprechen. 
Vielmehr soll im folgenden eine ganz andersartige statistische Auffassung 
des w-Feldes verfolgt werden. 

Sie mége, vor ihrer systematischen Behandlung in Ziff. 39 ff, gleich hier am 
Beispiel des ee aaa illustriert werden. Es liege also eine y-Funktion vor, 
deren Betrag |y|? zur Zeit ¢) nur in der nachsten Umgebung eines Koordinaten- 
punktes Po) petrachtliche Werte hat. |y|?dv zur Zeit ¢; werde dann gedeutet als 
die W ppeeneinmence das System gerade im Volumen men: dV beim 
Punkt P anzutreffen; und zwar sei eben zur Zeit t= 0 diese Wahrscheinlichkeit 
nur nahe bei P, betrachtlich. Aus dieser willktirlich vorgegebenen Anfangs- 
wahrscheinlichkeitsdichte im Koordinatenraum v kann aber jetzt zwangs- 
laufig (kausal) die Wahrscheinlichkeitsdichte |y|? fiir irgendeine spatere oder 
friihere Zeit ¢ mit Hilfe der SCHRODINGERschen raumzeitlichen Differential- 
gleichung fiir y berechnet werden. Man kann das auch so ausdriicken: Man 
ai einer groBen Anzahl von gleichartigen Systemen solche Anfangslagen, daB 
die Anfangszahl der Systeme im Bereich dv proportional |w|?dv ist; die sta- 
tistische Verteilung ||? der Systemschar zu einer spateren oder friiheren Lett 
wird dann durch alts SCHRODINGERsche Gleichung fiir y zwangslaufig beherrscht. 
Uber das individuelle Schicksal eines einzelnen Systems der Schar ist dadurch 
aber gar nichts ausgesagt. Dies hangt damit zusammen, da ja bei unserer 
raumlichen Verteilung der Systeme zur Zeit 4, die Energien und die Ge- 
schwindigkeiten der einzelnen Systeme der Schar zur Zeit ¢ = 0 gar nicht 
bestimmt sind. Im Gegenteil, je scharfer die Zacke von |y|? zur Zeit tf, beim 
Punkt P,, d.h. je scharfer die Anfangslagen der Systeme cingeenee sind, 
um so mehr sind in der Deen als ememana oan 


QinEr 


y(qat= dae” wig 
Kk 


die verschiedensten Eigenfunktionen w,,w,... mit betrachtlichen Koeffizienten 
cz (t)) am Aufbau von wy beteiligt, d.h. um so mehr gehédren die Systeme der 
Schar schon fiir 4) zu den verschiedensten Energie- und Impulswerten mit den 
Haufigkeiten Ci (to) : 3 (t) + 63 (to) : ... Wutrde man umgekehrt zur Zeit ¢, nur 
Systeme in den einen Energiezustand £, legen, so ware deren raumliche Ver- 
teilung durch die Dichtefunktion |p, (q) Ie gegeben, welche keine scharfe Zacke, 
sondern ein breites Raumgebiet fur die raumlichen Aniangslagen der Einzel- 
systeme definiert. (Uber die Reziprozitat der Genauigkeit von Koordinaten- 
und Geschwindigkeits-, Zeit- und Energieangaben s. Ziff. 19.) 

Zu jeder aa oder weniger scharte n Antangsverteilung der Lagen der 
Einzelsysteme, d.h.zu jeder mehr oder weniger unscharfen Anfangsv calles: 
der Geschwindigkeiten der Einzelsysteme, gehért nun eine bactinmee 
Anfangslage und Anfanpspeschwindiekeit des Schwerpunktes der System- 
verteilung. Und der von EHRENFEST bewiesene Satz (s. 0.) sagt, da®B der 
Schwerpunkt sich so fortbewegt, wie ein in seine Anfangslage und Anfangs- 
geschwindigkeit gesetztes Einzelsystem nach der klassischen Mechanik. 

Die schnelle Verbreiterung einer anfangs scharfen raéumlichen Systemver- 
teilung ist auf die zugehdrige groBe Unscharfe der anfanglichen Geschwindig- 
keitsverteilung zurtickzuftthren. Bei einer Anfangsverteilung iiber ein gréferes 
raumliches Gebiet sind umgekehrt die zugehérigen Anfangspeschwindiakeiten 
der Systempunkte weniger gestreut, und die Verbreiterung des Raumgebiets 
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geht entsprechend langsamer vonstatten. — Es braucht kaum darauf hingewiesen 
zu werden, dali es ganz im Widerspruch zu der eben dargelegten Auffassung 
stehen wiirde, wenn man ein Wellenpaket von gewisser raéumlicher Anfangs- 
ausdehnung als ausgedehntes materielles Aggregat (Massenstiick) auffassen und 
dann in der zeitlichen Verbreiterung des Wellenpakets ein Abbild eines raumlichen 
Verschwimmens des Materiestiicks erblicken wollte. Im Gegenteil halt die 
statistische Auffassung an der Vorstellung fest, daB jedes Einzelsystem in jedem 
Augenblick einen scharf definierten Koordinatenpunkt einnimmt, und da aus 
einer vorgegebenen statistischen Verteilung vieler solcher Raumpunkte zur 
Zeit t, die statistische Verteilung der Punktlagen zur Zeit ¢ zu berechnen sei. 

39. Feld- und Korpuskulartheorie. [Es mége jetzt allgemeiner auf den 
Dualismus Wellen- und Korpuskulartheorie eingegangen werden. 

Bekanntlich ist der Wellentheorie des Lichts an Stelle der alten scheinbar 
iiberwundenen Emissionslehre ein neuer Gegner in Gestalt der Ernsternschen 
Lichtquantentheorie erwachsen, welche darauf baut, daB sich viele optische 
Beobachtungen nicht in ungezwungener Weise mit der Vorstellung einer kon- 
tinuierlichen Ausbreitung von Lichtenergie und -impuls vereinbaren lassen. Er- 
innert sei hier nur an den lichtelektrischen Effekt, d. 1. die Auslésung einzelner 
Elektronen durch auffallendes Licht an einzelnen Stellen des bestrahlten Metalls, 
lange bevor an diese Stelle geniigend Lichtenergie in Form kontinuierlicher 
Wellen gelangt sein kann; ferner an die Abhangigkeit der Energie E der ausge- 
l6sten Elektronen nicht von der Intensitat, sondern von der Farbe » des Lichts 
(E = hy); fermer an die Versuche von BoTHE und GEIGER, welche eine direkte 
Koppelung eines atomaren Emissions- oder Lichtstreuungsprozesses mit einem 
gleichzeitigen AbsorptionsprozeB von endlicher Energie beweisen. Diese und 
viele andere Erscheinungen stiitzen die EINSTEINsche Hypothese, das Licht 
breite sich nicht kontinuierlich, sondern in Form von korpuskularen Licht- 
quanten aus, deren Energie und Impuls mit der bei Interferenzversuchen zu- 
tage tretenden dete na. ater y und Wellenlange 2 zusammenhangen durch 


die Beziehungen E = hy, p= i Freilich konnte dabei, wegen der Tatsache 


der Interferenz und der durch estes gestiitzten Wellennatur der Strahlung, den 
Lichtkorpuskeln kein ebenso hoher Grad von Realitat zugeschrieben werden, 
wie man es bei den materiellen Korpuskeln, den unzerst6rbaren Elektronen und 
Protonen der Kathoden- und Kanalstrahlversuche gewohnt war (aber inzwischen 
aufgegeben hat). Die Versuche, die Lichtquanten als engbegrenzte Wellen- 
aggregate aufzufassen, die durch Superposition von passenden Loésungen der 
MAXWELLschen Gleichungen zustande kommen, konnten niemals den Kern der 
Sache treffen, erstens schon wegen des Auftretens der den MAxWE Ltschen Glei- 
chungen fremden GréBe h, ferner auch, weil beim Auftreffen eines engbegrenzten 
Wellenaggregats auf Inhomogenitaten des Brechungsindex, z. B. auf einen halb- 
durchlassigen Spiegel, eine Zerstreuung oder Teilung des Wellenaggregats ein- 
treten mu im Widerspruch zu den Experimenten, die zur Annahme unteil- 
barer Lichtquanten gefiihrt haben. 

Ganz dasselbe gilt von der Theorie der Materie. Hier schien sich, durch 
die Erfolge der kinetischen Gastheorie und der Elektronenlehre gestiitzt, die 
korpuskulare Natur der Materie siegreich gegeniiber den alten Kontinuitats- 
theorien durchgesetzt zu haben. Die Quantenmechanik in der von SCHRODINGER 
gegebenen Form will jedoch, gezwungen durch die Fille der quantentheoretischen 
Erfahrungen, der Punktmechanik eine Undulationstheorie der Materie entgegen- 
stellen. Dabei treten aber ganz entsprechende Schwierigkeiten auf wie im 
optischen Fall, denn die Annahme punktformiger Elektronen und der aus ihnen 


25" 
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aufgebauten Systeme, Atome und Molekiile als selbstandige unzerstérbare 
Korpuskelin ist so iiberzeugend (man denke etwa an die Bahn eines a-Teilchens 
in der Witsonschen Nebelkammer), da es schwer scheint, ohne weiteres zu 
einer Undulationstheorie der Materie iiberzugehen, in der jene Unzerstérbarkeit 
und Wiedererkennbarkeit der Partikel nicht wenigstens in gewissem Umfang 
mehr gelten soll. 

Nun ist es freilich auch im Rahmen der Wellenmechanik méglich, Wellen- 
ageregate zu bilden, die sich in vieler Hinsicht wie Massenpunkte verhalten, wie 
eben die optisch-mechanische Analogie zeigt; z.B. kann man (Ziff. 38) durch 
Superposition von Lésungen der Undulationsgleichung mit passenden Phasen 
und Amplituden ein Wellenpaket aufbauen, welches nur sehr engen Raum ein- 
nimmt und sich wie ein klassischer Massenpunkt bewegt (ebenso wie Licht- 
quanten durch Wellenbiindel approximierbar sind). Lat man jedoch dieses 
Wellenaggregat an cine Stelle gréBerer oder geringerer Inhomogenitat des 
, Brechungsindex‘‘, d. h. an eine Stelle nicht konstanten oder gar unstetigen 
Potentialverlaufs kommen, so wird das Wellenaggregat sich dort zerstreuen 
oder teilen und nicht mehr wie ein Massenpunkt zusammenhalten; erfahrungs- 
gemaB ist aber ein elektrisches Partikel nach dem Sto8 unveradndert als 
Massenpunkt erkennbar. Die undulatorische Auffassung der Mechanik gibt also 
jedenfalls nur eine Seite der Erfahrung wieder. 

Es wiirde also auch hier derselbe Dualismus wie in der Optik bestehen, 
wenn er nicht durch einen verbindenden Gedanken hier wie dort tiberbriickt 
wiirde. Dieser besteht in der statistischen Deutung der wellentheoretischen 
Ergebnisse in dem Sinne, daB die Wellenfunktion wy als en Wahrscheinlich- 
keitsma8 angesprochen wird, korpuskulare Teilchen an den einzelnen Stellen 
des Kaums und der Zeit anzutreffen. 

In praziser Form, an Hand der wellenmechanischen Grundgleichung und 
ihrer Lésungen soll die statistische Auffassung in den folgenden Ziffern naher 
besprochen werden. 

40. Statistische Deutung der Welleniunktion. Bei Verwendung der Ko- 
ordinaten g und 7 und der konjugierten Impulse # und —F hat ein quanten- 
mechanisches System H (q, ¢; ) die Wellengleichung 

{H(q,t,p) — E, w(q,t)}=0 mit [See om — oe ee 


Deg es” 


Getragt wird nach der physikalischen Deutung einer vorgelegten Lésung 
w(q, t), wenn man bei der Vorstellung bleibt, das mechanische System A(q, t; p) 
sel in kinematischer Beziehung ein punktmechanisches System, d. h. es 
k6énne sich in einem Augenblick nur in einer Lage befinden, nicht etwa zur Zeit 
? ein ganzes Gebiet dv mit gewisser Dichte erfiillen. Dynamisch soll dagegen die 
Aufeinanderfolge der verschiedenen Lagen g nicht durch die klassische Mechanik 
beherrscht sein, sondern durch Quantengesetze statistischer Art. Nach einem 
besonders deutlich zuerst von Drrac und Born?) ausgesprochenen, dann von 
JORDAN*) erfolgreich weiterverfolgten Gedanken ist w(g,?) zu dedten als 
Wahrscheinlichkeitsamplitude und |w|?dv als die Wahrscheinlich- 
keit, da®B sich ein durch die Hamiltonfunktion H(g, t; £) beschriebenes Atom 
zur Zeit t im Gebiet dv seines Koordinatenraumes befindet; vorausgesetzt sei 
dabei, daB yw(qg, t) auf 1 normiert ist, d. h. [wypdv =1. Da8 dies méglich 
ist, folgt aus der durch (14) gewdhrleisteten Konstanz von /yapdv. 

1) P. A.M. Dirac, Proc. IROy.) 0cu —Bdlds)  Syo2i. “026. in Borne econ tebe 
Bd. 38, S. 803. 1026. : 


) P. JorpAN, Naturwissensch. Bd. 15, S. 105. NO Dre isnot Ween Gly Sey at. 
809. 1927. ; 
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Als 1. Beispiel betrachten wir speziell fiir ein konservatives System die 


normierte Eigenlésung Cewek 
atti 


y (g, t) = walg)e . 


beim Eigenwert £,. Hier ist nach der eben gegebenen Definition 


wPdv = Payndv = |p, (9) 2dv 


die Wahrscheinlichkeit, da beim Energiewert E, die Koordinaten des 
Atoms gerade in dv legen. Dies bedeutet statistisch, daB bei Anwesenheit von 
sehr vielen voneinander unabhangigen gleichartigen Atomen, welche alle im 
Zustand sind, die relative Anzahl der in dv befindlichen Systeme gleich 

P (q) dv ist. 

Als 2. Beispiel betrachten wir die aus normierten Eigenfunktionen w, (¢) 
und zeitabhangigen GréBen a,,(t) aufgebaute allgemeine Lésung 

2i7 Ent 


y(g.t) = pa (t) Wn (9) -e ih (25) 


bei einem nichtkonservativen System, welches durch eine Stérung aus einem 
konservativen System mit den Eigenlésungen wy, (q) hervorgegangen sein mag. 

Wir setzen dabei voraus, daB y auf 1 normiert sei: fyydv—=1. Dann 
kénnen wir yydv deuten als die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen in dv 
anzutreffen. Die Gesamtwahrscheinlichkeit, das Teilchen irgendwo im 
Raume anzutreffen, ist a = 
1=/pypdv =s 


7 
— 


ay, Te 


(letzteres wie in (16’). Sie setzt sich additiv zusammen aus den |\a,,|2, die dem- 
nach als die Partialwahrscheinlichkeiten anzusprechen sind, das Partikel irgend- 
wo im Raum, aber speziell im Zustand n anzutreffen. SchlieBlich méchte man 


fn (t)|? [Wn (q)/? dv 


als die Wahrscheinlichkeit deuten, das Teilchen im Zustand m und dabei im 
Volumen dv anzutreffen. In Wahrheit ist aber die Wahrscheinlichkeit, das 
Teilchen in irgendeinem Zustand und dabei in dv zu treffen, nicht etwa gleich 
> |an|?|Wn|? dv, sondern nach (25) gleich 

n 24% 
= , fo | 2 Se Se! 7 mS = —(En- Em)t 

y pdv => |2y|" Yn 2dv +> > Anam nme p dv, 


— 


es kommen Interferenzglieder hinzu. An die Stelle der einfachen 
Addition der Partialwahrscheinlichkeiten tritt eime Superposition, indem 
sich die ,,Wahrscheinlichkeitsamplituden“ a,y, mit den Phasen- 
u2ia, F 
faktorene * ° zu der Gesamtamplitude y additiv zusammensetzen, und 
erst das Quadrat der letzteren die ,,Intensitat” yp der Gesamtwahrscheinlich- 
keit selber gibt. In dieser Interferenz der Wahrscheinlichkeiten kommt die Be- 
sonderheit der Quantentheorie als Undulationsmechanik in charakteristischer 
Weise zutage, und man kann sogar umgekehrt, wie JORDAN!) gezeigt hat, aus- 
gehend von dem Postulat der Wahrscheinlichkeitsinterferenz, die Quantentheorie 
besonders folgerichtig aufbauen. 
Der wahrscheinlichkeitstheoretischen Deutung fiir den Aufenthalt eines 
Atoms in Zustanden und Volumelementen dv ist folgende statistische Deutung 
aquivalent: Es sei eine sehr groBe Zahl gleichartiger, voneinander unabhangiger 


1) P. JorDAN, ZS. £. Phys. Bd. 40, S.661 wu. 809. 1927. 
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Atome vorhanden. Die relative Anzahl der Atome, welche sich im Zustand 
in beliebiger Lage g befinden ist | a;,(d)|, d. h. es verhalt sich 


IVE SING eer ae—mne | lids en ate 
wobel 
,+N,+-:-=N=konst. (Erhaltung der Teilchenzahl) 


weil >'| a, |? zeitlich konstant ist. 
Wiirde man nicht die auf 1, sondern ,,auf NV normierte’’ Funktion 
7 21a bBnt 


w(9,t) = Den) Wnalge * [be Cw 


benutzen, so wirde c?(t) direkt die Anzahl N,, der Systeme im Zustand m an- 
geben. 

Als 3. Beispiel, das in Ziff. 45 herangezogen werden wird, betrachten wir 
eine von den ,,Koordinaten“ N,, N,, ... abhangige Wellenfunktion w (Nj, Ng, ...) 
als Lésung einer gewissen transformierten Wellengleichung. Wieder deuten wir 
wp als W ahrscheinlichkeitsamplitude, ly (N,N3...)|% als Wahrscheinlichkeit, das 
System in dem ,,Koordinatenpunkt“ N,, Ne anzutreffen. Entsprechend gibt 
\y(Ni-N5...)|? die Wahrscheinlichkeit an, das System in Koordinatenpunkt 
IN; Ng... zu treffen. Die ,,Koordinaten” N,N,..., welche die ,,Lage=des Systems 
charakterisieren, modgen nun folgende Bedeutung haben. Das Gesamtsystem 
bestehe aus einer Anzahl gleichartiger, voneinander unabhangiger Teilsysteme, 
von denen N, im Zustand 1, N, im Zustand 2 usw. liegen. Bei einer groBen 


Schar von Gesamtsystemen gibt dann |wy(N,N,...)|? die relative Anzahl der 
Gesamtsysteme an, die sich ee im Zustand N,Np.- befinden, d. h. deren 
Teilsysteme sich mit den Anzahlen N,N, ...anden Zustanden 1S 220.6 betelagen: 


Wir sehen an diesen Beispielen, daB je nach der Bedeutung der ,,Koordinaten“ 
die statistische Deutung von yw noch recht verschieden sein kann. 

Wahrend die normierten Eigenlésungen w,(g) eines konservativen Systems 
ein fiir allemal festhegen, kénnen die Keihen w(q, 2) = ana noch die ver- 
schiedensten Formen haben, je nach der Gestalt der Funktionen a,(t). Die 
Wellenmechanik bestimmt nun die a,(¢) nur insofern, als sie den zeit- 
lichen Ablauf der a,(¢) festlegt, bei beliebig vorgegebenen An- 
fangswerten a,(¢,). D. h. bei vorgegebener Anfangsverteilung der vielen unab- 
hangigen Atome nee die Tice nm sagt sie die Verteilung zur Zeit ¢ voraus. 
Dagegen bestimmt sie nicht, welches Schicksal ein individuelles System, das sich 
jetzt gerade im Zustand  befindet, nach Ablauf einer bestimmten Zeit ¢ haben 
wird. Die Wellenmechanik enthalt also keine kausale Determinierung der von 
einem individuellen Einzelsystem nacheinander durchlaufenen Zustande; sie 
berechnet vielmehr nur die Wahrscheinlichkeit, mit der ein Einzelsystem 
vom gegebenen Anfangszustand aus nach neuen Zustanden hinstrebt. 

Sieht man in der Quantenmechanik der Elektronen das letzte Regulativ 
des Geschehens — vorlaufig ist kein Grund, noch weiter zuriickliegende ver- 
borgene Mechanismen anzunehmen —, so wird man die kausale Determiniert- 
heit der klassischen Theorie zugunsten einer nur statistischen Determiniertheit 
des physikalischen Geschehens aufgeben miissen. Fiir die makroskopische Beob- 
achtung stellt sich dann die exakte Kausalitaét als statistische GesetzmaBigkeit 
asy nipiOneon wieder her. Je eingehender aber die mikroskopischen Verhalt- 
nisse betrachtet werden, um so staérker werden Unsicherheiten und Streuungen 
eine Rolle spielen, die in der prinzipiellen quantentheoretischen Unscharfe der 
Beobachtung ihr empirisches Gegenstiick haben. 
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41. Erzwungene Quanteniibergange!). [in mechanisches System, welches 
ungestért durch die Hamiltonfunktion H°(g, p) = T + U°(q) beschrieben ist, 
sei der Einwirkung eines Stérungspotentials F(q, ¢) ausgesetzt. Die Wellenglei- 
chung des eet ist dann mit H=H°+F 


\H + +e 5 v= (H°(a. s72ac) +P. ee UCR Hk =o. (26) 


Wir setzen als Lésung dieser Gleichung die Reihe nach den Eigenfunktionen yw, 


sté sleichung an: 
der ungestérten Gleichung an _giatnt 


wy (g, t) Te aig Dm (t) Wm (q) = Zin Am (2) e é Wm (q) 
mit (26') 


_2itEmt 
Om (t) = am (2) =1g tb 
_2iwEmt 
b(t) enthalt dabei den zeitlich schnell veranderlichen Phasenfaktor e h 
wahrend a,,(¢) sich nur langsam mit ¢ andert (die Phase ist 9, = E,,t:h). 
Nach Ziff. 40 bedeutet 


| Bm (t) |? = |am (¢) fe = Nm(t) 
die jeweilige Anzahl der Atome im Zustand m. Statt direkt nach der zeit- 


lichen Anderung dieser Anzahl unter dem Einflu8 des Stérungsfeldes zu fragen, 
untersuchen wir zuerst die einfachere Frage, in welcher Weise die a,,(¢t) oder 


, 


b,,(t) sich zeitlich 4ndern GS EU ia) 


Setzt man die Reihe (24’) in (24) ein, so erhalt man 
= - a he ac 
0 = > De : {H Wm} is Zeal a Wm oF Pe Wm 572 GF, 


212 


h 
= | bo air Sy ¢ a” 
ve pay re Wm Biz Pm Dm Win | an, —m GRATE : (26 ) 


2 
Man entwickle hierin Fy, in die Reihe nach Eigenfunktionen 


F (9,1) Yn (Q) = =cFiem() Ym (9) » (27) 
deren Koeffizienten F;,,, (¢) sich wegen der Orthogonalitat und Normierung der 
y,(g) bestimmen zu 

Fem(t) = | PilQF(G )Ym(Q) dv = Fre (2) (27’) 
Man nennt F,,, ein Matrixelement?) von F(g). Die Einteilung von H (gf?) 
in H°(qp) + F(qg,t) soll dabei so vorgenommen sein, da die Matrixelemente 
F,, verschwinden, indem der Teil der Stérungsenergie, der zu nicht verschwin- 
denden F,,, AnlaB geben wiirde, zur Hauptenergie H° geschlagen wird. Es 
ist dann also =F, fir mék, Hiy= Ey, Fy =0. pr 
Einsetzung der Reihe (27) in (26”) gibt 


7 - fy aia 
O= 2eye-|OeEy + 2mFembm + 575 bj | - 


1) M. Born, Das Adiabatenprinzip in der Quantenmechanik, ZS. f. Phys. Bd. 40, 
S.167. 1926. 
2) Allgemein werden als Matrixelemente einer Funktion A (q, p) beziiglich der Eigen- 


: , ye tate f ‘ 1 0 

funktionen y,, einer Hamiltonfunktion die GroBen 4,,, = | Pp, (q) A (a. ee a) Wm (gq) du 
q, 

bezeichnet, evtl. jedes y noch mit seinem Zeitfaktor versehen, so daB 


= 5) (¥.—Vm) Akm- Matrizenalgebra siehe Ziff. 65, ferner Ziff. 34. 
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Multiplikation dieser Gleichung mit einem bestimmten y, und Integration nach 
dv ergibt schlieBlich 


0 = Ey + Sn Fimlm Pooh i fiir | eae Wana 
wofiir wir schreiben 
a 2 yy Lim (t) Om (t) mit Hine = Pam fiir m+éR | | 
= FF, + Fyz m=k.| 


Dies ist das Gesetz fiir die zeitliche Anderung der 6,. Fiihrt man hier die Glei- 
chung (26’) ein, so erhalt man fiir die langsam veranderlichen a; die Gleichung 
207 (Ex-Em)t 


= ae Ee =a 1: m(t Wi Am (2) é y 0 (28’) 


Den beiden letzten Gleichungen stellen wir noch gegeniiber die Ausgangsgleichung 
(26) in der Form 


28) 


—— YW = He yp} : (29) 


Qin 
Um nun den zeitlichen Verlauf der a, oder t, zu verfolgen, miissen die 
Gleichungen (28’) (28) integriert werden. In 1. Naherung, fir kleine Zeit- 
intervalle ¢ = 0 bis ¢, konnen die auf der rechten Seite von (28’) stehenden langsam 
veranderlichen GréBen a, () als Konstante behandelt werden, und man findet 
durch Integration in 1. Naherung 


a, (t )= == a, (0 ee at ral * Am ( QO) (30) 


mit cf é 2in(B-Em)t 
ws , 
fmt) Sanaa) ie | Fam (t) +e i ie o (30 ) 
O 
und speziell fi = 0 wegen (27”). Fir gréBere Zeiten geniigt die 1. Naherung 
nicht, aber auch die strenge Lésung laBt sich darstellen durch eine Reihe 


ay, (t) = a;,(0) as alt (z) s A m(0) ? (fer = 0), wee) 
wobei jetzt die /,,, von den GréBen ff, abweichen, aber durch Reihenentwick- 
lungen fem = fim + --- darstellbar sind, welche Born angegeben hat. 


Die physikalische Bedeutung f;,(¢) erkennt man am besten zunachst 
an dem Sonderfall, daB zur Zeit {= 0 nur ein a, etwa a,(0) von Null verschieden 
ist, d. h. daB zur Zeit t = 0 alle Atome im Zustand / sind. Dann wird zur Zeit 
t nach (31) 

ay (t) = fer(t) + @(0) , N;,(t) = | az (2) |? = | fer(t) 2 - Ni(o) = werlt) - Nj (0). 
Man wird hier |f,;(¢)|? = w,:(¢) ansprechen als die Ubergangswahrschein- 
lichkeit, da8 wahrend der Zeit ¢ ein Atom vom Zustand / nach k springt; 
denn von N; Atomen gehen |f,;|2.N,; von J nach k iiber. f,)(¢) selbst ist dann 
passend als ,,Wahrscheinlichkeitsamplitude“ eines Ubergangs / > k wah- 
rend ¢ zu bezeichnen. 

Im allgemeinen, bei beliebigen Anfangswerten a;,(o), sind die a; (?) ‘mit den 
a,(0) nach (31) durch das lineare Additionsgesetz 


ay,(t) — ay (0) = am Tem(t) + m (0) 
verbunden, die absoluten Quadratbetrage dagegen durch das Gesetz 
has (¢) _ aj, (0) — — Pa | ti me -| An (0 0) ; ie ama! fam let %m (0) a, (0) ’ (32) 


das man als Superpositionsgesetz bezeichnen und in der Form schreiben 
kann [falls a,(0) = 0, N;(o0) = 0] 


Nz (t) = Pe km ° N»(0) aie 2nat femtni4m (0) a, (0) ° (32’) 
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Es enthalt neben den Hauptgliedern w,;,,N(0), welche proportional den 
Anzahlen N,,(0) in den Zustinden m sind, noch Interferenzglieder, von 
denen jedes an die Anwesenheit von je zwei Zusténden m und / gebunden ist. 
DaB die Wahrscheinlichkeiten nicht in einem Additions-, sondern in einem Super- 
positionsgesetz auftreten, ist ein wesentlicher Zug der Wellenmechanik und 
kann als Interferenz der Wahrscheinlichkeiten bezeichnet werden (siehe 
auch Ziff. 40). 

Fur zeitlich sehr langsam veranderliche Potentialfunktion F(q,?) 
konnte Born das asymptotische Verschwinden der Ubergangswahrscheinlich- 
keiten von einem zu einem andern Zustand ableiten; die Zahlen N;, bleiben 
dann also zeitlich konstant, wie es der EHRENFESTsche Adiabatensatz ver- 
langt. 

42. Quanteniibergange im Strahlungsfeld. Die zeitabhangige Stérung be- 
stehe jetzt speziell aus einem elektrischen Feld ©(¢) von konstanter Richtung. 
Fiir die Stérungsenergie F(q, ¢) ist dann einzusetzen 

F(q, t) = —M(q) - €() - cos (EM) (33) 
mit dem zeitlich konstanten Winkel (€ MM) zwischen Feldrichtung und elektrischem 
Momentvektor t(g) des Elektronensystems in der Konfiguration g. Die Uber- 
gangswahrscheinlichkeit w,, wahrend der Zeit ¢ wird dann in 1. Naherung nach 
voriger Ziffer t 

en(t) = | fer 2 = (a) |Mecos(EMen|*- | | EM e-Parentde 
0 
unter Benutzung von (30’) und der Definition (27’) des Matrixelements von 
W(g)cos(ME). Die Bedeutung des letzten Faktors in einem ungeordneten 
Strahlungsfeld erkennen wir aus Folgendem. Es sei &(¢) zwischen der Zeit 
0 und #¢, dargestellt durch das Fourierintegral 


2 


(34) 


E) = [C,ei"tdy, (35) 
dessen Koeffizienten ©, sich riickwarts berechnen zu 
i 7 
G =| C()e-7""*dz, SO daB C_,=G (35’) 
() 


woraus die Identitat folgt 


oo ty ng hy - 
|G, G,dvy =| E(dt| Ge tiartdy = [ E(t) C(t)dt, d.h. 
—o0 0 —20 0 
0 t 
[ |G, 2dv = | |E@) dz. (35”) 
a) 0 


Nun ist die Dichte der Strahlungsenergie im Mittel 


h 


| rar: 1 ; 
ae a (6 (4)|2 
0=7,6( = ga7,| EMPat, (36) 
0 
und wegen (35”) wird 
se gaa é { 
p= at |G, 2a» =| C7? Ne spy sae \G,|2 (36) 


—oo a) 
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SchlieBlich wird dann die zu berechnende Ubergangswahrscheinlichkeit (34) 
unter Benutzung von (35’) 


Wren (t) = al 


Setzt man hier |G,|? = 2a¢+ o(r%,) entsprechend (36’), und fiir cos?(©M) den 
Wert 14/3, falls die Richtung von © unregelmaBig nach allen Seiten schwankt, 


so wird schlieBlich die gesuchte Ubergangswahrscheinlichkeit wahrend der 
Zeit ¢ 


M cos (EM)enl?! G, ?. 


823 — 
Wen (t) = 3h Mrnl?-@ (En) -t; (Gy) 
WO @(v%,) einen monochromatischen Ausschnitt aus dem Spektrum 9 = | o (vy) dy 
0 
der ungeordneten Strahlung angibt und t,, entsprechend (27’) zugebildet ist. 
Denselben Wert (37) erhalt man auch fiir die im Strahlungsfeld 0 (»;,,,) erzwungene 
umgekehrte Ubergangswahrscheinlichkeit von k nach 2. 

Neben den Ubergangswahrscheinlichkeiten w,, und w,;, die vom Strahlungs- 
feld 0 (7,,) erzwungen werden, gibt es noch spontane Ubergangswahrschein- 
lichkeiten von ” nach k, wo E, > E;,, aber nicht von k nach m. Diesen kann 
man nur durch Beriicksichtigung der Reaktion des Elektronensystems auf das Feld 
Rechnung tragen. Dies wird in Abschnitt V geschehen, wo Atom und Feld zu- 
sammen als ein quantenmechanisches System betrachtet werden. Der Mangel der 
obigen Methode, welche nicht zur spontanen Strahlung fiihrt, hegt darin, daB das 
elektromagnetische Feld eben ,,aus Lichtquanten besteht*‘, oder besser gesagt 
in einer dem klassischen Ansatz I (q, t) = —(2t) widersprechenden quan- 
tenhaften Weise mit dem Atom gekoppelt ist. Die Wechselwirkung zwischen 
Licht und Materie darf konsequenterweise nicht dadurch gewonnen werden, 
da man die HaAmittonsche Gleichung eines punktmechanischen Atoms in 
einem elektromagnetisch-kontinuierlichen Feld ins wellenmechanische tiber- 
setzt, sondern dai man, von einem punktmechanischen Atom in einem korpus- 
kularen Lichtfeld ausgehend, einen simultanen Ubergang zur Wellentheorie des 
Lichts und der Materie vollzieht. 

43. Spontane Ubergdnge. Wie in Ziff. 40 gezeigt wurde, kann die Funktion 


2icExt 


v0) = dave * (38) 
; 


zur Charakterisierung eines Zustandes benutzt werden, bei dem je |a,|? = Ny 
Atome eines Aggregates sich auf dem Energieniveau FE, befinden (k = 1, 2...). 
Andererseits war 

2ia(Bi— Ex)t 


l 
py = > yaa Ye i = 0(4,t) (38’) 
Ed 


als eine Art Dichte erkannt, welche statistisch die Wahrscheinlichkeit 
angibt, ein Atom zur Zeit ¢ in der Volumeinheit beim Koordinatenpunkt q an- 
zutreffen, 

Diese Dichte o und die zugehérige Stromungsdichte 7 hat aber direkt nichts 
mit der Aus- und Einstrahlung der Atomschar zu tun, wie in Ziff. 37 auseinander- 
gesetzt war. Jedoch mag schon hier im Anschlu8 an Formel (38’) ohne Beweis 
mitgeteilt werden, wie man die Intensitat der spontanen Emission bei einer 
Schar von Atomen zu berechnen hat, die erst alle im Zustand / sind und zu ver- 
schiedenen tieferen Zustanden k iibergehen kénnen. 
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Man nimmt als ,,Ubergangsdichte pro Atom‘ die GréBe 


2 i (Ei- Ex)t 
orr(gt) = Yryre ‘ (39) 


d. i. ein Entwicklungsglied von (38’), aber mit a,a, = 1. In Ziff.50 wird dann 
wellenmechanisch begriindet, da’ die Ladungsdichte e+, als Quelle der 
spontanen elektrodynamischen Ausstrahlung pro Atom beim Ubergang |—> k 
fungiert. Wir bemerken, daf die zeitliche Periode der ,,Ubergangsdichte‘ 


tt oe Ey 
i inns oh 


gerade die Boursche Frequenzbedingung erfiillt. », erscheint dabei als 
Schwebungsfrequenz zwischen der Frequenz = FY des Anfangs- und 


a h 
— =e des Endzustandes. 


Die ausgestrahlte Intensitat berechnet sich aus dem elektrischen Moment, 
welches zu der Ubergangsdichte gehért, auf folgende Weise: 

Bedeutet X (g) die x-Komponente des elektrischen Moments bei dem betrach- 
teten Atom in der Koordinatenlage (gq. . . .) seines Elektronensystems, und sind 
die verschiedenen Konfigurationen mit der relativen Haufigkeitsdichte @;(q, ¢) 
vertreten, so ist das mittlere x-Moment 


[X (gong. t) dv = [X (qq) yelgndv 2 ut = Xperwt — (40) 


mit dem Faktor X;, als Amplitude und mit »; als Frequenz. N; Atome, deren 
Momente mit den Amplituden X,, und den Frequenzen 1, schwingen, wiirden 
nun nach der klassischen Elektrodynamik die Energie 


dE =dt-N;: ae oe (At, + Vix + Zi), 
(41) 


p he! 


= dt-N, 2% of, 


spontan ausstrahlen. Derselbe Ausdruck wird in Ziff. 49, Gl. (36’) in konsequen- 
ter Weise auch fiir die quantentheoretische spontane Ausstrahlung abgeleitet. 

Ist der zugrunde liegende Ausdruck g;;(g, t) in einem besonderen Fall zeit- 
lich konstant, so wird auch (40) zeitlich konstant; das ist nur méglich, wenn 
Xix, Yix, Zi, verschwinden; die Ausstrahlung (41) ist dann gleich Null, d. h. 
bei zeitlich konstantem o,, finden mit Strahlung verbundene Uberginge /—> k 
nicht statt (sind ,,verboten‘'). Dasselbe gilt dann auch fiir Ubergainge /—> k 
und & ~ l unter dem Einflu8 von auffallendem Licht, da auch diese an die Existenz 
von Momentamplituden §M?, = X7,-+ Y?, + Z7, gebunden sind (Abschn. V). 

Die von N, Atomen im Zustand / beim Ubergang nach den Zustanden hk, 
m, n pro Zeiteinheit ausgestrahlten Energien (die Intensitaten) verhalten sich 
nach (41) wie 


; ; _ af 9? - af bi 
Tz: ie Tam = Vip Win! Vin Mim: Vin Min: ed (42) 

Sind die Frequenzen 17%, ¥m, ¥j, Nur wenig voneinander verschieden, so 
erhalt man fiir die Spektrallinien »),, 7m, Yim--. bel spontanen Ubergangen 


von / aus angendhert die Intensitatsverhaltnisse: 


ie: vi m°* Jin= = MG: Mim: Me, . (42’) 
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V. Wechselwirkung von Materie und Strahlung. 


44. Operatorrechnung. In Abschn. IV war gezeigt, wie man aus der klassi- 
schen Hamittonschen Energiegleichung eines Systems von N Freiheitsgraden 
H(q,.-.-Qnt~1...pxn) —E =0 die zugehérige wellenmechanische Differentia!- 
gleichung gewinnt. Man ersetzt in der (passend symmetrisierten) Hamilton- 
funktion die Impulse #; und —E durch die Operatoren 


h oO h o 
und ibt den erhaltenen Seas 
ro) fe) 
Hq, i Qin oo Ere ot eu vg, f) 


aus. Der Lésung yw entsprachen dann gewisse physikalische Eigenschaften 
des quantenmechanischen Systems. 

Um Lésungen zu erhalten, ist es nun oft vorteilhaft, von den urspriing- 
lich gewahlten Koordinaten und Impulsen qf zu neuen kanonisch konjugierten 
gf’ wberzugehen, in denen die Lésung leichter gefunden werden kann; 
die auf die neuen Koordinaten transformierte Hamiltonfunktion H’ (q’tp’) fiihrt 
dann zu dem neuen Operator 

H’ (qt. h S)- h oO 


Qin Ot 


pean ausgetibt auf = y"(q#) 
Die Lésungen yw’ sind natiirlich ganz andere Funktionen als die urspriing- 
lichen w(qg, 4). Es ist aber von prinzipiellem Interesse, solche aus den wy und w’ 
abgeleiteten GroBen zu suchen, die von w aus genau dieselben Werte besitzen 
wie von y’ aus, die also invariant gegenitber dem zufallig zugrunde gelegten 
Koordinatensystem g oder qg’ sind. Denn nur solche Invarianten sind fahig, 
physikalisch meBbare Gr6Ben zu reprasentieren, die unabhangig von dem zu- 
fallig gewahlten Koordinatensystem sind. Eine solche Invariante ist z. B. die 
Energie, in der Wellenmechanik der Eigenwert £,,; in der Tat 1éBt sich be- 
weisen (Abschn. VII), daB die Eigenwerte der Gleichungen 

h oOo Pipe. de ) 
{Ha 5 See eile E, pf =0 = und !H (q’, Be) 9) — E,yw : = 0 
dieselben sind, wahrend die zum Eigenwert £, gehdérigen Eigenfunktionen 
wn(g) und yy(q’) ganz verschieden aussehen. Dasselbe gilt allgemein von 
den Matrixkomponenten (S. 391, FuBnote 2) irgendeiner Funktion 
F(q, p) = F'(q, p’): es laBt sich beweisen, daB die F,; gleich den F*,, sind; als 
Invarianten sind sie demnach einer physikalischen Deutung fahig. 


Irgendeine Funktion der Koordinaten g und der kanonisch konjugierten 
: nage i : 
Impulse # wird durch die Ersetzung $;—> See Zr emem! (Operator 
HELO k 

auszutiben auf eine Funktion y der Koordinaten. 

Der Ubergang zu neuen Koordinaten und Impulsen bzw. Operatioren be- 
trifft nun zunachst den Operator H — E der SCHRODINGERschen Gleichung, 
erst in zweiter Linie als Lésungen dann auch die w-Funktionen. Es ist demnach 


wichtig, sich die einfachsten Rechenes ce der ee klarzumachen. 


Es gilt, wegen der Produktregel der Differentiation a (io) = ee aE 1s - ; 
= ax 
he 6 h oO kk - 
21% Og, Dt 2Qia O”d’7 om Qian te (2) 
dagegen h h <3 , 
Qian oq, 12 Uae ee le) 
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LaBt man in diesen Gleichungen das Funktionszeichen y fort, so erhilt 
man die Operatorgleichungen 


ha eek aioe h oO h oO 
2ia 6g, 21 “dix Og, ia’ ae tet Qin Oq2® "2 oin dg, °? 
oder schlieBlich, wenn wir unter pg den Operator h/2ia 0/Oqx verstehen, 
h 
Aim — nh = Sin? dagegen P92 — 92/1 = 0. (3) 


Die letzte Zeile soll nichts anderes bedeuten als eine abgekiirzte Schreibweise 
h oO 
mit g, in der Produktreihenfolge vertauscht werden darf (f,92 = p2q,), aber 
nicht #, mit g,, wie eben (2) (2’) als ausfiihrliche Schreibweise von (3) beweist. 
Fir ein Paar konjugierter Koordinaten und Impulse (Operatoren) gilt die Produkt- 
regel der Kommutation nicht. 
Durch Zuriickgehen auf die ausfihrliche Schreibweise (2) beweist man leicht 
allgemein folgende Regeln fiir die Produktkommutation 


fiir die Gleichungen (2) (2’). (3) besagt, daB zwar der Operator f, = 


px qu — (bx = 57 fir K=L, =0 fir K+, | 
Prbt — Pipe =O, 9K9z — Indk = 9, (4) 
; h 6 
bei pg = aie EC 


Daneben gelten, wenn x, x, x, drei beliebige von den 2.N GréBen g,...¢yp,.--py 
bedeuten, die Additionsgesetze der Assoziation und Distribution 


(%1 + %_) + %3 = % + (%_ + 43), (%1 Xp) Xz = %y (%2%s) 
%4(%_ ++ Xa) = % Xo + % 1%, %,=0 oder %, = 0 wenn %1%_ = 0 
und allgemein das kommutative Gesetz der Addition 
Hy + %y = %_ + 4. 

Man kann also mit den Groen gg und Operatoren p_x = ae . = genau so 

© K 
rechnen wie mit gewOdhnlichen Zahlen, nur bei der Multiplikation ist auf die 
Nichtimmervertauschbarkeit der Reihenfolge entsprechend (4) zu achten?). Nach 
(4) ist jedes gg mit jedem g, vertauschbar, aber jedes gx nur mit jedem andern 
pf, wo L += K. Wir wollen allgemein zwei Funktionen q;(g, ~) und Pr (q, ?) 


kanonisch-konjugiert nennen, wenn unter Einsetzung von pg = 


Qin Ogx 
die Operatorbeziehungen resultieren: qk 


h 


h 4 
be (Os 35 Qin Sa) 1 (4. 2ia ia)? = (9 3; Qin sa) Pe(@ a3 ig) ¥ = Qin © 


usw., oder kiirzer geschrieben 
rs / , j ; , 
eG — CP’ = =F ; usw. wie (4). (4) 


1) Die Operatorrechnung mit ,,g-Zahlen‘‘ ist vom P. A.M. Drrac zur formalen Be- 
griindung der Quantentheorie eingefiihrt worden; Proc. Roy. Soc. Bd. 109, S. 642. 1925; 
Bd. 110, S. 561, 1926. Siehe ferner C. Eckart, Operator-calculus, Phys. Rev. Bd. 28, 
S.711, 1926. 
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Als Beispiel betrachten wir ein System von 2N als kanonisch-konjugiert vor- 

ausgesetzten, d. h. der Gl. (4) unterworfenen GréBen gx und pg und bilden 

aus ihnen die Gréfen Lia . 2ixD, 
, eae Tis ; PAU Mae ree (5) 
Vk = \Ire OE Ee ee 

von denen wir behaupten, da sie kanonisch-konjugiert sind, d.h. der Gl. (4’) 

unterworfen sind. Zum Beweis betrachten wir zunachst die Gleichung 


27 0 
PATH See 
ns K 


oF fq... gx) = 2 Hts an) 
=I me r oD | ane Be Shr nkde w)} be 
Bai) (Gy <n Okc oan) | 
letzteres nach dem Taytorschen Satz. Es wird somit 
lee 21D, ae aes [oes 23 aD 2iTD ee 
nde — Ua DE =| Ve Vee Wy Vane erie 
QinDy Qin, 
= ca i Ike ve (Gee Oe GN) ae Gx w(d1 --- dx --- In) 
Qh ees Dip 


ee Ga (Gite 41a Oy Oi ees) 
211 213 

= ee (Gee ta Gane eer on nd aero) 
h h 


Qi 


= ;, W (Garin AG pe AN 


also in Operatorschreibweise 
ee hag 24% 
PIK = GPK a ip 
Entsprechend beweist man die tibrigen Vertauschungsrelationen (4’) fur die gi, und 
px; die durch (5) definierten Operatoren qi, und /, sind also wieder konjugiert. 
Umgekehrt kann man auch aus der Voraussetzung, dab die £; und gi kanonisch- 
konjugiert (4) sind, dasselbe fiir die pg und gg beweisen. 
Als ein Gegenstiick zu (6) leitet man noch folgende Formeln ab. Sind 


TU, ... wgendwelche feste GréBen der Dimension von $,f,..., so ist 
i 4, Lb Ie ] 2177 pd g = 2U7T Og 
C hs 1 ——  () ee 
se ee h r => h ek ele h 
—>—e w(q) =e —— 1 WTKE 
21% Odx p (9) 21 a Ogn ge 
Qiistin Oe 
Vigo n 
Sea he | 
=e h —— >— ++ tx, , 
|2i2 O¢x i ' 
oder als Operatorgleichung geschrieben 
es mara: 
Pas @ eT Oa tres (7) 


Mit Hilfe dieser Beziehung beweist man dann leicht folgende allgemeineren 
Gleichungen, wenn /(g, #) irgendeine nach Potenzen der fg entwickelbare 
Funktion ist: 


217 (%1 G4 ++ T yy) Qi (1a + ++sTy Ty) 


1(% 1) € i. = t? ‘4b: + &) (8) 
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oder in umgekehrter Richtung gelesen 


2i7 (UN Ga+--.Ty Gy) Qin (m1a+-..Ty7y) 


e f(dxbx) = f(dx, be — te) e (8’) 
Bemerkt sei, daB die hier aus der Umdeutung px — a i als Identi- 
taten folgenden Vertauschungsregeln (4) schon vor der Aufstellung der ScHR6- 
DINGERschen Wellenmechanik als Grundgesetze der ,,Quantenalgebra‘ 
von HEISENBERG, BorN und JORDAN sowie von D1rAc aufgestellt waren, um mit 
deren Hilfe beobachtbare GréSen nach gewissen Vorschriften auszurechnen, die 
sich durch kiihne Verallgemeinerung der Korrespondenz zwischen der klassischen 
Mechanik und der Quantentheorie diskreter Elektronenbahnen ergeben hatten. 
Die Operatordeutung dieser quantenalgebraischen Beziehungen war dann 
schon von BorN und WIENER betont worden, und eine den Operatoren 
unterworfene kontinuierliche Raumfunktion in nicht allzuweit von ScHR6- 
DINGER abweichender Weise hatte bereits Lanczos eingefiihrt. Nachtraglich 
ist dann von SCHRODINGER selbst und von Ecxkart die voéllige Aquivalenz der 
auf der Quantenalgebra beruhenden ,,Quantenmechanik“ mit der Undulations- 
mechanik gefunden worden. 

Wir werden in diesem Abschnitt V obige Rechenregeln tiber Operatoren 
ausgiebig zur Abkiirzung mancher sonst sehr komplizierter Formeln benutzen. 
Die Méglichkeit, sich mehr um die Operatoren, welche auf die w-Funktion 
ausgeitibt werden, zu kiimmern als um diese selbst, beruht eben in der schon 
erwahnten Uberfliissigkeit, genauer auf nichtinvariante Funktionen einzugehen, 
wenn man auf beobachtbare (invariante) physikalische GréBen und Gesetz- 
maBigkeiten hinaus will. Eine zuasammenhangende Uberischt iiber die Quanten- 
algebra der invarianten Gr6éBen ist dann in Abschn. VII zu finden. 

45. Besetzungszahlen als Koordinaten. Im folgenden behandeln wir die 
Ubergangswahrscheinlichkeiten von einem Zustand n nach einem andern 
Zustand m eines mechanischen Systems, etwa eines aus einem oder mehreren 
Elektronen bestehenden Atoms oder eines aus mehreren Molekiilen bestehenden 
festen oder gasfGrmigen Aggregates usw. Zu diesem Zweck ist es von Nutzen, 
das System, das wir einfach das Atom nennen wollen, als Teilnehmer an einer 
groBen Schar gleichartiger, d. h. dieselbe Hamiltonfunktion besitzender und 
voneinander unabhangiger Atome zu nehmen, von denen zu irgendeiner Zeit 
N,Atome im Zustand1, N,Atome im Zustand 2 usw. liegen. N,+N,+...N 
ist die Gesamtzahl der Atome der Schar. Ferner betrachten wir noch eine zweite, 
dritte usw. Schar von je N solcher Atome, bei denen aber der Verteilungszu- 
stand Nj, bzw. NY usw. besteht. Die Wahrscheinlichkeit, unter der Gesamtheit 
dieser Scharen zur Zeit ¢ eine Schar im Verteilungszustand Nj, zu finden, sei 
|w(N%.t)|? genannt, die Wahrscheinlichkeit, zur selben Zeit eine Schar der Gesamt- 
heit im Zustand N/ anzutreffen, sei |y(N7, ¢,)|?. w(N), 4) bzw. w(N7t,) sind die 
zugehérigen Wahrscheinlichkeitsamplituden. Nimmt bis zur Zeit ¢, der Wert 
von |w(N;2)\? ab, der von w(N7/t) zu, so heibt das, es besteht eine Ubergangs- 
wahrscheinlichkeit vom Verteilungszustand Nj; und nach dem _ Ver- 
teilungszustand N/ hin. , 

Wahrend bisher wy stets als Funktion der Koordinaten qg und ¢ betrachtet 
war, sind wir so mit D1rrac!) zu Wabrscheinlichkeitsamplituden w gelangt, bei 
denen die Besetzungszahlen N, als Koordinaten auftreten. Der Anschlu8 
an Abschnitt IV besonders Ziff. 41, wo y allgemein in der Form 


(qt) = nde (t) ve (9) 
1) Pp. A. M. Dirac, Proc. Roy. Soc. Bd. 114, S. 243, 1927. 
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als Lésung der Grundgleichung?) 
are 
2a Ww + Wek ws — O 


dargestellt war, wird erreicht, indem man hier den Betrag |d;(¢)|? deutet als die 
Anzahl der Atome, welche sich gerade im Zustand k befinden, so da8 
| Di. (2) 2 = N;, (t) und HOVE = 2,N;(é) == N= Ikovasin, 


Da 6, (t) selbst noch komplex sein kann, ist dann 


Qia Or 


S ara mit /N;, = Amplitude, 0; = Phase (9) 


Ae 
zu setzen, und wir erhalten 
Ww (0, b, Pans t) = OL Wr, y = De bye . 
Wegen der in Ziff. 44 eee Gleichung fiir die zeitliche Anderung der } 


An = ae aig Aa ae = 0 (9’) 
kann dies auch in der Form 
ae X OLY» ov Sp a4 2n Ween bn = 0 (10) 


geschrieben werden. Wir wollen dabei wie dort die Einteilung von H(g,t¢,) 
in H°(q, ) + F(g, t) so vornehmen, daB die Matrixelemente F,,, verschwin- 
den, indem der Teil der Stdrungsenergie f(g, 4), der zu nicht verschwinden- 
den F’,,, Anla8 geben wirde, zur -Hauptenergie H° geschlagen wird. Es ist dann 


ie alee, fiir Ran, Hy =k und Fone, A.) 


h ee Z ; Panes 
Es wer ae b* definiert als der zur Koordinate 0}, konjugierte Im- 
T 


pulsy decks - 6* soll eine Abkiirzung fiir den Operator 5 z = , .O* eine -Ab= 


kirzung fiir C/€b, bedeuten. Es gelten dann die Over ieraenetian (vel. 
(229) and: (4h 
bE by. =< Dy bis == || 2 be b, = b, b¥ — O(L se k) 5 


b,.b, — bb, = 0, b* by — OF bf = 


(41) 
fiir bt = : 
Wir verstehen nun unter H (bd, 6*) den Operator 
H(6, 6*) = Shi (12) 


und finden bei Austibung auf y = 2)b,y,, da 0% = — auf wi(qg) ausgetibt Null 
ergibt ‘ 
{H, w} = 24 on rH en Wn ’ 


so da (10) itbergeht in die Form 


h C Be Vv id ¢ 
F im Ot +H, v| =0 fir w(0, g) = 2nbdnWnlQ) . (13) 
Diese Gleichung hat formal dasselbe Aussehen wie die Grundgleichung von 
SCHRODINGER, nur ist in letzterer y eine Funktion von g und ¢, in (13) eine 
') Die Fourierkoeffizienten b,(¢) sind schnell veranderlich, b, = aye At EKtih” im 
Gegensatz zu den langsam verdnderlichen a,(t). Die w,(g) sind die Eigenlésungen der 
konservativen Gleichung {H®° — E,wt=0, wo H® der ,,ungestérte Anteil von H, 
F = H — H°® die Stérungsfunktion ist, siehe Ziffer 41. 
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Funktion von g und 0,,..., wahrend die Zeit implizite in den 0, (¢) steckt. Im 
folgenden wird es dann weniger auf die Abhangigkeit von q als auf die von den 
6 ankommen; da in der Differentialgleichung (13) der Operator H(b, 6*) die 
Koordinate g gar nicht enthalt, so sind die Lésungen y von (13) einfach Funk- 
tionen y(d,d,...), wo jedes b noch implizite die Zeit ¢ erhilt. 
Dirac geht jetzt weiter von den kanonischen Variabeln 0, und aa - b& 
h ‘] : : 
= iro ‘op, Zu neuen kanonischen Koordinaten und Impulsen (Operatoren) 
7 k 
iiber, und zwar so, daB die Ny, = |b,|? jetzt die Rolle der Koordinaten iiber- 
nehmen. Dies wird erreicht durch die Transformation 


= _ 212 Ox 2ina O- — 
b=YNie * , bdb¥=e * YN, (14) 


ee oe ; 
Sia ONE daB in der 
Tat bei der durch (14) angegebenen Transformation aus den Vertauschungsregeln 
(141) der & die Vertauschungsregeln 


zu den neuen kanonischen Variablen Ny und ©; = 


O.N; — NiO. = 5", O,N,—N,O,=0 fir 1+ | er 
N,N, — N,N; = Oy; 0,0; = 0, O,. = 0 


entstehen, folgt wie (4’) aus (5). 
Bei den neuen kanonischen Variablen N;0, wird der Operator H (bb*) 

von (12) jetzt zu dem Operator 
Zin Ox 242 On 


H(N,0)=2,5,/Nie me 


1 eae . 
eet VIN, ait Ca 


ON, 
durch den der Operator der Grundgleichung (13) tbergeht in 
A ; _ 2127 OK 212 On 
eee Ser nllin ty Nyt * & * VNGs = 0; (14”) 


Ubt man ihn auf eine Funktion Y aus, so ist Y eine Funktion der konti- 
nuierlichen Koordinaten N,N,..., von denen jede zunachst aller Werte 
zwischen 0 und oo fahig ist. Die Beschrankung der Koordinatenwerte N;, auf 
ganze Zahlen, oder vielmehr der Anderungen der N, um ganze Zahlen, ist 
erst ein gleich abzuleitendes Resultat der Quantenmechanik. 

46. Ubergangswahrscheinlichkeiten. Die letzte Gleichung kann mit Hilfe 


der Formeln (6) in die Gestalt 
h 
2ia 


PW cee, Nae) | 


ewan: (15) 
TS ye, |e Ee eh, a ee | ee Pe oe | 


gebracht werden; dabei sind in der Doppelsumme nur die Glieder mit k +” 
hingeschrieben. Fir k = kommt noch die einfache Summe hinzu: 


2 Hie VNu VN: VN, Ny...) = SpE, Vy... Nee.) (15’) 


Wi(N,...N,...N,) fassen wir auf (s. auch 3. Beispiel in Ziff. 40) als die 
Wahbrscheinlichkeitsamplitude, zur Zeit ¢ unter einer Gesamtheit von Atomscharen 
eine Atomschar im Verteilungszustand N,N... N;,... anzutreffen. W(N,... 
N;—1,-.--Nn-+41,..-) ist dann die Wahrscheinlichkeitsamplitude, zur selben 
Zeit eine Schar der Gesamtheit in einem Verteilungszustand anzutreffen, der 


Handbuch der Physik. XX. 26 
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sich von dem ersteren dadurch unterscheidet, da8 im Zustand k ein Atom 
weniger, im Zustand m ein Atom mehr liegt. Die zeitliche Anderung 
der ersteren Wahrscheinlichkeitsamplitude ist durch Gleichung (15) mit den 
Amplituden der letzteren Wahrscheinlichkeiten verknipft. Zur Vereinfachung 
der Schreibweise verstehen wir unter Wy und Wy, jetzt die Funktionen Y(N,N,.. .) 
und Y(M,M,...) und kénnen dann statt {(15) abgekiirzt schreiben 


ji 5 
0= : Py =f 2uDyu- Pup (16) 


Qin 


wo die Summe sich auf alle die Verteilungen M erstreckt, welche von der 
Verteilung N durch ein um 1 vermehrtes und ein um 1 vermindertes N ab- 
weichen, dazu kommt noch ein Glied N = M entsprechend (15); die Bedeutung 
der Koeffizienten {yy ist aus dem Vergleich mit (15) (15’) abzulesen; z. B. ist 
nach (15’) Syy = 2.N;,E;, wofiir wir auch Ey schreiben wollen 


Svx = Ey = 2,N, Ey (16’) 
als Gesamtenergie der Atome im Verteilungszustand NV. 


Von der Gleichung (16) fiir die schnell veranderlichen Funktionen Wy kann 
man zu langsam veranderlichen Funktionen ®y iibergehen, indem man den 


Ansatz QinEnt 
Y= Oye b (17) 
n “a einfiihrt. Man erhalt dann [vgl. Ubergang von (28) zu (28’) Ziff. 41] fir ® 
2ia(Ey-Emu)t ; = fiir N M 
Cae - By + 2y Sym Ou e (oe mnie on M aes far ON i u (18) 


Auch die physikalische Bedeutung der yy bzw. Syy entspricht der 
in Ziff. 41 behandelten Bedeutung der H,, bzw. Fy. Die Integration von 
(18) fur das Zeitintervall 0 bis ¢ filhrt [vgl. in Ziff. 41 die Integration von (28)], 


Zeer tcl Py (1) — By (0) = Zafy ar (6) Pu (0), (19) 
wobei in 1. Naherung fiir kleine Zeiten, in denen sich die ®y nur wenig andern: 
bin i 2ia(En-Em)t 
War (t) = capa i | Sa é h at. (20') 
0 
Wird das Zeitintervall 0 bis ¢ so klein genommen, daB auch #y y als Kon- 
stante angesehen werden darf, so erhalt man durch Integration 
21x (Ey-Emu)t 
{Vu ¢) = Oyu: (1 ee a : (Ey — Ey). (21) 


Die Entwicklungskoeffizienten fy y(t) in der Reihe (19) sind die Wahrschein- 
lichkeitsamplituden, die |fyy|? = wyy die Wahrscheinlichkeiten, daB 
wahrend der Zeit ¢ eine Atomschar aus dem Verteilungszustand M nach N springt. 
Es gilt, genau wie in Ziff. 41, ein Interferenzgesetz der Wahrsch'einlich- 
keiten, als Folge des Additionsgesetzes (19) der Wahrscheinlichkeitsamplituden. 

Die Besondeher des hier behandelten Problems der Ubergange einer Atom- 
schar aus dem Verteilungszustand M = (M,M,...) in den Verteilungszustand 
N = (Nj Ns...) ergibt nun, dab die Groben ne bzw. Sym, welene zu den 
Gnesi /ym fihren, hier nur fiir folgenden Fall von Null ver- 
schieden sind, den man aus (15) abliest: 


Endverteilung N | Anfangsverteilung Sy = ONG | 
| 


pay cere oe 
Saale AV pats Ng eal ING ee irae nee dere ete IN IN. 324 (i > 
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d. h. die von vornherein kontinuierlichen Koordinaten‘ N; kénnen nur entweder 
erhalten bleiben oder sich um --1 andern, sukzessive also nur um ganze Viel- 
fache von 4 springen. Im einzelnen bedeutet (22) folgendes. Beim Ubergang 
von der Anfangs- zur Endverteilung der Atomschar springt ein Atom aus dem 
Zustand » in den Zustand k. Die Unsymmetrie des Ubergangserzeugers Fy» 

N, VN, +4 ist nur scheinbar, denn man bedenke, daB das springende Atom 
im Anfang eines der (VV, -+- 1) Atome war, welche sich im Zustand m befanden, 
und daB dasselbe Atom am Ende eines der N; Atome ist, welche sich im Zustand 
k befinden. Gleichwertig mit (22) ist auch folgendes Schema 


Endverteilung NV _Anfangsverteilung M | Sno = Ovw ex) 
= N,...Ny+4,.-.Na—1...|=N,... Ny... Nyn-..| = Fan Ne 1 Vn 


Sind z. B. im Anfang alle N; = 0, nur N,, = 1, so ist die Ubergangswahrschein- 
lichkeit dieses Atoms vom Zustand ~ zum Zustand k zu berechnen aus 


Svar = Fine }1 1 = Fyn, d. h. einfach aus dem Matrixelement der Storungs- 
energie. Man sieht hier besonders deutlich, daB fiir das Vorhandensein dieser 
Ubergangswahrscheinlichkeit von 7 nach k es nicht etwa notig ist, daB bereits 
schon vor dem Ubergang ein oder mehrere Atome im Zustand & liegen (wie 
zuweilen unrichtig aus der Wellenmechanik geschlossen wurde). 

47. Wechselwirkung von Licht und Elektron. Im Anschlu8 an P. Dirac?) 
verfolgen wir jetzt, indem wir das Stérungspotential F(q,¢) spezialisieren, die 
Wechselwirkung von Lichtquanten und Elektronen, um zu einer Quantentheorie 
der Absorption, Emission, Lichtzerstreuung und Dispersion zu 
gelangen. Dabei mdgen die einfachsten Formeln aus der relativistischen 
klassischen Mechanik des Elektrons im elektromagnetischen Feld vorausge- 
setzt werden; dieselben sind ibrigens in Abschnitt VI im Zusammenhang 
wiedergegeben. 

In einem st6érenden Feld mit dem skalaren Potential g und den Vektor- 
potentialkomponenten %,%,%, lautet die Energiegleichung 


(p.+ £9,)'4----4(E + eg) + pret =o. 


Die Hamiltonfunktion ist demnach jetzt 


wh 


r 


H=E=c- moe? a (b. + ; 2.) + | —€ey. 


Als ungestérten Fall betrachten wir die Anwesenheit des skalaren Poten- 
tials m allein, welches tiberdies zeitunabhangig sein soll (Bewegung im Feld 
eines Kerns) mit der Hamiltonfunktion 

fi, =£,=c Vine ae p? — é&. (23) 
Bei Vernachlassigung von v?/c? gegen 1 und von Gliedern mit Y* erhalt man 
dann naherungsweise 


Or Le (24) 


H =E = H,+-—(o%) + 

Diese Gleichung stellt eine Mischung zwischen Korpuskulartheorie der 
Materie und Feldtheorie des Lichtes dar. Um zu einer konsequenten Feldtheorie 
von Licht + Materie zu kommen, ist es zundchst nétig, die Wechselwirkung 
zwischen Elektronen und Lichtkorpuskeln (Lichtquanten) durch eine punkt- 
mechanische HAmiLtonsche Funktion zu fassen, die dann ins Wellenmechanische 
zu iibersetzen ist. Dem Atom mit seinen Freiheitsgraden steht dabei gegeniiber 


1) P. A.M. Dirac, Proc. Roy. Soc. Bd. 114, S.243. 1927. 
26* 
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das Lichtfeld mit seinen Freiheitsgraden, die mathematisch als ein System von 
harmonischen Oszillatoren eingefiihrt werden, welche in gewisser Weise in st6ren- 
der Wechselwirkung mit dem Atom stehen; physikalisch sind diese Oszillatoren 
die elementaren Eigenschwingungen des von Licht erfiillten Raumes. Fir 
unsre Zwecke besonders geeignet ist die Verwendung der elementaren LAvEschen 
Strahlenbiindel (s. Ziff. 17, ferner Kap. 9), von denen im Volumen V und im 
Schwingungszahlenintervall dy im ganzen 


= Vay (25) 


elementare Strahlenbiindel vorhanden sind, in Ubereinstimmung mit der JEANS- 
schen Zahl der Eigenschwingungen beider Polarisationsrichtungen. Die Anzahl 
der dabei auf den Winkeléffnungsbereich dw (statt 4sr) fallenden elementaren 
Strahlenbiindel einer Polarisationsrichtung ist demnach 


v2 é 
CS Vdydqm _ elementare Strahlenbiindel in Vdydw. (25’) 


Jedes von ihnen wird in der Korpuskulartheorie des Lichtes mit einer ganzen 
Zahl N; von Energiequanten hx, besetzt. Die Ganzzahligkeit der Nz wollen 
wir aber hier nicht voraussetzen, sondern zunachst den N;, den kontinuierlichen 
Bereich von 0 bis co zur Verfiigung stellen. Der Lichtzustand des Raumes ist 
dann charakterisiert durch die samtlichen evtl. gebrochenen Zahlenwerte N;, 
von Lichteinheiten hy;,, welche auf den einzelnen (auf dem Aten) Strahlenbiindeln 
liegen, und durch die Phasen ©, dieser Strahlenbiindel. 

Um jetzt die Stérung zwischen letzteren und dem Atom zu erhalten, be- 
trachten wir zunachst nur das Ate Strahlenbiindel mit der (kontinuierlich ver- 
anderlichen) Besetzungszahl N; und der Phase ©, und fragen nach dem von 
ihm erzeugten Vektorpotential Y*. Die von dem Strahlenbiindel im Volumen 
V erzeugte mittlere Energiedichte ist a Be “.  Andererseits ist die mittlere 
elektromagnetische Energiedichte der mit » schwingenden Strahlung gleich 


Ge a) ee eee 
3a 6 +§)=7-@=7 =z ee aia 
Aus der Gleichsetzung beider Dichten folgt 92 = = ae und wenn wir {* 


periodisch mit dem Phasenfaktor cos(22 0,/h) ansetzen, wird schlieBlich 


xO Wise 

k k 

| "| = YNicos ). ie (26) 
Y* selbst zeigt in der Richtung des elektrischen Vektors © = =. Das ge- 


samte Vektorpotential 9{ ist die Uberlagerung aller Beitrage k. Auf diese Weise 
ist 2{ durch die korpuskularen Daten N; und ©, ausgedriickt. 
Vor der Einsetzung in die Hamiltonfunktion (24) soll noch symmetrisiert 
werden: 
2i2O;% Qin Ox 


VM.e * te ® YNy=d,-+ df [vel (44)]. 


2 -\/N;,cos (5") = 


Mit den Abkiirzungen 


|v} -cos(*, v) =v, und — cos(2*, 2) = cos ay, 
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wird dann die Hamiltonfunktion (24) zu 


he 


(27) 


AG CG kl 
$e AG at Ube + BE) + OP) spa aes 


au —— 2aV Vopr; 
unter Hinzufiigung der ungestérten Lichtenergie. 

Man kann mit Dirac diese Gleichung so auffassen: Es ist die Hamilton- 
funktion eines mechanischen Systems von unendlich vielen Freiheitsgraden, 
namlich des Hohlraums V mit seinen Eigenschwingungen (Strahlenbiindeln 


k = 1, 2, 3...00) in einer ,,Lage“, in welcher die Eigenschwingungskoordinaten 
die Werte 6,6, ... und die kanonisch ala oa Impulse die Werte 

Sy * 3 ae * 

24% oF, 24% 03 


besitzen, oder auch bei Benutzung der Transformation 


SfNjeoug 0 OFS 4 VG, (28) 
bei den ee es N; sae konjugierten Impulswerten ©. Dazu 
kommen noch die Koordinaten und Impulse des Elektrons, die in Hy und in den 
Faktoren »,; enthalten sind. 

48. Ubergangswahrscheinlichkeiten!). Der Ubergang von der punkt- 
mechanischen Hamiltonfunktion (27) zum wellenmechanischen Operator ge- 
schieht durch die Umdeutung der Impulse 0 in Operatoren 0/05, baw. der 


h c 
Bin ON, und ‘sie der Wellengleichung (16) 


Impulse 0, in 


Fe y= 2uOvu: Eu (28’) 


Qin 


mit ¥ als Funktion der kontinuierlichen Koordinaten 0 oder N;. Ausfihrlich 
heiBt diese Gleichung, wenn wir die Umformung, (6) 
2ia Or 
Be HN Ng oe) met (NN as Ne 1s) 
beachten und zur Abkiirzung statt W(N,N, ...) einfach YW, statt 
W(N,N...-, Ne+1,...) einfach ¥(N;, + 1) schreiben: 


— si ye HY + >) Min? 


+e >'] savy te: YEP (Ne — 1)+ VN, +1¥(N, +1)| 
KE 


h Ccosa,; (29) 


2 
2ab Ve ° % 


ee 
[VNiN,- BY (Nz — 1, N; — 1) + VNu(Ni +1) Y(M, — 1, Ni +1) 


+ Y¥Ni+ 1)N,- W(Ny+1, Ni—1) + VMe+1) (Ni +1) - W(Ne+1, M+ 1)| . 


Wir sehen schon hier entsprechend den Betrachtungen von Ziff. 46, daB die 
Zahlen N; sich stets nur um + 1 andern, d.h. daB stets nur ganze Lichtquanten 
umgesetzt werden. Aus dem gewonnenen Resultat werden wir mit Dirac die Wahr- 


1) Pp. A. M. Dirac, Proc. Roy. Soc. Bd. 114, S. 243. 1927. 
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scheinlichkeiten der verschiedenen optischen Prozesse, Emission, Absorption, 
Zerstreuung usw. ablesen. Dazu muB aber noch eine Ergainzung hinzugefiigt 
werden. Die in (29) auf Y wirkenden Operatoren Hy und », enthalten namlich 
Koordinaten gund Impulse #des Elektrons, so da alle vorkommenden Funk- 
tionen Y auBer den N; noch das Argument g enthalten. In Ziff.45 wurde gezeigt, 
daB man statt g als Koordinate des Elektrons auch Zahlen Nj; Nj... als Koordi- 
naten einfiihren kann, welche fiir eine ganze Schar von gleichartig gebundenen 
Elektronen dieVerteilung iiber ihre méglichen Quantenzustande 1, 2, . . . bedeuten. 
Dementsprechend wird Y bei einem System, welches aus einer Schar von Elek- 
tronen und Lichtquanten besteht, eine kontinuierliche Funktion der Argumente 


CNG IN aml ve (30) 


sein. Beschranken wir uns auf den Fall, daB nur ein Elektron vorhanden 
ist, und zwar im Anfangszustand m und im Endzustand 7, so ist 
auf der rechten Seite von (29) statt des von g und # abhangenden Operators H 
sein Matrixelement §”” (siehe S. 391, FuBnote) einzusetzen, also fiir by, 
jetzt b;” and tur Hy, jerzti(,)*" 0 zu schreiben. (28) minnmitedann 
folgende Gestalt an h 


Qin W(') = 2H": Yi), G1) 


wobei sich der obere Index 1 bzw. m auf den Elektronenzustand, der untere N 
bzw. M auf die Lichtkoordinaten beziehen soll; die Werte $y, sind aus (29) 
abzulesen, und yj, sollen ihre Matrixelemente beziiglich der Eigenfunktionen 
w,(g) und w,,(g) des Elektrons angeben, deren Eigenwerte gleich E, und Ey, 
sind. Wir haben damit eine der Gleichung (16) analoge Gleichung fiir die schnell 
verdnderlichen GréBen WY genommen. Der Ansatz [vgl. (17)] 
2int (Ent En) 
Eee Ge 
fihrt dann zu der Gleichung fiir die langsam veranderlichen Groen @ [vgl. (18)] 


: Qiat(En-Hut+LEn-Em) 


von der uns nur die Glieder N + M interessieren, welche fiir Lichtumsetzungen 
makgebend sind. 
Die Integration nach der Zeit fiihrt dann zu einer Reihe [vgl. (19)] 


P(i)i=0 — P(r)e = 2ufa'n (2) - PGe=0; (33) 
deren Koeffizienten /%"-(t) die Ubergangsamplituden vom Lichtzustand M 
nach N bei gleichzeitigem Elektronensprung von m nach m bedeuten. Ihre 
Quadratbetrage sind die zugehorigen Ubergangswahrscheinlichkeiten 
w(t). Im einzelnen erhalt man, durch Beriicksichtigung der verschieden- 
artigen Summenglieder von (29), in 1. Naherung die Emissions-, Absorptions- 
und Zerstreuungswahrscheinlichkeiten, in 2. Naherung die Dispersionserschei- 
nungen, wie im folgenden im Anschlu8 an Dirac gezeigt werden soll. 
49. Emission, Absorption, Zerstreuung!). Die Integration von (32) fiihrt in 
erster Nahrung zu den Ubergangsamplituden [vgl. (21)| 


( 2iz (Ey+En-Eu-Em)t 
1 


=e h Ns (En ate Jes a Ey a En) 


Prt) = ym 

1) P. A. M. Dirac, Proc. Roy. Soc. Bd. 114, S. 243. 1027; siehe ferner A. LANpD#, 
ZS. f. Phys. Bd. 42, S. 835. 1927; L. Lanpau, ebenda Bd. 45, S. 430; G. WENTZEL, ebenda 
Bd. 43, S. 524, 1927; E. Furs, ebenda Bd. 43, S. 726, 1927; F. BLocu, Phys. ZS. Bd. 29, 
S. 58. 1023: J. C. SLATER, Proc, Nat. Acad Amer Bdrm 3) oon O27, 
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und den Ubergangswahrscheinlichkeiten 

1 mm 2: t 
wilt) = [FNy|?+2|1 — cosh Ey+E,—Ey—Ey)| : (Ext+En-Eu—Ey)?. (34) 


_ Der Emission eines Lichtquants hy», beim Atomsprung m-— n entspricht 
beim Endzustand N = N,N, ... der Strahlung der Anfangszustand M = N,..., 


N,—1,... Der ci ala Koeffizient Q'y", = Hy, ist, wie man aus (29) 
abliest, 
erm «| -pnm VN: Ew << (Ni e=#1) hy, 
WV M — Vp Ey= N,:+ hy, : 
Gleichwertig damit ist bei anderer Bezeichnung des Anfangs- und Endzustandes 
anm ih {ii Ey = Nyz-hy, / 
Dyu = 22V»,— VN. +1 ee (Nz; +1) hry, (34) 


mit Einfiihrung des elektrischen Moments Yt = er, M@—= ev. Setzt man ferner 
zur Abkiirzung 


Emn— En=%nam'h, mites) , Ey— Ey=—hy,, 


m—>n 


SO a man zu der Emissionswahrscheinlichkeit 
y(t) = way | ‘a (Ni a A )f — cos2 TL (Vnm — Vx)]: (Yam a Vz)? ( (35) 


Sie ist nicht sae der Zahl N, der Lichtquanten im Anfangszustand, 
sondern proportional N; +1. Den mit N, proportionalen Teil nennt man die 
von der Strahlung induzierte Emission, den mit 1 proportionalen Teil 
die spontane Emission. Das emittierte Lichtquant », braucht nicht etwa 
die gleiche Frequenz wie das zum Atomsprung gehérige v,., zu besitzen, aller- 
dings ist die Emissionswahrscheinlichkeit um so gréBer, je geringer der Nenner 
(Ym — ve)? wird. Die Boursche Frequenzbedingung ist also nicht 
scharferfiillt. (35) gibt die Intensitatsverteilung der beim Atomsprung m > n 
emittierten breiten Spektrallinie um das Maximum 9; = ¥yy. 

Die gesamte spontane Emissionswahrscheinlichkeit in Volumen V in einen 
Winkelbereich dq@ hinein und mit Schwingungszahlen des Intervalls dy erhalt 
man aus (35) durch Ersetzung von N; +1 durch 1 und durch Multiplikation 


mit der Anzahl o, = *. Vdv,do, der zugehérigen elementaren Strahlenbiindel 


(25’); dadurch fallt V in (35) heraus: 

: pee t - 
Will man die Emissionswahrscheinlichkeit fiir alle Farben », durch Integration 
iiber »; von 0 bis oo erhalten, so zeigt sich, daB das Integral nicht konvergiert, 
weil die Beitrage der hohen Frequenzen zu wenig (wie dy,/y,) abnehmen. Dies 
kommt daher, weil fiir sehr hohe Frequenzen, d.h. kleine Wellenlangen, es nicht 
erlaubt ist, im punktmechanischen Ansatz das auf das Elektron in seiner momen- 
tanen Lage wirkende Feld durch das Feld in seiner Ruhelage zu ersetzen. Denkt 
man sich diese Konvergenzschwierigkeit durch passende Modifikation fir groBe »; 
beseitigt, so tragen wesentlich nur die +, in der Nahe von »,,, zum Integral 
bei, so daB man bei der Integration den Faktor » durch y,,, ersetzen kann. 
Man findet so fiir die Emissionswahrscheinlichkeit beliebiger Farbe in den 
dw,-Kegel hinein 


1) Fy, . 


q 2TV yn mb d a - a : 
deo apzg| ME" 22 rant = deny Fee -| FMI"! = dow —“FB™ (MEP, G6) 
° ym 1 2in nm 
indem man Me: mit —_ d spn (Mee Vnm Me: 


dt he 
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identifiziert. Die gesamte spontane Emissionswahrscheinlichkeit des vom Zu- 
stand m nach m springenden Atoms erhalt man bei Ersetzung von da@, durch 
42, Hinzufiigung eines Faktors 2 zur Umfassung beider Polarisationsrichtungen 


und Ersetzung des Mittelwerts der k-Komponente durch einen Faktor } 


| mee” E — 4 |soe"™ 2 3 
Multipliziert man dann noch mit hx, so erhalt man die bei einer groBen Schar 
gleichartiger Atome pro Atom und pro -Zeiteinheit ausgesandte Energie 
dE = CAA 
ai. ae 
beim Ubergang mm. Dieser Ausdruck stimmt iiberein mit der in Ziff. 43, 
Gl. (41) benutzten Ausstrahlung und rechtfertigt nachtraglich den dort benutzten 
Ansatz fir die ,, Ubergangsdichte“ 0” als Quelle der klassischen Ausstrahlung. 
Fir die Absorptioneines Lichtquants 4», ist beim Endzustand N= N,N)... 


| me" |2 (36’) 


der Strahlung maBgebend ein Anfangszustand M=N,..., Ny+1,... Der 
zugehorige Koeffizient H#%; ist in (29) 

mm ES pee Ey i N a A) hy, 

VM ~ | 22 V v, RYN, 1 ris 4 B= ae ae i 


Gleichwertig damit ist 
OLED) eae J nm Ey == Ni hyy 

Avi; = | eV ae Me” VN; en HON ; (37) 

Dies unterscheidet sich von (34’) nur durch den Faktor Vy; statt yN Rested 

die Emissionswahrscheinlichkeit verhalt sich zur Absorptionswahrscheinlichkeit 


demnach wie Emissionswahrscheinlichkeit _ N,+1 


Absorptionswahrscheinlichkeit = N, ~ (38) 


Diese Beziehung kann man als Grundlage von EINSTEINS Beweis des PLANCKschen 
Strahlungsgesetzes benutzen. 

Die Zerstreuung eines Lichtquants umfaBt hier nicht den Comptoneffekt, 
da oben v?/c? vernachlassigt wurde. Wir betrachten den Ubergang zum End- 
zustand WV = N,.N,...vom Anfangszustand M = NN, . «Np +4)... Net eee 
Ihm entspricht in (29) 


mm *h COS X% E = N 1)h — a 
25) 257 yey, (Net (Et Nehvy + Nike ~ — 


Ein solches Glied kommt namlich in der Doppelsumme 2 mal vor. Statt dessen 
benutzen wir 


a ENCOSXg IN, - ee = Nyhry, + Nihy, . 
= 4 VN, m= NAV, l 
a oo ele Sr hehe aerial G9) 


fiir den Ubergang eines Lichtquants h», in ein Lichtquant h»,. Dies fibhrt 


nach (34) zu der Ubergangswahrscheinlichkeit j 
64cos?az7 1 — cos2at (vy, — v7, — pm) 
YU a eo as Ds nm , 
Wyo 4m? ur.Vr,+ Vv, (N; + 1)Ni,- 2 (%) — ¥_ — Pum)? mec (39) 


Durch Multiplikation mit o, = EV drpd oy und 67 = L Vdy,da, (siehe 25’) 
Cc Cc 

erhalt man als Ubergangswahrscheinlichkeit aus dem Strahlenbiindel 

dyy,.da@, in das Bindel dy,da, 


é ~COS* Op 1 
27? 2 o8 


14 — cos2at(y—,— 


(» ay yaa ry yale : " avd Od Vd a, = (39”) 


-(N; + 1) Naver: 
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Besonderes Interesse hat der Fall »,,, = 0 beim Anfangszustand N,=0, d.i. 
Streuung an einem ungeindert bleibenden Atom in ein strahlungsfreies dw,dv- 
Bindel hinein. Integriert man auBerdem noch iiber dy, und umgeht die Kon- 
vergenzschwierigkeit wie S. 407, so erhalt man fiir die Wahrscheinlichkeit eines 
Streuprozesses von d@,.d@@, nach da, hin wihrend der Zeit ¢ 


© 
" 
2arurc COS* Ag) 7EN, + 22%, t+ dr, da,d a, . (40) 


Die auf die Flacheneinheit pro Zeiteinheit auftreffende Strahlungsenergie be- 
stimmter Polarisation ist dabei cs eae worin §(»%) = 45 20%) und die 
Strahlungsdichte 0(%,) = N,hr,- a (25)], also 


Nyhov} 
&(,) = EE. (40’) 
2 @ (a, a 
Setzt man hiernach N; = aoe in (40) ein und multipliziert mit hy,, 
k 
so erhalt man als gestreute Energie pro Elektron und pro Zeiteinheit aus dy,.d wy 
nach da) hinein dE a 
= = Tach COS? es H (4) dry d co, on, (41) 


bei auffallender Strahlungsflachendichte & (»;,)d1,.d w,. Dabei gibt a,; den Winkel 
zwischen elektrischem Vektor der einfallenden und der gestreuten Strahlung 
an. (41) gibt ein auch aus der Theorie des klassischen Oszillators bekanntes 
Resultat wieder. 

50. Dispersion. Um den Dispersionserscheinungen gerecht zu werden, ist 
es nach Drrac!) ndtig, die zweite Naherung bei der Integration von (32) zu be- 
trachten. Statt (32) schreiben wir kurz?) 

2ix(Em-En)t 


Am (t) = Pats an (t) f e A (Fran =O fir m+ n) , (42) 


n 


21% 
Die Lésung 1. Naherung [vgl. (21)] 
sy En)t 
A, (t) = = Am (0) + > 2 mn 4n(0) 1 2 ‘3 fe (Em a B) 


benutzen wir fiir den Sonderfall, daB zur Zeit t = 0 alle Systeme im Anfangs- 
zustand & sind, a,(0) = 1, a,(0) =O fir m+k. 
Unter Benutzung der Abkiirzung 


Ose =i Mr “22 
— (0 pilbge ye 


wird dann 
Lay iden Ex) a 


Lp (t) = — Om: 4 + F. At mae a ; (Em - Ey). (42’) 


Setzt man diese 1. Naherung in (42) rechts ein, so erhalt man 


Sen 


at 


h * — (Em-Ex)t 
EP a, UG ee 
212 m(t) nik hdiee Bing . 
= —— (En Bx)t Im-En)t ,_, 
ou A ahs a <g% (een a Ey) 
nN 
= 2iz,., 7 ‘4 iz © tm Ea) t 
Finn ast i (Em —Ex)t 1 ip i ay 7 m~Lin 
= eee <i ae bey e B 
| F, =< — 18 a By 
n n 


i) PAL My Dirdc, Proc. Roy. soc. Bd. 114, 3.710. 1927. 
2) Von Gl. (42) bis (44) ist » mit m zu vertauschen (Anm, bei der Korrektur). 
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Integration dieser Gleichung ergibt fiir m + k ae Puy 
a Loesdary: Tae al 
o 21a (43) 


—q, Him— En)t 
| Ti ren 1B 12 


BIE Ba 15, 


nN 
In der zweiten Summe &), kann es nicht vorkommen, daB ein Glied durch Verschwin- 
den eines Nenners E, — E, unendlich wird, da im Zahler der Faktor F,, steht, der 
fiir 7 = s ebenfalls verschwindet. In dem ersten Glied rechts von (43) ist da- 
gegen der Nenner£,,—E;, nicht durch einen gleichzeitig verschwindenden Zahler F,, ; 
unschaddlich gemacht. Es wird also dieses erste Glied fiir solche E,,, die nahe 
bei E;, liegen, weit uber die zweite 2), ttherwiegen. Fir diejenigen m, deren E,, 
nahe bei £; liegen, kann die ', einfach fortgelassen werden, und man erhalt fiir 
diese m die Summe 


22 
| a k = > | FF — Finn Fink \2 a[4 i a (ay =z E,) t] 
> ae le mi En = Fi; | Gea be 
ue m 7 


Ist AE, der kleine Abstand zwischen den Energieniveaus der an der ss ies beteilig- 


ten Zustande m in der Gegend von £;, so kann man iG 38 > durch 5 es A | tEm er- 


setzen und von E,, = 0 bis oo integrieren, da Se nur die Stele Em SE, 
zum Integral beitragt. Man erhalt dann unter der Annahme, daB F,,; und Fin», 
an jener Stelle nur langsam mit m variiert 


| PR icy Ieee NP Aa*t 
| —_ mn* nk 
>) | aml? =| Fine > E, =| (pe (44) 
m 


a 


dies ist die Gesamtwahrscheinlichkeit, nach der Zeit ¢ Zustande anzutreffen, 
deren Energien F,, gleich bzw. nahezu gleich sind der Energie £; des Ausgangs- 
zustandes. Beitrage liefern hierzu erstens direkte Ubergange (F,,,), zweitens 
indirekte Ubergange (Fi,,-F,,) auf dem Umweg iiber Zwischenzustande. 
Dieselbe Rechnung denken wir jetzt mit der Gleichung (32) durchgefiihrt 
und erhalten | 


™m 2 
Mie 


7 | — Ei Ew| AES 


(45) 


als Gesamtwahrscheinlichkeit, nach der Zeit ¢ Zustande des Systems Licht + Elek- 
tronen anzutreffen, deren Energie Ey = Ey + E, gleich bzw. nahe gleich der 
Energie E47, = Ey + E,, des Anfangszustandes sind. Die Werte von $7" = 92™ 
sind jetzt wieder aus (29) abzulesen. 

Anfangszustand M und Endzustand N nehmen wir wie in (39), jedoch mit 
N,=0 (Streuung von »,-Licht in den vorher strahlungsfreien Zustand y 
hinein), also 

Sa = 


I 
eh COSA x] 


—— und AE =hAy,, (46) 
2a uVVrpry 

Als Zwischenzustand (4) benutzen wir einen solchen Atomzustand qg, daB 
der Ubergang (7%) die Absorption eines »,, der Ubergang (7g) die Emission 
eines »; ist. Dazu gehért nach (34’) und (37) 


6i2 =a, ite “YN, 98 =\or7,, I, | (46') 
| 
5. EX—E§=hO, +m), | 


qn | 
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wobei g so liegen mub, daB 
EY is Ey h(+ mq e Yon +r ho nae Vp) XO. 
Als Zwischenzustand benutzen wir ferner einen andern Atomzustand q, dab 


der Ubergang (jj) die Emission eines », der Ubergang (¥) die Absorption 
eines 7, ist. Dazu pes nach (34°) (37) 


88 =| oar" = Var RYN | (497 
Eg — EX =h( ae ER? — EZ =h(rn —%), 
wobei g wieder so liegen muB, daB 
EX — EX = Ame + Yen + 1 — %) HO. 


Weitere Zwischenzustainde ziehen wir nicht in Betracht. Mit (46) (46’) (46”) 
wird aus (45) 


4att .. 1 he Me’, Me” Mer *\|? 
>" |OrF = 47+ n,-— 2 Se 
ee, ¥(2) hAy,  *  42°V2>, Vx | atin Vmq e yy eee VE 


als Gesamtwahrscheinlichkeit, ist der Zeit ¢ Zustande anzutreffen, deren 
Energien FE} in der Nahe der Ausgangsenergie E% liegen, d.i. die Gesamt- 
wahrscheinlichkeit fiir die Umsetzung eines Lichtsquants » in » 
auf Kosten von Atomspriingen. 

Zur Dispersion fihrt der Vorgang, bei dem die verschwindenden und die 
neuentstehenden Lichtquanten zwar verschiedene Richtung, aber nahezu die 
gleiche Frequenz besitzen (», = »). Dazu gehért dann wegen E% — E’; = 0, daB 
die Atomzustande und m identisch sind (E” = E™”). Es wird dadurch aus (47), 
wenn man nach +, = »;= » schreibt und mit o,0, = V?- (v4/c8) Av, + da, + Arps Aw, 
{vgl. (25’)] ee ail 

gee” Mee 4 | See" hi? 
N; ta ck oy 2g ae ieee ne ae 
gleich der Anzahl der Lichtquanten, welche wahrend ¢ aus dem Strahlenbiindel 
Ay Aw, kommen und in den Kegel 4a, hineingestreut werden. 

Das Entstehen gestreuter Lichtquanten kann man formal zuriickfiihren 
auf die Emission durch einen klassischen Dipol vom Moment Jt mit der Kom- 
ponente Yt, in Richtung des elektrischen Vektors des Streulichts. Die in den 
Offnungskegel 4m, von dem Dipol ausgesandte Energie wahrend der Zeit ¢ 


(47) 


2 


(48) 


ist nun Sa® AM 
Aw,-— a [vgl. (36)], 
daher die Anzahl der von ihm ausgesandten Lichtquanten hy 
8290 Nit 
lw,- a 


Dies mit (48) gleichgesetzt gibt die denselben Effekt erzeugende klassische 
Dipolkomponente Wt, = er, 
a sqm sn nq\ | 
N,4r%,Aam, , h & Uh th ty ; | 
~~ ¢2- COSAz;— L - + | 
8a%h vor iu e — nq i", y 1 Png Le 


My = | (49) 
Diesen Ausdruck kann man noch vereinfachen. Erstens ist [vgl. (40’)] die zum 
Strahlenbiindel N, 414m, gehdrende Feldstarkenamplitude 


Nxhv 


a ae 
a ae RK (v) Ia, Avy, = - 2 Au, Ar, 


also ‘ 
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Auch der Absolutbetrag |... | 1aBt sich nach Drrac noch umformen, indem 
man i" == 2125,12" setzt und auch cos &,, zu 17%, 7” und ¥,, und. 7.1m 
Beziehung setzt. Drrac erhalt schlieBlich 


m, = 88.| (ay * ia) 
: I 
h | Unga ¥ Vag —) | 
q 


ng 


» 


und, wenn man die Vektorkomponente St; durch 9, die Komponente 1, durch 


den Vektor x ersetzt, 
_& 2 re re os peg 
Clee | (50) 
nq | 


Wee 


als das Dipolmoment, welches klassisch zu der in (48) beschriebenen Zerstreuung 
Anla& geben wirde. (50) stimmt nun wberein mit einer Dispersionsformel, 
welche im Anschlu8 an LADENBURG von KRAMERS und HEISENBERG?) aufgestellt 
war auf Grund von Schliissen, die sich auf das Korrespondenzprinzip grindeten. 
Je naher » an einer der Ubergangsfrequenzen y,,, des Atoms von seinem Zustand 
n =m zu intermediadren Zustanden g liegt, um so gréBer wird WW. Und zwar 
sind Maxima von Yt sowohl an Stellen » = y,, mit positivem ¥¢, wie auch 
an Stellen »y =—y,, mit negativem y,, vorhanden, entsprechend Ubergangen 
des Atoms vom Zustand m nach tieferen und hdheren Zustanden. 


VI. Relativistische Wellenmechanik. 


51. Relativistisches Elektron im Feld?). Einer besonderen Behandlung bedarf 
das relativistische Elektron, da bei ihm die kinetische Energie nicht, wie bisher 
vorausgesetzt, eine quadratische Funktion der Koordinaten ist. Um zunachst 
die punktmechanische HAMILTON-JAKoBIsche Gleichung des Elektrons im Feld 
zu suchen, benutzen wir, wie in der Relativitatstheorie wblich, die Koordinaten 


Xi XoX%_X%q = X,Y, 2, 0Cb 
und fiihren noch die Masse w und den Eigenzeitzuwachs dt ein durch 


w= oe : dr = date 1 = Be, pB=—, (4g = Ruhmasse. (1) 


Wird die Differentiation nach ¢ durch einen iibergesetzten Punkt angedeutet, 
so gilt die Identitat 

1 ae ies Ne 1 + ; 
Dik [(w 4)? + (WX)? + (wx)? + (we x4)?] + = x Moe? = 0. (1’) 


Bei fehlendem auBeren Feld sind die GréBen wx, die Impulse f,, und 
die letzte Gleichung nimmt die Form an 


zm aiet), "ar 


Pi Ps Ps + Pe 0) Pe, et | 


Le 


1) H.-A. Kramers, Nature Bd. 113, S. 673, 1924. — Kramers und HEISENBERG, 
ZS. f. Phys. Bd. 31, S. 681. 1925. r”% entspricht klassisch der Amplitude der Oberfrequenz 
(w — q)”) eines (anharmonischen) Oszillators. 

*) E. SCHRODINGER, Quantisierung als Eigenwertproblem, 4. Mitteilung. Ann. d. Phys. 
Bd. 81, S. 109. 1926. — O. Krein, Elektrodynamik und Wellenmechanik vom Stand- 
punkt des Korrespondenzprinzips, ZS. f. Phys. Bd. 41, S. 407. 1927. — W. Gorpon, Der 
Comptoneffekt nach der ScHR6pINGERschen Theorie, ZS. f. Phys. Bd. 40, S. 117. 1926. — 
P. A. M. Dirac, Proc. Roy. Soc. Bd. 111, S. 405. 1926. 
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Ihre wellenmechanische Umdeutung (2 = Le aa) heibt 
k 


2tia 


2ta\2 4 2 
= (25s) yey =0, Oy + (7) Hey = 


oy 
oe On 


und besitzt die partikulare Lésung sant homogene Wellen) 


Wp (Xp XX) = i. (iat. - Ds) 
wobei die im ibrigen willkirlichen Konstanten #, der Bedingung (1”) zu ge- 
nigen haben. Die allgemeine Lésung y erhalt man durch Summation der 
verschiedenen partikularen Lésungen, welche zu verschiedenen Wertesystemen 
der Konstanten (f, 93/4) gehdren, wobei aber die f; jedesmal der Bedingung (1”’) 
folgen miissen: 

== (pia « ++ D4) 
— 23 A Erie . 

Die Koeffizienten A(p,f./3p,) sind die Wahrscheinlichkeitsamplituden 
fiir das Vorkommen von Elektronen mit den Impulswerten $,f.)3 4. 

Bei Anwesenheit eines Feldes ist zunachst wieder die punktmechanische 
Verallgemeinerung von (1’) zu suchen und diese dann wellenmechanisch um- 
zudeuten. Das elektromagnetische Feld wird abgeleitet aus einem Vierervektor ® 
(Potential) mit den Komponenten 


DP, P,P, DP, = AA, Ut (Vektor- und skalares Potential). 
Der Sechservektor F (Feld) ist definiert durch 
_ ao, 8G, _ 
Ox, Ox 


Fy;, kurz Bot © =F: (2) 


Die gelaufige Bezeichnung der Feldkomponenten ist 


Pog Fo FyoP yy Fae F ag = D2 Dy Dz 1C2 1 Cy 7, 
und (2) bedeutet ? 
$ =rotX%, © =—gradp — - W. 

Als Zusatzbedingung fiir ® nimmt man 
4 ts a Oe 0, bu Div 2 ==; (2’) 
On, On, 


Die oe des Elektrons 


[a é ax, ees a d#\ e [ax 
2 att) = 2 Semone, wee ett) =— 2 fF, nota 
u 
nehmen kanonische Form 
dx, 0H dp, ‘OH 
dt Of; dt Om 


an, wenn man unter H(x, ) die Funktion 

ee : é 2 1 
(+5) +--+ +(Pe+ 5 %)] +5 mac? (3) 
versteht, die aus der linken Seite der Identitat (1’) durch die Einsetzung von 


aX}, : é 
Mo ae = be = Prt > Pe (4) 


1 
HA =— 
2 Mo 
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hervorgeht. Die Identitaét (1) nimmt dadurch die Form H(x, $) = 0 an, Die 
HamiLton-JAKoBische Gleichung erhalt man daraus unter Einfithrung einer 


Wirkungsfunktion S(%,...%,4) mit ~, = eS in der Form 
k 


OS) 1 os € 2 4 a 
neds) = 45+ Sa) Eneno 


oder kirzer 1 (4°) 
aa 7, (Grads + — - @/) Seal Vitae 
L a) 


Die DE Brocttesche Theorie konstruiert aus einer vollstandigen Lésung S 
2128 
dieser Gleichung die Wellenfunktion y=e ? . 
Der Ubergang zur SCHRODINGERschen Wellenmechanik geschieht, indem 


ersetzt und 


3 
man p, nicht durch ~ “ 2 sondern durch den Operator ae 
PLEAE OX, 


statt H(#, ~) =0 die Sea bildet: 


1 


2M \21 % 


Diese von mehreren Autoren!) gleichzeitig aufgestellte Gleichung fiir w (%1%_%3%4) 
1aBt sich nach GORDON?) auch gewinnen als EuLEerRsche Gleichung (yj = Kon- 


a OD ee 
jugierve VON, Yop = ay ak = Oy, 


Cig) oe CEA 
re (oaa) Op 
I: 
aus der LAGRANGEschen Funktion 
au 245 2 \2 x 
fhe Dee oe ~ Py) (Fn — FE 6B) + (ey pe. 
— ( 


h 


Beim Ubergang zum Konjugierten ist dabei x, stets wie eine reelle GrdBe zu 


behandeln, also nicht etwa %, = —%x, zu setzen. 
Ausfithrlich geschrieben lautet (5) bei Beachtung von (2’) 
— Qine Zin € 3 21% 
Liy + = 2@Grady ( i a pp + Ir po2| yp = 0. (6) 
QiaS 


Fiihrt man hier den speziellen Lésungsansatz y=e ” ein, so gilt fir S 
die See NaS eet 

ae fice (Grads CsA ~ by +we=0, 
welche sich von der klassischen Gleichung (a) nur durch das mit / proportionale 
erste Glied unterscheidet. 


Dagegen wird in der Optik aus der Lichtquantengleichung ‘ 
9 9 2 9 jE. th Z I 
pee Vi ++ =) 


ra) ; = : — 
durch die Ersetzung von #; durch =~ — die Wellengleichung |_|w = 0, welche h 
nicht enthalt. Zin Ox, 
Wir betrachten noch einige Sonderfalle. 


1) iB: SCHRODINGER, Ann. d. Phys. Bd. 81, 5. 109. 1926. — V. Fock, ZS. £, Phys. 
Bd. 39, S. 226. 1926. — J. Kupar, Ann. d. Phys. Bd. 81, 5S. 632. 1926. 

2) W. GorpDon, siehe ferner H. BATEMAN, Proc. Nat. Acad. America Bd. 13, S. 326. 
1927; Phys. Rev. Bd. 30, S. 55. 1927, — By Guam, Zsof, Phys. Bd41, S, 235. 4927: 
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a) Bei fehlendem shoe (® = 0) wird aus (6) 


Oy+ i =| pcp = 0. (6’) 


b) Bei statischem Kraftfeld fithrt man den Ansatz y = w,e?'*"t in (6) 
ein, wo y, nicht mehr von ¢ abhangt und y, eine Konstante bedeutet. Fir wy, 
erhalt man dann die Focsges 


2ime 2 2, e 5 * 
Ay, + —— 2% grad y, + ee a =| E le a 1 (im, ==) tele io| "Wr=0 (6) 


mit den Eigenwerten /y, der Energie und den normierten Eigenlésungen y,, . 
2in : . 
c) Der Lésungsansatz py = p* (%1%_%3%4) A hs tect in (6) eingefiihrt er- 
gibt fiir y* die Gleichung 


1 @wp* 827z 4Aix{ « 
ch Beate Fay Fe peep yt + 14 


ep O a) 
Werad + sa; — Moa; yr 
2M) 2 
+ (2) ae — on wt =. 
Unter Vernachlassigung der Glieder, welche den Faktor 1/c? besitzen oder das 
Feldpotential quadratisch enthalten, wird daraus die nichtrelativistische 


Gleichung 0 
A do (2 A grady* — py )\= 0, (6) 


welche die era? der nichtrelativistischen Schrédingergleichung bei 
Anwesenheit eines Magnetfeldes darstellt. 

52. Hydrodynamische Deutung und Ausstrahlung!). Jeder Eigenlésung y 
der Wellengleichung (6) kann man ein raumzeitliches Strémungsfeld zuordnen, 
gegeben durch einen Strémungsvektor § mit den Komponenten 9. . 34, welcher 
die Kontinuitatsgleichung DivS = 0 erfiillt. Man multipliziert (6) mit y und 
die zu (6) konjugierte Gleichung mit y und subtrahiert; die entstehende Glei- 
chung 


“3 Ho 


Ayp* — — 


(poy — wlip) + 75% 20 (jGrady + yGradp) = 0 
1aBt sich wegen Div ® = 0 auf die Form bringen: 


Div3=0 mit J= jig (Grady — wGradyp aye _— 78 Dyn)). (7) 


Die gelaufige Form div(ov) + ts =( der Kontinuitatsgleichung erhalt man 
aus Div} =0 durch die Bezeichnung 


O1 = Odz, Je = Oby, 3 = Oz, O41 = 1c. 
: é a, 7 “ ; 
Bei Einfihrung der Ruhdichte 0, =0-|1—3 =, 1$| und des Eigenzeit- 


2 . . . . 
differentials dt = dt- | 4— _ erhalt man fiir die Vierergeschwindigkeit ¥ 


; z an dx 
mit den Komponenten X = —“ 
dt 
me A lo] 
R a dx meres ‘OD, —— v1 ree vcdt at we = Sa (8) 
Ne =n lat ie rm 09 nara 4 a dt y2 Dome 
| LP wen) at 
Sw=-2, y= ee! o 


1) W. Gorpon, ZS. f. Phys. Bd. 40, S. 117. 1926. 
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Bei statischem Feld setzt sich die allgemeine Lésung von (6) aus den 
Eigenlésungen von (6’) zusammen 


WY (%y «» -%q) = Dd) On Wn (% XX) + ert Pmt (10) 
n 


mit beliebigen konstanten Koeffizienten 6,. Der Strémungsvektor 9 1aB8t sich 
dann in der Form 


y= a DIA Hes gdm) | 
oi m 
schreiben, wobei entsprechend (7) (11) 
> h = s 414a¢é PS 
oe Fi (Fn Grady, — y,Gradw, + os ae Dyin) | 
mit den Komponenten 
. h OPm 4128 Pe re ls. 
Sie C0) ae (Fn 5 SV age a ie DY Pin) Cin errmt, 
hy +h Me) 
* Ly im : 
oyiem rhe icol™ be ( a ae = ; ©) Wim * e217 (11 -¥m)t. 


Ebenso wie in Ziff. 30 die ,, Ubergangsdichte“ 9”, so kann man hier die ,,Uber- 
gangsstr6mung’ §@” als Quelle elektrodynamischer Ausstrahlung einfithren 
(GorDoN): Wenn in dem Feld @ das Elektron aus dem Zustand / in den Zustand m 
springt, so soll das Strémungsfeld 3¢” als Quelle eines sekundaren Strahlungs- 
feldes mit dem retardierten Potential &* 


> Fim) : 
pr — 1 [WS hk gy dxgdn, (12 


angesehen werden, wie in der MAxwettschen Theorie. Auf Grund dieser An- 
nahme ist es W. GORDON gelungen, Frequenz und Intensitat des sekundaren 
Lichtfeldes ®* zu berechnen, welches beim Ubergang eines freien Elektrons 
aus dem Bewegungszustand / nach m im Feld einer primaren Lichtquelle ® 
ausgestrahlt wird (Comptonsche Lichtstreuung). Aus (12) (12’) erkennt man 
ubrigens, daB beim Ubergang /m das sekundare Feld * die zeitliche Periode 
Vin = 1 — Vin = (Er ae cae En) besitzt, entsprechend dem Kombinationsprinzip 
und der Bonrschen Frequenzbedingung. 
Von Interesse ist es, den schon friher (Ziff. 37) gebrauchten Ansatz 


= SGrnacin) 


S . h ) 
W = 06 (ty... m4) e * , also a=wp, S=7-In(=) (13) 


in die Wellengleichung (6) einzufithren (a und S reell); durch Trennung des 
Reellen und Imaginaren ergeben sich dann fiir a und S die zwei Gleichungen: 


5c?) ae i 


4 [Ja — a(GradS)? — 2 @GradS — a- i 


i 43) 
“o{ |S + 2Grada-GradS + 2—- Grada = 0. | 
Die zweite laBt sich wegen Div = 0 auch in der Form 
Div¥ =0 mit Ses a*(Grad S =~ = P| (14) 


schreiben, die erste dagegen in der Form 


Tz aaah cy 


= = € 2 4 
= “ i! ati mead, i tes 
ae Gradiss= - Dy + 7 Moe 


Sry o 


=e (14’) 
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Zum Unterschied von der klassischen Gleichung (4’). Wegen (8) ist 
ae 


0 a ee rm , (14”) 
und die Vierergeschwindigkeit B= 3 wird daher nach (14) (14’) 
0 
a (Grads +40) mito -/-= Sa fee tas |e ee Oe 4) 
2 20 C 50 Mo y1- 4a uct x * 


Wir suchen jetzt die en nce der Strémung, in Ana- 
logie zu MADELUNGs hydrodynamischer Bewegungsgleichung (Ziff. 37) der nicht 
relativistischen Undulationsmechanik; dazu gehen wir von der Identitat fiir 
einen beliebigen Vierervektor 8 aus 


&S = (¥Grad)B und 4 Grad 3? = (BGrad) B + [B, Rot BI, 


worin d/dr die Anderung von % beim Fortschreiten mit der Strémung beschreibt. 
Speziell fir 8 = Buy wird 


© (Hig B) = fy (B Grad) BW = — py [B, Rot BI, 


da 4Grad¥? = $Grad(—c?) = 0 ist. Hierfitir kann man schreiben 
~ n J 2 o ; Mo i) 
RNR) — — — —|9 she ee 
7, (Ho®) = — Mo IB. Rot- 5] = FE: Rot LB, Rot( im 5) 
und schlieBlich wegen Rot() = Rot(Grad $ + — ”) = = Rot P 
oe CQ ) 
# (xR) =— LB, Rot | Seri on Rot (* =e 2] | 
dt [ge 0 fo &*| (16) 
fe See Bs Rot — o 
als Kraft pro Masseneinheit. Das fiir die Strémung wirksame Potential ist 
gegeben durch DT hee re / QR. 
P= Ors tee )=(O+ 5%), 
wenn man unter ®, die skalare GroBe 
_ Ho 20 / 
0, = (1 — al (16/) 


versteht. 
In der klassischen Elektrodynamik str6mender geladener Materie tritt als 
wirksame Kraft pro Masseneinheit nicht die eines ,,auBeren Feldes* auf, son- 


dern die Kraft 


pF mgt ” 
Hoe 


pro Masseneinheit, wo der Feldsechservektor Rot = F durch die MAXwELIschen 
Gleichungen mit der Stromdichte § 

Aint = &. livF* = 0), (Fi, = F,, usw.) 
verkniipft und die Ladung pro Masseneinheit ¢/) genannt ist. In der wellen- 
mechanischen siromunng ist dagegen von einer solchen oder ahnlichen Ver- 


kniipfung von § und @ keine Rede, @ ist dort vielmehr das unabhangig 
von der Strémung gegebene 4uBere Feldpotential und ist erganzt durch ein 


,inneres Spannungspotential ‘‘ . @, zum wirksamen Potential @’. 


Handbuch der Physik. XX. Dy 
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Eine erste Naherung fiir die quantentheoretische Strémung erhalt man 
fiir »2<c? (Vernachlassigung der Relativitatseffekte), wenn man statt (15) 
die Approximation oe (Ade te 


Uy a 827 UC?» o 


benutzt, unter Vernachlassigung von aa gegen Ax in [|4; man bekommt in 


dieser Naherung als Bewegungsgleichung- 
h | 
— 822 115 oO? grad( 


d rR € : Aa 
a Ys = — Y, Rote P “fe R; mit R; ey 
fiir die drei raumlichen Komponenten von §;, wahrend in dieser Naherung die 
vierte Komponente von &; ganz verschwindet. Die Zusatzkraft ®; hangt dabei 
nur von der Dichte «? und deren raumlichen Differentialquotienten ab und 
ist identisch mit MADELUNGs nichtrelativistischer Zusatzkraft (23) Ziff. 37 des 
, inneren“ Potentials. Bei der Integration der letzteren Bewegungsgleichung 
uber den Raum verschwindet das Integral der Zusatzkraft genau wie in Ziff. 38, 
und es resultiert ein Schwerpunktssatz, daB der Schwerpunkt der str6- 
menden Fliissigkeit (,,Wellenpaket“) sich so bewegt wie ein mechanischer 
Massenpunkt unter dem Einflu8 der auf ihn wirkenden auSeren Kraft allein. 

In hoherer Naherung dagegen, unter Beriicksichtigung der relativistischen 
Glieder, ist die innere Kraft an jeder Stelle nicht nur von der dortigen Dichte- 
verteilung, sondern auch von der Geschwindigkeitsverteilung der 
Strémung abhangig. Infolgedessen gilt jetzt kein Schwerpunktssatz mehr, 
vielmehr ist, auch fir die Bewegung eines Wellenpakets als Ganzes, jene Zusatz- 
kraft von wesentlicher Bedeutung. Wenn also in der nichtrelativistischen Me- 
chanik der w-Strémung ein Wellenpaket wenigstens hinsichtlich seines Schwer- 
punktes sich wie ein klassisch mechanisch bewegter Massenpunkt verhielt, so 
fallt diese Verwandtschaft zwischen Massenpunkten und Wellenpaketen in der 
relativistischen Quantenmechanik ganz fort. 

53. Fiinfdimensionale Fassung der Wellenmechanik!). Eine besonders 
symmetrische Form der Wellenmechanik des Elektrons erhalt man nach dem 
Vorgang von O. KLEIn, V. Fock, wenn man zunachst in rein formaler Weise 
neben den Koordinaten xyzict = %,%%3%, noch eine fiinfte Koordinate x; her- 
anzieht, von welcher die Wellenfunktion w in periodischer Weise abhangen 
soll; definiert man namlich 


Y (%%oX%gXqX5) = W(%y%Q%yHq) + eC * 


} Ow ; 
so kann man statt ante auch a: schreiben und an Stelle von (6) 
jetzt. tur win, -. 2 %,) die Gleichung setzen: 
sD O (oD \2 Ow 
em ip ee ee = | 
L Ww + Za ioe? Oxs (Grad y) T esl T o Ox? = (0). (17) 


Bei fehlendem Feld (@= 0) reduziert sich (17) auf die Form 


eae OD Pe Or ie ta G aay 1 Op * , 
Lae 0 | aos: low ay? | dy? 7a) a on — ° (17) 
mit der Lésung 
ch (Me + 52s) 
TU cce 5 U5 5 
w= ae h mit G7) 


i TOM KDEIN, (Zo. t-Phys. Bdi3iancn cose OZONE OCKeEZ out Phys. Bd. 39, S. 226. 
1926; P. EHRENFEST und G. UNLENBECk, ZS. f. Phys. Bd. 39, S.495. 1926. 
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oder bei Einfithrung der Abkiirzungen 
wb rh 
pi =r, pp = Py» ps = Pe» hy = “= eit Ps = ye, 


c 

Rix 

ype} ; 

y stellt jetzt ebene Wellen im xyzx;-Raum dar, deren Phase sich zeitlich mit 
der Geschwindigkeit v, gegeben durch 


1 __ (Pz\*_, (Pv\*_, (P:\?_, (Hoc\®_ 1 = 

vo (F) + (7) + ( ) 7 ( i) we Gen: (18) 
fortpilanzt, d. h. mit der universellen Geschwindigkeit c, unabhangig von » = 2; 
die Ausbreitung im xyzx;-Raum ist dispersionsfrei. Die Spur der Wellen- 
ebenen im xyz-Raum (x; = konst.) breitet sich jedoch mit der Geschwindig- 
keit # aus, gegeben durch 

4. ({P\3 ‘p,\2 Pz\2 <4 Mace 

ipl t Gy tie ae 


chy ie hy vs hy (18’) 
hv —usct = Y—pi-—pi Vpi+ Pit 2 
« hangt von » ab (DE BroG.iesches Dispersionsgesetz), die zugehérige Wellen- 
lange ist a i he 
 Vpr+ p+ pi VE*— p84 
und stets reell, weil 44c? als Ruhenergie stets kleiner als £ ist. 


Ist ein elektromagnetisches Feld vorhanden, so versuchen wir die 
allgemeine Gleichung (17) zu lésen durch den Ansatz 


(~hvt+ pert Py Yt Pet t Mo CAs) 


wo 


u= 


2a 2ia 
— Loree othe {0% ° 
w=ae® =o(s,...xJe*- I shi oS = chy. (19) 
= 5 
Dieser fiihrt wieder zu den zwei Gleichungen (13’) fiir « und S bzw. zu (14) (14’). 
Im besonderen 14Bt sich (14’) dann fiinfdimensional in der Form 


= 5 
‘ é 2 wees; 2 y 
(GradS+—= 6) =o], dah Dae %) =0 (10’) 
A Lae a : 
schreiben, wenn man ®, nach F. Lonpon!) definiert als die skalare GréBe (16’) 
= ce 2 6 h? [ le 
= D; = C fly — or =o ey | pyc? — et tar 


, spielt dann die Rolle einer fiinften elektromagnetischen Potentialkomponente 
neben ®, bis ®,, jedoch so, dali die Komponenten ®, bis ®, vom relativistischen 
Bezugssystem abhangen, ®, dagegen skalar (invariant) ist. ®, ist das rela- 
tivistische Gegenstiick zu dem MAprELuNGschen Potential der inneren Krafte 
des y-Feldes auf sich selber (Ziff. 37). Ist ®, bis ®, = 0, so wird « = konst., 
(Ja =0 und auch ®, = 0. 


Den vier Komponenten des (14) Materiestromes Q,...Q, kann man noch 
die GréBe j 
/ ra) ae € 9 h? X 7a 
CY Oo, Ane Fost 2 272 __ A 
5 lax, C ;) acs | Moe 4u? o 20> a") 


an die Seite stellen, so da® sich dann (14”) in der Form schreibt: 
8-0, Jaat(Graas +4 0). (20) 


1) F. Lonpon, ZS. f. Phys. Bd. 42, S. 375, 1927. 
27% 
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Die vierdimensionale Kontinuitatsgleichung behalt die Form Div} = 0 auch 


im Fiinfdimensionalen bei, denn €ssist e4,/0x, == 0, da & Nutavon X75, 
abhangt. Die zu 9; gehérige Geschwindigkeit der Stré6mung in der x,- Richtung 
wird als Erginzung zu den vier Komponenten ¥...¥%, von (15) beschrieben 
durch = 
Oh, OS ¢& h2 L|e a 
Meg: =o(s = C ®,): Juice Sen ae © 


mit Hilfe von (19’) und es wird wegen ~ 


4 
Bee und) D> RSs dann 
1 


> B=0 f (21) 
1 


Den materiellen Punkten des Kontinuums wird so, neben ihrer zeitlichen 
Bewegung im %,%2%3-Raum, noch eine bestimmte Fortschreitung in der %;- 


Richtung zugeordnet: Ps 

serie A, = Cat (8, = = c). (21’) 
Den Stromlinien in der %,...%,-Welt gehéren dadurch bestimmte Stromlinien 
im der x.» ..%> Welt zu. 


Ein dem Strom % paralleles fiintdimensionales Linienelement do steht 
, orthogonal auf dem Strom; denn S 23: = = 0 bedeutet, daB QJ auf sich selber 
orthogonal steht. Es ist also 
(Gao) = 0 


und daher nach (20) : 
Grad S-do = — = Pdo| 


(22) 
langs einem fiinfdimensionalen Weltlinienelement do. 
Verfolgt man nun y = oe2?7S/h — elex+2i7S/h Jangs einer Stromlinie, so wird 


digy =2 2" Grad S) do 


und mit Benutzung von (22) 


dw Sie DMihae & 
yp md \ OX, h ~ ,) aa (23) 
oO 


Es andert sich also yw, wenn man mit der fiinfdimensionalen Strémung fort- 
schreitet, gema8 der Formel?) 
2iaS Qi 2 (-ta+54 TE) aan 
ap Oy 6) Re ane 


(24) 


ein fiir das Folgende wichtiges Resultat. Der formale Vorteil der fiinfdimen- 
sionalen Schreibweise auBert sich besonders in der Einfachheit der eingerahmten 
Formeln gegeniiber denjenigen der vorigen Ziffer. Man vergleiche (17’) mit (6), 
(17°) mit (1%), (48) mit (48), (19 jen 24 eit (0): 

54. Wevische Theorie des Elektromagnetismus?). Die soeben ahgeleitete 
Beziehung iiber die Anderung der ScHROpINGERschen Zustandsfunktion yw lings 
einer SnGaint des Heer Materiestroms hat Bedeutung fiir die. allgemein- 
relativistische Werytsche Begriindung des (OLS Beane ranseane als metrischer 
Eigenschaft des Raum-Zeit-Kontinuums (als Erganzung zu der Ernsternschen 
Erklarung der Gravitation). Es mége kurz auf die Grundlagen der EINsTEIN- 
schen und Weytschen Theorie eingegangen werden. In der allgemeinen Relativi- 
tatstheorie werden die raumzeitlichen Ereignisse, ohne Bezug auf ein spezielles 


1) F. Lonpon, ZS. f. Phys) Bdlvagws. 375 does 


2 


*) H. WEyt, Ber. PreuB. Akad. d. Wiss. 19418, S. 465. Ann. d. Phys. Bd, 59, S. 101. 1919. 
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Koordinatensystem, dadurch geordnet, daB man die , Weltentfernung’ ds be- 
nachbarter Ereignisse (zweier Weltpunkte mit drei raéumlichen und einer ima- 
gindren zeitlichen Koordinate) nach einer bestimmten Vorschrift miBt: Die 
Messung soll an Mabstaben und Uhren geschehen, welche in einem Inertial- 
system (kleiner frei fallender Kasten) angebracht sind und die betreffende Stelle 
der Welt passieren; (¢s)* wird dann definiert durch das Messungsergebnis 


dX? +... 4 dX3=dX2+4 dY2+ dZ?— dT? = ds?, (25) 


wo dX ..., dT die Ablesungen in dem Inertialsystem bedeuten. Dessen MaB- 
stabe und Uhren sollen so geeicht sein, daB je zwei Weltpunkte eines Licht- 
strahls die Weltentfernung ds =0_ besitzen, wobei irgendein MaBstab als 
Langeneinheit und dazu irgendeine Uhr als Zeiteinheit genommen wird (wodurch 
dann erst der Zahlenwert der Konstanten c bestimmt ist). Die Relativitats- 
theorie behauptet dann, daf das Messungsergebnis ds fiir irgend zwei fragliche 
Weltpunkte stets dasselbe wird, ganz gleich, welches der vielen dort vorbeibe- 
wegten Inertialsysteme zur Messung ds verwendet wird. 

Werden jetzt die Weltpunkte durch Koordinaten x,...%,(= ict) in einem 
willkirlichen nichtinertialen krummlinigen Koordinatensystem beschrieben, so 
laBt sich die oben gemessene Entfernung ds je zweier benachbarter Weltpunkte 
auch durch die zugehérigen Koordinatendifferenzen ausdriicken in der Form 


Ei) > daa % (26) 
Kk 


mit den vom Ort (x,x,%3x,) abhangigen metrischen Koeffizienten g**, 
welche durch inertiale Messung verschieden gerichteter ds an jeder Weltstelle 
bestimmt werden kénnen. 

Hatte man der Beschreibung der Weltpunkte ein anderes willkiirliches Koordi- 
natensystem x; ... #4 zugrunde gelegt, so waren durch die Messung ds in einem 
Inertialsystem und durch die Koordinatendifferenzen dx; je zweier Weltpunkte 
die metrischen Koeffizienten g/** in 

i= > > Sanda, 
anders ausgefallen. ion 

Die urspriingliche ErnstErNsche Theorie nahm als Grundlage der Messung 
zunachst an, daB sich, wie in der RIrEMANNschen Geometrie, zwei entfernte 
Strecken messend miteinander vergleichen lassen, indem die Einheitsmafstabe 
und Einheitsuhren beim Transport an entfernte Weltpunkte als unverandert 
angesehen wurden. Diese Unverdnderlichkeit der Eicheinheiten beim Transport 
(RrEMANNsche ,,Ferngeometrie) wird aber von WEYL als eine zu enge An- 
nahme betrachtet, die nur dann sinnvoll sei, wenn die in dem auszumessenden 
Weltgebiet herrschenden Krafte (elektromagnetischen Felder) konstant sind. 
Im allgemeinen ist dagegen nach WEYL mit einer eventuellen Verzerrung der 
MaBstaébe und Uhren beim Transport durch das Feld zu rechnen, derart, dab 
fiir jedes kleine Weltgebiet eine neue Festlegung von Lingen- und Zeitein- 
heit in den dort zu verwendenden Inertialsystemen nétig sei. Will man also 
iiberhaupt Strecken ds mit entfernt liegenden Strecken ds* vergleichen, so 
muB man zunachst Annahmen iiber die Veranderung von MaBstaben und Uhren 
beim Transport durch das Feld machen. Zu einer konsequenten ,,Nahgeometrie” 
gelangt nun WEyL durch die Annahme, daf der Ablauf eines materiellen Vor- 
gangs, je nach dem Ort, an welchem er vor sich geht, durch verschieden groBe 
Weltlangen ds zu beschreiben sei; und zwar andere sich ds bei einer Verschie- 
bung (,,parallel zu sich selbt‘‘) gemaB der linearen Formel 


6(ds?) —ds?-K- > gtom, (26’) 
- 
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wo K eine Konstante und die Koeffizienten gy gewisse Funktionen der Welt- 
koordinaten bedeuten. Man hat also 


2 
oO) = binds? = K Dot dm, 
und durch Integration hieraus 
ds? = (ds?),- gel Zehdae (27) 


als Formel fiir die Anderung von ds? bei der endlichen Parallelverschiebung. 
Man hatte aber durch eine andere Eichung als Lange des Linienelements die 
abweichende GréBe dS 


Ase om -ds? mit = 6 (dS*) = dS?-K- > Pox, (27’) 
k 


festlegen kénnen, wo « eine willkiirliche, die Eichung charakterisierende Koordi- 
natenfunktion ist und die ®* demgema andere Funktionen sind. 
Der Zusammenhang zwischen den metrischen Koeffizienten g’* und G'* 


bei ein und demselben Koordinatensystem, aber verschiedener Eichung ergibt 
sich dagegen aus 


ds = gan diy und dS? = > Cdn, dx 
tk aK 


; FE ; 
in der Form i git (« = Eichfunktion) 


Man erhalt bei dieser neuen Eichung als Formel fiir die Lange des Linien- 
stiicks nach dem Transport 


isu =aS ec a (27”) 


Den Zusammenhang zwischen den Funktionen g* und @ findet man 
dabei aus 


ie ds* (ds?) Kf X (oh Pr) deer 


= ast = (ASH, 
so daB man wegen (27) schreiben kann 
aa =. ih hear? 
K D3 (e+ = Na 
ds? = (ds), +e (29) 
als Formel fiir die Abhangigkeit der Lange ds eines Linienelements bei der 
Verschiebung. 

Im allgemeinen ist nun die Anderung des ds? vom Weg der Verschiebung 
abhangig, ds? ist nicht integrabel. Nur wenn der Integrand im Exponenten 
ein vollstandiges Differential ist, namlich wenn die Rotationskomponenten 
0 i Op 


Fete RomeO = 


Ox; Ou 


ding | CS en eine > (23) 


OX, 


Fe (30) 


verschwinden, ist die Anderung von ds? unabhangig von dem Wege, auf 
welchem das Linienelement von einem Anfangspunkt nach einem Endpunkt 


2 : 0 Olg 0 dlga« : pee 
gefiihrt wird; —— coe% _ _€ 08" 4.h. Rot Grad Ga verschwindet namlich von 
OX; Ox, Cx, CX; 
selbst identisch, es ist also wegen (28) stets 


Rot = Roto, 
unabhangig von der willkiirlichen Eichfunktion «. Ist F’*=0 aber dabei 
nicht gleich Null, so kann man die Eichfunktion « stets so wahlen, daB q* 
— gt 4 2184 
¥ 


— verschwindet. 
4di.3 
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Im allgemeinen brauchen aber die ®* nicht so beschaffen zu sein, daB 
F** = Rot *® verschwindet. Stets gilt jedoch die Identitit 


ip  OF'* , OF ORY 
Rot*4F = ax, Oa: 


Diese Gleichungen gehen aber gerade in die MAxweLtschen Gleichungen 


0 tur Fe Rot **D, (31) 


rot + 7 . = 0, div = 0 der Elektrodynamik iiber, wenn man setzt 
(F4l, F2, F8) = iG, (F%, F31, Fl2) — §, 31’) 


d.h. * identifiziert mit den elektromagnetischen Potentialen ,2,i@, 
durch deren Rot'*@® bekanntlich die eager bestimmt sind. Das andere 


MAXweE ttsche Gleichungspaar rot § — — ~€= = ~j, div © = @ laBt sich schreiben 
in der Form 
OF :x - 
2c Tet = B- (32) 


In der Weytschen Theorie sind die elektromagnetischen 
Potentiale nichts anderes als die metrischen Koeffizienten 
der Langenanderung bei der Parallelverschiebung eines Linien- 
elements. Wegen Rot(Gradlg«)=0 fiithren ferner die Potentiale ®* zu den- 


0) 
selben Feldstarken wie die Potentiale prt — : ee Wahrend also die 
g= Ox, 


Potentiale nur bis auf die additive Funktion Cradles | bestimmt sind, werden die 
Feldstarken unabhangig von der besonderen Eichfunktion «.’Ebenso wie in 
der E1NstErNschen Theorie die Eigenschaften der Gravitation (Gleichheit von 
trager und schwerer Masse) verstandlich werden, wenn man die Gravitation 
nicht auf Krafte in einem euklidischen Raum, sondern auf eine Abweichung von 
der euklidischen Metrik zuriickfiihrt, so macht die WeryLsche Theorie den 
Elektromagnetismus verstandlich, indem sie ihn nicht auf Krafte in einem RIE- 
MANNschen Raum zuriickfiihrt, sondern auf eine Abweichung von der RIEMANN- 
schen Metrik, auf die Veradnderlichkeit der Einheitsgr6Ben beim Transport 
(WeyLsche Nahgeometrie). 

Die Weyische Theorie in der obigen allgemeinen Form fihrt jedoch zu- 
nachst zu einem Konilikt mit der Erfahrung!). Es sei z. B. ds = 1 die Periode 
einer in einem Inertialsystem ruhenden Uhr. In einem konstanten rein elektro- 
statischen Feld (91 = @?= @§—0, @ =ig =konst.) Andert sich t nach 
(27) eeuee Tt > fis -icdt 

= 


- # pett-t) 
e 2 : 
To 

Wird die Uhr nur wahrend der Zeit t — tj im Feld gelassen, so ist dadurch 
ihre Periode fiir immer gréBer oder kleiner geworden (je nach dem Vorzeichen 
der als reell angenommenen Konstante K) als die Periode einer gleichen Uhr, 
die sich stets im Feld Null befand. Besonders miiBte sich dies 4uBern in einer 
dauernden Frequenzverstimmung der Spektrallinien eines Atoms durch zeitweili- 
gen Aufenthalt in einem Feld. Ein solcher Effekt, der iiberhaupt das Auftreten 
scharfer Spektrallinien verhindern wiirde, widerspricht nun aller Erfahrung; 
die nachste Ziffer wird aber diesen Einwand entkraften. 

55. Periodizitat des Wevischen MaBes auf Quantenbahnen. Einen Ausweg 
aus diesem Widerspruch gibt nach F. LoNDON eine von SCHRODINGER gefundene 
, bemerkenswerte Eigenschaft der Quantenbahnen‘?) in der alteren Bonrschen 


1) Siehe besonders A. ErnsTe1n, Ber. d. PreuB. Akad. d. Wiss. 5.478. 19148. 
2) E. SCHRGDINGER, ZS. f. Phys. Bd. 12, S.13. 1922. 
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Theorie: das Linienintegral gefithrt iiber eine raumlich geschlossene Quantenbahn 


4 
¢>+ BP dx, = —nh (33) 
1 


ist ein ganzes Vielfaches der PLaNcKschen Konstante. Wir beweisen diese, 
von SCHRODINGER an Beispielen demonstrierten Gleichung mit F. LoNDON relati- 
vistisch folgendermaBen. Fiir die vee Bahn eines Elektrons « gilt 
nach (4) Ax, 


Mo at == = 44 ~ © 


und daher nach (4’) 


4 
OSs : / A 
dE ste = Dy) d x = — (cat = — Hye? |/ 1 — pt , 
=i 


Integriert man dies wber eine raumlich geschlossene periodische Quantenbahn, 
so erhalt man infolge der Quantenbedingungen 


. § as 
die Beziehung 
ae dnt p* DS ei- nh — Pw |/1 — 3 =o 


Fir eine Quantenbahn in einem stationaéren elektromagnetischen Feld ist 
nun die Energie & des Elektrons beschrieben durch 


Os os 
pele Lee. 


: 4 Re 
o>) P'dx, = — nh + (~s90?}/ 4 UE scaler: (33’) 
: 1 


Das Integral auf der rechten Seite verschwindet nun. [Denn es ist 


p — Myc? \1 a ae site as = dt = g ro: 5 + Epot \ dt 
: | ~ we / 
Ca \ 


3 
1X2, 
= 4 Son Ge + Brae) 
1 


und durch aoe Integration iiber die geschlossene periodische Bahn 


3 
OB xo 
-§(-> Sagnnt Ena) a= 6()» pe + Bua) at 
“1 


infolge der era te eel 


= nh 


dx, = —Edt, 


folglich 


C2 


0 


Be Bact 
OX, pot 


d 

di al ae 
Macht man jetzt die Voraussetzung, daB E, 4 eine homogene Funktion 
vom Grade —1 in den ~, ist (CouLomBsches Potential), so verschwindet der Inte- 
grand nach dem EvuLErschen Satz tiber homogene Funktionen.] Es bleibt von 
(33’) der zu beweisende Satz (33) wbrig. 
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Mit seiner Hilfe folgt dann aber aus (29), daB bei Fithrung auf einer 
raumlich geschlossenen Quantenbahn die Weyrsche Linge ds zu 
ihrem Anfangswert ds) zuriickkehrt, wenn der in (29) der noch unbestimmte 
Faktor K er 

he (34) 


genommen wird und a stationar ist, d.h. nur vom Ort, nicht von der Zeit abhangt. 
Durch dieses Resultat ist dem Einwand gegen die Wryische Theorie (Ziff. 54 
SchluB) begegnet, falls man das Weytsche StreckenmaB allein auf stationaren 
Bourschen Quantenbahnen wandern laBt, eine im Sinn der Bonrschen Theorie 
ganz natiirliche Einschrankung der erlaubten Bewegung eines solchen Gegenstandes. 
56. Quantenmechanische Umdeutung der Weyischen Theorie. Nun sind 
aber die durch Quantenbedingungen ausgezeichneten Bourschen Bahnen durch 
die y-Zustande der ScHRODINGERschen Theorie abgelést und das vorige Resultat 
dadurch wieder in Frage gestellt. Nach F. Lonpon!) laBt sich nun aber die 
Weytsche Theorie so erweitern, da sie auch der Undulationsmechanik an- 
gemessen ist. Dem Zustand y (x, %,%3%,) entspricht ja nach Ziff. 52 eine Strémung, 
bei der die Koordinatenzuwachse 6%,0%,0x%,6%,, an jedem Weltpunkt in be- 
stimmten Verhaltnissen stehen. In Ziff. 53 war dann noch eine fiinfte Koordi- 
nate x; mit 6x, = cdr (rt = Eigenzeit) eingefiihrt, so daB sich w langs einer 
fiinfdimensionalen Stromlinie andert entsprechend der Formel (24): 


252 (SS (-Soe+ A) am 
_— hjJm\ ¢ Qin Oak) 
y= Woe 5 . (35) 


LoNDON erganzt nun auch die Weytsche Theorie finfdimensional, indem 
er der Verschiebung 6%, bis 0x, noch eine Verschiebung 0x; = cdt zuordnet und 
jetzt als Ersatz fiir die Wryische Gleichung (26’) setzt 


fe 


6s) = a3? + K > ghdxy; 
T 

somit entsprechend (29) «f\d# re ear 

ads* = (ds,)*-@ 5 , (36) 

worin ®! bis ®@ Funktionen von x, bis x, sind; man erhalt dann, wie in der 

Weytschen Theorie, gerade die MAxwe.tischen Gleichungen, wenn man @1 

bis @ mit den elektromagnetischen Potentialen, ®®° aber mit dem Lonponschen 

Potential (16’) identifiziert; da namlich die partiellen Ableitungen nach x; von 
®@! bis ® verschwinden, geben in (31) 


Rol!“ F = 0 (wobei L* = Rot'* ) (37) 
die Komponenten Rot'*? nichts Neues zu den Maxwettschen Gleichungen 
hinzu. Benutzt man nun wieder fiir K den speziellen Wert (34) K = — =, 
so stimmen die Exponentialfunktionen in (35) und (36) tiberein, und man er- 
halt mit LonDON y _ as? Y Wo (38) 


nn Lea. oee > wae 
In der fiinfdimensional erweiterten Wrytschen Theorie andert sich also der 
Betrag ds® bei Verschiebung des EichmaBes langs einer fiinfdimensionalen Strom- 
linie im selben Verhaltnis wie die y-Funktion. Der Gegenstand, der sich ebenso 
verhalt wie das WeEyLsche MaB, ist die komplexe Amplitude der SCHRODINGER- 
schen Undulation, sofern man das MaB im fiinfdimensionalen Strom treiben laBt. 
Im besonderen kehrt ds? zu seinem Ausgangswert dsj zuriick, wenn man lings 
der Stromlinie eine Periode von w durchlauft. 
1) F. Lonpon, ZS. f. Phys. Bd. 42, S. 375. 1927; Naturwissensch. Bd. 15, H. 8. 
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57. Kreiselelektron ohne Feld. Die bisher in diesem Abschnitt entwickelte 
Quantenmechanik des relativistischen Elektrons geht von dem Modell des ge- 
ladenen Massenpunktes aus. In der Sprache der Modellvorstellungen besitzt das 


Elektron aber nach UHLENBECK und GoupsmiIT einen mechanischen Drehimpuls 

1 : 3 ; 

tae verbunden mit einem magnetischen Moment vom ,,anomalen“ Betrage 
é h 


1 Magneton = Duero (39) 
an Stelle des ,,normal‘ erwarteten Betrages } Magneton. Versuche, diesen Elek- 
tronendrallin die Wellenmechanik einzufihren, riihren u.a. von PAULT?), DARWIN2), 
JORDAN’), FRENKEL’), IWANENKO und LANDAU), RICHTER§) her, wobei es im 
besonderen darauf ankam, den scheinbaren Elektronendrall nicht als eine der 
Theorie des Punktelektrons nachtraglich aufgezwungene Zusatzhypothese, sondern 
als die natiirliche Folge einfacher wellenmechanischer Grundgleichungen zu ent- 
wickeln. Dieser Forderung entspricht in vollkommener Weise die von Dirac’) 


aufgestellte Theorie durch eine Abanderung der friheren Grundgleichung (5) 


€ 2 5 v; a) 
Di{{Pe + — ®,) + u2c?, v| =0 wo f= ae aa (40) 


Nach Drrac hat man es mit vier verschiedenen Wellenfunktionen w, w.W3 Wa 
za tun, welche bei fehlendem Feld dem in den #; linearen gekoppelten 
Gleichungssystem 
i> vePe + Mot, Ye} =O fur ¢ = 4, 2, 3,4 (41) 
k 


genigen. Die Koeffizienten y, sind dabei Operatoren, welche die p und g 
nicht enthalten, also mit diesen vertauschbar sind; wird jedoch 7; auf yw; aus- 
geitbt, so soll das Resultat {y, we} definiert sein durch die Reihe 


(pd = Dre ve (42) 


mit konstanten Koeffizienten y;*, deren Werte gleich angegeben werden. Diese 
Koeffizienten sollen als Matrixkomponenten des Operators y, angesehen werden 
entsprechend der aus (42) durch Multiplikation mit w-, und Integration iiber 


den Raum entstehenden Gleichung 
[vere dd = SIE [ve pede = (43) 


wobei die y als zueinander orthogonal und auf 1 normiert angenommen sind. 

Die Anzahl der w-Lésungen ist, da w hier noch den Index ¢ = 1, 2, 3, 4 
enthalt, vervierfacht gegeniiber der Schar der frither betrachteten Lésungen; 
jedoch wird noch eine Reduktion auf die Halfte eintreten (s. unten). 

Dirac verlangt jetzt, daB die Operatoren y, solche Form haben, daB bei 
fehlendem Feld aus seinem Ansatz (41) die friihere Wellengleichung des 
Punktelektrons ohne Feld 

{> p + pect, p:} =0 : (44) 
) Wie PAUr i Zon. Env coals dart opm SeOOnmmO2e 
) C. G. Darwin, Proc. Roy. Soc. Bd. 116, S. 227. 1927. 
MES ORDAN, | Zoe t eiyca Bard asm O27 
) J; PRENKEL, ZS. f. Phys, Bde 47, Si 786. 1928: 
) D. IwanEnxo und L. Lanpau, ZS. f, Phys. Bd. 48, S. 340. 1928. 
) C. F. Ricuter, Proc. Nat. Acad. America Bd. 13, S. 476. 1927. 
) P. A. M. Dirac, Proc. Roy. Soc. Bd. 117, S. 6410. 1928. 
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hervorgeht. Ubt man nun auf (41) die Operation {— i 'y,p; + gc, ...} aus, 
so erhalt man die Gleichung 


v= Saas — Hoe) . (12 vebe “rs Moe), vel 
= {2% i Pi + 2 Se Di (vere + riVe + debit woe, ve} 


und dies ist die frithere Sia (44), wenn man fiir die Operatoren y fordert 


9 


tee 4, VEY + ViV~ =O fiir k seh (45) 


Diese Forderung wird erfiillt, wenn ), durch folgende Matrizenkomponenten y¢* 
definiert wird: 


HOT 08 CaM (Lg. ee 
ao 6 SO Seo ches gure ry 
ine a of) feta]. HH 4 ed 0k 
op on 0 eso 
(46) 
Then | ee ea 6 1 Ole e -0 
ea OL i | oe Meade vom 
L as Sor ey af a Neat Naveed ye em 
es ae or (oh (4 


Fiir fehlendes Feld gibt Diracs Ansatz dann nichts neues gegeniiber der Theorie 
des Punktelektrons (wohl aber bei Anwesenheit eines Feldes, s. Ziff. 58). Die 
y-Regeln (45) kénnen auch zusammengefaBt werden zu 

yeyi + Mr¥k = 2° On, (Op. = 1 fir R=1, =O fir k#l). (47) 


Wir zeigen jetzt die Invarianz der Drracschen Wellengleichung gegeniiber 
Lorentztransformationen der Koordinaten. Solche erhalt man fiir den 
Vierervektor # durch die vier linearen Gleichungen (Drehung im %,%2%3%,-Raum) 


Pi = 2b (k,l = 1, 2; 5, 4) (48) 


mit den orthogonalen Zahlenkoeffizienten a 


> Q/ 
PS Ay Ukm = Onm> ines Aim = Onl: (48 ) 


k m 


Einfithrung in die Wellengleichung (41) gibt dann 


DYntn t+ Mocs Py=O, (49) 
wobei 
. = om Aanm Ym» (49’) 


Ui 
d.h. y, bis y4 transformiert sich wie ein Vierervektor. Es wird nach (49’) 


ad 


taf | s 
Skit l/ 


ae Y 


ie , , ' 2 it 
1 > > Gem Gin (¥m¥n + Yn Vm) = a2, yS Aim Ain Omn 


mn ™m n 


~% ¢ 
== oF Gums An = 20x12; 


™m 


(50) 


so daB also die 7, des neuen Koordinatensystems dieselben Relationen (47) wie 
die y, des urspriinglichen Koordinatensystems befolgen. 

Dirac zeigt weiter, daB die Lor entztransformation zugleich eine kanonische 
Transformation ist, die somit quantenmechanisch stets erlaubt ist. 

Statt der in (46) benutzten y kann man auch, bei festgehaltenen Koordi- 
naten, andere y’ zum Ausgangspunkt nehmen, welche aus den obigen durch 
eine beliebige orthogonale Transformation (49’) entstehen; diese braucht nicht 
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einmal minkowskiisch zu sein (1, 2, 3 reell, 4 imaginar). Z. B. konnte man 
ausgehen, statt von (46), von den y-Matrizen 


00, 04 24 0) Oe 0 
PSO Oe 20 Sy Oa om 
PES 0 04 \OCmrO ii) eae Ome OmmeIe 0:1 

We ties 16 iD © 0 1 (6h 

Oey a0) Oy HOO 2 

0. 0° 20u et hae O=0 a 
KES TE EEO ull er hice i : 0} 

Om le Oe 0) i 


ohne daB sich an den physikalischen Ergebnissen etwas andern wiirde. 
Ganz allgemein kann man statt der y, auch die Ausgangsmatrizen 


Vn AREY OA 
benutzen, wobei A eine beliebige vierdimensionale Matrix und A~! ihre Rezi- 


proke ist: = >> 1yI8 (y,)8¢ (ADEE, 


58. Kreiselelektron im Feld. Der Ubergang zu beliebigem elektromagne- 
tischen Feld wird vollzogen durch Ersetzung der Impulskomponenten #; durch 


Pe — @, mit dem Viererpotential ®,. Drrac erhalt so durch Verallgemeine- 


rung von (41) die lineare Grundgleichung des Elektrons 


| Di7(Pe + ~ %;) + Moe, aa (51) 
= 


Multipliziert man diese mit dem konjugierten Operator, bildet also 


[Some sn) smi nine oso 
7 k 


so erhalt man durch Ausmultiplizieren 
pee > Ye (te + ~ @,) wae a re i ~ Py) by + = ~ ), "|= OUHS4:) 
k 


Da y7=1, sind die ersten zwei oe identisch mit der fritheren Wellenglei- 
chung (40) des Elektrons im Feld. Wegen y,7; = —y,y, fir k + 1 kommt aber 
hier noch hinzu der Term 


("172 ( ate = ®,} (p, ; ?,) (De : ®,)(p, a eS 2) pee v3} 


= M7a(bs Pa — Pah — bP, + Pip) + yd 


& h C P, 0®,\ | @ 12 : 
~ 6 Damir ave: Ge a Pets =F aga Oa ee ae 
Mit Hilfe der Abkiirzungen 
e ee h : 2 
Roty, ® = Ber = — Bre und aia evi = Ger = — Gy (52) 


wird schlieBlich die ies a Wellengleichung erhalten in der Form 


fe [ge® + ai my = ®,) 4 oe —(%, ©), we {= =), (53) 


is 
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mit dem aus 6 Gliedern bestehenden skalaren Produkt (%, ©). Fihrt man noch 
die Bezeichnungen 


~ 


Ves = Dr» a1 = Dy» M2 = Dz» Ou =—16G,, Sag = —1G,, oq = —?7G,, 


bey | ye “ler 54 
Gg2 = De, Gs = Dy, Gig = Dz, Gy = +7 Rr, Gy = +7 Py, Gye = +7 Fz 6) 
ein, so erhalt man das Sa die Form 

See (SB) = =~ (G0) + 5 (ER). 54’ 


Man kann demnach die Ww ellengleichung entstanden denken aus einer klassischen 
Energiefunktion mit solchen Zusatzgliedern, als ob das Elektron eine magnetische 


“_ (©) besiiBe, 


R & is pe 
Zusatzenergie ae (09) 


=! 


ZUge 
herriihrend von einem eh eee Eigenmoment g = ——— ©, und einem elek- 
Hoe 
trischen Eigenmoment p = ——— , welches, wie man aus (56’) sieht, imaginar 
2 ge 


ist. Wellenmechanisch sind dann Q und ‘8 bzw. & die in (54) angegebenen 
auf yw wirkenden Operatoren, im Sinne der Definitionsgleichung 


(ap = eS OSS. we (55) 


Dabei ist im einzelnen, wie man unter Benutzung von (46) und (52) ableitet 
OF Tee () O—t O O [ @ %O 
ho Oro. 4k ie OG 0 oe OOF Oe 
se = F fee. 42 510 oho sl7 25 0 0 1 of ©9 
7s 2 CaO seat) (O41 
lb OF 4 (@ 0 0-71 fF oil @ 
: KO O10 — F100 oO 2 0 ; ie Oe 0) (Ol i 
iB, path Are dt) 402 ‘y= 55 \0—% O O » TB 5 i 10) © © (56) 
4 00-20 | 2 OOO OG lo—1 Op 
und es gilt | 1 2 oO 
—_ a ~ 2 h 2 O 1 O 6) 9 2 » 
ik k= =< |— J — —S- — — R= —— — ine fi 
DE = O) =D = (55 in came aie Pe= — By BB. (G7) 
OF OF OF 41 


Um die Energieterme eines Elektrons in einem elektrischen Zentralfeld 
abzuleiten, geht Drrac durch eine kanonische Transformation zu Polarkoordi- 
naten iiber und findet dann Lésungen, die in erster Naherung mit den auch 
in der Erfahrung bestatigten Resultaten iibereinstimmen, welche DARWIN?) aus 
der unvollkommeneren Wellengleichung (40) unter Hinzufiigung eines passenden, 
den Elektronendrall reprasentierenden Gliedes gewonnen hatte. Der groBe Fort- 
schritt der Diracschen Wellengleichung liegt darin, dai sie auf ungezwungene 
Weise und ohne Zusatzhypothesen von diesen Erscheinungen Rechenschaft gibt. 

Die SoMMERFELDsche relativistische Feinstruktur der H-Atomterme, die 
nach GoupsMiT als eine Wirkung des Kreiselimpulses anzusehen ist, wurde 
auf Grund von Drracs Theorie durch GORDON 2) abgeleitet; Zeemaneffekt und 
Linienintensitaten von Dirac?) selbst. 

Die Notwendigkeit, neben dem reellen magnetischen Moment Q ein imagi- 
nares elektrisches Moment ‘8 [Q2 ist ein positiver, 8? ein negativer Operator, 

1) C. G. Darwin, Proc. Roy. Soc. Bd. 115, S. 1. 1927. 


2) W. Gorpon, ZS. f. Phys. Bd. 48, S. 11. 1928. 
3) Pp. A. M. Dirac, Proe. Roy. Soc. Bd. 118, Si sol. MiO2ZS. 
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vel. (57)] einzufithren, um eine relativistisch invariante Theorie zu erhalten, ist 
zuerst von FRENKEL?) erkannt und benutzt worden. 

Die Notwendigkeit, den Ubergang vom Punkt- zum Kreiselelektron zu voll- 
ziehen, ist der Grund, weshalb wir es uns hier versagt haben, tiber die geistvollen 
,, Untersuchungen zum Problem der Quantenelektrik‘‘ von G. M1&?) zu berichten. 


VII. Quantenalgebra und Transformationen. 


59. Korrespondenz. Die Verbindung zwischen der klassischen und der 
Undulationsmechanik bei einem System mit den Koordinaten g,...gy und den 
kanonisch konjugierten Impulsen f,...#y geschieht durch die Umdeutung der 
Impulse in Operatoren 

Beet ho 
hs ye pie Bia OF 
Aus der Hamittonschen Gleichung 
H(q,~) -E=0 
wird dadurch die ScHRODINGERsche partielle Differentialgleichung 


DD @) lie 
11 (0 sie aq) + aw oe VED} H0-ved. 


Es médge jetzt die Ausfithrung dieser Umdeutung durch Fettdruck der q und 


—_ he —— 
P~ dia i] 


und ihrer Funktionen angedeutet werden. Es soll also die Gleichung 
H(q, p) —E=0 | 

genau dasselbe wie die vorhergehende Gleichung bedeuten, namlich die Ope- 
“ H( h oO ) h oOo 
see atm eG, pie, By 
ausgeiibt auf y, d.h. = 0- wp. Fiir die p und q gelten dann die Vertauschungs- 


ausgetibt auf eine Funktion w(q, #) ist gleich 0 


/ 


regeln h 0 i h 0 ee 
Qin Oqy 1&Y ~~ 1K din Ogg * ia Y “SW» 
al. In. eee, = fir LéK 
PROK— QKPK— Fs) | PKU Sar pe— Oe lk, (1) 
PKPL — PLPK =O, Gk QL — IL 9K = 0. 


Im ubrigen gelten die gewohnlichen Rechengesetze der Assoziation und Distri- 
bution; Kommutation ist aber nur beim Addieren, nicht beim Multiplizieren 
der p und q erlaubt’). Man kann also mit den f# und q so rechnen wie mit ge- 
wohnlichen Zahlen, nur unter Beachtung der Vertauschungsregeln (1), von 
denen auch die Koordinate ¢ und der konjugierte Impuls —E umfaBt sein soll; 
man kommt auf diese Weise zu einer Algebra der GréBen q und p. Sie ist die 
Grundlage der Quantenmechanik, die schon vor der SCHRODINGERschen 
Theorie durch HEISENBERG, Born, JORDAN‘) und Drrac®) aufgestellt, worden 
ist als eine Methode, beobachtbare GréBen miteinander in eine numerische 
Beziehung zu setzen, die durch die klassische Mechanik nur unvollkommen 
wiedergegeben wurde. Die Aufstellung jener Vertauschungsregeln war dabei 


1) J. FRENKEL, ZS. f. Phys. Bd. 47, S. 786, 1928) 

2) G. Mig, Ann. d. Phys. Bd. 85, S. 711. 1928. 

Sy WelbeZ thin AAs 

4) W. HEISENBERG, ZS. f. Phys. Bd. 33, S. 879. 1925; M. Born und P. Jorpan, 
ebenda Bd. 34, S. 858. 1925; Bd. 35, S. 557. 1926. 

°) P. A. M. Dirac, Proc. Roy. Soc. Bd. 109, S. 642. 1925; Bd. 110, S. 561. 1926; 
Badd oe- 28d 1O26e sede NGI, Sig (owl es sO PYG. 
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das Endglied eines systematischen Vergleichs der klassisch-mechanischen Er- 
wartung mit der quantentheoretischen Wirklichkeit, als eine quantitative Ver- 
scharfung des Bonrschen Korrespondenzprinzips. Wir wollen die Korre- 
spondenz zwischen der klassischen Mechanik und der auf der Quantenalgebra 
aufgebauten Quantenmechanik naher verfolgen. 

Die Korrespondenz wird hergestellt durch die Zuordnung 


a ee Ox oy oy =) cy eed 

(x, ¥] —— lap, Og, Op; ogy klassisch, (A) 
2% ’ 

lv. y] = _ (wy — yx) quantentheoretisch, (B) 


welche der ,,Poissonschen Klammer“ [x(g, 6), v(g, f)] zwei Bedeutungen, 
eine klassische und eine quantentheoretische, zulegt. In (A) bedeuten x und v 
beliebige Funktionen der g und #; in (B) bedeuten & und y dieselben Funktionen 
der q und p, nur sollen, da es dann auf die Reihenfolge von Produktfaktoren 
ankommt, x und y symmetrisiert sein, also statt « = pq soll z. B. stehen 
x = }(pq + qp), damit die Vertauschbarkeit auch bei der quantenalgebraischen 
Funktion gewahrleistet ist. 
Setzt man in (A) speziell x(¢, f) = px, v(g, p) = qx, so erhalt man 
Pr4z! =f) Gbiks 1G — vee =) eorur Keele 


Die Korrespondenz (A) > (B) fihrt dann zu der Forderung 


Ipracr]=1 fir K=Ll, =0 fir KL, (2) 
Auf entsprechende Weise wird man zu den Forderungen 
[pxpr] = 0, lax qi] = 0 (ey 


gefiihrt. (2) und (2’) sind aber identisch mit den oben angefiihrten Vertau- 
schungsregeln (1) wegen der Bedeutung (B) der Poilssonschen Klammer in 
der Quantentheorie. Dies war der Weg, auf dem die Vertauschungsregeln zuerst 
gefunden wurden. 
Setzt man in (A) rechts fiir x und y einmal x(q¢, #) und gx, ein anderes Mal px 
und y(g,p) ein, so erhalt man aus (A) die speziellen Gleichungen 
ox(q, p) 
Opx 


ee) == [prs V1. 


Die Korrespondenz (A) > (B) fordert dann auf, die quantenalgebraischen Diffe- 
rentialquotienten folgendermaBen zu definieren: 


= [%, qx], 
(3) 


Ox 21% 
Fog = (es an] = 75" (an — 4x2) 

4 
ek ee a y — y pr) 2 
Be PRAU\——7 PERU UPR): 


Um auch zu den klassischen Differentialquotienten nach der Zeit ¢ die 
korrespondierende Quantenoperation kennenzulernen, betrachten wir die kano- 
nischen Bewegungsgleichungen der klassischen Mechanik 


: 1H (q, p) : OH (q, 7 : 
x= bg = peel (K=1,2...), (5) 


nehmen eine beliebige Funktion z(¢, p) und bilden 


: Ogee CZ Mk. Tose O20 O EL \e Fi 
oe — (ag, + 5p; P) >, PAC Op, Of: aa) erie (0) 
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als zusammenfassenden Ausdruck der kanonischen Bewegungsgleichungen, 
welcher die Spezialfalle (5) z= qx und z= px umfabt. Jetzt benutzen wir 
die Korrespondenz der Poissonschen Klammern, um quantentheoretisch zu 


definieren : 
Die Punktierte 2 einer g-Funktion z(q, p) mit Bezug auf eine be- 
stimmte Hamittonsche Funktion H(q, p) sei die Funktion 


2=[H, 2] = ae (Hz — 2H). (6) 


% korrespondiert der zeitlichen Ableitung z der klassischen Theorie, und (6) 
korrespondiert fiir z= qx bzw. =px den klassischen kanonischen Be- 
wegungsgleichungen: 


é 203 : Dip , 
dx =—~ (Hqx—axH), Px=——— (pxH — px). (6) 


Fur den Spezialfall z(q, p) = H(q, p) folgt ferner aus (6) 
H = [H, H)| =0. (6”) 


Die Punktierte der HAmrLtonschen Funktion verschwindet. Dies ist das quanten- 


mechanische Gegenstiick zum Energieerhaltungssatz H = 0 der klassischen 
Mechanik. 

60. Kanonische Transformationen. Winkelvariable!). Um das quanten- 
mechanische Problem zu lésen, ist es meist erforderlich, von den urspriinglichen 
Variablen g,, p, zu neuen Variablen Q;,, P; tiberzugehen durch eine Trans- 
formation ; 


Ox => Ox(q1 ++ (NPI «+> PN) s Px = Px(qi 2+ QNP1:: - Pn) . 


Die Forderung, daB die neuen Variablen ebenso wie die alten wieder kanonisch 
sind, d. h. den Vertauschungsregeln 


ee Ou =. tie Ee ernest) 


| (7) 

[PxPz] =0, [Ox Ox] = 0 

genugen, wird erfillt durch jede Transformation der Form 
Oc= TT (G,-P) oxo t Gp) ha Foe pe 7, (8) 


bei der T(q, p) eine beliebige Funktion der q, p ist und T-! ihre Reziproke 
bedeutet, definiert durch T-!-T = T-T-1=1. Durch Anwendung auf Summen 
und Produkte der p und q gewinnt man leicht die allgemeinere Formel 


F(O,P) =F 9 7, To pT) = 2-1 Fg. p) Te (8’) 


Ein mechanisches System sei klassisch durch eine bestimmte HAmitr- 
tonsche Funktion H(g, p) charakterisiert, quantenmechanisch durch eine 
symmetrisierte HAmittonsche Funktion H(q, p). 

Gefragt wird nach den quantentheoretischen Energiewerten (Spektral- 
termen), spater auch nach den Schwingungszahlen, Intensitaten und Polari- 
sationen des von dem System ausgestrahlten Lichtes. Die Lésung’ wird auf 
folgendem Weg erreicht. Man geht von den Koordinaten g und Impulsen # 
zu neuen Koordinaten w (Winkelvariablen) und Impulsen J (Wirkungsvariablen) 
durch eine kanonische Transformation (9) iiber 


wK=T-!(q,p)-qx-T, JIn=T-!-px:-T, also F(w,J) = T-1F(q,p)T 


1) M. Born, W. HEISENBERG und P. \Worxaos, BSG vie Timyse TEL Sy5, Se S5yh aewres 
P. JORDAN, ebenda Bd. 37, S. 383. 1926; G. WENTZEL, ebenda Bd. 37, S. 80. 1926. 
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mit so gewahlter transformierender Funktion T(q,p), daf auBer der durch 
(9) ohne weiteres gewihrleisteten Kanonizitét der w und J, namlich 


[Ju wz] = 1 fiir K=L, =0 fiir K2zL 
[JxJr] = 0, [ex wr] = 0, 
noch folgende Bedingungen erfullt sind: 
a) Setzt man in die HAmiLTonsche Funktion H(q,p) fiir die q und p die 


aus (9) riickwarts folgenden Funktionen qx(w, J), px(w, J) ein, so soll die so 
entstehende Funktion H(q(t,J), p(w, J)) = H*(w,J) nur die J, nicht die w 


(10) 


thalten: 
enthaiten H(q;p) — H* (J) - 
b) Die Funktionen gx(w,.J), px(tw,J) sollen die Reihenform 
qx=> 9k), pe =D p(s) (11) 


besitzen; darin ist (re) zur Abkiirzung fiir t,w +--+ tywy geschrieben, und 
der zugehérige Koeffizient qk(J) ware genauer mit g™--:™¥(Jy...Jy) zu be- 
zeichnen, » ist zur Abkiirzung fiir >’... >’ geschrieben, jedes tg summiert 
z Ty TN 

iiber alle ganzen Zahlen von —co bis +00. Die pg und gg sind damit in den 
w periodisch mit der Periode 22. 

Ist die Bedingung (0) erfiillt, so folgt, daB irgendeine durch Addition und 
Multiplikation aus den p und q zusammengesetzte Funktion a (p,q) sich in der 
entsprechenden Reihenform 2(q,p) => at (J) « clr) (11’) 


darstellen 1a8t. Wegen (8) in Ziff. 44 ist dies identisch mit 


x(q.p) => ace 2 (s+. *) ; ite) 


Auch a(p,q) ist dann in den w periodisch mit der Periode 2z. 

Es sei nun durch eine passend ausgesuchte Transformierende T die Trans- 
formation auf Winkel- und Wirkungsvariable w und J vollzogen und die trans- 
formierte HAmMILTONsche Funktion H* (J) gefunden. Sie gibt dann AnlaB zu der 
SCHRODINGERschen Gleichung 

h @ 
\H a rai: v*(w)t = {E-y*(w)}. (12) 
Ist dabei H*(/) in die Potenzreihe 
H* (J) =D) An... Si)" * (Jo) Tn) (12/) 


Tt 
ny 


h o ) 


entwickelt, so wird die Schwingungsgleichung (J =a 
ale / K/ 


\ 


h \uttateossty On Ole Ot 
A, eee cn } } Daan, Ot,  -O7 il 6 (wy Se Wy) 
oe 21% Own Cwrs own (13) 


= E-p*(w,... Wy) 
gelést durch den Ansatz y*(w) = Bei”), ausfithrlich geschrieben 
y* (w, ... Wy) = C+ et(mumt>++nywy) | (14) 
mit beliebigen Zahlwerten n,...2y. Wahlt man letztere ganzzahlig, so hat 
man erreicht, daB y*(w) in den w periodisch mit der Periode 2% wird. Der 
Ansatz (14) in (13) eingefithrt gibt den zu (14) gehdrigen Eigenwert 


h \tttet e+ °ty Vr ys Noa Te 
ace Gai) + (M1) + (Mgt)*...(myNX=E, (15) 


Handbuch der Physik. XX. 28 
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den man genauer noch mit Ey...» y bezeichnen kann. Den noch unbestimmten 
Faktor C von wy kann man so normieren, da 


igo Dig 


[+ [pp-dw,...dwy = 1 
0 0 
wird, d. h. 


ro| > 


C = (22) 


Das Eigenwertproblem ist also gelést, wenn es gelingt, durch kanonische Trans- 
formation (q,p)— (w,J) die Hamiltonfunktion zu einer Funktion H* (J, ...Jn) 
der Wirkungsvariablen allein zu machen; die Eigenfunktionen sind dann die 


Exponentialfunktionen (14) mit ganzzahligen n,... ny, und die Eigenwerte 
besitzen nach (15) (12’) die einfache Form 

— yx (mh Mah Nyh , 

ee eee (15’) 


Man kann dieses Resultat nachtraglich. auch ohne von der SCHRODINGERschen 
Undulationsmechanik zu sprechen, in folgender Weise als ein Resultat der 
Quantenalgebra aussprechen : 

Gelingt es, aus der HAmittTonschen Funktion H(p,q) durch eine kanonische 
Transformation YT zu Winkel- und Wirkungsvariablen w,J tberzugehen, so 
da8 H ubergeht in eine Funktion H* (J, ...Jy), so erhalt man die quanten- 
theoretischen Energiewerte, indem man in letzterer Funktion statt der Argu- 
mente Jy...Jn die GréBen n,h/2a...nyh/2a mit ganzzahligen n,...ny 
einsetzt. 

61. Kanonische Transformationen (Fortsetzung). In der klassischen 
Mechanik wird eine kanonische, die Form der Hami_tonschen Bewegungs- 
gleichungen nicht andernde Transformation von den qg, # zu neuen Variablen 
Q, P erhalten, indem man mit Hilfe einer willkirlichen ,,Wirkungsfunktion“ 
S(Q, p) die Gleichungen 

0s Os 


tk = Op,? hag, [S(Q, )] 


ansetzt und sie nach Q; = Q:(q, ~), Py = Py(q, p) auflést. 
Auch in der Quantenmechanik stellt 


os os 
T= ior? Bh dos S(Q, p) (16) 


eine kanonische, d.h. hier die Vertauschungsregeln erhaltende Transformation 
dar; wie gleich zu zeigen, laBt sich namlich (16) auf die Form 


Ox = T-i qkxT, Px= T-!pKT [T(q; p)] (16°) 


bringen, wenn T und S in bestimmter Weise zusammengehorig gewahlt werden. 

Der Zusammenhang zwischen der Funktion S und der die gleiche Transformation 

vermittelnden Funktion T ist nach JoRDAN!) der folgende. 
Es sei S(Q, p) entwickelt in die Form 


S(Q,p) = >115() + 95(0) a7) 


als Summe von m Produkten, als ersten Faktor eine nur von Q, als zweiten 


Faktor eine nur von p abhangige Funktion; die Faktoren sind nicht vertausch- 
bar. Man definiert nun nach Pauti die Exponentialfunktion e¢*¥, in welche 


4 


\) dey [fonieyusy, /2Sy, iis Jens. teil, Bek Sa, Sis}, SOAS. 
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die Faktoren # und y als Funktionen von QuantengréBen nicht vertauschbar 
sind, durch die Reihe 


: ary” 
even Dae. (18) 
0 


Thre Verallgemeinerung ist die Exponentialfunktion 


m ~ oo co r ar oe r 
St fy ue ST i en ° 
€xp| Ds a, y, | = mr OD fa ees tm or r : (18’) 
— a ae an Vy. Va) 20s Vm} 
1 ( 


bei der also die a-Faktoren den y-Faktoren vorangehen sollen. Nur wenn die 
a mit den y vertauschbar waren, kénnte man dafiir auch schreiben 

Yesvs “1Y1, «68s *m¥m 

€ = -e€ .é 
Wir wollen nun nach JORDAN zeigen, daB die Transformierende T(q, p), welche 
die gleiche Transformation wie S(Q,p) vermittelt, gegeben ist durch die Ex- 
ponentialfunktion 


2456 


T(q.p) = exp 7 Sx(as)| (19) 
worin S,(Q,p) bedeuten soll [vgl. (17)] 


Ce 4 x | 
S,(O.p) = S(O.p) — S Oxpx = >* fs(@)9s(p) — pa OKPK: (20) 
1 KK 


Zum Beweise der Formel (19) beachte man, daB aus den allgemeinen Differential- 
formeln (4) 


ie a ele & E ie tone 
2s Ont = Op,’ Pats TPe Sota ode 
folgt : pt : a 
U (o fm — } 
Ren PS gg ORT Ty te Oe a 


Setzt man hier auf den rechten Seiten fiir die Differentialquotienten yon T die 
aus (19) folgenden Funktionen ein und beachtet, daB nach (8’) gilt 


of,(@) Of,(Q) 


f(a) T=n(Q), TG T= aoe, 


so erhdlt man in der Tat gerade die Transformationsformeln (16). 
Der Sonderfall der Punkttransformation ist charakterisiert durch die 
Erzeugende 7 
: S(O, p) = d'v«(Q) px, (21) 
= 


4 


E 7 , Ley Q) 
also os 0 -y CUx( 
— =v O D a — | - “DK. 
Wk OPK K( )» K a 


ier wird 3 
ae S,(Q,p) = > (vx(Q) — Ox): px, 
K 


somit 


PA ae Si 2ter Not oi 
T (4p) = exp |7;" S4(a,p)| = exp |,” >) (ex(@) — x) Px] (24’) 
K 
Die Transformierende 7, welche die Punkttransformation qx = vx(Q) ver- 
mittelt, ist also eine komplizierte transzendente Funktion der q und p. 


23" 
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62. Transformationen in der Wellenmechanik. In der Wellenmechanik 
handelt es sich darum, die Difterentialgleichung 


{H(0. stz5q)— B vat =o (22) 


zu lésen, was unter Umstanden durch Einfithrung neuer Koordinaten erleichtert 
wird. Zunachst kommen hier Punkttransformationen g = q(Q) in Betracht, 
durch welche die Grundgleichung iibergeht in die Form 


h a 0 
{2 (9(0), sr- Ge aq) — E viat@n} =o. 
An ihrer Stelle wollen wir kiirzer schreiben 
he 0 
Ha @ <5 0) os v*(Q)} =0, (23) 
mit den Eigenfunktionen y*(Q) = ya(9(Q)) 


und den gleichen Eigenwerten FE, wie bei der urspriinglichen Gleichung (22). 

Allgemeine kanonische Transformationen in der Wellenmechanik sind, nach 
dem Vorbild der JorDANschen Transformationen der Quantenmechanik, zuerst 
von F. Lonpon!) behandelt worden. Von einer willkiirlichen Funktion T (gq, #) 


ausgehend bilde man den Operator Tas. i = 37) und setze 
h 0 bi @ 
se, GPS. pee we Ea fg pret Wc regen 
eo Grde 2ix OQx us Qin Ogg i ey 
Ein Operator [* (0, 55 ie = 30) geht dadurch tiber in den Operator [vgl. (8’)] 
h 0 i 
ik a pa ~ ee yA 
Oe Qin 39) = ee “(@ Sez Qin ate 2x nak (24°) 
Die ScHROpINGERsche Gleichung fiir die gesuchten Eigenfunktionen w* (Q) 
und Eigenwerte E* des HAmittonschen Operators H, (0, aoe xa) heiBt dann 
ahs 0 ae: 


Wir zeigen jetzt, daB diese die ete Eigenwerte wie die urspriingliche Glei- 
chung (22) besitzt (was soeben nur fiir Punkttransformationen gezeigt war). 
Zu diesem Zweck schreiben wir statt (22) unter Benutzung von (24’) 


bp © 
{r-1H.(2, st. A \T -E, vig} =0 
und iiben den Operator T aus: 
h oO 
{Hs(a s3< gq )P —TE v@} =o. 
Setzen wir hierin 


T-w(g) = y*(Qq), d.h. w(q) =T-1p*(y), (26) 


so wird daraus hb 0 


ltle-te £)—2r}=0 
und schlieBlich bei ae der Buchstaben g durch Q 


wt: {Hs(Q. Ne i) & v*(Q)| = 08 (27) 


1) F. Lonpon, ZS. f. Phys. Bd. 40, S. 193. 1926. 
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Vergleich von (27) mit (25) zeigt dann die Ubereinstimmung der Eigenwerte E 
und £*. Der Zusammenhang der Eigenfunktionen, vermittelt durch die Trans- 
formierende 7, ist durch (26) gegeben, 


vE(Q) = 7(0, se go) + Yn (Q) 


h oO 

YnlQ) = T (q, ata 59 )¥8@ 
Besondere Beriicksichtigung erfordert der Umstand, daB der Existenz- 

bereich von g nicht mit dem von Q tibereinzustimmen braucht; ¢ sei etwa eine 

Langenkoordinate —coo=q=oo, Q ein Winkel O=Q=22. Wie sich im 

Einzelfall diese Schwierigkeit automatisch lést, zeigt das Beispiel von Ziff. 64. 
Wenn die Transformierende T das Argument # in gebrochener oder negativer 

Potenz enthalt, geben die Transformationen zu nichtganzzahligen und negativen 


Wo Ox => HMO Ae Pr 7 LeaeD pele (28) 


, Differentiationen “‘ =e 


bemerken nur, daB die bei der Transformation auf Winkelvariable vorkom- 
mende Formel 


= +e AnlaB. Auf deren Bedeutung gehen wir nicht ein, 


a ek= 


as =— kh ekz 


auch auf gebrochene und negative m tibertragen werden soll. 

(28) gibt Antwort auf folgende Frage. Bekannt sei die zum Energiewert E, 
gehorige Eigenfuntion y,(qg), die wir bezeichnen wollen als die Wahrschein- 
lichkeitsamplitude, beim Energiewert E, die Koordinaten gg in gewissen 
Lagen gg anzutreffen. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeitsamplitude w7 (Q), die 
Funktionen Qg(¢,~) auf gewissen Werten Qx anzutreffen? Die Antwort (28) 
setzt voraus, daB man die Transformierende YT gefunden hat, welche die 
kanonische Transformation QP—— qp vermittelt. 

Wir betrachten noch den Sonderfall, daB die Koordinate Q,, die als ein 
Argument der Wahrscheinlichkeitsamplitude py (Q,, Q....Qy) auftritt, gleich 
der Hamittonschen Funktion Q, = H(q, p) ist. Dann giltQ, = T~19,T = H(qp), 
also g,J = TH, und unter Benutzung von E,y,(q) = Hy,(¢) wird aus (28) 


En Vn(Q) = EnlT valQ = TEavnQ) = THY.Q =21Tvr(Q)- 


Die Gleichung E,wyp(g) = En- TWn = %* TW, kann aber nur bestehen, wenn 
entweder wy (g) = 0 ist oder, falls y%(g) 40, wenn g, = FE, ist. Es hat also die 
Wahrscheinlichkeitsamplitude w%(g) nur fiir g, =, einen nicht verschwinden- 
den Wert, und wy*%(Q) nur bei 0, = E, einen nicht verschwindenden Funktions- 
wert, anders ausgedriickt y*(Q) hat dort ein unendlich steiles Maximum 
und verschwindet sonst iiberall. 

Von Bedeutung ist der Zusammenhang zwischen dem eine kanonische 


. ’ FE hi ) 
Transformation vermittelnden Operator T( ees. ) 


1 Qin 07d: 
h 0 ms (esti gee 
= T-19,T =T-1 ; 2 
Cx =i "Gel, 21x 0Qx 2ix Odx : (29) 
; : = h oO : 
und dem dieselbe Transformation erzeugenden Operator S{Q, a5) mit 


den Transformationsgleichungen 


4 \ 
sO. e | i (pe : 
240 0g) Coeteog i Pe (30) 
~ 247 00,” 


qn = o Pr , : pone 
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War in der Quantenmechanik nach JORDAN der Zusammenhang zwischen den 
Funktionen T(q, p) und S(Q, p) durch (19) gegeben, so erhalt man in der Wellen- 
mechanik nach Lonpon den entsprechenden Zusammenhang zwischen den 
Operatoren T und S durch 


h oO 21% Db © ' 
F(t. a5a oq) =? eS” ace Gal oy 


worin wie in (17) o 


s( Se anl= S10 (ai Ne eer s De az Qin ce G2) 
Im Spezialfall der Punkttransformation qg = vx (Q) wird entsprechend (21’) 
T (4, ois 57) = exp > ex@ =the aa 
K 

In diesem Fall wird mit Benutzung von (26) und (18’) 
y*(g) = Twig) = exp| >" (ex) — 9x) ie v(q)- 


K 


Dies ist aber eine Taylorreihe 


y*@ =v(atlu@—al, g+[v(g) —gl, -..) = y(v(q)). 


Schreibt man jetzt in der hiermit gefundenen Beziehung yw*(¢) = w(v(q)) 
statt g den Buchstaben Q, also 


pr (Q) = pn (v(Q)) (Punkttransformation), (33) 


so hat man das Ergebnis, daB bei Punkttransformationen gg = vg(Q) die 
Eigenfunktion w*(Q) der neuen Variablen in die Eigenfunktion y,(g) der 
alten Variablen tbergeht durch die Substitution gg = vg(Q), als Sonderfall 
des allgemeinen Zusammenhangs (26) 


we(O) = T(Q, oe 49) ¥a(O) (allgemeine kanonische Transformation). (34) 


63. Winkelvariable in der Wellenmechanik. Es sei nun gelungen, solche 

neue Koordinaten w einzufihren, daB aus dem urspriinglichen HAmittonschen 
ne 

Operator H(q, 5; pe = 4) ein Operator H*( 57 ie) wird, welcher nicht w, sondern 
Og 2in Ow 


nur 0/Ow als ee enthalt, und welcher nach Potenzen von 0/Ow mit von w 
unabhangigen, d.h. konstanten Koeffizienten entwickelbar sein mége: 


cae all sea Gale be are CA 


(Wir betrachten jetzt der Einfachheit halber ein System mit nur einem Frei- 
heitsgrad.) Dann 1laBt sich dieses Eigenwertproblem unmittelbar lésen durch 
den Ansatz 


p*(w) = Be’, und hat den Eigenwert E (8) = pa (a7 ) i He(S hp =)» (35) 


worin 6 noch aus den Randbedingungen zu eevee ist. Winkelvariable 
sind in der klassischen Mechanik konjugierte Koordinaten w und Impulse 
J, fir welche die HAmittonsche Funktion eine Funktion der J allein wird, 
wahrend die Ortskoordinaten periodisch in den w mit der Periode 22 sind. 
In der Wellenmechanik sind entsprechend Winkelvariable dadurch ausgezeichnet, 
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daB der HAmitronsche Operator nicht von w, sondern nur von 6/0w (in be- 
liebig hoher Ordnung) abhangt, wihrend die Figenfunktionen als Funktionen’ 
der Ortskoordinaten periodisch in w mit der Periode 2 sein sollen. Letztere 
Forderung legt nun die in (35) noch offengelassene Randbedingung fest und gibt 
schlieBlich { 


: hn 
* oS een: — 5D (ieee i 
va(w) em, Ey = HD") (n= 0,4,2,...) (636) 
als Lésung des Eigenwertproblems. Der Faktor B = ist dabei durch 
die Normierung “— yar 
| i (w)- DE (w) dw = 1 
0 


bestimmt worden. 


Es wird nun oft verlangt, auBer y?(w) = -e'™” auch die Eigenfunk- 


ae 
jan 
tion y,,(g) in den urspriinglichen Koordinaten anzugeben, welche zum selben 
Eigenwert £, gehért. Nach Lonpon wird diese Aufgabe tolgendermaBen gelist. 
Es sei S(g, J) die Erzeugende der Transformation 


aS hao? 
Lae aS, 2ix sw) ke OF 8 (057, my 
ae oy ( Qin 6q q : 


welche den Ubergang von g zu w vermittelt, und sei dargestellt in der Reihen- 


form m 
S(4, 35) = Sho 8e(a7 ia) S* = Shiels ac] 


mit fo(7) = —4, go : = — 


2ixndw) 2ixdw’ 
formation gehérige Transformierende T, (w 
die gesuchte tices, gegeben durch ° 


é ae 21% h fal sore 
Yn (w) a = Js (w, xs a) EOP So ¥ Dy fs(w) (552 a) ar 
1a 
Sie nystiotialte lie o- [fe ae Bel 
a > > =O = z ginw 
—_— tT see Tm = . 
0 0 | | 


Kennt man die zur gleichen Trans- 
| , so ist nach (26) und (18’) 


* 2in Ow, 


r,! 
y=0 
: ; r h a | inw a : pt sp 
Die zuerst erfolgende Operation gt (= ot! auf e'"” ausgeiibt, ist aber identisch 
‘ Jt 
mit der Multiplikation g’» (n |: e”"”, und man erhalt als Gesamtergebnis 
. aI} 
somit m 


13 (7) 
Wh pee 2 


nh . ae 
— a nw O : nu 
Yn (w) = T,(w, =|°4 =€ é 
™m 
- _ 24% Ly (32 ry 
~inw+—— ts fs(W) Qs s| , Qin s(w, oh 
— 6 1 enw — gh 22 


, 


oder schlieBlich bei formaler Ersetzung des Buchstabens w durch q 


Qix nh 
lg) =e p S(0ze), (37) 
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Da in S die GroéBen g und nh vertauschbar sind (sémtliche Differential- 
operationen sind schon ausgefiihrt), liegt in (37) eine gewéhnliche Exponential- 
funktion vor, bei der man also gar nicht mehr auf die Reihendarstellung von 
S zuriickzugreifen braucht. Das Lonponsche?) Ergebnis (37) ist deshalb von groBer 
Bedeutung fiir das Eigenwertproblem, weil es die Eigenfunktionen yw,(g) eines 
quantenmechanischen Systems (hier zunachst von einem Freiheitsgrad) in be- 
liebigen Koordinaten g darzustellen lehrt als Abbildungen der Exponential- 
bzw. der trigonometrischen Funktionen, des Prototyps aller Schwingungs- 
vorgange. Lins 

Die Lonponsche Formel y, =e ” stellt tibrigens den exakten Limes 
eines Approximationsverfahrens zur Lésung der Wellengleichung dar, welches 
vorher WENTZEL und BRILLOUIN angaben. WENTZEL?) benutzte zur Lésung der 
Wellengleichung den DE BroGtigschen Ansatz 

agente ae yoke 08 

wodurch die Wellengleichung sich auf eine RiccAtische Differentialgleichung 
fiir y(q) reduziert. Deren Lésung 1a8t sich dann durch eine Reihe nach stei- 
genden Potenzen von h/ ansetzen 


y(9) = ies "¥s(Q) » 


wobei die nullte Naherung y,(g) der klassischen Mechanik y, = #, ve ag = lp dq 
entspricht, wahrend die héheren Naherungsglieder eine sukzessive Annaherung 
an die Quantenmechanik geben. Fihrt man Qydq auf einem geschlossenen 


Wege um einen Bereich herum, in welchem simtliche 1 Nullstellen (Knoten) 
der Eigenfunktion yw, legen, in welchem also y = =e n Pole vom Residuum /h 


besitzt, so ergibt sich als Wert des Integrals Qin w 
Gydg=nh (m= ganze Zahl = Knotenzahl) . 


Man erhalt also nach WENTZEL die SOMMERFELD-WILsSonsche Quantenbedingung 
Qpdq=nh als nullte Naherung der wellenmechanischen Grundgleichung 
zur Bestimmung der Eigenwerte. Die Reihenentwicklung bricht iibrigens, wie 
WENTZEL an mehreren Beispielen zeigt, in vielen Fallen nach wenigen Gliedern 
ab, so daB man durch eine endliche Zahl von Naherungen die strenge Lésung 
des Eigenwertproblems erhalt. 

BRILLOUIN’) betrachtet, von der optisch-mechanischen Analogie geleitet, 
wy (qg) als Wellenfunktion eines verallgemeinerten Eikonals S durch den Ansatz 


yi =e 69) 
und entwickelt S(g) nach Potenzen von /; als erstes Glied (Faktor von h°) tritt 
dabei die klassische Wirkungsfunktion auf. Den Zusammenhang zwischen dem 
Eikonal und der die kanonische Transformation auf Winkelvariable erzeugenden 
Wirkungsfunktion stellt die Lonponsche Untersuchung [vgl. (37)] klar. 

64. Harmonischer Oszillator. Zur [lustration der kanonischen Trans- 
formationen in der Wellenmechanik diene LONpDOoNs‘) Beispiel des harmonischen 
Oszillators. 


) F. Lonpon, ZS.f. Phys. Bd. 40, 5.193. 1926. 
) G. WENTZEL, ZS.f. Phys. Bd) 38, 5.518. 1926. 
) Le BRILLOUIN, Co IR. Bdi183, 9.235) Juli926- 
) F. Lonpon, ZS. f. Phys. Bd. 40, S. 193. 1926. 


a 
2 


eo 


4 
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»Die Wellengleichung des Oszillators 


h* a ) va. 
— a age t Fev) = Eve) (40) 


wird vermittels der Erzeugenden 


h °) = : 0 abe o0 
i(@ a5 oe i(S4 + 555 12°55 — xa 


kanonisch auf eine Variable x transformiert: 


hy  Ow* (x 
Fe VE) 4 BS ye (x) = Ewe (x) 


und diese schleGlich vermittelst S,(x, ms sa) = — —-Inx- * (Punkttrans- 
21% OW 


formation) auf die Winkelvariable w: 


hy Ow** (w) hy 


Fan + Ze VN (w) = Ey** (wo). 


2iz 


Fiir die letzten beiden Gleichungen verifiziert man leicht als eindeutige 


Zhan ms 
Lésungen pa*(w) = e'™” bzw. wr(x) =e * - al x” mit den Eigenwerten 
E,= ( n+ 5 ad . Uns interessiert der Ubergang zu den Eigenfunktionen y, (q). 


Man tindet diese nach (31) (32) mit Hilfe der Erzeugenden S, durch Einwirkung 


des Operators 
Qin h 1 é 


ees kale 
T(x," 2\)—e \% Sia da) * Oa 
Dim Ox 

Brn ew, Oe ths Wed 

Bid de lo Bee eae 

—¢g 2h ie. "Oa 4202 Ox 

2»: = ‘) h @ 

- =" a a(iV2»—1) — a — 

=e h e On, gixex 


auf wr (x) = x". Man erhalt so fiir w,(x) schrittweise: 


o, (4) T(x, ak xa) x 


on gliV2r 1) 2 h \ 2% (\ [4x n 
—e 2h 6 Cz | - 2 = 
oak i as 


as - n-2 = = = a n-4 
rs — 1) (| x) Ba n(n ahs 2) (» — 3) (2 - x) ale re 


: ; (iVor—1)0 * ee prone ; 
Die jetzt auszufiihrende Operation e (x ist die Substitution *—>1)/2v% 


Qva n (es 
-=—2 /h : [anv \" 

= 7A ae 2.4” jess 
Walt) = ra 1 {(2] h x) 


| - \n-2 ee = — ae, NO 
__ n(n — 1) (21/2#*.) 4 n(n — 1) (n — 2) (w — 3) (2 | 221 5) aan cae 


2! 
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Man hatte auf diesem Wege ein neues System von Orthogonalfunktionen ge- 
funden, wenn diese nicht als Hermitesche Polynome 


Wn (x) = Konst. - on cop H,{|/?22) 


schon bekannt waren“. 

65. Matrizenalgebra. Ist H(q, #) eine bestimmte symmetrisierte Hamilton- 
funktion, £, und w,(g) die Eigenwerte und normierten Eigenfunktionen der 
zugehérigen SCHRODINGERschen Gleichung {H — E, y} = 0, ist ferner F(q, ?) 
eine beliebige Funktion, so versteht man unter den Matrixkomponenten ¥»» 
der Funktion F’(q, #) in bezug auf die Hamittonsche Funktion H (gq. f) die 


GroBen 
Tn = | mq) F(a, sz fq) Pala) 0. (41) 


Das Schema Ou O12 O13 + 


nS O21 22 23 se 
Oo O31 O32 033 be 


ist die Matrix % mit den Komponenten %,,. Die Definition (41) ist identisch 
mit der folgenden. Es sei F(q,p) die Transformierende von den q, p zu 
andern kanonischen Variablen Q,P, namlich 

Ox=F-lqxF, Pxe=F-'pxF. (42) 


Dann transformiert sich H(g, #) in H,(Q, P) mit den gleichen Eigenwerten E,, 
wie vorher, aber den transformierten Eigenfunktionen w*(Q). Der Zusammen- 


hang zwischen den w,(qg) und den w7(Q) ist dabei nach (28) 
h o 
vl) =F (9. 57530) ¥hd = {FL vt}, 


In -@ (43) 
viQ=F(O.575q)¥e@) ah wh—a{F. pd. 


Macht man nun den Entwicklungsansatz 
Wn (q) == De Sun Wm (9) , 
™m 


so berechnen sich die Entwicklungskoeffizienten Sm» 


Brn = [Gmn(g) vR(Q) do = [Gm lQ) F (4. 342 Ax) ¥ula) do 


2ia Oo 
gleich den in (41) definierten GréBen. D.h. die Matrixelemente $m, einer 
beliebigen Funktion F(g, f) sind die Entwicklungskoeffizienten der 


Rete pe) = > Fn Pn(Q) - , (44) 
m 


Wir leiten jetzt die fiir die Matrixkomponenten geltenden Grundrechnungsregeln 
ab!). Nach der Definition (41) gilt fiir zwei verschiedene Funktionen F (q, #) 
und G(q, p) 


a) St S) m a a Se Gnn ) ferner (S aE ®) mn ree (& ai ©) mn (45) 


als Additionsgesetz. Um auch das Multiplikationsgesetz abzuleiten, d.h. 
die ae Soe (4G) my, durch die Komponenten F;; und G;; auszudriicken, 


1) i Aacchine an F.Lonpon, ZS. f. Phys. Bd. 40, S.193. 1926. 
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benutzen wir F,G und FG als Transformierende folgender Transformationen 
(42) zu neuen Variablen und neuen Eigenfunktionen: 


G- = Fig, Py=F-19,F + “mit yi(Q), 
O%= G-19,6, PL= G1 bxG mit yn(Q"), 
QL =(FG)-1gx(FG),  PY=(FG)-*p(FG) mit W(Q"). 


Mit Hilfe von (43) (44) gilt dann 


Wr = {F, wi = >, Smt Pm , 


m 


Yr = {G, Wr} —- 2 Gin Wi, 


m 
Die letzte dieser drei Gleichungen formen wir, unter Benutzung der zwei ersten, 
um in 


> (FG) mam = {FG, Way a {F, 2 Gin} = Git, wi} = ZZ SinBniYn » 


woraus die Multiplikationsregel folgt 
(SG)mn oe 2 FmiGin : (46) 


Sie hat die Form der bekannten Regel, nach der sich die Elemente der Produkt- 
determinante %- & aus den Elementen der Determinanten % und ® zusammen- 
setzen. -@ ist dabei nicht immer gleich &-%, wohl aber ist nach (45) 
*+6=G+4%. Aus (46) folgt weiter 


(FGD) mn = XZ Bm Gu Hen usw. (40’) 


Nachdem so die Komponenten, die bei Addition und Multiplikation der 
Matrizen von beliebigen Funktionen F(g, p) und G(q, #) resultieren, durch die 
Komponenten von % und & selbst ausgedriickt werden kénnen, bleibt noch die 
Frage nach dem im allgemeinen nicht verschwindenden Wert der Kompo- 
nenten (}@ — GF)mn- Wir betrachten den Spezialfall 3 = px, © = q, und er- 
halten unter Benutzung von (41) 

h oO fg ate, 


ee — = ——]|w Fi — Trl Ga 
Qin Odx qL qL Qin Bae) Pn) dv (0) iui at 7 L 


(Pxqz — 92PK)mn = [Pn (a){ 


ae ch 
Lae — firm =n 
= | Wm (Q) Wn (q) av = | 21% 


= Te ea 
212 oe f 
O fiir m+n 


Versteht man unter 6;, den Wert 0 fiir i #~k, den Wert 1 fiir 1 = k, so schreibt 
sich letzteres Resultat 


(Der faa ALPK)mn ==) fun Cap & ) 


h 


(PxqK a Kk PK) mn == Sian rope ¢ 
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Im ganzen lassen sich folgende Regeln der Assoziation, Distribution und Kom- 
mutation zusammenfassen 


(SO) O= 5 PO PH)s eh 38) Oo — 5 (Oeps 
SOT D) = 5° OG 5-H, 


(47) 
&=0 oder G=0, wenn §-G=0, 
(§ + 6) —(G© +3) =0, aber (§-G)— (G-%) gewodhnlich +0, 
und zwar im besonderen 
PzePt — Pipe = 0, qxk4n — 419K = 0; 
h (48) 


bred; —arpe— 0 fur K=-L, Pxox — 4kPx = 57,1; 


wenn unter 1 die Matrix mit den Komponenten 6,,, (,,Einheitsmatrix“) ver- 
standen wird. (47) sind die gew6hnlichen Gesetze der Determinanten-Algebra, (48) 
gibt fur die speziellen Determinanten pg und qg Vertauschungsregeln 
an. (47), (48) sind formal dieselben Regeln, die in Ziff. 44 fir die Operatoren 
F(q,p)-.-.- und speziell fir die qx und px selber galten. Operatorenrech- 
nung (Rechnen mit ,,Quantengré8en“) und Matrizenrechnung (Rechnen mit 
Determinanten) unter Beachtung der elementaren Vertauschungsregeln sind 
formal identisch; nur ist zu beachten, daB die Komponenten der Matrizen 
stets nur mit Bezug auf eine bestimmte Hamiltonfunktion H (pq) bzw. mit 
Bezug auf je zwei ihrer Eigenfunktionen y,,(q) und yw,(q) definiert sind. 

Da nach der Scuropincerschen Gleichung H(g, $)yn(q) = Enya 
ist, wird das Matrixelement der Hamiltonfunktion 


he I i ES 
Dn = [mH (a 5 a Wn adv = [Gm EF, Wn dv — (oe . Gy ins (49) 


Hmn ist eine ,,Diagonalmatrix", d.h. nur die in der Diagonale m = n stehen- 
den Elemente sind von Null verschieden. Allgemein gilt wegen (41) iibrigens 


San =a ae : (49’) 


Wir fragen noch, welches die Matrixkomponenten der Funktion a(q,p) 
sind, ausgedriickt durch die von a(q,p) selber. Nun war in (5’) definiert 
, = *\" (Hx — ah), 


man erhalt demnach wegen (46) und (49) 


. 212 ; 217 
tmn = 73 (Dx ae LD)amn hay oe (Dnt ten = Lmk Din) ? 
ip h 
k 
PVE pace fm oy ay(m) 
So She (Smm — Onn) mn = 200 “Umn> 
, (50) 
venn Dnm = Onn — Ewa En mn 
Se 
2 b 


gesetzt wird. Die Division wird eingefthrt, indem man die Matrix F~! defi- 
niert durch die Gleichung 


ee B= 1, d.h. > Bmk Bin — > Snr Wen ar Onae (51’) 
k k 
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Man kann y(g) als ein Vektorfeld auffassen mit den unendlich vielen ,,Kom- 
ponenten“ w,(¢), w2(g), ws(g)... auf die ,Achsen“ 4, 2, 3,... Die wp*(q) 
k6énnen dann aufgefabt werden als die Komponenten desselben Vektorfeldes w(q) 
auf neue gedrehte Achsen 1*, 2*, 3*, . . .; denn die ,, Koordinatentransformation ‘‘ 
der Vektorkomponenten ; 

Wn (q) = > SmnYm(Q) 
m 
wird vermittelt durch ein Koetfizientenschema %,,,, welches die Orthogonali- 
tatsrelationen 


SSuFa = dn (= 1 fir 7=h, =0 fir 7#hk) (547) 
erfillt, die man beweist durch die Gleichungsfolge 


Ojn = | wy yr dv =| 2 Bu He DBs dv = 22 bu Siz Oi = 2, 2 Ou Bik: 

. . v 4 

66. Invarianz der Matrixkomponenten. Wesentlich fiir die physikalische 
Deutbarkeit der Matrixkomponenten ©,,, einer Funktion G(q,.p) mit Bezug auf 
eine bestimmte Hamiltonfunktion H(g, p) ist, daB die Werte G,,, sich nicht 
andern, wenn man von den g, zu neuen kanonischen Variablen Q, P und 
dadurch von H(q, ) zu H, (QP) iibergeht. Diese Invarianz beweist F. LoNDoN?) 
folgendermaBen. Es ist definiert 


Sun =| Fm (q) (Gs 57 f9) alg) aa, 
G4, = (G2) Go. a7 Jo) ¥EOAO, 


a 


wobei durch die Transformation (42) H(g, p) mit w,(g) zu H*(Q, P) mit px (Q) 
geworden ist und G(g, p) = G*(Q, P), daber G,(¢, ) = FG(q, p)F-* Hier ist 
nun mit Hilfe von (43) (44) 


Gin = [IRQ -Ca(Q 55 Sa) VE) 4a 


= [Xin m Wi(q) a FoF- ie: D>, Bin W;(q) dq 


1 


=> D> Bi mls OF ) ‘Sin = STZ Z Sind eer Diy Bin 
a | 


und schlieBlich wird nach (51’) (54”) 
Os | Nm PPI Omk Gp1 Oi = OFF n» 
ae 


womit die Invarianz bewiesen ist, d.h. die Matrixkomponenten von G(q, #) 
in bezug auf die y(q) sind gleich den Matrixkomponenten von G*(Q, P) be- 
ziiglich y*(Q). Gleichzeitig sind auch die Eigenwerte £,, gleich den E%, wie 
schon in Ziff. 62 gezeigt wurde. 

67. Matrizenmechanik. Die Lésung des quantenmechanischen Problems 
im Operatorkalkiil (Ziff. 60) bestand darin, bei vorgelegter Funktion H(q, p) 
eine solche kanonische Transformation von den Variablen q, p zu neuen Variablen 


1) F. Lonpon, ZS. f. Phys. Bd. 40, S. 193. 1926. 


446 Kap. 8. A. Lanpg&: Optik, Mechanik und Wellenmechanik. Ziff. 67. 


w, J zu finden, daB (a) die Hamiltonfunktion in den neuen Variablen nur von 
den J abhangt, (0) die Variablen q und p durch Reihen 


Gn = > a? (J) - ei (rw) (ee = Dy) (J) + et (ew) 


darstellbar sind. Die Werte £, der Energie waren dann = H* (5). Zu 
denselben Energiewerten gelangt man aber auch unter alleiniger Benutzung 
von Matrixkomponenten: Bei gegebener Funktion H(g,) unter Be- 


nutzung der Rechenregel 


(ED) ax — 2 Emi Yen (52) 
wird ein Wertsystem 


(Px)mn>  (Vx)mn 
gesucht, welches die kanonischen Bedingungen 
(Ord, —Crixan =O fir “KL 
rz Onn (53) 


242 


(Pe Pz =a PrPK)mn =0, (qx 41 = 919K) =0 


(Dx qx — qk PK)mn = 


erfiillt, welches ferner (a) die Hamiltonmatrix zur Diagonalmatrix macht: 
Gnn=0 fir men (54) 
und (4) der Bedingung (49’) 


Inn = Gnm » YPmn = Dam (55) 

genugt. 
Zu einem solchen Wertsystem gelangt man, indem man zunachst von irgend- 
einem GréBensystem (q)mny (Pe)mn ausgeht, das wenigstens die Regeln (52) 
(53) (55) befriedigt, und dann durch eine passende kanonische Transformation 


(Vi)mn a C05 D in , (Damn = (lpr Das 


zu Variablen ggfx tbergeht, die auch noch die Bedingungen (54) befriedigen. 
Die Auffindung einer solchen Transformierenden T ist freilich in den meisten 
Fallen mit gro8en Schwierigkeiten verknipft. 
Ubrigens ist nach der Gleichung (50), die man auch als Matrizenbeziehung 
aa 20s 
i=— (ot — 26) (56) 


schreiben kann, speziell fiir y= qx oder x = pg ; 


_ 2% 


7; (OPK — xD): (57) 


: 21m ( 
eS h 


Hax— qx) baw. px 
Diese Identitaten sind die ,kanonischen Bewegungsgleichungen“ der 


Matrizenmechanik, ebenso wie (6') die der Operatorenmechanik waren, Fir ry = § 
erhalt man 


ete euling Gila | (58) 


c 


Dies ist der Energieerhaltungssatz in der Matrizenmechanik. 
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Die Méglichkeit, das quantenmechanische Problem der Eigenenergie- 
bestimmung £,, eines gegebenen Systems H(q, p) unter alleiniger Benutzung 
von Matrizenkomponenten und Beziehungen zwischen ihnen zu lésen, wird 
von HEISENBERG, Born und JorpAN?), welche die Matrizenmechanik begriindeten, 
als ein erkenntnistheoretischer Vorzug gegeniiber der SCHRODINGERschen Theorie 
angesehen, welche auf die Bestimmung von Eigenfunktionen y, partieller 
Differentialgleichungen zuriickgreift; denn die Gestalt der Eigenfunktionen 
hangt von dem zufallig gewahlten Koordinatensystem g, p oder Q, P oder w, J 
usw. ab, die Eigenfunktionen kénnen also keine physikalisch invarianten 
GréBen reprasentieren, im Gegensatz zu den invarianten Matrizenkomponenten. 

Man deutet die Komponenten Hj, als Energiewerte, die Komponenten x,» 
der Amplitudenfunktion x(qg,) als die bei der Ausstrahlung der Frequenz 
yim") — (E,, — E,)/h maBgebenden Amplituden. 

68. Verallgemeinerte Wahrscheinlichkeitsamplitude. In der Wellenmecha- 
nik von SCHRODINGER war die Eigenfunktion y,;(g) als die Wahrscheinlichkeits- 
amplitude, | y;(g) |?dv als die Wahrscheinlichkeit gedeutet, das System 
bei vorgegebenem Energiewert E, in dem Koordinatenintervall dv anzutreffen, 
Man kann nun mit JORDAN?) allgemeiner nach der Wahrscheinlichkeitsamplitude 
y(qg, P) fragen, das System in der Lage q bei vorgegebenen Werten fx irgend- 
welcher Parameter anzutreffen, welche als Funktionen /x(g, ~) eingefiihrt 
sind. [Bisher war fiir 6, gewohnlich die Energiefunktion /,(¢, ) = —H (gp) ge- 
nommen.| Es seien wieder 


M---9n, ~i-.-py kurz qx, pr. 


Koordinaten und Impulse (Operatoren), die den kanonischen Vertauschungs- 
regeln 
h 


Px{x — IkPe = 577° Peau—Whe=O0 fir KL (59) 
geniigen. Ferner seien 


Pr me Pr(Q, p) , On = XK (q, p) (60) 


neue transformierte Koordinaten und kanonisch konjugierte Impulse, und 
zwar sei der kinematische Zusammenhang zwischen den f, qg und den a, f ge- 
geben durch die Transformierende 7 (p,q) in der Form 


Be = Pel, ’) =T-*¢nT, Ox = %x(9,p) =T pgT («B>q). (64) 


Gefragt wird nach einer verallgemeinerten Wahrscheinlichkeitsamplitude ¢ (q, /) 
als Lésung des folgenden Systems von 2N Differentialgleichungen 


. / Ah ra} h c : he 

{ox(2 Qin 5a) v Qia px’? @ By ’ Chae 452 N) (62) 
a ae eae os 

{Ae(9 az éq) Pe 9B) =0 


Diese Gleichungen fiir m(g, ) enthalten, wie gleich zu zeigen, erstens die 
SCHRODINGERsche Gleichung als Spezialfall, zweitens besitzt die Funktion 


1) W. HEISENBERG, ZS. f. Phys. Bd. 33, S. 879. 1925; M. Born und P, Jordan 
ebenda Bd. 34, S. 858. 1925; HEISENBERG, BorN und JOrpDAN, ebenda Bd. 35, S. 557. 
1926. : 

2) P, Jorpan, Uber eine neue Begriindung der Quantenmechanik. Gottinger Nachr. 
4926; 5. 164. 
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7 (q, 6) Eigenschaften, welche sie als Wahrscheinlichkeitsamplitude und |p |?dv 
als Wahrscheinlichkeit charakterisieren, daB bei vorgegebenen Werten / sich 
die gg im Intervall dv befinden. Da8 hier der einen Funktion (q, f) gleich- 
zeitig 2N Differentialgleichungen auferlegt werden kénnen, ist nur dadurch 
moéglich, daB die a, und fx ein kanonisches System bilden und aus den q, p 
durch Vermittlung der einen Funktion T(g, p) hervorgehen. 

Die Gleichungen enthalten erstens in der Tat die Schrédingergleichung 
als Sonderfall. Nimmt man namlich als neue Koordinate f,(p, g) die negative 
Hamiltonfunktion —H (p,q) und demgemaB f, = —E, «, = +¢, so geht das 
Gleichungspaar K = 1 iiber in 


h oO be 6) 
{¢(a Qin a] 2172 ACE Cee Ee =O 


{— Ala : A\+E, Pliite-++. Bs fa -+)}—= 0. 


Qin Og 


(63) 


Letztere ist SCHRODINGERs Schwingungsgleichung, das Analogon der klassischen 
2iaS 


Energiegleichung H(p, 7) — E =0. Erstere geht durch den Ansatz g = eh 
uber in eine Gleichung fiir S: 


h oO OS oe bot ; 
{42 oe xa) | g (1192 ee bs i P (1% erage Loe Bs =O, (64) 


ein Analogon zur klassischen Gleichung 0 fur die Wirkungs- 


funktion S. Neben dem Gleichungspaar (63) treten aber noch N — 41 
weitere Gleichungspaare fiir K = 2,3,...N aut, als klassische Gegenstiicke zu 
OS 


den JAKoBiIschen Gleichungen ag — hs = O (42) Ziff. 12. 

Um jetzt zweitens p(g, f) als eine Art Wahrscheinlichkeitsamplitude 
aufzuzeigen, beweist JORDAN folgenden Satz: Ist m(qg, fp) die Lésung der 
Gleichungen (62), die zur Transformation af — pq (61) gehort, ist ferner y(Q, q) 
die Loésung der Gleichungen 


) 


{Px(@ eae : 7, v(Q,a)} = 0, 
| 
J 


21% CG e 
by oO (65) 
{ax(Q, ae 50) OK y(Q,9) 

gehérig zu einer Transformation 


gx = 4n(Q,P)=S-*OeS, be =px(Q, P) =S-* PS (bg> PQ), (66) 
und schlieBlich ®(Q, /) die Losung der Gleichungen 


J h oO h 
\4« Q, 21a uel Qin ao 


{Bx(Q. 57 49) — Be pai poe 
gehorig zu der direkten Transformation («6 > PQ) 
hn =x (9, ~) = oO PS, 105) = 6G, (0, Ps = Ag iP O) baie 
Bu = Bx(q,?) = Bx(S-1 PS, S-1QS) =S-1 8x (Q, P)S = Bz (P,0),| 


so ist, wie gleich nachzuweisen 


dQ- PQ, 6) = dQ /y(Q,9)- w(qA)dg. (68) 
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Dies ist aber der Ausdruck fiir das Kombinationsgesetz einer ,,Wahrschein- 
lichkeitsamplitude“ 


P(Q, ) aus w(Q,9) und 7 (q B)- 


Da hier die Amplituden, nicht die Wahrscheinlichkeiten selbst, sich ent- 
sprechend der Regel (68) zusammensetzen, sieht JORDAN in (68) eine Inter- 
ferenz der Wahrscheinlichkeiten. 


Zum Beweise von (68) bringe man (67) unter Anwendung des Operators 
rar 
S(Q.57- a0) auf die Form {S-!S-[...]+S-!S,®}=0, d.h, nach (67') auf 
die Form 


21a b4,| S 20, Bl =o ‘| 


(Ss ‘(ex(@ eles 5 S, PQ, |=. | 


Vertauscht man nun in (62) den Buchstaben gq mit Q, so zeigt ein Vergleich 
mit (68’), daB S®(Qf) = p(Q, f) ist, somit 


PQ.) = SQ, a5 30) PO.B) (69) 


wird, eine Gleichung, welche wegen des allgemeinen Parameters ( noch etwas 
allgemeiner ist, als die Gleichung (28) der Lonponschen Transformationstheorie, 
welche fiir 6 speziell den Energieparameter E,, nahm. Man kann (69) jetzt nach 
rechts und links mit einer beliebigen Funktion /(f) multiplizieren und nach fp 
integrieren 


(68’) 


[48-@, 6) 1B) = SQ 57 fp) [4B OOA)IA), 
so daB schlieBlich resultiert 
S(Q, sh £5) [48 POA) MB) = | dB QA)IA). (60) 


Man wahle nun S(QP) speziell einmal gleich T-'(Q, P), d. h. transformiere 
ap pq und wieder zuriick fg af; es wird dann speziell statt (67’) und mit 
Benutzung von (61) 


Bg(P,Q) = T(QP)Pe(QP)T(QP)=Qx, ebenso Az(O, P) = Pr, 
so daB aus (67) (statt ® schreiben wir dabei speziell 7) 
Weed. 4 oe ; ls 
lors O0Og | 2inx OBx' 1(2, Py =, | cs 
{ On = fix; 1(Q, B)} =0. 


wird. Wegen der ersten dieser Gleichungen hangt 7(Q, 8) nur von den Diffe- 
renzen Og — fx allein ab 


1(Q, 8) = (0, — Bis «++ Ow — By) 


Wegen der zweiten kann ®’ nur von Null verschieden sein, wenn Q, = /, 
und gleichzeitig Q. = f, usw. ist. Dabei kann y so, normiert werden, dak 
/46z(Q, B) den Wert 1 hat (zu dem Integral tragt nur die Stelle 6, = Q,, 


Handbuch der Physik. XX. 29 
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Bz=Q.,... bei). Setzt man in die Gleichung (69’) fiir S jetzt 7-1, und 
demgemaB fiir ® jetzt x ein, so wird aus ihr, wenn man noch gq statt Q schreibt 
und eine beliebige Funktion / heranzieht, 


T-4(q, 7 J F(a) = [48 - (a.B)4(8) (74) 


als eine Beziehung zwischen der von af nach fg transformierenden Funktion 7 
und der nach (62) zugehérigen Wahrscheinlichkeitsamplitude 7. pie Letztere 
tritt in (71) als ,,erzeugende Funktion“ des Operators 7-1 aoa auf. Es 
ist somit (71) eine Folge von (61) (62). Entsprechend folgt, tater Hernia’ 


einer beliebigen Funktion F, 
h oO 
S“(0, 555 G0) FQ) =[4a- v9) FO (72) 
aus (65) (66). Setzt man hier die beliebige Funktion F(Q) = m(Q, f), so er- 
halt man nach (69) die Formel 
PQ) = [4q-v(Q9)- PGB), 


womit (68) bewiesen ist. 

69. Winkelvariable. Die Auedenune der Lésung (gq, 6) von (62) ist 
dann erreicht, wenn es gelingt, zu Winkelvariablen itiberzugehen: Es mége 
eine solche Transformierende S(Q, P) gefunden sein, daB (67’) ae spezielle Form 


Ax(Q, P) = —Qz, Bx(Q, P) = Px (73) 


annimmt; wir schreiben dann Qy = wx, Px = Jx (Winkelvariable). Aus (67) 
wird dadurch 


bb © 
[te + aie apy? POOPY =O. 


(73’) 
ho s 
eee daz, Pm Phe py os 
Diese Gleichungen werden nun sofort gelést durch 
2 >) wae 
@(w, Bp) =e * : (74) 
und nach (69) erhalt man als Loésung der urspriinglichen Gleichungen (62) 
- h oO ; 
(wp) = S(w, 5 5) Pw, B), (74’) 
worin noch der Buchstabe w durch gersetzt werden kann. LaBt sich S (w ; Be Ba ] 
uw OW 


als Reihe 


0° : 
5 > Um ( w) Z Um (saz ay) (75) 


darstellen, so erhalt man aus (74’) (vgl. Ziff. 63) die Lésung in der expliziten 
Form , 
YD exh 


(GB) =>) tm (Q) +m (Ble (75') 
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70. Beobachtungsscharfe physikalischer GréBen. In den Gleichungen (62) 


{x(a Bs zz) mt ie a0, » P(Y> p)| =; 
{ex (% 2; 2ix aq) — Br, vACE p)| = 0 (76) 


fiir die Wahrscheinlichkeitsamplitude q(q, 8) ist die Antwort auf eine sehr 
allgemeine Frage enthalten. Die Schrédingergleichung 


\H(2 a =) - op vig =o (77) 


wurde bei den Eigenwerten H, des Parameters H durch die zu H (p, q). gehori- 
gen Eigenfunktionen y,(g) gelést, beziiglich deren die Matrix von H (pq) eine 
Diagonalmatrix ist (Onn =0 fiir m#n, On» = Hy). Ganz entsprechend 
wird h 

(ele. ae i) - ACI g)| =0 (78) 


bei den Eigenwerten /,f/,... durch Eigenfunktionen (9), .(qg),... geldst, 
in bezug auf welche die Funktion f(g, p) eine Diagonalmatrix gibt: 


: wo A 0 fir m+n, 
Pan = [ FuB (1. 3; sede | Pe" w=| 


By tur m=. 

Ebenso wie die Eigenfunktionen wy, (g) von (77) die Wahrscheinlichkeitsamplitude 
angeben, bei gegebenem H = H,, einen Koordinatenwert q anzutreffen, so sind 
die Eigenfunktionen ,(g) von (78) die Wahrscheinlichkeitsamplituden, bei 
gegebenem Wert /(g, ~) = f, eimen Koordinatenwert qg anzutreffen. 

Die Wahrscheinlichkeitsamplitude ¢7 (Q), bei gegebenem /, die Funktionen 
Qx(g, p) auf Werten Qg anzutreffen, bestimmt sich dann aus der zur transfor- 
mierten Funktion /*(Q, P) wis pf) gehérenden Differentialgleichung: 


{p* (ae 40) - Bas vt (Q)| = 0. (80) 


Nimmt man speziell fiir Q,(g, p) die Funktion f(g, $) selber, so hat, wie 
in der Mitte von Ziff. 62 an dem entsprechenden Fall gezeigt, |q@*(Q) |? nur fir 
Q, = f, einen nicht verschwindenden Wert in Form eines unendlich scharfen 
Maximums. Sind dagegen alle Qg(qg, p) verschieden von #(q, fp), so besitzt 

| p*(Q) |? fir gewisse Werte der Qy mehr oder weniger scharfe Maxima. Ist 
schlieBlich speziell Q,(g, ) = «(q, p) und P, = B(q, p), wo « die kanonische 
Konjugierte zu # bedeutet, so aus der Transformation PEO, 2) = Fes 2); 


(79) 


ater (ey On ye By t ¢ = f, daB der Operator #* gleich at Ae ist, 
so daB aus (80) wird nae 
: lee 
[a Ox — pn, ¢ Pn pier Cg rape). (81) 
Diese Gleichung wird gelést durch die Wahrscheinlichkeitsamplitude 
2imapn 7 
Poiana = OinlGoralee, * (32) 
mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion 
| on [2 = 3 | On(Qe 7 ,) 23 (83) 


welche das Argument « gar nicht mehr enthalt, vielmehr fur alle Werte « gleich 
ero ist. Wir haben also gefunden: 
29* 
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Bei vorgegebenem Wert f,, der Funktion f(g, p) ist die Wahrscheinlichkeit, 
B(q, p) selbst auf einem gewissen Wert / anzutreffen, auf den scharfen Wert 
(6 = f, konzentriert ; die Wahrscheinlichkeit, die zu 6 konjugierte GréBe « (q, p) 
auf einem gewissen Wert « anzutreffen, ist dagegen iiber den ganzen Variabilitats- 
bereich a gleichmaBig verteilt, ohne Bevorzugung irgendeines besonderen 
x-Wertes. Irgendeine andere Funktion Qx (7, £) besitzt dagegen bei vorgegebenem 
Wert (7, ~) = 6, eine Wahrscheinlichkeitsfunktion mit mehr oder weniger 
unscharfen Maxima, Physikalisch bedeutet das, bei gegebenem ((¢7p) = By, 
ist eine Bestimmung der GroBe Qxg(f, g) nur mit gréBerer oder geringerer Un- 
scharfe méglich, charakterisiert durch den Verlauf der Funktion | (Q) |?. 
Eine Bestimmung der zu f konjugierten GréBe a (gp) ist dagegen gar nicht mehr 
moglich, 

Die Frage nach den letzten Grenzen der erreichbaren Beobachtungsgenauig- 
keit fiir irgendeine physikalische GréBe Qx (qf) bei festem Wert /, einer andern 
physikalischen GréBe f(g) ist dadurch zu einem quantentheoretischen Problem 
geworden, 


Kapitel 9. 


Optik und Thermodynamik. 


Von 


A. LANDE, Tiibingen. 


Mit 3 Abbildungen. 


I. Die Freiheitsgrade der elektromagnetischen 
Strahlung. 


1. Uberblick. In diesem Kapitel sollen Eigenschaften der Strahlung be- 
handelt werden, die auf Grund der klassischen elektromagnetischen Licht- 
theorie ableitbar sind, deren Resultate jedoch allgemeinere Geltung beanspruchen, 
auch wenn die klassische durch die Quantentheorie ersetzt wird. Nur sind in 
letzterem Falle manche Resultate mit etwas andern Worten zu formulieren, in 
die Sprache der Quanten zu wbersetzen, ohne daf dadurch ihr physikalischer 
Inhalt angetastet wird. 

Die allgemeinste Lésung der MAxwetischen Gleichungen stellt eine so 
groBe Mannigfaltigkeit von Strahlungsfeldern dar, daB es gerechtfertigt ist, 
der Frage nach dem raumzeitlichen Zusammenhang der Strahlung zunachst 
nur in speziellen Fallen nachzugehen. Besonderes Interesse haben stets die 
periodischen und anndhernd periodischen Strahlungsfelder beansprucht. 

Im besonderen mége die Strahlung eines bestimmten Farbenausschnittes dy 
wahrend eines. Zeitintervalles At an einem festen Raumpunkt P betrachtet 
werden. Ist hier die Intensitat einer beteiligten Farbe », mitbestimmend fir 
die Intensitat einer mehr oder weniger verschiedenen Nachbarfarbe v,? Genauer, 
wie viele unabhangige Angaben geniigen, um die Intensitatsverteilung in dem 
ganzen kontinuierlichen Intervall dy wahrend der Zeit At festzulegen? 

Es mége zweitens streng monochromatisches Licht v aus dem raumlichen 
Offnungskegel 42 unter dem Neigungswinkel © auf ein Flachenstiick 4/ fallen. 
Ist dann die Intensitat an dem Punkt P, der Flache mitbestimmend fir die 
gleichzeitige Intensitat an einem mehr oder weniger entfernten Nachbar- 
punkt P,? Genauer, wie viele unabhingige Angaben sind notwendig und hin- 
reichend, um in einem Zeitpunkt f, die Intensitatsverteilung auf dem ganzen, 
aus unendlich vielen Punkten bestehenden Flachenstiick 4/ festzulegen? 

Die im Verlaufe dieses Kapitels gegebene Antwort heibt allgemein: Es 
geniigt jedesmal eine endliche Zahl von Angaben, um den Strahlungszustand 
in einem kontinuierlichen Bereich (dy bzw. Af) zu bestimmen, d.h. der be- 
treffende kontinuierliche Bereich hat endlich viele Freiheitsgrade. Dieses Er- 
gebnis steht ferner in enger Beziehung zur Frage der optischen Auflésbar- 
keit bei der flachenhaften Abbildung von Objekten und der harmonischen 


* 
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Auflésbarkeit von Farbenbereichen und wird schlieBlich in den raumzeit- 
lichen Intensitatsschwankungen des Strahlungsfeldes in Erscheinung treten. 

2. Eigenschwingungen eines Hohlraums. Die Anzahl der voneinander 
unabhangigen Bestimmungssticke, die den Strahlungszustand des Intervalls dy 
in einem Volumen V bestimmen, berechnet J. H. Jeans!) folgendermaBen. Er 
denkt sich die Strahlung aus allen stehenden Wellen verschiedener Wellenlange 
aufgebaut, die innerhalb des Hohlraums V = /3 (Wiirfel von der Kanten- 
lange /) méglich sind. Jede stehende Eigenschwingung des Hohlwiirfels 1aBt 
sich aus acht fortschreitenden Wellen zusammensetzen, deren Richtungskosinusse 
die Betrage |cosa|, |cosf|, |cosy| haben. 

Eine stehende Welle dieser ,,Richtung‘ |cosa|, |cosf|, |cosy| ist aber nur 
méglich, wenn die Wellenlange 2 in gewisser rationaler Beziehung zur Kanten- 
lange / des Hohlraums steht. Und zwar zeigt die nahere Rechnung, daB sowohl 
2lcosa wie 2lcosf wie 2lcosy ganzzahlige Vielfache von 4 sein miissen 


21-|cosa|=a-d, fie a 

Sx. Gb, ¢ = positive 
21- |cos B | Se ganze Zahlen), iB 
ZLe cosy i ==iCiaAs 


damit der Rand des Volumens zur Knotenflache wird. 
Da nun die Quadratsumme der drei Richtungskosinusse gleich 1 ist, folgt 


1= (3) (+ 0+ 2). ve 


Ein beliebiges Wertetripel positiver ganzer Zahlen a, b, ¢ bestimmt also 
nach (2) die Wellenlange, und nach (1) dann die ,,Richtung“ |cosa|, |cosf|, 
|cosy| der zugehérigen stehenden Welle im Wiirfel /3. Entsprechend den Max- 
WELLschen Gleichungen kénnen sich aber in dieser Richtung zwei aufeinander 
senkrecht polarisierte, in ihren Amplituden und Phasen voneinander unabhangige 
stehende Wellen ausbilden ; die zum Wertetripel (a, 6, c) geh6renden Eigenschwin- 
gungen haben noch eine willkiirlich vorschreibbare Amplitude und Phase fiir jede 
der beiden Polarisationen; das sind im ganzen vier Freiheiten. Zahlt man die 
Freiheit der Phase nicht besonders mit — sie bezieht sich nur auf die Festlegung 
des Zeitnullpunktes —, so bleiben immer noch die zwei Amplituden der senk- 
recht aufeinander polarisierten Komponenten der Eigenschwingung willkirlich 
bestimmbar: jedes Wertetripel (a, b,c) hat zwei Freiheitsgrade. 

Um jetzt die Gesamtzahl der Freiheitsgrade der Strahlung zu erhalten, 
fragt JEANS nach der Anzahl der ganzzahligen Wertetripel (a, b,c), welche 
Eigenschwingungen des Intervalls » bis vy + Ay liefern; diese Anzahl ist dann 
noch mit 2 zu multiplizieren. 

Zum Intervall 44 gehéren nun nach (2) diejenigen positiven ganzen Zahlen 
a,b,c, die der Ungleichung 


(7) = e+ P+i< (=) i (3) 


genugen. Denkt man sich jedes Wertetripel (a,b,c) als einen Punkt in 
einem kubischen Raumgitter mit den positiven Koordinaten a, b,¢ dargestellt, 
so hegen die der Ungleichung (3) geniigenden Gitterpunkte im positiven Oktanten 
: ——S : 2 21 
zwischen zwei Kugeln vom Radius is und 7 Ad 
ein Volumen der GréSe 1 vertritt, wird die gesuchte Zahl der Gitterpunkte 


da nun jeder Gitterpunkt 


1) J. H. Jeans, Phil. Mag. Bd. 10, S. 91. 1905; vgl. auch die ausfithrliche Darstellung 
bei M. PLANcK, Vorlesungen iiber die Theorie der Warmestrahlung. : 
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innerhalb des genannten Kugelschalenoktanten einfach gleich dessen Volum- 
inhalt, namlich gleich 

1 /21\2 21 4x18 

34% (=) A() = a Ad. 
Da jedem Wertetripel (a, b,c) zwei Freiheitsgrade der Strahlung entsprechen, 
ergibt sich schlieBlich als Anzahl 4Z der Freiheitsgrade dcs Volumens /? = V 
im Intervall 4A 

tAA <3 Ere 
AZ =2.422t.4 =2-55.4(3) (JEANS). (4) 

Diese Formel gilt, wie H. WEYL!) zeigte, auch fiir beliebige nichtkubische 
Form des Hohlraums V. 

In einem Hohlraum von 1 cm* Inhalt gehéren bei der Wellenlainge 
4 =4-10-°cm zum Intervall 44 = 10-8 cm (1 Angstrém) rund 101 Frei- 
heitsgrade. 

3. Strahlung von N leuchtenden Punkten. Dieselbe Anzahl AZ der Frei- 
heitsgrade ]aBt sich auch auf einem Wege ableiten, der auf den ersten Blick 
scheinbar ein ganz anderes, der Gleichung (4) widersprechendes Resultat er- 
warten lieBe. Denkt man sich die Strahlung ausgehen von N Oszillatoren, 
so sind deren Schwingungen unabhangig voneinander festlegbar, und man er- 
wartet, daB auch die Strahtung an einem Punkt bzw. die Strahlung im ganzen 
Raum V durch eine zu N proportionale Zahl von Angaben bestimmt sei. Eine 
genauere Analyse fiihrt aber auch hier zu der JEANSschen Zahl (4) der Be- 
stimmungsstiicke, ein Resultat, welches in der natiirlichen Grenze des optischen 
und harmonischen Auflésungsvermégens seinen Ursprung hat. Es ist 
lehrreich, dies an der folgenden Rechnung?) zu sehen. 

Irgendwo im Raum V liege das ebene Flachenstiick 4f = 4é- 4, und 
werde von N irgendwie in V verteilten Lichtquellen bestrahlt mit Farben des 
Intervalls My. Gefragt wird nach der Zahl der Angaben, welche die Schwin- 
gungsamplitude A(y,£&,7) einer bestimmten Polarisationsrichtung in den un- 
endlich vielen Punkten &, 7 von 4f fiir die unendlich vielen Farben yv des Inter- 
valls Ay festlegt. A setzt sich dabei aus den Beitragen der einzelnen Strahler 
zusammen, deren Entfernung vom Punkt &” gleich 7% sel: 


N -2ixv(e-"*) 
A(y, €, 9) = >a, (v)é on 
1 


(5) 
Die Funktion A(y, &, 7) entwickeln wir iiber dem Schwingungszahlenintervall 
Ay dv 


ter bis dee 


und iiber dem rechteckigen Gebiet 


AE : Ps WN An a An 
&— 7 bis Se mi? if Cae bis No + cs 
zu der FourrIeRschen Reihe 
+00 +00 +00 Bin(s>”* tp gt") 
Geis Sia ee) 


—0co —co -—0co 


1) H. WEYL, Crelles Journ. Bd. 141, S. 163. 1942. 
2) A. LanD&, Ann. d. Phys. Bd. 50, 5S. 89. 1916. 
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-wobei der Fourierkoeffizient F,,, den Wert erhalt: 


A A A 
nee me setae ee al 
, ie ‘ 2 -2ia(s”Z2 + p88 + g 2%) 
£ 59 => | dy d dyn-A(v,&, ne ~ Ay 4g ae 
Spq Av-AE-An iS ] (ares ) 
OE ee Ag ne An 


Se a me US 


Im Exponenten von (5) kann man schreiben 


(17) = 99-2) 4 9g) 99)! — 8 — Ede ted Bd» (6) 


wo ,, f;, die Richtungskosinus der Verbindung 7? des kten Strahlers mit der 
Mitte von Af bedeuten. Daher wird durch Einsetzung von (5) der Fourier- 
koeffizient 


inne y= % 


ze 
Fine = >} Gama, | av [as fanaaoye 2in—— (+04 te +3) 
A . 


Se aE : - A 
= 24273 ~ ar +p) =2i0 17" (— 6,7 +4) 
e Ag c e 4 c 


Ersetzt man die mit » langsam veranderliche Funktion a,(v) durch einen 
konstanten Wert @,, so erhalt man durch Ausfihrung der Integrationen: 


0 : A 4 3 f Aé 
N RP (: Za) sina(s + tdy— nZ) sina(p — X,% ~) 
aUTVo = 
ene — k Apy@ c . y 5 . A 
ie 3 
rT Pf Soot Ae Fine OD nr os 


(7) 


sinx(q -- Bao") 
a(g a fav!) 


Cc 


Wir wollen nun zeigen, daB von den Fourierkoeffizienten F’syq Von vornherein 
eine groBe Anzahl verschwinden und daB die itbrigbleibende Zahl der Fourier- 
koeffizienten grade zur JEANsschen Zahl der unabhangigen Bestimmungsstiicke 
fuhrt. Zu diesem Zweck teilen wir den Raum V um Af herum durch die 


Kugelschar 6) = - stect (8) 

und die beiden 
i ; C ’ c z 
Kegelscharen a) = ne? pO = Pat (3) 


in Zellen ein, welche um so kleiner ausfallen, je gréBer 41, JE, Ay sind. An 
jeder Ecke einer Zelle stoBen drei der Flachen (8) (8’) zusammen, so daB die Zellen- 
ecken ein System von Gitterpunkten sfq bilden und zu jedem Gitterpunkt spq 
ein Fs, gehért. Mit Bezug auf einen Strahler k mit den von &, 7) aus gerechneten 
Raumkoordinaten 7/0;,f;, lassen sich die Gitterpunkte spqg in Schalen ordnen, 
welche den Strahler & umgeben: Die erste Schale besteht aus 2% Gitterpunkten, 
namlich den acht Ecken der den Strahler selbst enthaltenden Zelle: die 
zweite Schale besteht aus 4% — 2%, die dritte Schale aus 63 — (48 — 23) Gitter- 
punkten usw. Der Beitrag des kten Strahlers zu einem PF ongeist tun, Ube 60. 
kleiner, je gréBer die Nenner 


ay aAe 
5 0 SAS 
Sap TAY Ty, ee a 8 
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in (7) sind. Der Strahler & tragt also am meisten zu denjenigen Hoge bel, cle 
zu den 8 Gitterpunkten der ersten ihn umgebenden Schale gehéren, und sein 
Beitrag zu einem anderen F,,, ist um so kleiner, je gréBer die Zahl m der 
zwischen ihm und dem Punkt sq gelegenen Schalen ist, und sinkt mit wachsen- 
dem m unter jede beliebige Grenze. VergréBert man andererseits dy, 4 &, An hin- 
reichend, so wird das Netzwerk der Gitterpunkte engmaschiger. Dabei bleibt 
zwar die Anzahl der zu betrachtlichen F,,, AnlaB gebenden Gitterpunkte un- 
verandert; dagegen wird das Raumgebiet, in welchem die wesentlich bei- 
tragenden Gitterpunkte liegen, beliebig nahe an den Strahler herangedringt; 
d.h. die Einflu8sphare jedes Strahlers auf die F,,, laBt sich durch VergroBe- 
rung von Ay, JE, An raumlich beliebig verkleinern. Liegen nun Strahler in 
einem gegebenen Volumelement 7 bis 7+ dr, a bis a + da, fp bis B + AB, 
welches von 4/ aus unter dem Neigungswinkel 9 gegen die ¢-Richtung ge- 
legen ist da AB 


7 


AV=YPAVAD = PAr (y= cos 0), (9) 


so sind die in AV liegenden Gitterpunkte sfqg nach (8) eingeschlossen in den 
Grenzen: 


te <—tdy+ — +4 An), 


: (10) 
fey vA A 
S(a4+da), “*B<q<" (8 + 48), 
und man ey oetelh AV im ganzen 
Az = 2" Ar” Aw .”59 Ap ="; Ar Av Af AQcos, (11) 


Gitterpunkte sfg. Durch VergréBerung von AV oder von Ay Af, d.h. durch 


VergroBerung!) von Az, 
Az>1 (12) 


laBt sich nun erreichen, daB die EinfluBspharen (s.o.) der in AV liegenden 
Oszillatoren beliebig wenig iiber den Rand von AV hinausragen. 

Zu den F,,,, deren Gitterpunkte sfq innerhalb AV liegen, tragen dann 
nur diejenigen Oszillatoren k als Summenglieder (7’) bei, welche selbst in dem 
Volumteil AV liegen. 

Sind andererseits Strahler nur innerhalb AV vorhanden, so werden im 
Grenzfall 4z>1 alle F,,,, deren Gitterpunkte spq auBerhalb AV liegen, 
von vornherein verschwinden. Ubrig bleiben nur die F tpg? ceren. Gitterpunkte 
innerhalb AV liegen, deren sfg also in den Intervallen (10) eingeschlossen sind; 
die Anzahl dieser nicht verschwindenden F,,, ist aber gleich 4z. Man hat 
demnach das Resultat: 

Die in einem Volumteil JV = 724742 verteilten Strahler bringen auf 
einem unter dem Einfallswinkel 9 gelegenen Flachenstiick 4/ im Intervall Ay 
eine Lichterregung hervor, die wegen (10) beschrieben wird durch 


Az=2,AfAv 4rd Qcos9 (falls Az > 1), (13) 


nicht verschwindende Fourierkoeffizienten F,,,, wabrend die ubrigen /,,, von 
vornherein verschwinden, unabhangig von der Zahl der in dem Volumteil ent- 
haltenen Strahler. Jedes von Null verschiedene F,,, verdankt sein Nichtver- 
schwinden der Existenz von Strahlern in einer bestimmten Raumgegend. 


1) Eine zu (12) analoge Forderung wird auch bei der Abzéhlung von JEANS und WEvy1. 
vorausgesetzt. 
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Sind Oszillatoren in mehreren Volumteilen anwesend, so setzt sich 
Fy, additiv aus den Beitragen der einzelnen Volumteile zusammen, und es 
verschwinden wieder alle die F,,, von vornherein, deren Gitterpunkte spq 
auBerhalb des von Oszillatoren eingenommenen Gebietes V liegen. Dadurch ist 
der Strahlungszustand im Intervall 4/, Ay auf die Strahlung von Oszillatoren 
zuriickgefiihrt. Die Zahl der Bestimmungsstiicke der Strahlung hangt trotz- 
dem nicht von der Zahl N der Oszillatoren ab, sondern von dem Voluminhalt 
des ihnen zur Verfiigung stehenden Gebietes. 

Um endlich die Zahl der Bestimmungsstiicke der Strahlung in V und Ay zu 
berechnen, betrachte man eine beliebige Ebene 7, welche ein von Oszillatoren 
erfiilites Raumgebiet V eventuell in mehreren nicht zusammenhangenden Stiicken 
durchsetzt. f sei aus lauter Stiicken Af zusammengesetzt, so daB f = >'4f. 
Durch jedes Af lege man als Achse eines Kegels der Offnung 4 in der festen 
Richtung 2 eine Gerade, welche mit der Normalen von 4/ den Einfallswinkel 0 
bildet. Den innerhalb V verlaufenden Teil R dieser Geraden denke man aus 
lauter Stiicken Avy zusammengesetzt, so daB >’ dv = R. Summiert man jetzt 
in (13) tiber samtliche Stiicke 47 der zu einem 4/ gehérigen Geraden R und 
dann iiber sdmtliche zu / gehdrigen Stiicke A/, so wird 


Sia CO ae 


also ist wegen (43) 


die Zahl der Fourierkoeffizienten F,,,, welche die Beleuchtung der ganzen 
Ebene / durch samtliche Oszillatoren mit Farben Ay beschreibt, soweit diese 
aus der Kegeléffnung 42 auf die einzelnen Stiicke 4/ strahlen. La8t man alle 
Finfallswinkel zu, so tritt 42 an die Stelle von 42. Da die ganze Betrachtung 
fiir jede von zwei aufeinander senkrechten Polarisationsrichtungen gilt, hat 
man noch mit 2 zu multiplizieren und findet schlieBlich 


Sar? 


c3 


AL = V-Ay, (14) 
als Zahl der unabhangigen Angaben, die den Strahlungzustand auf einer 
beliebigen durch V gelegten Ebene / im Intervall Ay beschreiben. Da nach 
Bestimmung der 4Z ZustandsgréBen auf der Ebene / der Zustand in jedem 
anderen Punkt des Volumens V mitbestimmt ist, so ist JZ als Zahl der Frei- 
heitsgrade des ganzen Raumes V im Intervall dy anzusprechen. Man erhalt 
also ein Resultat, das mit der JEANsschen Zahl (4) fiir 4Z iibereinstimmt; die 
Anzahl N der Oszillatoren und ihre Freiheitsgrade sind dabei véllig unwesent- 
lich fiir die Zahl der Strahlungsfreiheiten. 

4. Freiheitsgrade von Strahlenbiindeln. Ein monochromatischer Strahlen- 
kegel umfaBt die linearen ,,Strahlen"’, die aus allen Richtungen innerhalb 
eines rdumlichen Offnungswinkels 4{2 kommend, in einem Brennpunkt kon- 
vergieren und auf der anderen Seite des Brennpunktes divergieren. Die strenge 
wellentheoretische Darstellung eines solchen Strahlenkegels, an Stelle seiner 
Zusammensetzung aus wellentheoretisch nicht detfinierbaren linearen Strahlen, 
ist von DEBYE!) auf folgendem Wege gegeben worden: Man superponiert ebne 
Wellenziige, von denen jeder einzelne den ganzen Raum erfiillen soll, und zwar 
eine kontinuierliche Schar von Wellenziigen, deren Wellennormalen in dem 
vorgegebenen Raumwinkel A liegen. Durch passend angenommene Phasen 
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und Amplituden der verschiedenen beteiligten ebenen Wellen laBt sich dann 
erreichen, daB die ebenen Wellen sich auBerhalb des vorgegebenen Doppel- 
kegels durch Interferenz in beliebiger Anniherung aufheben. 

Eine parallele Schar von monochromatischen Strahlenkegeln, deren Brenn- 
punkte auf der Flache 4/ liegen, bilden ein monochromatisches Strahlen- 
biindel; es erstreckt sich von der Brennflaiche, ebenso wie jeder Strahlenkegel 
fiir sich, beiderseits ins Unendliche. Superponiert man Strahlenbiindel ver- 
schiedener Farben y, die in einem Intervall Ay liegen, so kann man durch 
passende Phasen und Amplituden erreichen, daB die Erregung auch longitudinal 
auf einen gewissen endlichen Bereich beschrankt ist, namlich auf die Linge 


b=e6-+7 = = wenn ¢ die Lichtgeschwindigkeit, 7 die Dauer der Erregung 


in 4/ ist, wahrend der das endliche Strahlenbiindel die Brennflache wiberstreicht. 

M. v. LAve!) fragt nun nach der Zahl der Freiheitsgrade eines Strahlen- 
biindels (47, 42, T, Av) und dann nach den Freiheitsgraden der gesamten 
Strahlung in einem gegebenen Volumen JV, die aus einzelnen Strahlenbiindeln 
aufgebaut werden kann. Schreibt man dem Biindel eine Lange / bzw. eine Zeit 
T =l/c zu, so wird die Erregung langs/ dargestellt durch die FourteRsche Reihe 


oS , 
m 
A(x) = > An cos(27 pa es on 
; 0 : 


mit den Wellenlangen /,,=//m. Zum Intervall 4 bis 4+ 4A gehéren also 
nur diejenigen Reihenglieder, fir welche 


eh carr i l 
Pat As, vale line ee ee A 
ist. Ihre Anzahl ist 
a7 =) £ =1-4(F)=T- dy (15) 
ee AD | Va : 


Der Bereich Ay lést sich also wahrend T in AZ’ = TAy unabhangig schwingende 
Fourierkomponenten, d.h. in 4Z’ Farben, auf. 

Ein monochromatisches Biindel hat auf 4f im Raumwinkel 42 eine be- 
stimmte Zahl 4Z” von Freiheitsgraden (Bestimmungsstiicken). Zu deren Be- 
rechnung stiitzt sich v. Lave auf die erwahnte mathematisch exakte Dar- 
stellung eines Strahlenbiindels von DeBye, auf die wir hier nicht eingehen 
wollen, da sie héhere mathematische Hilfsmittel erfordert. 

Durch Rechnungen, die als Vorbild fiir die in Ziff. 3 gegebene Ableitung 
gedient haben, findet v. Lave, daB zur Fourierdarstellung eines streng mono- 
chromatischen, durch 4f und AQ begrenzten Strahlenbiindels, bei dem die 
Normale von 4/ mit der Strahlrichtung £2 den Winkel 9 einschlieBt, die Anzahl 

AZ" = Af- coe - AQ = {f- AQ Gale ua 


A Cc (16) 
nicht verschwindender Fourierkoeffizienten nétig sind. Fiir ein linear polarisiertes 
Strahlenbiindel der Lange / ergeben sich somit durch Multiplikation von (16) 
mit (15) 


LID OA 


j2 


LAy = 


. aw, ( Ay . OQ - 2 y 

Af. 00s840 It 4, _I-df-AO-AAr og (47 
he c o 

Freiheitsgrade, wobei die Phasen wieder nicht als besondere Freiheitsgrade mit- 


gezahlt sind. 


1) M. v. Lave, Ann. d. Phys. Bd. 44, S. 1197. 1914. 
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Um schlieBlich die Zahl der Freiheitsgrade aller die Strahlung im Hohl- 
raum V zusammensetzenden Strahlenbiindel des Intervalls 4y zu erhalten, be- 
denke man, daB bei Durchsetzung einer gréBeren Flache / = >A 7 mit Bindeln 
konstanter Strahlrichtung die Summe cos@- >'4/+/ gleich dem Volumen V 
des Hohlraums ist, weil / fiir jedes Strahlenbiindel den innerhalb V verlaufenden 
Teil der Strahlrichtungsgraden vertritt. Summiert man noch itber alle Off- 
nungswinkel 41, d. h. ersetzt JQ durch 47, und fiigt einen Faktor 2 hinzu, 
welcher der Auflésung in je zwei senkrecht zueinander polarisierten, voneinander 
unabhangigen Linearschwingungen entspricht, so erhalt man als Gesamtzahl der 
Freiheitsgrade fiir alle monochromatischen Strahlenbiindel in V und im Inter- 
vall Ay aus (17) 


AZ eee” 
: 


iibereinstimmend mit der JEANSschen Formel (4). Laues Ableitung dieser 
Zahl zeigt unmittelbar, daB es auf die Form des Hohlraums gar nicht ankommt. 
Von besonderer Bedeutung ist ferner das Resultat (17), das wir in folgender 
Form aussprechen kénnen: 

Ein linear polarisiertes Sirahlenbiindel der Lange /, welches genau einen 
Freiheitsgrad besitzt, ist definiert durch die Gleichung 


Af-AQ-1 Ay 


ce 


be 


cos ==41". (18) 


Ein dieser Bedingung geniigendes Biindel nennt v. LAVE ein elementares 
Strahlenbitndel; die Strahlung in V und im Intervall Ay ist dann zusammen- 
gesetzt aus JZ elementaren Strahlenbiindeln. 

Die elementaren Strahlenbiindel, welche je einen Freiheitsgrad repradsen- 
tieren, spielen eine wesentliche Roile bei der statistischen Theorie des optischen 
und harmonischen Auflésungsvermogens (Ziff. 6 und 7), im Zusammenhang mit 
den Schwankungen der Strahlung (Ziff. 8ff.); sie sind auch fiir die quanten- 
theoretische Behandlung des Strahlungsproblems von fundamentaler Bedeutung. 

5. Strahlenbtindel in dispergierenden Medien. Nach dem Sinussatz der 
geometrischen Optik bleibt bei jedem geometrisch-optischen Vorgang das Pro- 
dukt 42-Af-cosO konstant, soweit das Strahlenbiindel im leeren Raum 
bleibt. Auch die Schwingungszahl v und die Lange / = cT des Strahlenbiindels 
andern sich nicht. Daher bleibt auch die Zahl seiner Freiheitsgrade bei dem 
geometrisch-optischen Vorgang erhalten [v. LAvE?)]. Geht das Biindel in ein 
anderes Medium uber, so andert sich durch den Unterschied des Brechungs- 
index 2 das Produkt 42-Af/+cos@, und durch den Unterschied der Licht- 
geschwindigkeit andert sich die Lange / des Biindels. In einem Kérper vom 
Brechungsindex m(v) ist also fiir die Zahl der Freiheitsgrade eines Strahlen- 


biindels eine Korrektion anzubringen: Man mu8 in (16) statt 4 = be jetzt 
Vv 


j4=—= = einfithren, also jetzt schreiben ; 
; Pes 
AZ = AP: Af cos @ AQ-Af-cosO@-»? 
a 22 “a ue 


F 5 3 fe C 5 
(w = Phasengeschwindigkeit, m= = Brechungsindex). Ferner mu man 


in (15), wegen u=A-v, du=Advy+vrdi=dy-dufdy jetzt schreiben 
Pe { i Due lAyv y du ms a Fe ; Fats dn 1-Av 
ie =1.4(7)=14(~) = u ¢ u 7 u Av\1  n ae ean 


1) M.v. Lave, Ann. d. Phys. Bd. 44, S. 1197. 1914. 
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worin 
uU 


_. » an 
; i n dv 
die Gruppengeschwindigkeit bedeutet. Durch Multiplikation der zwei letzten 
Gleichungen erhalt man als Zahl der Freiheitsgrade des Biindels mit v. LAvE?) 


tA ‘ft 1 : 9 / 
AZ’. AZ = gp Af C080 AQ 9 Ay Don? (n + 3%), (17) 


Ein Volumen V mit dem Brechungsindex m besitzt somit im Intervall dy 
im ganzen 


V. Sar? dy (4 i ie _ 3) __ 1 8av- Av (wu = Phasengeschwindigkeit 18 
e dv} u*.g \, = Gruppengeschwindigkeit (18) 
elektromagnetische Freiheitsgrade. — Dasselbe Resultat laBt sich auch durch 


Abzahlung der JEANsschen Eigenschwingungen im brechenden Medium n ab- 
leiten, wie D. A. GOLDHAMMER?) zeigte. 

Bei allen geometrisch-optischen Erlebnissen des Strahlenbiindels bleibt die 
Zahl (17’) seiner Freiheitsgrade unverdndert, indem sich beim Ubergang von 
einem zum andern Medium die Anderung von 42-A/-cos® durch die 
palenne von #2 kompensiert, und die Anderung von / durch die von 
(n + » 4 
AZ’-A z" als invariant; sie hat deshalb fiir alle berechtigten Bezugssysteme 
der speziellen Relativitatstheorie den gleichen Wert und bleibt im Zusam- 
menhang damit auch bei Spiegelung an. bewegten KGrpern erhalten 
{v. LAUE). 

Bei allen Beugungsvorgangen und bei diffuser Spiegelung und Zer- 
streuung nimmt dagegen die Zahl der Freiheitsgrade zu in dem MaBe, in welchem 
AQ bei diesen Vorgangen wachst. Ein solcher Ubergang von Energie auf eine 
gréBere Zahl von Freiheitsgraden ist mit Entropiezunahme verknipft; diese 
Vorgange sind also im thermodynamischen Sinne irreversibel, im Gegensatz zu 
den reversiblen geometrisch-optischen Vorgangen. Eine Reihe von Unter- 
suchungen iiber die Thermodynamik irreversibler Strahlungsvorgange verdankt 
man M. PLANcK und M. Vv. LAvE (s. Absch. IIT). 

6. Harmonisches Auflosungsvermogen. Damit ein Zusammenklang von 
zwei gleichzeitig erklingenden akustischen Ténen oder optischen Farben y 
und »’ in seiner Zusammensetzung erkannt werden, harmonisch analysiert 
werden kann, muB8 die zur Verfiigung stehende Zeit T etwa gleich der Schwin- 


ar Auch gegeniber Lorentztransformationen erweist sich die Zahl 


gungsdauer — td 7) des Differenztones sein, d. h. man muB etwa eine Schwe- 
bung abwarten. Damit die zwei Schwingungen y und »’ wahrend der Zeit T 
getrennt werden kénnen, muB. also T+ (vy — 1’) = 1/y sein, wo y eine Zahl von 
der GréBenordnung 1 bedeuten soll. Ein Intervall dy zerfallt daher beziiglich 
der Beobachtungszeit T bzw. der Strahlweglange 1 = c+ T in 


AZ’ =7+T-dv=y- 4 dy (19) 


Elementarfarben. Einen genauen Wert fiir den Faktor y kann man nicht 
angeben, weil die Analyse der beiden Schwingungszahlen mit Hilfe ihrer Schwe- 
bungen noch von der Feinheit und Schnelligkeit der Beobachtung von Differenz- 
tonen abhangen wird, z.B. ob bereits eine Schwingung des Differenztones 


1) Zitiert auf S. 459. 
2) D. A. GOLDHAMMER, Phys. ZS. Bd. 14, S. 1188. 1943. 
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zu seiner Erkennung geniigt, oder ob mehrere Differenzschwingungen dazu 
noétig sind. Ein Vergleich von (19) mit (15) zeigt jedoch, da8, wenn man y = 14 
setzt, dann die Zahl (19) der analysierbaren Farbenkomponenten iibereinstimmt 
mit der Anzahl der Freiheitsgrade der Strahlung im Intervall dy wahrend 
dereZeltads 

Wahrend 1 Sekunde 1aBt sich nach (19) ein Tongemisch vom Umfang eines 


musikalischen Halbtones ee = "2 — 1 = 0,06) in mittlerer Tonlage (vy = 300) 
noch in etwa 18 Einzelténe auflésen, dagegen wahrend 7 = 7a sec (physio- 
logische Zeitschwelle) nur in etwa zwei Einzelt6éne im Abstand eines Viertelton- 
intervalls; die Vierteltoneinteilung diirfte also die auBerste Grenze fiir eine 
Musik diskreter Toéne sein. 

Wahrend T = 10-8 sec 1aBt sich ein Farbengemisch vom Umfang eines Ang- 
str6m (44=10 Scm) bei A=4-10~°cm noch in etwa 2000 Einzelfarben zerlegen. 

7. Optisches Auflosungsvermogen. Damit zwei im Abstand @ voneinander- 


liegende mit der gleichen rein harmonischen Schwingungszahl » => leuch- 


tende Punkte P, und P, bei der Abbildung auf eine Bildebene als zwei ver- 
schiedene unabhangige Punkte erkannt werden sollen, muS der betrachtete 
Bildausschnitt eine lineare Ausdehnung von mindestens etwa einer ,,Schwe- 
bung“ haben: Die von P, und P, kommenden, in A vereinig- 
ten Strahlen (siehe Abbildung) miissen einen Gangunter- 
20 schied zeigen, der mindestens um etwa 12 von dem Gang- 
unterschied der von P, und P, nach B gelangenden Strahlen 
differiert. Denn bei kleinerer Differenz ware in einem _be- 
stimmten Zeitpunkt die Helligkeit in A nicht wesentlich ver- 
schieden von der in &. Aus der Abbildung liest man ab 


Aah 


A Db B j b 
Abb. 1. — == AO (fallsl<a<b <r ist), 
wobei A O den kleinen Winkelunterschied der beiden Strahlenpaare PA gegen PB 
angibt, und angenommen ist, daB 7 nahezu senkrecht auf a und auf 6 steht. 
Der kleinste Abstand a zweier Objektpunkte P, und P,, die bei gegebener Basis } 
bzw. gegebenem Richtungsunterschied 40 aufgelést werden kénnen, ist also 
von der GréSenordnung 
ee A 
eS Tg tes 
Die kleinste Objektflache a*, die als ausgedehnt (nicht punktférmig) erkannt 
werden kann, ist bei gegebener Basisflache b? bzw. bei gegebenem Winkel 40, 
unter dem 0 von a aus erscheint, von der GréSenordnung 
4 9 49 
po a Oa ee es 
Ne (Ol 
oder bei Einfithrung des raéumlichen Offnungswinkels 42 = (462), unter 
welchem 6? von a? aus erscheint 
oY Oe AO 
wo 6 eine Zahl von der GréBenordnung 1 bedeuten soll. SchlieBt A/ mit der 


Strahlrichtung einen Winkel @ ein, so tritt 4/+ cos@ an die Stelle von Af. Eine 
gegebene Objektflache 4/ setzt sich somit aus 


AL = Af <cosO: ; Sk = 6-7, 


1Q c 


AQ- Af» cosO (20) 
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optisch voneinander unterscheidbaren Elementarbezirken zusammen. Der 
Faktor 6 ist wieder nur gréBenordnungsmaBig definiert. Jedoch zeigt der Ver- 
gleich von (20) mit (16), daB man 6 = 1 setzen muB, wenn man die Zahl der 
Elementarbezirke identifizieren will mit der Zahl der Freiheitsgrade, die das 
von 41/ ausgehende, in den Offnungswinkel 4 gestrahlte monochromatische 
Strahlenbiindel besitzt. Man erkennt so denengen Zusammenhang zwischen 
optischer und harmonischer Auflésbarkeit mit der Zahl der Frei- 
heitsgrade eines Strahlenbindels. 

Stellt man in den Weg eines Strahlenbiindels 42, welches von einer Beu- 
gungsdffnung 47 herkommt, einen Schirm, so ist die Zahl der auf ihm entstehenden 
hellen Beugungsflecken von der GréBenordnung 4Z’’. Man hat aut diese Art 
ein einfaches anschauliches Ma fiir die Zahl der Freiheitsgrade eines mono- 
chromatischen Strahlenbiindels gewonnen. 


II. Strahlungsschwankungen. 


8. Schwankungen der spektralen Intensitatsverteilung. Die Anzahl der 
Freiheitsgrade der Strahlung, die sich als Anzahl der harmonisch und optisch 
auflésbaren Elementarbezirke wiederfand (Ziff. 6 und 7), steht in engem Zu- 
sammenhang zu einer aquivalenten Einteilung der Strahlung in Elementar- 
bezirke entsprechend den Schwankungen der spektralen und der raéumlichen 
Intensitatsverteilung. Man stellt hier die Frage, inwieweit die zeitlichen Inten- 
sitatsschwankungen benachbarter Farben miteinander gekoppelt sind, ferner ob 
die Intensitatsschwankungen an benachbarten Raum punkten in jedem Augen- 
blick irgendwie verkniipft sind. Wir werden zeigen, daB bei den rdumlichen und 
spektralen Intensitatsschwankungen zwei benachbarte Stellen des Raumes und 
des Spektrums wahrscheinlichkeitstheoretisch um so abhangiger voneinander 
sind, je naher sie beieinanderliegen, so daf sich, bis auf unbestimmte Zahlen- 
faktoren 6 und y, ein kritisches Raumintervall und ein kritisches Far- 
benintervall feststellen laBt, innerhalb dessen eine Abhangigkeit, auBerhalb 
dessen Unabhangigkeit besteht. Dadurch gelingt es wieder, den Raum und 
das Spektrum in voneinander unabhangig schwankende Elementarbereiche zu 
zerlegen, deren Anzahl, bis auf jene unbestimmten Faktoren 6 und y, mit der 
JeaAnsschen Zahl (4) der Freiheitsgrade wbereinstimmt. Die kritischen Inter- 
valle sind identisch mit den kritischen Grenzen des harmonischen und optischen 
Auflésungsvermégens, welche beide auch nur bis auf einen unbestimmten 
Faktor definiert waren [s. oben (19) und (20)]. 

Der Beobachtungspunkt P werde bestrahlt von N Lichtquellen, welche 
in der Entfernung 

dy ; dy 
are bis ies 
von FP innerhalb eines raumlichen Winkels 4{2 liegen, also ein Volumelement 
v2A QAr erfiillen. Die Schwingung des kten Oszillators werde nach FOURIER mit 
einer Grundperiode 27 dargestellt durch 


+00 st 
i Orel ae, (O,. komplex) (21) 
Ist dann ¢ die Lichtzeit vom kten Oszillator zum Punkt P (4, — “s), so wird 


die Lichterregung in P herriihrend von allen N Lichtquellen dargestellt durch 
eine Reihe der Form 


N +00 eon t,) +00 8, N aces 

a > a aa " or mae al Ny a “Tr k 

Ye dap, e st = Sse Le Ag € 4 (22) 
Li =e0 — co 1 
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wobei die Schwingung v = oa den Amplituden-Phasenfaktor 


pure 

a = Soe? Bs (23) 
besitzt. Bezeichnet man mit z die zu z konjugiert komplexe GréBe, so wird die 
Intensitat der Schwingung » oo 


=A, A, => apie ph) ey) 


Sime : ; P : 
und, wenn »’= aT die Schwingungszahl einer anderen Fourierkomponente ist, 


PA 
S & i — [8 (tr —ti ttm —tn) —(s— 8’) (tm—tn)] 
Ipods = >: > Y SS eee dee gS Ae . (25) 


Unter der Voraussetzung im Durchschnitt gleichmaBiger Dichteerfiillung 
des Volumelements 7242Ayr mit Oszillatoren variieren die Zeiten ¢,...% in 
einem Spielraum 


Ar Y T T 
Tee (4 =< +4, —i<u<+3) 


um ¢=~y/c. Dann wird in (24) der Mittelwert 


+5 + “(Sr 
al [dt.at ay Te fir k<I 
== LAD eat a 
Nehmen wir an, da8 vt = —- = eroB gegen 1 ist, d.h. daB auf der Strecke Az 


viele Wellenlangen 2 = « — so ist der Mittelwert der Glieder k S/ gegen 


den der Glieder k =/ zu vernachlassigen, und wir erhalten aus (24) 


Je= Dhl azel?. (26) 
Sind yt und »’r groB gegen 1, ohne daB auch (vy — v’)t groB gegen 1 zu sein 
braucht, so finden wir entsprechend, da8 in (25) bei der Mittelung nur diejenigen 
Glieder stehen bleiben, fiir welche k =/ und m =n ist — diese geben 1 als 
Mittelwert des Exponentialfaktors —, oder fiir welche k = ” und 1 =m ist — 
diese geben den Mittelwert sin?[m(s — s’)t/2T]:[a(s — s‘)t/2T]? —. Man er- 
halt also aus (25): 


=>} > n 24 a = s — s’)t/2T] >» 
| ax? |@msr |? + x(s = 3’) )/2T}® >} l Ap, Ais @15° Ans’ > 


ks (27) 
eee ee ee ae 


Waren J, und J, voneinander ganz unabhangig, so ware 


dagegen aus (26) 


edu Ie Jv = 4. 
ay 
In Wirklichkeit weicht aber, wegen E =e = ae dieser Quotient 


um so mehr von dem ,,unabhangigen‘‘ Wert 1 ab, je gréBer in (27) 


sin®[a(v — v) Are] :[a(v — v’) Ar|c]? (28) 
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ist. Der unabhangige Wert 1 wird beim Auseinanderriicken von y und 9’ erst- 
malig erreicht, wenn (28) verschwindet, d. h. bei 
F 


eae 


Bei weiter wachsender Differenz |» = v’| > on entfernt sich der wahre Wert 


TsJviJs* Je von dem unabhangigen Wert 1 nur noch minimal. Je nachdem 

man diesem Entfernen mehr oder weniger Rechnung tragt und unter y eine mehr 
oder weniger von 1 verschiedene Zahl versteht, kann man 

c 1 / 

ary eo 

als eine Art kritische Farbendifferenz auffassen, derart, daB zwei Farben » 


; , Sea 4 - 
und »’ als voneinander abhangig gelten, wenn |y — »’| <—- vr als unabhiangig, 
5 y Ay 
C 


wenn |» — »’| > de, AP ist. Ein Spektralbereich 4y wird dadurch in 


P| 
ied? (29) 


unabhangig schwankende Farbenbezirke zerlegt. Da die in den GréBen 
a,(k =1, 2,...,.N; —co<s<-+oo) ausgedriickten speziellen Emissions- 
eigenschaften der Oszillatoren und auch ihre Anzahl N aus dem Ergebnis heraus- 
fallen, hat man das Resultat: 

Ein gleichmaBig dicht mit Lichtquellen erfilltes Volumelement 724 OAr 
gibt im Aufpunkt r = 0 ein Spektrum, in welchem die Intensitaten zweier Farben 
und »’ im Sinne der Wahrscheinlichkeitsrechnung um so unabhangiger vonein- 
ander schwanken, je gréfer |» — v’| Ar/c gegen 1 ist, ohne Riicksicht auf Zahl 
und spezielle Eigenschaften der Oszillatoren. Daraus leitet sich eine Einteilung 
des im Aufpunkt beobachteten Spektralintervalls dy in 


Ay 
c 


AZ’ =y-Ay- (29') 


Elementarbezirke unabhangiger Schwankungen ab [vgl. (49)]. 

9. Raumliche Intensitatsschwankungen. Man denke sich wie in (21) die 
Emission jedes Oszillators spektral autgelést und betrachte in dieser Ziffer 
nur die Schwingungen einer einzigen Farbe »y = ; . Ist wieder 7 die Ent- 
fernung des kten Oszillators von P, 7, die von einem benachbarten Punkt P’, 
so wird die Lichterregung in P bzw. P’ bis auf den Faktor e~?'7”! dargestellt 
durch (z% ist eine Abkiirzung fiir 22/A) 


N 
eh S: ay, ef Oe+*Te) 


pis 0; = Phase, 
| _ 22 | (30) 


v 


a: | P , 
A= >r ay et(9¢+* 7) 


1 
a) =A A = SN: >! a ay et (On- di) +i% (Th- 71) 
— 
mt = fon ee (tig, =a | . a a . < Se PR 
JJ =AAAA = >> >n Sa dp. yy Gin CH OR O1+ Sm ~ Sn) +E% (T= MAT  —TH) 
—oe a 


Geht man zu Mittelwerten iiber viele Phasenverteilungen 0 uber, so bleiben 
in J nur die Summenglieder mit & =/ stehen, so daB 


7= Hae (G31) 
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wird. In JJ’ bleiben nur die Summenglieder stehen, bei welchen k =/ und 


m =n ist — diese geben den Exponentialfaktor ¢? = 1 —, und die Glieder, 
bei denen k = » und / = m ist — diese geben den Faktor e*[(™%~7%)-("~-7)]. 
Also wird 
TT = Di >m| P| am P+ DE DE | a | ay Pei erens pies | 
ksi 
Dagegen nach (31) | (32) 
ipa CANS 


Die beiden Aufpunkte P und P’ mégen nun auf einem Ebenenstiick / legen; 
P habe auf { die Koordinaten & = 0, 7 = 0, P’ die Koordinaten 7. Die Mitte 
des die Oszillatoren enthaltenden Raumelements 7?742Ar lege von P aus 
in der Richtung mit den Kosinus afy, so dab 

AO ates gical (33) 


cos 0 


wird, wenn y = cos@ und @ der Einfallswinkel zwischen der Richtung «fy und 
der Flachennormalen von f ist. Die Oszillatoren mdgen die um a/fy herum- 
liegenden Richtungskosinus 0; /;,7;, haben, wobei 


A A oa 
On =X + AE (—S<u<+ 3), 


A Ap 
Bir = P + de iS ae ). 
Ist die Entfernung PP’ klein gegen 7,, so wird angendhert 
Vie — he = EO% + Pe = (Fa + HB) + (Fae + ybe) - (34) 


Unter der Voraussetzung durchschnittlich gleichmaBiger Dichteerfiillung 
des Volumelements 7247 40 Af/cosO wird der Mittelwert des Exponential- 
faktors (32) nach (34) 


eae eae 


ian i f Ife Say + 7bx) ~ ($7 +7 )] da,, da, db, dby 


eae zae 


sin? (x& Aa/2) ie sin? (x7 4 6/2) 
(x Aa/2)? (xn 46/2) 


Daher wird aus (32) 


2(%EA «/2) 2(xn A 2) zm 
TF = DED} at la + reser eranme aah Pal 


(35) 
= es el cae _ 


Waren J und J’ voneinander ganz unabhangig, so ware 


TIFT 4. 
In Wirklichkeit weicht aber nach (35) dieser Quotient um so mehr von dem 
, unabhangigen’‘ Wert 1 ab, je gréBer 


‘ EAa\ . en AP 
sin? (as sin? (* 7 ‘| 
2 2, 25 


eae fees =. =a (36) 


2 ® 


a 
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ist. Der unabhangige Wert 1 wird, falls P’ (&, 7) von P(0, 0) abriickt, erstmalig 
erreicht, wenn (36) verschwindet, d.h. auf dem Quadratrand 
aj 2% A 11. 28 A 
er ede Met ei ag ee 
Bei weiter wachsendem Abstand PP’ weicht der wahre Wert JJ’: J+J’ nur 
noch minimal von dem ,,unabhangigen‘’ Wert 1 ab. Je nachdem man dieser 
Abweichung mehr oder weniger Rechnung traigt und unter 6 eine mehr oder 
weniger die {1 iibertreffende Zahl versteht, kann man 
Kn 2 (oe / 
8 da AB 5-PAQCOSO Oe) 
als eine Art kritischen Flachenbezirk ansprechen, derart, daB die Beleuch- 
tung in zwei Punkten P(0, 0) und P’(€, 7) als voneinander abhangig gilt, wenn 


p Yas | eo = 

> S fa 7s’ 1S ABR” 
dagegen als unabhangig, wenn 

7 | A 14 

= eee, | 9 Soie aers 

> aay? |" aR yg 
ist. Ein Ebenenstiick 4/7 wird dadurch in | 

AZ” = d- AjcosO4* A? — §.¥ AfAQcosO (37) 


unabhangig schwankende Elementarbezirke zerlegt. 

Wir haben also das Resultat: 

Wird ein Ebenenstiick aus der Einfallsrichtung 9 her von Oszillatoren be- 
leuchtet, welche im Durchschnitt mit gleichmaBiger Dichte ein Volumelement 
vy? A QA, ertiillen, so sind die Intensitatsschwankungen in zwei Punkten P’(é, 7) 
und P(0,0) der Flache um so unabhangiger voneinander, je gréBer 

zEAu xn Ap 
4 ; 2a 


= En AQcosO 


gegen 1 ist, unabhangig von der Zahl und den speziellen Eigenschaften der 
Lichtquellen. Daraus leitet sich eine Einteilung des Ebenenstiickes 4/ in 


AZ” =6- “5 AfdQ cosO (37') 


unabhangig schwankende Elementarbezirke ab {vgl. (20)]. 

Durch Multiplikation von (37’) mit (29) erhalt man schlieBlich 

725+") dr AQ cosOAfAr (38) 

als Gesamtzahl der unabhangig schwankenden Elementarbezirke, welche die 
in einem Volumelement 724 2A, gleichmaBig dicht verteilten Oszillatoren auf 
einem Ebenenstiick 4/ im Farbintervall 4y aus der Einfallsrichtung © her 
hervorbringen, unabhangig von der Zahl und den speziellen Eigen- 
schaften der Oszillatoren, falls diese nur ungeordnet sind. Die Zahl (38) 
der unabhangigen Elementarbereiche von 4/+ dy stimmt bis auf den unbestimm- 
ten Faktor y- 6 iiberein mit der Zahl der unabhangigen Angaben zur Beschreibung 
des Zustandes von 1/- Ay [Produkt von (49) mit (20)]. 

Der unbestimmte Zahlenfaktor y - 6 in (38) tragt dem Umstand Rechnung, 
daR zwei Stellen des Spektrums bzw. des Raumes auch dann noch nicht in ihren 


30 


468 Kap. 9. A. LANDE: Optik und Thermodynamik. Litton Os 


Schwankungen ganz unabhangig sind, wenn ihre Entfernung das kritische 
Intervall (28’) bzw. (36’) wbertrifft, und da andererseits auch bei unterkritischer 


Entfernung ein gewisses MaB von Unabhangigkeit besteht. 
Die kritische Entfernung (36’) | — &’ | = Ta ~ unabhangiger Schwan- 
a 

kungen bei Beleuchtung zweier Punkte aus dem Winkel 4a ist identisch mit 
der Grenze ihrer optischen Auflésbarkeit, die ebenfalls nur bis auf einen 
unbestimmten Zahlenfaktor definiert ist (s. oben). Analog fiihrt das kritische 
Farbenintervall (28’) 

Ore ee 
y»Ay Ty 
zu einer ,,arenze der harmonischen Aufloésbarkeit“, d.i. einer minimalen 
Schwingungszahldifferenz |» —yv’|, welche zwei benachbarte Farben nicht 
unterschreiten diirfen, wenn sie wahrend einer vorgegebenen Zeit T auf- 
gelést werden sollen. 

10. Freiheitsgrade bei Lichtquanten. Obwohl die in diesem Kapitel 
entwickelten Resultate allein auf Grund der klassisch-kontinuierlichen Vor- 
stellungen der Wellenoptik abgeleitet worden sind, beanspruchen sie doch 
viel allgemeinere Giiltigkeit. Denn da die Ergebnisse, z. B. uber das optische 
und harmonische Auflésungsvermégen, auch empirisch zu den sichersten und 
gelaufigsten Tatsachen der Optik gehoren, muB jede Theorie ihnen gerecht 
werden, und dasselbe gilt dann fiir die JEANSsche Zahl der Freiheitsgrade der 
Strahlung (4), die ja aufs engste mit dem Auflésungsvermégen verkniupft ist. 
Und auch die obigen Resultate tuber die Einteilung in unabhangige Schwan- 
kungsbezirke beanspruchen allgemeine Giltigkeit, wahrend dagegen die Starke 
der Schwankung in der Quantenoptik anders als in der klassischen Optik 
ausfallt. 

In der Tat ist es S.N. Bose!) gelungen, eine Ableitung der JEANSschen 
Zahl auf Grund der extremen Lichtquantentheorie zu geben, deren Vor- 
stellungen sich sehr weit von denen der Wellenoptik entfernen. Die von EIN- 
STEIN?) aufgestellte Lichtquantenhypothese behauptet, die Strahlung bestande 
aus einzelnen Lichtkorpuskeln oder Quanten von sehr geringer raumlicher 
Ausdehnung, welche von Materie nur als Ganzes emittiert oder absorbiert 
werden kénnen. Dabei gebe es Lichtquanten von verschiedenem Energie- 
inhalt ¢, welche sich aber alle mit der Geschwindigkeit c durch den leeren 
Raum bewegen. Nach dem Satz von der Tragheit der Energie ist ihnen 


y= 


dann ein mechanischer Impuls # (BewegungsgréBe) vom Betrag p=— in 
Richtung ihrer Bewegung zuzuschreiben. ‘ 

In optischen Apparaten sollen die Lichtquanten — auf zunachst ratsel- 
hafte Weise, da ihnen von vornherein keine Phase, somit keine Interferenz- 
fahigkeit zugeschrieben wird — dieselben Erscheinungen produzieren, die nach 
der Wellentheorie als Wirkung von Wellen der Schwingungszahl und Wellen- 
lange ; 
he 


i= = (h = 6,54- 10-2 = PLANCKs Wirkungsquantum) (39) 


. we . & 5 : 
gedeutet werden, so da man in iibertragenem Sinne vy = — als die ,,Schwin- 


h 
gungszahl“, 4 = = als die ,, Wellenlange™ des Lichtquants ¢ ansprechen kann. 
Gerade die Tatsache der Interferenz zeigt, daB die extreme Lichtquanten- 


2): No BOSE) Zoy febhys: sbdu2G,eo mi ommO24 lpdleo7pe sums 64mm ODE 
#) A. Ernstein, Ann. d. Phys. Bd. 17, S. 132. 1905; Bd. 20, S. 199. 1906. 
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hypothese in wesentlichen Ziigen nicht der Wirklichkeit entsprechen kann. 
Im besonderen mub die Vorstellung aufgegeben werden, daB die einzelnen Licht- 
quanten voneinander vollig unabhangig seien; vielmehr wird man ihnen 
etwa in Analogie zur Wellensuperposition eine gewisse Wechselwirkung zu- 
schreiben, so daB durch Zusammenwirken mehrerer Lichtquanten nicht nur ver- 
mehrte Helligkeit, sondern auch Dunkelheit entstehen kann. Jedoch soll an 
dieser Stelle auf diese Fragen nicht eingegangen werden (siehe dazu Bd. 20 
Kapitel 8). In Ziff. 1 bis 9 wurde die JEANssche Zahl der Strahlungsfreiheiten erst 
aus den Eigenschwingungen eines Hohlraumes, dann aus der Wellenstrah- 
lung leuchtender Punkte, dann aus der Auflésung der Strahlung in Elementar- 
bindel, schlieBlich aus der Einteilung beleuchteter Flachen entsprechend dem 
optischen und harmonischen Auflésungsvermégen abgeleitet und im Ein- 
klang mit den raumlichen und zeitlichen Beleuchtungsschwankungen gefunden; 
im folgenden soll auch die Lichtquantentheorie als ein Weg zum selben Ergebnis 
erwiesen werden, im Anschlu8 an Bose!). 

Ist die Energie e und dadurch der Jmpuls £ = = eines Lichtquants gegeben, 


so ist die Richtung seiner Fortbewegung bestimmt durch die Impulskomponenten 
b:, py, Pz, derart, daB der zeitlich konstante Betrag 
b= +R tR= > G9) 
den Radius der Kugel im £,/,,-Raum angibt, auf deren Oberflache das Licht- 
quant dauernd bleibt, wenn es seine Energie ¢ und seinen Impulsbetrag p be- 
halt und nur durch Sto8 (Reflexion) zuweilen seine Richtung andert. Zum 
Impulsbereich p bis p + 4p gehdrt demnach eine Kugelschale vom Volumen 
42 p?- Ap. Hat man eine groBe Zahl von Lichtquanten, deren Energien zwischen ¢ 
und e¢ + Ae legen und die sich in einem Hohlraum vom Volumen V befinden, 
so ist das ihnen zur Verfiigung stehende sechsdimensionale Gebiet im xyz, pyp.- 
Raum (,,Phasenraum“) gleich 
a p+Ap 
[dx-dy-d =| dpe. dpy-dp, =V-4np?-Ap=V-4n%-4£. (40) 
si p 
Die allgemeinen Grundlagen der PLANCKschen Quantentheorie in ihrer An- 
wendung auf Lichtquanten lassen nun nicht zu, da ein Lichtquant jeden be- 
liebigen Punkt des Phasenraums einnimmt; vielmehr ist der Phasenraum in 
Zellen der GréBe h*® einzuteilen, und es kann (wenn wir der einfachsten Form 
der Quantentheorie folgen) ein Lichtquant nur einen der unendlich vielen 
Punkte innerhalb einer solchen Zelle einnehmen, jedoch durch Reflexion aus 
dieser Zelle in eine andere Zelle verschlagen werden. Der Strahlungszustand 
im Volumen V ist dann vollstandig bestimmt, wenn angegeben wird, wieviel 
Lichtquanten sich in der ersten Zelle, wieviel sich in der zweiten, dritten usw. 
Zelle befinden; allgemein ist also, falls der betrachtete Phasenraum aus Z Zellen 
besteht, der Strahlungszustand durch Z Angaben bestimmt, d. h. das betrachtete 
Phasengebiet hat Z Freiheitsgrade. 
Nun besteht das zum Volumen V und zum Bereich Ae gehorige Phasen- 
gebiet (40) aus 
1 e*Ae 
3 c 
Zellen der GréBe h?, die den Lichtquanten zur Verfiigung stehen. Unterscheidet 
man noch in jeder Zelle Lichtquanten von zwei aufeinander senkrechten Polari- 


LES a.Ne BOSH, lt \C. 
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sationen, so verdoppelt sich die letztere Zahl der zur Beschreibung des Strahlungs- 
zustandes noétigen Angaben, und man erhalt als Zahl AZ der Freiheitsgrade 
fiir die Strahlung im Volumen V, soweit sie von Lichtquanten des Bereichs dé 
herriihrt : 

82 As 


Diese Zahl stimmt mit der JEANSschen Zahl (4) 
Sav. Av ; 
APL a (41°) 


iiberein, wenn man entsprechend (39) ¢« durch hy und Ae durch h- Ay ersetzt; 
d.h. man muf8 dem Lichtquant ¢« eine Schwingungszahl » =. zuordnen, 
um die quantentheoretischen mit den klassischen Resultaten in Einklang zu 
bringen. Jedoch hat die Zahl » in der Quantentheorie nur eine ubertragene 
Bedeutung, eben als zugeordnete Schwingungszahl klassischer Wellen, welche 
denselben empirischen Tatbestand hervorrufen wiirden wie die Lichtquanten « 
der GréBe hy. 

Die Zahl 417 der von der Quantentheorie zugelassenen Energiewerte und 
Fortschreitungsrichtungen (Phasenzellen), die ein Lichtquant im Intervall 


AV, = {10-2 cm = 4 A(4e= 41-5] bei 
j= aho I@-® om (« == ae == {7s 10-7 erg) 


in einem Volumen von 1 m* annehmen kann, ist nach (41’) rund 1011, ent- 
sprechend dem Beispiel am SchluB von Ziff. 2. 

Aber nicht nur die Gesamtzahl der JEANSschen Freiheitsgrade AZ in 
einem gegebenen Volumen V und gegebenem Umfang 4y fihrt in der Wellen- 
theorie wie in der Lichtquantentheorie zum gleichen Zahlenwert, sondern auch 
die durch die Beobachtung des optischen und harmonischen Auflésungsver- 
mégens gestiitzten Zahlen AZ’ und AZ” fir sich, deren wellentheoretische 
Bedeutung in Gleichung (15), (16), ferner (19), (20) und (29), (37) behandelt 
war, miissen in der Lichtquantentheorie eine entsprechende Bedeutung haben: 


Ae 

TAP 

AQ. Af-cosO 
} 


NW Tie Te (42a) 


A La 


= A2A}-cos0-- 63. (42b) 


Diese Gleichungen bedeuten hier, auf dieselben Verhaltnisse wie die Beispiele 
am Schlu8 von Ziff.6 und 7 angewandt, folgendes: 

a) Eine bestimmte Stelle des Raumes wird wahrend der Zeit T = 10-8 sec 
von etwa 2000 Phasenzellen, zugehérig zu Lichtquanten des Bereichs 44 = 1 A 
bei 4 = 4000 A, durchkreuzt. (Ob diese Phasenzellen leer oder mit einem oder 
mit mehreren Lichtquanten ¢ besetzt sind, wird die Intensitat des Licht- 
strahles bedingen. Ist die Intensitat gleich Null, so werden die Zellen alle 
leer sein; bei geringer Lichtintensitat werden manche Zellen leer, manche aber 
mit einem Lichtquant « belegt sein, wahrend Belegung mit zwei Quanten nur 
sehr selten vorkommen wird.) 

b) Die Anzahl der einer bestimmten Lichtquantensorte « zur Verfiigung 
stehenden Phasenzellen, welche in einem bestimmten Zeitmoment eine von 
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der Spaltéffnung 4/7 aus beleuchtete Flache schneiden, ist von derselben 
GréBenordnung wie die Anzahl der auf der Flache erscheinenden Beugungs- 


maxima hei koharenter monochromatischer {» = ; Strahlung. (Ob diese 


Phasenzellen leer oder mit Lichtquanten belegt sind, hangt wieder von der 
Intensitat der Beleuchtung ab.) 

Alle in diesem Abschnitt behandelten Fragen fiihrten sowohl bei wellen- 
theoretischer wie bei quantentheoretischer Behandlung physikalisch-zahlen- 
maBig zu gleichen Ergebnissen, die nur in ihrer anschaulichen Interpretation 
wellentheoretisch ein etwas anderes Aussehen als quantentheoretisch besitzen. 


II. Koharenz und Entropie. 


11. Breite der Spektrallinien als MaB der Kohdrenz. Die von einer Licht- 
quelle ausgehende Strahlung mége aus Sinusschwingungen der Wellenlange 2 


und der Frequenz vy = - bestehen, jedoch soll nach je k Schwingungen ein un- 


regelmaBiger Wechsel der Phase stattfinden. Vorausberechenbare Inter- 
ferenzen geben dann nur zwei zur Superposition gebrachte Stellen der aus- 


a 3 : 2 k 
gesandten Welle, deren Emissionszeitpunkte sich um weniger als t = —, unter- 


scheiden, die also einen Gangunterschied von weniger als 1 = k-/ besitzen. 
ki nennt man die Koharenzlange, k/y die Koharenzdauer der Lichtquelle 
bzw. der von ihr ausgesandten Wellen. 

Fallen solche Wellen aus groBer Entfernung, so daB sie als eben betrachtet 
werden kénnen, auf ein ebnes Beugungsgitter, so wirken beim Zustandekommen 
des Beugungsbildes nicht alle Gitterstriche zusammen; vielmehr beteiligt sich 
an dem Beugungsmaximum /ter Ordnung nur ein Teil der Gitterstriche. Denn 
das Beugungsmaximum fter Ordnung entsteht in derjenigen Beugungsrich- 
tung, in welcher je zwei von benachbarten Gitterstrichen herkommende 
Strahlen den Gangunterschied 1 = -A haben; von je zwei nicht benach- 
barten Gitterpunkten kommen dann Strahlen her mit den Gangunter- 
schieden 21=2fA, 31=3/, ..., ml=mpd (Abb. 2), eLeero 
Ist kA die Kohadrenzlange, so wird also die Anzahl m der GOD TAS 
mitwirkenden Gitterstriche in pter Ordnung gegeben durch re 
die Gleichung 


mpl=—ki, ah. m= = (43) Abb. 2. 


Bei k koharenten Schwingungen wirken bei der Entstehung des 
Beugungsmaximums (Spektrallinie) ter Ordnung nur m= , Gitter- 
striche, natiirlich nur dann, wenn das Gitter tiberhaupt so viele Striche be- 
sitzt; andernfalls, wenn m= 2 gréBer als die Strichzahl n ist, beteiligen sich 


eben nur alle ” Striche des Gitters am Zustandekommen des Beugungsmaxi- 
mums. Je hdher die Ordnung #, desto weniger Gitterstriche sind nach (43) 
an dem betreffenden Beugungsmaximum beteiligt, ein EinfluB, der zu einer 
weniger groBen Scharfe des Beugungsmaximums fiihren wiirde, wenn nicht 
umgekehrt, je héher die Ordnung #, desto ,,scharfer‘‘ die von einer gegebenen 
Strichzahl erzeugte Spektrallinie ware. Beide Einfliisse zusammen fihren dann 
zu einer von der Beugungsordnung unabhangigen, nur von der Koharenz- 
lange abhangigen Linienscharfe, wie gleich zu zeigen: 
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Die Intensitat J, welche ein aus m Strichen bestehendes Gitter in der Rich- 
tung des Gangunterschieds /- 4 benachbarter Strahlen gibt, ist namlich nach 
der elementaren Theorie der Beugungsgitter gegeben durch 


Intensitatsmaxima erhalt man demnach fiir den Gangunterschied / = p- 4 mit 
ganzzahligem » (Maximum fter Ordnung vom Betrage J = 7”). Das nachste 
Minimum liegt beim Gangunterschied 


Peis 


A 
pn 
ein Maximum /fter Ordnung erzeugen, welches sich von dem Maximum von 4 
abhebt; die Zahl 


(44) 


(tte \ai+4a mit dd=+ 


eae (44°) 

gibt die halbe Breite des Maximums von 4 in relativem MaB an. fm nennt 

man das Auflésungsvermégen des aus een bestehenden Gitters in 

der #ten Ordnung. Die relative Halbbreite FE ie -nimmt also nach der letzten 

| 

Formel mit zunehmender Ordnung ab, das Auflésungsv ermogen nimmt entspre- 
chend bei gegebener Strichzahl ” zu. 

Liegt aber nicht streng monochromatisch schwingendes Licht vor, son- 

dern treten nach je k Wellen unregelmaBige Phasenwechsel ein, so sagt (43), 


: I? psc : ; 
daB dann in der ften Ordnung nur m =-— Gitterstriche zusammenwirken. 


In J und in (44) ist dann m zu ersetzen durch die kleinere Zahl m = BER 


p > 
nur wenn a nm ist, bleibt ~ in J und (44’) stehen: 
Ai r ete k ye ee k 
ee oo eae ch fa oP 


Bis zur p="“ten Ordnung nimmt die relative Breite der 
Spektrallinie entsprechend (44’) ab, bleibt aber in héheren Ord- 
nungen p> unabhangig von Strichzahl und Ordnung konstant 


gleich der reziproken Koharenzzahl 1/k. 

Also nur wenn man in nicht zu niedriger Ordnung beobachtet, ist die 
relative Linienbreite direkt ein MaB fiir die Koharenzzahl k, unabhangig von 
fa ana ne ee n) des Beugungsapparates. Dagegen ist in niedriger 


Ordnung (fir p< “| die Breite der Linie wesentlich von der Strichzahl 7 abhangig ; 


es ist also nicht richtig, daB die Linienbreite im Beugungsbild stets eine har- 
monische Analyse des phasenspringenden Wellenzugs in Analogie zur Fourier- 
darstellung gibt; denn die letztere mathematische Darstellung ist unabhangig 


von etwaigen Gittereigenschaften; die Linienbreite in £<—ter Ordnung ist 
n 
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aber von der Strichzahl » abhangig. Wir wollen uns jedoch tiberzeugen, dab die 
fir p> = geltende Formel fiir die relative Linienhalbbreite as = + iiber- 
einstimmt mit der Halbbreite, die man bei der Fourieranalyse eines Aggregats 
aus & ungestérten Schwingungen v9 erhalt. Der Wellenzug sei hier gegeben 


durch seine Elongation 


At) — Apert = fir = | t| S 
: mae i (40) 
X(t) = 0 fiir ie ae und Jee ares 
Setzt man fiir %(¢) das Fouriersche Integral?) 
Q(z) = [ aatiaridy, (47) 


so berechnet sich die Amplitude a, der harmonischen Komponente y nach 
der inversen Formel 


Ee 
a, = | U(te-2**"Fde. 
—co 
Setzt man hier (46) ein, so wird 
> k 
a, = | 2ixe—nede = : sin(™* (Tess *) 5 
“ (Yq — ¥) td") 
k 
"2% 
somit die Intensitat der harmonischen Komponente » 
1 (ak (rv — »)\2 
—_ P 2 ee 
a, |? = Polo mF sin ( A } : 
Ihr Hauptmaximum liegt bei 
; k? 
v= i4 mit dem Betrag oe? 
0 
ihr nachstes Minimum bei 
Vg 
Bs eae at hee R? 
d. h. bei einer relativen Wellenlangenabweichung 
Ai | | 47 | |v — v | 1 = 
=| == | —| = + 48 
| Ag | Yo | Vo k (48) 


im Einklang mit (45). Mathematische Fourieranalyse und_physikalische 
Gitteranalyse fiihren also bei nicht zu niedriger Beugungsordnung pi aa 


zu der gleichen relativen Spektrallinienbreite, ndmlich der reziproken Koharenz- 
zahl k der Schwingungen, unabhangig von Strichzahl und Beugungsordnung. 

Dadurch ist die Berechtigung erwiesen, die relative Breite einer Spektral- 
linie in beliebiger Ordnung eines beliebigen Auflosungsapparats (soweit p> al 

1) Die Darstellung in einer Fourierschen Reihe, die man bei Zugrundelegung eines 
endlichen Zeitintervalls T an Stelle des in (47) zugrunde gelegten unendlichen Zeit- 
intervalls erhalt, hat keine physikalische, sondern nur formale Bedeutung, weil die dabei sich 
ergebenden Amplituden der einzelnen diskret liegenden Fourierkomponenten von der Grofe 
det Zeitintervalls T abhangen. 
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als MaB der Koharenz und gleichzeitig als Ausdruck fiir die Zusammensetzung 
aus rein harmonischen Schwingungen in Fourterscher Integraldarstellung an- 
zusehen. 

12. Entropie und Temperatur der Strahlung. In einem evakuierten, von 
spiegelnden Wanden eingeschlossenen Hohlraum mége sich Strahlung verschie- 
dener Schwingungszahlen y befinden mit beliebiger spektraler Energieverteilung, 
gegeben durch die raumliche Energiedichte 


zusammengesetzt aus den spezifischen Strahlungsdichten u(y). Dieser Strah- 
lungszustand bleibt zeitlich unbegrenzt erhalten, vorausgesetzt daf keine ab- 
sorbierende oder emittierende Substanz, welche die Energiedichte u(v) einer 
Farbe auf Kosten einer anderen Farbe verandern wiirde, anwesend ist. Ist 
jedoch die Méglichkeit eines Energieaustausches zwischen den verschiedenen 
Farben gegeben mit Hilfe eines in dem Hohlraum anwesenden, fiir alle Farben 
absorptions- und emissionsfahigen K6rpers, z. B. eines Kohlestaubchens, so 
verlangt der 2. Hauptsatz der Thermodynamik, wie in der allgemeinen Strah- 
lungstheorie gezeigt wird, daB die anfangs vorliegende spektrale Energieverteilung 
u(v) allmahlich in eine ganz bestimmte Verteilung u(y) wbergeht, in die Verteilung 
des thermodynamischen Gleichgewichtszustandes der Strahlung; 
dabei bleibt wegen des Energiesatzes die Gesamtenergie und auch die gesamte 
Energiedichte u erhalten. Die endgiiltige stabile Energieverteilung u(y) nennt 
man die der ,,schwarzen“ Strahlung, weil sie in einfacher Beziehung zur Emission 
der verschiedenen Farben durch einen ,,schwarzen Kérper“ steht. 

Der schwarzen Strahlung im Volumen V kann nun eine Temperatur T 
zugeschrieben werden, namlich die absolute Temperatur TY eines beliebigen 
materiellen K6érpers, welcher mit der Strahlungsdichte “ im Gleichgewicht ist. 
u(v) ist eine Funktion von T. 

Denkt man sich durch einen quasistatischen ProzeB im Gleichgewicht mit 
schwarzen K6érpern die Energie U der Strahlung und damit ihre Tempera- 
tur T, ferner das Volumen V gedndert, so kann man die zugehérige Entropie- 
anderung der Strahlung durch 


_dU+pav 
dS ae car 


definieren; bei passender Normierung der Entropiekonstante wird dadurch 
jedem Gleichgewichtszustand der schwarzen Strahlung bei gegebenem U und 
V bzw. T und V ein Entropiewert S bzw. ein Wert der Entropiedichte 


‘S) ; : 
sS=F zugeordnet, die man auffassen kann als zusammengesetzt aus Bei- 


tragen der einzelnen Farben in der schwarzen Strahlung: ; 


= V-s=V-[8(v)-dy. 
é 


Ist die Strahlung nicht ,,schwarz‘‘, sondern in einer abweichenden spektralen 
Energieverteilung u(v), so hat es keinen Sinn mehr, von einer bestimmten Tem- 
peratur der Strahlung zu reden. Trotzdem kann man rein formal auch jetzt 
noch der Strahlung in V, wie jedem in einem bestimmten Zustand befindlichen 
physikalischen System, eine gewisse Entropie S = V-s zuschreiben. 
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Da die verschiedenen Farben unabhangig voneinander in dem Volumen V 
existenzfahig sind, darf S aus Beitraigen der einzelnen Farbenbereiche dy additiv 
zusammengesetzt werden: 

S=V-s=V/80)d 
0 

In welcher Weise $ von » und u abhangt, dariiber kann noch durch Defi- 
nition verfiigt werden; man wird diese Definition natiirlich so einrichten, daB 
sie sich méglichst an den von materiellen Systemen her gewohnten Entropie- 
begriff anschlieBt. Vor allem wird man verlangen, daB bei gegebener Gesamt- 
energie U in gegebenem Volumen V die Gleichgewichtsentropie S der schwarzen 
Strahlung gréBer ist als jede Nichtgleichgewichtsentropie S; d. h. man verlangt 
als Bedingung fiir die schwarze Strahlung 


peo U0. OhS0 


fiir alle Variationen der spektralen Energieverteilung u (v), welche bei konstantem 
U und V méglich sind. Denken wir uns die Variation der Energieverteilung 
dadurch charakterisiert, daB u(v) fiir jede Schwingungszahl v eine gewisse Ande- 
rung du erfahrt, so wird wegen dV = 0 
0=dS=d(V-/3dv)=V-[6 


0 0 


150) 


dy = VS bu- dy. 
Dies ist bei beliebigen du, welche der Nebenbedingung 


0=dU=V- fou- dy 
0 
geniigen, nur méglich, wenn ; 
(or) 
ay = Konst. (49) 
fiir alle Schwingungszahlen yr. 
Aus der letzten Gleichung folgt dann bei konstantem Volumen V, aber 
variabler Energie U 
ré 98 a Fe 4 
6S=V[Sou-dv=S2.V/du-dv=S.V-du=S-6U. 
J ou ou ; Ou ou 
0 6 
Da nun andererseits fiir schwarze Strahlung in konstantem Volumen 6S = 6U/T 
gilt, so ergibt sich ; 
os(u,y) 4 
oo 
als besondere Eigenschaft der Entropiefunktion $ bei schwarzer Strahlung. 
Es sei nun die spezifische Strahlungsentropie $ als Funktion von u und ¥ 
fiir schwarze Strahlung bekannt. Dann soll auch fiir beliebige nicht- 
stabile Strahlungsverteilung dieselbe Funktion $(u, v) als Definition der spezi- 
fischen Strahlungsentropie beibehalten und die Temperatur 7 (v) der betreffen- 
den Farbe y in diesem Strahlungszustand definiert werden durch dieselbe 
Gleichung 


1 08 (1, v) 
T(u,ry) Ou 


Bei nichtschwarzer Strahlung hat dann jede Farbe y in dem Volumen V eine 
andere Temperatur; die schwarze Strahlung, bei der (49) gilt, ist unter allen 
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moglichen spektralen Energieverteilungen dadurch ausgezeichnet, daB fiir sie 
alle Farben die gleiche Temperatur haben. 

Die Temperatur T(v) einer Farbe v, welche sich mit der Strahlungsdichte 
u(y) an nichtschwarzer Strahlung beteiligt, ist also festgelegt als die Temperatur 
eines schwarzen Korpers, welcher mit u(y) im Gleichgewicht ist. Ebenso wie 
der Strahlung pro Volumeinheit, so kann man auch einem beliebig geformten 
Ausschnitt aus der Strahlung, z. B. einem Strahlenbiindel (dQ, df, dv, 1, i, 
Ziff. 4), einen bestimmten Entropiewert beilegen. Die Gesamtentropie S wird 
sich dann additiv aus den Beitragen der einzelnen Strahlenbiindel zusammen- 
setzen. 

13. Nichtadditivitat der Entropie koharenter Biindel. Die Gesamtentropie 
eines Systems ist nur dann gleich der Entropiesumme seiner Teile, wenn die 
Teile in der Art voneinander unabhangig sind, daB jeder ,,Zustand“ des einen 
Teils mit jedem ,,Zustand“ des anderen Teils vertraglich ist. Die Additivitat 
der Entropie 

eS Se Seer 
bedeutet namlich nach BOLTZMANNs statistischer Entropiedefinition 
Siete eli; Si ela Sp elo es 


daB die Wahrscheinlichkeiten W,, W,, ... fiir das Eintreten eines Zustandes 
des ersten, zweiten, ... Teilsystems miteinander zu multiplizieren sind 


A Chet oe 


um die Wahrscheinlichkeit fiir den Zustand des Gesamtsystems, d.h. fiir das 
gleichzeitige Eintreffen der Zustande seiner Teile zu ergeben. 

Die Additivitat der Entropie ist daher ohne weiteres gewahrleistet bei 
der Zusammensetzung der Gesamtstrahlung aus Beitragen der einzelnen Farben- 
bereiche entsprechend der Gleichung 


S=V-s=V-[3()- dy, 


0 


da Energie bzw. Temperatur jedes Farbenbereichs unabhangig von Energie 
und Temperatur jedes andern Farbenbereichs ist. Denkt man sich dagegen 
die Energie, welche in einem schmalen Strahlenbiindel (Ziff. 4, Gl. 18) 


l-df-dQ- EIEN SEN 


c3 
konzentriert ist, durch Superposition mehrerer, etwa zweier, Strahlenbiindel von 
passender Phase und Amplitude entstanden, so sind die beiden beteiligten 
Biindel nicht voneinander unabhangig; vielmehr mu das zweite eine ganz 
bestimmte Phase und Amplitude besitzen, um bei gegebener Phase und Ampli- 
tude des ersten Biindels zu einem gegebenen superponierten Gesamtbiindel zu 
fiihren. Schreibt man also den beiden Teilbiindeln und ihrer Superposition 
Entropiewerte o,, 6, und o entsprechend ihren Energiewerten bzw. Tempera- 
turen zu, so wird wegen der Abhangigkeit in den Phasen und Amplituden 
der Teilbiindel (Koharenz) nicht mehr o = 6, + 0, sein: Fiir kohdrente 
Strahlenbiindel gilt das Additionstheorem der Entropie nicht 
[v. LavE?)]. 
Besonders deutlich erkennt man das aus Folgendem: Bekanntlich ist bei 
materiellen Systemen die Additivitat der Entropie eng verkniipft mit der Un- 


1) Movi Lace, Anny d) Phys. Bda20nseg65.1906; bde23, Sideus 7O5en19077 
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mdoglichkeit, die Temperaturdifferenz zweier Teilsysteme ohne Kompensation 
zu vergroBern. Dasselbe gilt fiir die der Entropie materieller Kérper nachgebildete 
Strahlungsentropie: Zeigt sich, da’ man die Temperaturdifferenz zweier Strahlen- 
biindel ohne Kompensation vergréBern kann, so wire da- 

durch die Nichtadditivitat ihrer Entropien gewahrleistet. va 

Hierzu hat v. Lave folgendes Beispiel angegeben"). 

Auf eine absorptionsfreie planparallele Platte P 
(Abb. 3) trifft ein monochromatisches, in der Einfalls- 
ebene oder senkrecht zu ihr polarisiertes Strahlenbiindei 
von der Intensitat 8%. Ist » das Reflexionsvermégen der 
Platte, so sind die Intensitaten des reflektierten und des 42: iz B; 
gebrochenen Strahlenbiindels 


R,=r8, R=(1—”®R. 


Letztere sollen auf zwei ebene vollkommen reflektierende zur Platte P symmetrisch 
gelegene Spiegel S, und S, fallen, welche sie in derselben Einfallsebene, aber 
unter anderen Einfallswinkel auf die Platte zuriickwerfen. Ist rv’ das Reflexions- 
vermégen bei der zweiten Spiegelung, so entstehen dabei durch Interferenz 
zwei Strahlenbiindel, deren Intensitaten 8; und 3 sich folgendermaBen be- 
rechnen: In §{ interferieren zwei Strahlenbiindel mit dem Gangunterschied 
Null und den Intensitaten %-7(1 — 7’) und &- (1 — 7)- 7’, d. h. den Amplituden 


Abb. 3. 


V&-r(4 —7’) und yea —rr , welche superponiert zur Intensitat 
e% = (VR-r(4 — 7) + YK — VY”) 
=#{ri—r/)+(1—nr+ 27771 —N (Xi —”)} 
fiihren. Wegen des Energieprinzips 
% + & =F, +R, =k 


2 


wird daher 
% = 8, — %=Kfrr’+ (1 —N (A — 7) — 2/4 —N 0 — 1}. 
Ist speziell 


ah und pacr<d, 
so folgt aus den vorigen Gleichungen 
|, — 85] > | R, — Ke I, 

d.h. der Intensitatsunterschied |S, — t,| der beiden Teilbiindel ist durch die 
benutzte Anordnung zu | Sj — 83 | vergréBert worden; dasselbe gilt somit von 
ihrem Temperaturunterschied. Die Temperaturdifferenz kohdrenter 
Strahlenbindel 1aBt sich demnach durch geeignete Interferenz- 
vorgange ohne Kompensation vergr6éBern. Dies ist nur dann im Ein- 
klang mit dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik, wenn die Additivitat 
der Entropie fiir koharente Strahlenbiindel aufgegeben wird. 

Die Gleichungen dieses Beispiels lehren aber noch mehr. Wahlt man den 
Einfallswinkel bei der zweiten Spiegelung so, dab 


fe 
so wird 
R=, K=O, 
d.h. man hat die zwei kohdrenten Strahlenbiindel, welche aus St entstanden 
waren, Zu einem einzigen §{ zuriickverwandelt. Spiegelung und Brechung 
ohne Absorption stellen daher vollstandig umkehrbare (rever- 


1) M. v. Lave, Phys. ZS. Bd. 9, S. 788. 1908. 


A78 Kap.9. A. Lanpé: Optik und Thermodynamik. Ziff. 14. 


sible) Vorgange dar. Der 2. Hauptsatz folgert daraus, daB die Entropie 
zweier koharenter Strahlenbiindel zusammen nicht gleich der Summe ihrer 
Einzelentropien, sondern gleich der Entropie des einen Strahlenbiindels ist, 
in welches sie sich durch Spiegelung und Brechung umwandeln lassen, bzw. aus 
welchem sie durch Spiegelung und Brechung entstanden sind. 

14. Thermodynamik der Beugung. Man kann weiter fragen, ob auch die 
Beugung eines Strahlenbiindels umkehrbar ist, d.h. ohne Vermehrung von 
Entropie vor sich geht. Da8 die Beugung, ahnlich wie die Reflexion und 
Brechung, aus Strahlenbiindeln Systeme koharenter Wellen macht, spricht 
von vornherein fiir Reversibilitat, soweit Absorptionsvorgange, die zweifellos 
irreversibel sind, ausgeschlossen werden. Andererseits ist aber zu bedenken, 
daB ein Strahlenbiindel vermége seiner einheitlichen Fortpflanzungsrichtung 
ein sehr viel geordneterer Vorgang ist, als die nach allen Richtungen fort- 
schreitenden Wellen, die durch Beugung aus ihm entstehen, so da die An- 
nahme einer Irreversibilitat ebenfalls nicht von vornherein abzuweisen ist, 
und eben erst eine genauere Untersuchung die Entscheidung bringen kann. 
M. v. Lave!) geht von dem Gedanken aus, daB ein Beugungsvorgang dann 
reversibel zu nennen sei, wenn sein Resultat auch durch geometrisch-optische 
Vorgange (reversible Spiegelung oder Brechung) zu erreichen gewesen ware. 

v. LAUE betrachtet nun zunachst im leeren Raum ein unendliches regel- 
maBiges Strichgitter vom Strichabstand a, auf welches ein monochromatisches 
Strahlenbiindel von kleinem raéumlichen Offnungswinkel dQ auffallt. Sind 
X foo die Richtungskosinus eines linearen zum einfallenden Strahlenbiindel 
gehérenden Strahls, a, 6, y die Richtungskosinus eines abgebeugten Strahls, 
so gilt die bekannte Gittergleichung 


| a=a,+p—, mit ganzzahligem p 


| B= (6 = Beugungsordnung). (50) 
p sia le ? 


Daher ist fiir jedes gebeugte Strahlenbiindel im Vergleich zum einfallenden Biindel 
dx -dp=da,-d Bo. 

Letztere Beziehung ist aber, wenn statt a, B, y die Polarkoordinaten %, 

und der raumliche Offnungswinkel dQ eines Biindel eingefiihrt werden (cos? = y, 

cosy = 79), identisch mit der Gleichung 


ald > cosh = 42,- cost: 
Es bleibt also bei dem betrachteten Beugungsvorgang der Ausdruck 
dQ2-cosd-d 
sae E (54) 


erhalten, wo d/ die unter der Neigung # aus dem Offnungswinkel dQ beleuchtete 
Flache des Gitters bedeutet: 


if = ' 


Dieser Ausdruck (51), der schon in Gleichung (17) als Zahl d Z” der Freiheitsgrade 
des monochromatischen Strahlenbiindels auftrat, ist nun nach dem’ Sinussatz 
der geometrischen Optik bei allen geometrisch-optischen Erlebnissen des Strahlen- 
biindels konstant. Koharente Strahlenbiindel, die in diesem Ausdruck dZ” 
iibereinstimmen, lassen sich also geometrisch-optisch aus einem einzigen Strahlen- 
biindel erzeugen und wieder zu ihm zusammensetzen. Bei der Gitterbeugung 
entstehen nun eine Keihe koharenter Strahlenbiindel, die von derselben Flache d/ 


Vi Ves, Anns da i2byse de 20;eSu22 5000s 
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ausgehen und die GréBe dQ2- cos? gemeinsam haben; demnach wire das Er- 
gebnis der Gitterbeugung auch auf geometrisch-optischem Wege sowohl zu 
erreichen wie riickgangig zu machen, womit dann die Reversibilitat der 
Gitterbeugung erwiesen ist. Die Ubertragung auf Vorginge in einem Medium 
des Brechungsindex » gelingt ohne weiteres mit Hilfe der in Ziff. 5 angefiihrten 
Beziehungen. 

Freilich sind diese Uberlegungen nicht einwandfrei. Denn erstens sind die 
Gitterformeln (50) aus der KrircHHorrschen Beugungstheorie abgeleitet, die 
nur angenahert gilt, sofern alle in Betracht kommenden Strecken groB gegen A 
sind. Ferner werden bei einem nicht unendlichen Gitter auch in von (50) ab- 
weichenden Richtungen merkliche Intensitaten auftreten. v. LAve?) ist durch 
eine strengere Behandlung des Beugungsproblems diesen Einwanden nachgegangen 
und hat besonders den Fall des endlichen Gitters untersucht. Hier zeigt sich 
in der Tat eine Abweichung von den Gesetzen der geometrischen Optik und 
demnach eine durch die Beugung bewirkte Entropiezunahme, die jedoch um 
so kleiner ausfallt, je gréBer die von dem ganzen Gitter eingenommene Flache 
ist; Vv. LAUE bewies hier namlich den wichtigen Satz, daB die Beugung an 
einem (rechteckigen) Gitter von endlicher GréBe sich ersetzen laBt durch geo- 
metrisch-optische Vorgange tiberlagert durch die Beugung einer Offnung von 
der Gr6dBe der Gitterflache. Hinsichtlich der Entropievermehrung ist .demnach 
die Beugung an einem endlichen Gitter thermodynamisch 4qui- 
valent der Beugung an einer Offnung von der Form und GréB8e 
der Gitterflache. 

Nun folgt aber der letztere Vorgang um so mehr den Gesetzen der geo- 
metrischen Optik, je gréBer die Offnung ist; um so kleiner ist dann die Entropie- 
vermehrung. Durch VergréBerung der Gitterflache kann man also die Entropie- 
vermehrung unter jedes Mafi herabdriicken und die Gitterbeugung dadurch 
in beliebiger Annaherung reversibel machen. 

Bleibt man jedoch zundchst noch bei endlichem Gitter, so wird die An- 
naherung, in welcher die Gleichung dQ2cost# = dQycosi, gilt, also die An- 
naherung, in welcher die Beugung reversibel ist, abhangen von dem Offnungs- 
winkel d@2, des auffallenden Strahlenbiindels. Denn bei endlichem Gitter wird 
zwar aus jedem auffallenden Strahl bestimmter Richtung in jeder Ordnung p 
ein ganzes Biindel von abgebeugten Strahlen, deren Hauptintensitat freilich in 
engen Offnungsgrenzen d{2 eingeschlossen ist. Nimmt man nun einfallende 
Strahlen, welche ein Strahlenbiindel des Offnungswinkels dQ, bilden, so kann 
man es bei geniigend groBem d{2, erreichen, daB auch bei den abgebeugten 
Biindeln die Hauptintensitat in Offnungen konzentriert ist, die der Beziehung 
dQ,cos#, = d2-cosi# geniigen; der Vorgang ist dann annahernd reversibel. 
LaBt man dagegen Biindel von kleiner Offnung dQ, auffallen, so wird deren 
Beugung an endlichem Gitter erheblich mehr irreversibel sein. Auf praktische 
Falle angewandt heiBt das, bei breitem Kollimatorspalt ist die Beugung umkehr- 
bar, bei schmalem nicht. Will man das harmonische Auflésungsvermégen des 
Gitters méglichst ausnutzen, so muB man auffallende Strahlenbiindel von még- 
lichst geringer Offnung d{2,, d. h. méglichst parallele Strahlenbiindel verwenden. 
In diesem Falle ist die Beugung dann nicht umkehrbar [{v. LAvE?)}. 

Irreversibel ist die Beugung auch dann, wenn sie nicht an regelmaBigen 
Gitteranordnungen, sondern an vielen unregelmaBig verteilten Partikeln geschieht, 
entsprechend der vélligen Unordnung dieses Vorganges; solche Beugungsvor- 
gange sind dann mit erheblicher Vermehrung der Entropie verbunden. 


yi, ve Au, ol. Cc. 
2) M v, Laug, 1. c. 


Kapitel 10. 


Absorption und Dispersion. 


Von 
K. L. WoLF, Kénigsberg, und K. F. HERZFELD, Baltimore’). 


Mit 20 Abbildungen. 


I. Experimentelles und Theorie der normalen 
und anomalen Dispersion. 


a) Allgemeine Grundlagen und Historisches. 


1. Grundlegende experimentelle Tatsachen. Bereits MARKUS?) (1595—1667) 
und GRIMALDI*) (1618—1663) haben die Erscheinung der Dispersion gekannt. 
Aber erst NEwron?), der 1666 mit einem Glasprisma zu experimentieren be- 
gann, untersuchte sie naher. Auf Grund seiner Emanationslehre konnte er 
auch eine Deutung dafiir geben, da Glas fiir verschiedene Farben, wir wirden 
heute sagen Wellenlangen, verschiedene Brechungsindizes, d. h. Fortpflanzungs- 
geschwindigkeiten zeigt. Nach seiner Theorie, nach der die Lichtkorpuskeln von 
den Ké6rperteilchen angezogen, also beschleunigt werden, miiBte die Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit proportional mit dem Brechungsindex zunehmen, also im 
optisch dichteren Medium gr6éfer sein als im optisch weniger dichten, wahrend 
die Undulationstheorie zu dem gegenteiligen Ergebnis fiihrt. FoucauLt®) konnte 
dann im Jahre 1850 experimentell mit seiner bekannten Methode zur Bestim- 
mung der Lichtgeschwindigkeit die sich aus der NEwronschen Annahme er- 
gebende Folgerung endgiiltig widerlegen®). 

Solange man die Farben nicht genauer prazisieren konnte, waren exakte 
Messungen nicht mdéglich. Erst nachdem FRAUNHOFER 18147) die nach ihm be- 
nannten Linien im Sonnenspektrum entdeckt hatte, konnte man die Dispersions- 
erscheinungen genauer verfolgen und lernte bald zwei Falle unterscheiden. Im 

¢ 


1) Die Abschnitte I—III, V und VI wurden von K. L. Worr, der Abschnitt IV 
wurde von K. F. HERZFELD bearbeitet. 
) J. Markus, Thaumantias, liber de arcu coelesti deqe colorum apparentium natura. 
1648. S. auch dieses Handbuch, Bd. I in dem Artikel von Hopper. 
3) F.M. Grimatpt, Physico-Mathesis de lumine, coloribus et irride. Bonn 1665. 
) 
) 


2 


Prag 


4) J. Newton, Optics, 1704 und Laplace Méc. célestre (4) Bd. 10, S. 237. 1805. 

5) L. Poucaurr, CG. Re Bde 30.8, 5540 18504 Anny chin phys. (1) Bd. 41, S. 129. 1850. 
Von MICHELSON wiederholt und bestatigt. 

8) Siehe jedoch L. Framm, Naturwissensch. Bd. 15, S. 569. 1927. 

*) J. FRAUNHOFER, Gilberts Ann. 56, 264. 1817. 
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leeren Raum ist die Geschwindigkeit aller Lichtarten dieselbe*), in den ponde- 
rabeln Koérpern aber der Regel nach fiir die gréBere Wellenlange (rot) gréBer 
als fur die kleinere (violett) und zwar nimmt sie stetig mit wachsender Frequenz 
ab. Diese, die normale, Dispersion war allein bekannt bis CHRISTIANSEN?) zeigen 
konnte, daB es Ausnahmen von dieser Regel gibt. Es gibt Kérper, die, wie man 
sagt, anomale Dispersion zeigen. Bereits Le Roux’) hatte 1862 mit Joddampf- 
prismen Spektren mit anomaler Folge der Farben beobachtet. Geniigende Beach- 
tung fand aber erst die Beobachtung von CHRISTIANSEN, der im Jahre 1871 
anomale Dispersion bei alkoholischer Fuchsinlésung feststellen konnte. Fast 
gleichzeitig fand Kunpr?) in einer Reihe von klassischen Arbeiten die Beob- 
achtung von CHRISTIANSEN bei einer groBen Zahl von ahnlichen Kérpern — und 
zwar Losungen und Dampfen — bestatigt. Er erkannte auch bereits, daB die 
anomale Dispersion mit der Absorption zusammenhangt und in der Umgebung 
der Wellenlangen auftritt, die stark absorbiert werden. Von theoretischen Vor- 
stellungen ausgehend, erwartete er anomale Dispersion bei den Substanzen, welche 
intensive Oberflachenfarbung mit metallischem Glanz verbinden, da die von 
diesen reflektierten Strahlen von denselben beim Durchgang des Lichtes stark 
absorbiert werden. Dadurch wird aber die genaue Messung des Brechungsexpo- 
nenten im Gebiete anomaler Dispersion sehr erschwert und bleibt im wesentlichen 
auf die Randgebiete des Absorptionsstreifens beschrankt. 

CHRISTIANSEN beobachtete die Dispersion durch direkte pricmnicene Er- 
zeugung des Spektrums. Dabei tiberlagern sich aber unter Umstanden infolge 
anomaler Dispersion verschiedene Spektralgebiete. Dies wird vermieden durch die 
Methode der ,,gekreuzten Prismen“, deren sich KuNpT bediente. Sie besteht in 
folgendem: Bei etwa horizontal gestelltem Spalt entwirft man mittels eines Pris- 
mas mit horizontaler Kante (oder mittels eines Gitters) ein vertikales Spektrum. 
Bringt man zwischen das erste Prisma und das Auge ein zweites Prisma mit ver- 
tikaler Kante, so verschiebt sich das vertikale Spektrum seitwarts und zwar fiir 
das kurzwellige Ende starker als fiir das langwellige. Zeigen beide Prismen im 
betrachteten Gebiet normale Dispersion, so erscheint also das neue Spektrum in 
schiefer Lage. Bestehen ferner beide Prismen aus demselben Material, so entsteht 
ein geradliniges, schragliegendes Spektrum (s. Abb. 1). Verwendung zweier ver- 
schiedener normal dispergierender Prismen liefert ein gekrimmtes Spektrum. 
Zeigt aber die Substanz, aus der das zweite Prisma besteht, anomale Dispersion, 
so ist die seitliche Ablenkung des ersten Spektrums ebenfalls anomal. Eine Sub- 
stanz mit einem Absorptionsstreifen gibt etwa das Bild der Abb. 2. An der 
Absorptionsstelle selbst ist das Spektrum unterbrochen, in der Nahe des Absorp- 
tionsstreifens ist die Anomalie am gr6Bten. 

Man kann diese Methode auch auf Flammengase anwenden, wobei die Flamme 
selbst als Prisma mit horizontaler Kante wirkt. Mit dieser Anordnung beobachtete 


1) Das ergibt sich z. B. aus der Beobachtung der Verfinsterung der Jupitermonde oder 
von Sternen wechselnder Helligkeit (Bedeckungsverdnderlicher), wie z.B. des Algol, bei 
deren groBer Entfernung von der Erde selbst eine sehr geringe Dispersion bereits eine starke 
Verzogerung des blauen gegeniiber dem roten Licht verursachen wiirde. Uber entsprechende 
Beobachtungen s. NoRDMANN (Publikationen der Pariser Sternwarte) und Tykorr (Publi- 
kationen der Pulkowaer Sternwarte). 

2) C. CHRISTIANSEN, Pogg. Ann. Bd. 141, S. 479. 1870; Bd. 143, S. 250. 1871; Bd. 146, 
S. 154. 1872; Phil. Mag. (4) Bd. 41, S. 244. 1871; Ann. chim. et phys. Bd. 25, S. 400. 1872. 

3) F, P. re Roux, C.R. Bd. 55, S. 127. 1862; Pogg. Ann. Bd. 117, S.659. 1862. Fritheste 
Vermutung der anomalen Dispersion s. D. BREWSTER, Pogg. Ann. Bd. 21, 5.219. 1831 
sowie J. JAMIN, Ann. de chim. et de phys. (3) Bd. 22, S. 311. 1848 und die diesbez. Ver- 
suche von H. Qrncke. Pogg. Ann. Bd. 119, S. 368. 1863 und Bd. 120, S. 599. 1864. 

4) A. Kunpt, Pogg. Ann. Bd. 142, S. 163. 1871; Bd. 143, S. 149 u. 259. 1871; Bd. 144, 
S. 128. 1871; Bd. 145, S. 67 u. 164. 1892; Wied. Ann. Bd. 10, S. 324. 1880. 
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bereits KuNnptT die anomale Dispersion einer Na-Flamme in der Nahe der D- 
Linien. Durch Anwendung eines Spektralapparates mit groBerer Dispersion ge- 
lang es BECQUEREL (1898)") und genauer JULIUS (1900)?) bei einer Wiederholung 
dieses Versuches die anomale Dispersion der beiden D-Linien getrennt zu beob- 
achten. Abb. 3 zeigt das Bild, das sich unter diesen Bedingungen beim Durch- 
gang weiBen Lichtes durch eine Na-Flamme ergibt. Die Flamme bricht natiirlich 
nicht stark. Man sieht ihre Wirkung nur an der Stelle der starksten Brechung im 
Absorptionsgebiet. Diese Methoden sind daher wohl zur schnellen Untersuchung 


Nit 


Abb. 1. Abb. 2. Abb. 3. 


brauchbar. Zur exakten Messung auf 5 Dezimalen mu8 man die iiblichen Refrak- 
tometer anwenden. 

2. Entwicklung der Theorie von Caucuy bis zur Elektronentheorie’). 
Bald fing auch die Theorie an, sich dieser Vorgange zu bemachtigen und auf 
diesem Wege vorzugsweise wurden die Vorstellungen entwickelt, die sich heute 
die Physiker iiber die Einwirkung der Materie auf den Ather bei der Lichtausbrei- 
tung gebildet haben. 

Schon das Problem der normalen Dispersion hatte der elastischen Licht- 
theorie groBe Schwierigkeiten verursacht, da Wellen verschiedener Lange sich, 
wie es beim Schall tatsachlich der Fall ist, in einem elastischen Medium mit 
gleicher Geschwindigkeit fortpflanzen sollten. Indem er annahm, daB bei den 
sehr kleinen Wellenlangen des Lichts die Wirkungssphare der Molekularkrafte 
nicht mehr klein zu sein brauche gegeniiber der Wellenlange, gelang es CAUCHY *) 
mit Hilfe der so erweiterten elastischen Theorie, eine Dispersionsformel abzuleiten 


von der Form: b , B 
n=a Susie ace Bie 
a Fey SN GIS 


Sie schien in der abgekiirzten Form 
nNn=a+t+ = 


zur Darstellung der damals allein bekannten normalen Dispersion zu geniigen 
und findet sich in der Literatur noch 6fter zur formelmaBigen Darstellung von 
Beobachtungen in nicht allzuweiten Grenzen. 

Das Problem der Einwirkung der Molekularkrafte auf die Athermolekiile 
wurde nach Ableitung der Caucnyschen Formel um die Mitte des vorigen Jahr- 
hunderts besonders von englischen Physikern mit groBem Fifer behandelt. 


2) El BECourREn, iC, Ro Bde dt 27s tOOO nn OOSs mV Eee) UTUS sb niycae Onn od anos 
S. 349. 1901, s. auch H. WINKELMANN, Wied. Ann. Bd. 32, S. 439. 1887. 

*) Auf die Versuche von JuLius, die Erscheinung der anomalen Dispersion zur Er- 
klarung gewisser Erscheinungen im Chromospharenspektrum und der Protuberanzen heran- 
zuziehen, kann hier nicht naher eingegangen werden. 

%) Ausfiihrliche historische Darstellung in Kaysers Handb. d. Spektroskopie Bd. IV, 
Leipzig 1908, Artikel PFLUGER. Ferner F. ROSENBERGER, Geschichte der Physik Bd. II. 
Braunschweig 1882. 

4) A. Caucuy, Mémoires sur la Dispersion. Prag 1836. 
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Es finden sich damals bereits theoretische Ansitze, welche auf anomale 
Dispersion hinweisen. Aber im Hinblick darauf, da eine derartige Erscheinung 
noch nicht beobachtet war, behielt die CaucHysche Theorie lange die Oberhand. 

Caucuy hatte angenommen, dab der schwingende Ather durch die Teilchen 
der Materie behindert werde, ohne daB an ein Mitschwingen der Teilchen gedacht 
wird. Aber bald kam man dahin, dieses Mitschwingen in Betracht zu ziehen. 
SELLMEIER!), der bereits vor Bekanntwerden der Versuche von CHRISTIANSEN 
und Kunpt auf Grund theoretischer Vorstellungen sich bemiiht hatte, anomale 
Dispersion an Fuchsinlésung aufzufinden, entwickelte seine Theorie im Jahre 
1872 eingehend und begriindete, indem er das Mitschwingen der Teilchen be- 
rucksichtigte und gleichzeitig den Molekiilen bestimmte Eigenschwingungen zu- 
schrieb, die moderne Dispersionstheorie, die die normale Dispersion nur als einen 
Spezialfall eines allgemeineren Gesetzes ansieht und zu engem Zusammenhang 
zwischen Absorption und anomaler Dispersion fiihrt. Die in weiterer Verfolgung 
der SELLMEIERSchen Anschauungen gewonnenen Formeln von KETTELER-HELM- 
HOLTZ®) sind noch heute gebrauchlich. Sie sind auf Grund der elastischen Theorie 
abgeleitet, lassen sich aber auf die elektro-magnetische umdeuten. Die Umdeu- 
tung hat HELMHOLTZ) selbst vorgenommen. Als neueste Phase der Entwicklung 
greift hier die Elektronentheorie ein, fiir die das Dispersionsproblem von be- 
sonders groBer Bedeutung ist. 

Die diesbeziiglichen Anschauungen, die auf DrRupeE*), LoRENTz*®) und 
PLANCK®) zuriickgehen, sind auch der folgenden Darstellung zugrunde gelegt. 
Man nimmt hier als mitschwingende Teilchen in den Ather eingelagerte Elek- 
tronen und Ionen an, die durch ihre Bewegung das elektromagnetische Feld be- 
stimmen. Ruhende elektrische Teilchen wiirden iiberhaupt nicht wirken, im Gegen- 
satz zur elastischen Theorie, weil dort auch an starren, ruhenden Massen Ober- 
flachenbedingungen gelten, im elektrischen Fall aber nur bewegte Ladungen auf 
die Strahlung EinfluB haben. 


b) Ableitung der Formeln nach Drupe-Voict. 


3. Allgemeines zur Ableitung. Wir geben zunachst die gewohnliche Ab- 
leitung wie man sie bei DRUDE oder VorctT’) in den Lehrbiichern findet. Sie ist 
mathematisch kurz und elegant, hat aber den Nachteil, daB sie nicht klar erkennen 
1aBt worauf es ankommt. Wir wollen dann spater eine andere, umstandlichere, 
dafir aber in dem letzten Punkte durchsichtigere Ableitung geben. 

Zunichst miissen wir erklaren, warum iiberhaupt das Licht in verschiedenen 
K6érpern verschiedene Geschwindigkeiten hat, d. h. wir miissen das Vorhanden- 
sein des Brechungsexponenten erkliren. Wir treffen dann allerdings automatisch 
auf die Dispersion, d. h. die Frage nach der Abhangigkeit von der Frequenz. 

Unsere Frage lautet also: Wir haben einen Korper, den wir uns aus beweg- 
lichen Ladungen aufgebaut denken, und méchten wissen, wie sich in diesem Korper 
elektromagnetische Wellen fortpflanzen. Wir sehen den K6rper zunachst als isotrop 


1) W. SELLMEIER, Pogg. Ann. Bd. 143, S. 272. 1871; Ann. chim. phys. Bd. 25, S, 421: 
1872; Poge. Ann? Bd. 145, 'S.3990 u. 520. 1872; Bd. 147, 5S. 386 u. 525. 1872, 

2) H. v. HELMHOLTZ, Pogg. Ann. Bd. 154, 5. 582. 1875; E. KETrELER, Theoret. Optik. 
Braunschweig 1885. 

3) H. v. HeErmMuHoLtz, Wied. Ann. Bd. 48, S. 389 und 723. 1893; s. auch F. KoLaceK, 
Wied. Ann. Bd. 32, S. 224 und 429. 1887. 

4) P. DruvE, Lehrb. d. Optik, 2. Aufl., Leipzig 1906; Wied. Ann. Bd. 48, S. 536. 1893. 

5) H. A. Lorentz, Wied. Ann. Bd. 9, S. 641. 1880; Enzyklop. d. math. Wiss. Bd. V. 
Leipzig. 

6) M. Prancx, Berl. Ber. 1902, S. 

7) W. Voier. Wied. Ann. Bd. 67, S. 


1903; S. 480; 1904, S. 740; 1905, S. 38 


470; : 
345. 1899; Magneto- und Elektrooptik, pore 1908. 
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an, d.h. wir beschranken uns vorerst auf Gase, Fliissigkeiten und Glaser, schlieBen 
aber Kristalle aus. Eine zweite Voraussetzung, die wir machen, besteht darin, daB 
wir vom Standpunkt der elektromagnetischen Wellen aus den Kérper als homogen 
voraussetzen konnen, d.h., daB wir uns um die molekulare Struktur im einzelnen 
nicht zu kiimmern brauchen, sondern sie vielmehr in die Materialkonstanten 
hineinstecken kénnen. Wenn wir z. B. einen roten Farbstoff in Wasser l6sen, 
so wissen wir, die rote Farbe ist dadurch bestimmt, daB zwischen vielen Wasser- 
molekiilen einzelne Farbstoffmolektle herumschwimmen. Trotzdem konnen wir 
die Farbe durch die fiir unsere grobe Betrachtung gentigende Angabe ,,rot“ be- 
stimmen. Das ist der Sinn des oben gesagten an einem Beispiel. Wir denken uns 
also den Kérper aus schwingungsfahigen Gebilden aufgebaut; aber diese mole- 
kularen Gebilde sollen so sitzen, daB ihre Abstande klein sind gegentiber der 
Wellenlange des einfallenden Lichtes. Ferner betrachten wir das einzelne Mole- 
kil als punktformig und seine Resonatoren, falls es mehrere tragt, als unter- 
einander nicht gekoppelt?). 

4. Wellengleichung. Wir brauchen jetzt die allgemeine Gleichung fir die 
Ausbreitung der Wellen. Das sind einfach die MAxwettschen Gleichungen fiir 
Dielektrika: 


— > = rot G, (1) 
worin §) = magnetische Feldstarke, © = elektrische Feldstarke, 8 = magnetische 
Verschiebung D = elektrische Verschiebung bedeuten. Nun zeigt sich, daB wir 
je von vornherein = 1 setzen kénnen. Das liegt daran, daB wir ferromagnetische 
K6rper ausschiieBen?) und daB in andern Korpern « nur wenig von 1 verschieden 
ist (um Glieder von der GréBenordnung von héchstens 1074). Wir haben also: 


sl GED) 
a 


LOL (1a) 


Wir differenzieren jetzt die erste der Gleichungen (1) nach ¢ bei der zweiten (1a) 
nehmen wir noch einmal die rot-Operation vor und haben: 


Fe ime 1 0D 
SS —— 
rot rotG ary roth Sas 
oder die allgemeine Wellengleichung 
. verte tOw Oe? OF 02) 
te “(Ge ee Vv | ee peed 
A&E — grad div & 2 OR” wo (4 apes <] 


Der Gradient verschwindet, wenn wir elektrostatische Felder, die sich einfach 
iberlagern wiirden, ausschlieBen. Es bleibt dann: 


0c ae (2) 


Damit brauchen wir die urspriinglichen MAXweEttschen Gleichungen tiberhaupt 
nicht mehr. ‘ 

5. Dielektrizitatskonstante. In der ebenen Welle interessiert uns als Kon- 
stante die Fortpflanzungsgeschwindigkeit. Diese ist im wesentlichen durch die 
Dielektrizitatskonstante bestimmt. Das ist zu zeigen. 


*) Nimmt man elektromagnetische Koppelung in nicht punktférmigen Molekiilen an, 
so kommt man zur Erklarung der natiirlichen Aktivitat (M. Born, Ann. d. Phys. Bd. 55, S.177. 
1918.) : 

*) Auch bei ferromagnetischen Kérpern kann die Magnetisierung den hochfrequenten 
Lichtwellen nicht folgen. (ARKADIEW, GANS und LOYARTE.) 
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_ Wir nehmen eine ebene Welle in der z-Richtung an. Der Schwingungsvektor 
liegt dann in der xy-Ebene. Wir nehmen an daf er speziell in der x-Richtung 
hegt, so daB also 


G, > ©, =0. 
Also kénnen wir (2) in der Form schreiben: 
o* &, 1 OD, 
oe c d# ° 3) 
Wir setzen 
CE, = Co, Jol) (4) 
also 
1 &Q, - wt _iolt- =) 
a on Boe" pa? 
also 
Ga 
2: = Aen &, : (5) 


Das ist das aus der Elektrostatik bekannte Resultat: Die Verschiebung D 
ist proportional der Feldstarke ©. In der Elektrostatik bezeichnet man den Pro- 
protionalitatsfaktor mit « und nennt ihn Dielektrizitatskonstante. Nun ist (4) 
die Gleichung einer ebenen Welle, die sich in der z-Richtung mit der Geschwindig- 


keit w ausbreitet. Aus der Optik ist aber bekannt, daB — =n ist. Wir haben 
also die Bedingungsgleichung: 


c= =n. (6) 


Wenn man unter « die elektrostatisch meBbare Gréfe versteht, ist diese Beziehung 
in einem groBen Wellenlangenbereich erfiillt und dieser Umstand hat wesentlich 
beigetragen zur Durchsetzung der MAXwELtschen Theorie. In der Optik selbst 
stimmt die Gleichung (6) nicht mehr, da der Brechungsindex ja von der Wellen- 
lange abhangig ist. » wird immer bei hoher Frequenz, ¢ im statischen Felde ge- 
messen. Wir miissen also ¢ fiir groBe Frequenzen berechnen Um das zu erreichen, 
miissen wir uns spezielle Vorstellungen tiber den Aufbau der Materie machen. 
Es ist hier wie so oft in der Physik: Die weitreichenden Gesetze geben nur den 
groBen Rahmen. So kénnen auch die MAXWELIschen Gleichungen nicht ohne 
weiteres die Abhangigkeit des Brechungsindex von der Wellenlange, d. h. also 
nm als Funktion von /A[m = f(A)| liefern. Sie fiihren nur zu der formalen Be- 
ziehung (6). Wollen wir diese weiter verwerten, so miissen wir auf die Natur der 
einzelnen Kérper naher eingehen, indem wir die spezielle Annahme schwingungs- 
fahiger Gebilde einfiihren. Die MAxwettische Theorie selbst, nach der ja jeder 
Isolator durchsichtig sein miiBte und nur metallisch leitende Kérper Licht ab- 
sorbieren, kann hier nicht weiter fiihren. Die Médglichkeit detaillierterer Vor- 
stellungen gibt erst die Elektronentheorie, welche Materialkonstanten wie die 
Dielektrizitatskonstante z. B. auf atomistische GréBen der in den Ather ein- 
gelagerten Atome und Molekiile zuriickfihrt. 

6. Polarisation. Diejenige FeldgréBe, die direkt durch die eingelagerten 
Teilchen bestimmt wird, ist die Polarisation der Volumeneinheit, die sich additiv 
aus der Polarisation der einzelnen Atome zusammensetzt. Um etwas niaher 
hierauf einzugehen, treiben wir zunachst reine Elektrostatik. Wir haben zwei 
Kondensatorplatten von bestimmter Ladung. Die Feldstarke im Vakuum sei 
©. Sie ist bestimmt durch die wahren Ladungen, die auf den Kondensatorplatten 
sitzen. Wir bringen jetzt zwischen die Platten ein dielektrisches Medium, z. B. 
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Benzol. Dieses wird durch das elektrische Feld polarisiert. Darunter verstehen 
wir folgendes: solange die Schwerpunkte der negativen und positiven Ladungen 
im Molekiil zusammenfallen, ist dieses nicht nur neutral, sondern noch nicht ein- 
mal polar. Im Gegensatz dazu ist eine Magnetnadel z. B. polar. Der Schwer- 
punkt des einen Magnetismus ist an einer andern Stelle als der des andern. Zwei 
Magnetnadeln, die so zusammengelegt sind, da die zwei gleichen Pole anein- 
ander grenzen (— +-++ —), sind dagegen nicht mehr polar. Im elektrischen Felde 
werden nun die urspriinglich nicht polaren (Benzol-) Molekiile polarisiert. Sie 
verwandeln sich in Dipole, indem der Schwerpunkt der einen Elektrizitat nach 
der einen, der der andern nach der andern Seite gezogen wird. Ladung mal Ab- 
stand der beiden Ladungen bestimmen das Dipolmoment. Grob gesprochen haben 
dann alle Molekiile zwischen den beiden Platten ein positives Ende auf der 
einen, ein negatives auf der andern Seite. Wir be- 
merken, daB sich auf diese Weise (s. Abb. 4) an der 
positiv geladenen Platte eine induzierte negative 
Schicht, an der negativen eine positive Schicht 
, scheinbarer‘ oder ,,induzierter’’ Elektrizitat bildet. 
Diejenige GréBe, die durch die ,,wahren“ Ladun- 
gen bestimmt ist, nennt man jetzt elektrische Ver- 
schiebung ®. Sie ist also in unserem speziellen Fall 
gleich der Feldstarke, die vor Einfiillung des Dielektrikums geherrscht hatte. 
Andererseits ist die Feldstarke © definiert als Kraft auf die Einheitsladung und 
wird mit der Probekugel gemessen. Bleibt man bei dieser urspriinglichen Defi- 
nition und nennt auch jetzt noch, was man mit der Probekugel miBt, Feldstarke, 
so erscheint die im Vakuum gemessene, von der wahren Ladung herrithrende 
Kraftwirkung jetzt durch die Wirkung der den beiden Platten anliegenden indu- 
zierten Ladungen geschwacht. 

Die so skizziertet) Wirkung des duBeren Feldes auf das Dielektrikum, das 
Auseinanderfahren der Molekiile, nennt man Polarisation. Es ist 


= €+ 427 (38 = Polarisation pro Volumeneinheit) 
=€+4aNyp (N = Zahl der Molekiile pro Volumeneinheit, 
f = Polarisation des einzelnen Molekiils). 


Aus der Definition der Dielektrizitatskonstante D/€ = « folgt also: 
p = 
Nee POINT eae (7) 


Je harter die Molekel, d. h. je kleiner die Dielektrizitatskonstante ist, desto schwa- 
cher sind die induzierten Ladungen, desto mehr bleibt also von der Wirkung der 
wahren Elektrizitat ibrig, desto naher kommt D an ©. 

7. Bewegungsgieichung. Unsere Aufgabe ist jetzt, die GréBe $8 durch Eigen- 
schaften schwingungsfahiger Gebilde und in ihrer Abhangigkeit von der Frequenz 
des einfallenden Lichtes auszudriicken. Um ein naheres Bild iiber die Natur der 
schwingungsfahigen Gebilde zu erhalten, gehen wir von dem wichtigen Erfah- 
rungssatz aus, dab, grob gesagt, die Farbe eines Korpers unabhangig ist von der 
initonotete des Lichtes, in dem man ihn betrachtet, also von der Tatsache, daB 
der Brechungsexponent unbeeinfluBt ist von der Starke des Lichts. Das bedeutet, 
daB die Frequenz der Eigenschwingungen unabhangig ist von der Amplitude, also 
nach bekannten Satzen der Mechanik, da es sich um quasielastische Schwin- 
Binge n handelt. Das sind solche, die durch lineare Differentialgleichungen mit 


1) Scho ‘K. PO TERZEELD, Phys. ZS; Bdn26m Sao2talo25. 
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konstanten Koeffizienten dargestellt werden. Nur sie liefern eine Lésung, in der 
die Farbe unbeeinfluBt bleibt von der Intensitat. Wir setzen also die Differential- 
gleichung fiir das schwingende Teilchen an in der Form der Bewegungsgleichung(8) 


mix + moix=0. (8) 


Das ist der denkbar einfachste Fall, in dem nur die Trigheitskraft (m) und die 
riicktreibende Kraft m wx wirken. Dazu kénnen noch Glieder kommen, die den 
Sinn einer Reibung haben. Darauf soll jedoch erst weiter unten eingegangen 
werden. 

Um nun die Polarisation eines einzelnen Atoms zu bestimmen, gehen wir 
SO Vor: 

Als Bewegungsgleichung der quasielastisch gebundenen Elektronen haben 
wir die Gleichung (8) einzusetzen. Sie stellt die freie Schwingung mit der Eigen- 
frequenz @, dar. Ihre Lésung laBt sich ansetzen in der Form: 


x= A-eimt, (9) 
Fur die erzwungene Schwingung ist 
mx + morx = R=e, (e = elektrische Ladung). 
Also unter Beriicksichtigung von (4) und (9): 
eC, (10) 


m (@ — w?)” 


Nun ist p = ex (Ladung mal Abstand) = at, wo a/e die Weichheit miBt, 
d. h. die Leichtigkeit, mit der ein Teilchen polarisiert wird. 

Enthalt ein Molekiil nicht einen, sondern # gleiche, untereinander nicht ge- 
koppelte Resonatoren, so ist 


Pi ep 
GC, m(w2 — w?)* (10a) 
Somit nach (7): 


4aNe*p (11) 


P— | == 7 = =~ 
pete DS eee 


8. Diskussion der Formel (11). Gleichung (11) ist die Dispersionsformel, 
wie sie DrupDE und VorcrT aus der Elektronentheorie ableiteten. Sie wurde ge- 
wonnen durch eine Deutung der Polarisation durch quasielastisch gebundene 
Elektronen, die unter der Einwirkung einer elektrischen Welle erzwungene 
Schwingungen ausfithren. Im Vakuum ist 

(NY es =1. 
w* 
Der EinfluB des durchstrahlten Mediums dufert sich also nach (11) in einem 
Zusatzglied 
4aNe%p 
m (wo? — w?) ~ 


Darin bedeutet w die Frequenz des einfallenden Lichts , wm, die Eigenfrequenz 
des Elektrons, m seine Masse, N die Zahl der Molekiile pro Raumeinheit und # 
die Resonatorenzahl pro Molekiil. Exakter miiBten wir fiir an Materie gebundene 


Elektronen setzen: 
Miektron * MMolekiil : 


m= ? 
Mytektron + MMfolekiil 
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was aber gleich mpjextron gesetzt werden darf wegen mypoiexiil > Mmiextron- Die 
statische Dielektrizitatskonstante stellt sich nach (11) dar in der Form 


= 42 Ne*p = ne 


e—1 5 Soe 
mw? feice 


e ist demnach um so gr6Ber, je kleiner wo, d. h. je schwacher die Bindung des 
Elektrons ist. 

Solange w)>>@, haben wir Werte von n>1. Fir w = wy wird n = oo. 
Dann wechselt das Vorzeichen. Hier springt die Phase der Schwingung gegen die 
Welle um a (s. dartiber spater). Die Kurve 
kommt aus —oo und niéhert sich fiir Werte 
von w >W,, dem Wert 1 (s. Abb. 5). Sobald 
wir also w, nach der Seite groBer Frequenzen 
iiberschritten haben, wird n? negativ, d. h. die 

Fortpflanzungsgeschwindigkeit wird imaginar. 

i Bei noch gréBerer Frequenz des einfallenden 

| Lichts wird u? wieder positiv und steigt an. 

ie Die Formel (11) versagt also auf jeden Fall in 

der Nahe der Resonanzfrequenz (@ X @,). Da- 

gegen ist sie in Gebieten normaler Dispersion 
durch die Erfahrung gut bestatigt. 

9. Ausdehnung auf mehrere Resonatoren- 
arten. Bisher haben wir nur eine Art schwin- 
gungsfahiger Gebilde angenommen. Gewohnlich 
kommt man aber mit dieser einfachen Vorstellung 
nicht aus. Wir miissen uns vielmehr die Korper 
als aus mehreren Resonatorenarten aufgebaut denken, die in verschiedener Zahl 
mit verschiedener Eigenschwingung (und Dampfung) vorhanden sind. Da nun 
die Gesamtpolarisation sich offenbar aus der Summe der Einzelpolarisationen 
zusammensetzt, so ergibt sich zur Darstellung der Dispersion beim Vorhanden- 
sein mehrerer Resonatoren in Erweiterung von Gleichung (11): 


43 Ne? z 1 fe . pp 49 N 2 Z \ 
n—1= : - p 5 5 = >i = * 5 mit 6/22 Sea (11a) 
mM; Oe Os OO) mM; 


Nun fand Lorentz!) zuerst, da bei Koérpern, deren Dispersion durch mehr- 
gledrige Formeln dargestellt wird, sich das Verhaltnis e/m fiir Glieder mit ultra- 
violetten Eigenfrequenzen nahe gleich dem Wert von e/m errechnet, wie es sich 
aus der Ablenkung von Kathodenstrahlen und aus dem Zeemanneffekt ergibt. 
DRUDE?) zeigte weiter, daB dies bei allen damals untersuchten Substanzen zu- 
trifft, wenn man nur die Resonatorenzahl pro Molekil bzw. Atom (die Zahl der 
,,Dispersionselektronen“) gleich setzt der Zahl der ,,Valenzelektronen“ und 
schloB daraus, da8 die ultravioletten Eigenschwingungen durch quasielastisch 
gebundene Elektronen hervorgerufen werden. Heute, wo der Wert von e/m auf 
anderem Wege sehr genau bestimmt ist, berechnen wir umgekehrt # mit Hilfe 
von e/m (s. spater). Und dabei zeigt sich, wie hier schon bemerkt sei, die; DRUDE- 
sche Beziehung: 


72h 


g 
ey 


Abb. 5. 


Zahl der Dispersionselektronen = Zahl der Valenzelektronen 


zwar oft angenahert bestatigt, doch versagt sie schon bei einfachen organischen 
Verbindungen’), 

1) H. A. Lorentz, Zittingsversl. Kon. Akad. Amsterdam 1898/99, S. 506 u. 555. 

2) P. DrupE, Ann. d. Phys. (4) Bd. 14, S. 677. 1904. H. Errre, Miinchener Disser- 
tation 1907. 

3) C. u. M. CUTHBERTSON, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 97, S. 152. 1920. 
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Etwas anders legen die Verhiltnisse bei ultraroten Gliedern. Wollte man 
dort mit Hilfe des Verhaltnisses e/m, wie es dem Elektron zukommt, p bestimmen, 
so ergadben sich unverhaltnismaiBig kleine Zahlen. Daraus schlo8 DrupE, daB 
fur langsame Eigenschwingungen praktisch nur Atome oder Ionen in Betracht 
kommen, die ja eine verhaltnismaBig groBe Masse haben. 

Wir kénnen danach auch schreiben 


ey ee Ny 4aNe* 2 a won Pr . 
" | "2 m(a? el we ae (w® — @* ) c (14 b) 
“ried ais 


Wenn wir weit genug von den Absorptionsstellen entfernt sind, kénnen wir ent- 
wickeln. Fir den praktisch wichtigen Fall 


O, << @ 


Oy, > @ 
]aBt sich (14b) dann schreiben 


2 4 NAN , NQY4aNe ‘be dae, DS 4aNe? iat 
“ a mo Tiedt, mo? ales a > M, w? 4 Ae) 


(ultraviolet) en 


Das erste und dritte Glied sind meist von\derselben GréSenordnung. Dagegen 
ist das zweite oft gréBer als das vierte, wie leicht ersichtlich ist, wenn man sie in 
der Form 


es. und 
mM wo? w? M, wo 


r 


4xNe*p, z w? 42 Ne? p, wr 
«4 


schreibt, da ja immer 


ist. Deshalb werden in dem durchsichtigen Gebiet, das zwischen beiden hegt, 
immer die durch die Elektronenschwingungen hervorgerufenen Beitrage die 
Dispersion iiberwiegend bestimmen. 


c) Experimentelles Material tiiber normale Dispersion von 
Gasen und seine formelmafiige Darstellung’). 


10. Chemische Elemente. Um nun zu zeigen, daB sich Formel (41) bzw. (11) 
in Gebieten normaler Dispersion (w#,) > qm) tatsachlich durch die Erfahrung gut 
bestatigt, betrachten wir zundchst die Dispersion von Gasen. Ausfihrlich soll 
hier nur auf die Dispersion des Argons und des Wasserstoffs eingegangen werden, 
wahrend fiir eine Reihe anderer Gase nur den Beobachtungen gentigende Formeln 
und die daraus berechneten Konstanten angegeben werden. Dabei werden die 
Formeln in der Form n —1 anstatt »*—1 gegeben, da man bei Gasen, won —1~1 
ist, m*—1 durch 2(m — 1) ersetzen darf, so daB nur der Zahler auf der rechten 
Seite der Gleichung (11) mit dem Faktor 4 multipliziert zu werden braucht. Wir 
schreiben also (11) in der Form 

2 Ay 
a sik Lal i on e /2 ; 
m(w? . w*) WM, — w* 

1) Eine ausfihrlichere, aber nicht sehr tiefgehende Zusammenfassung gibt das Buch 
von Loria, Die Lichtbrechung in Gasen. Braunschweig 1914. Kritische Sichtung des Beob- 
achtungsmaterials sowie formelmaBige Darstellung fiir einatomige Gase s. K. F. HERZFELD 
u. K.L. Wor, Ann. d. Phys. Bd. 76 (4), S. 71 u. 567. 1925. Beziigl. weiterer Messungen 
s. die Tabellen von LANDOLT-BORNSTEIN-SCHEEL-Rotu, Leipzig 1921, S. 959 ff. 
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und indem wir zu Schwingungszahlen iibergehen!), wegen w = 2a, 
Ne*p 


2am(v2 — v*) ’ 


nt le 


oder wenn wir den von vy unabhangigen Faktor 


Ne pao. 
Ma 4a? 
sae : 
mit C’ bezeichnen C'/2 
ke i 


Fiir Argon liegt eine Reihe von Beobachtungen vor. Da aber die Bestimmung 
der Konstanten um so genauer wird, je gréBer das Gebiet ist, itber das sich die 
Messungen erstrecken, und vor allem je weiter sie nach Seiten kiirzerer Wellen?) 
reichen, geniigt es, die Werte von QUARDER?), der allein auch im Ultravioletten 
(bis 2441 A) beobachtete, heranzuziehen. Sie lassen sich darstellen durch eine 


Formel Ane? ; Ay = 708;0 A, 
fe nn. 0 
UO) Sy Oe — 7 Dp =A S58: 


In Tabelle 1 sind die mit dieser Formel berechneten und die von QUARDER beob- 
achteten Werte angegeben. Ferner sind die mit ciner zweigliedrigen Formel 


Sy Re CE RUT ane BERNE ok A, = 1029 A p, = 0,025 (Ia) 
8499,6 - 1027 — »2 | 48215 - 1027 — rv? A, = 702,9A ps = 4,59 


berechneten Werte angegeben, da diese Formel, die die Beobachtung zwar nicht 
besser und nicht schlechter als die Formel I darstellt, aus Griinden, auf die wir 
spater eingehen werden, wahrscheinlicher erscheint. Die Beitrage der beiden 
Glieder sind getrennt angegeben. Aus den kleinen Beitragen des ersten Gliedes 
erklart sich auch, inwiefern es iberhaupt moglich ist, da beide Formeln so weit- 
gehend iibereinstimmende Resultate liefern. Die Beobachtungsfehler durften 
5 bis 10 Einheiten der letzten Stelle betragen, die Differenzen zwischen beobach- 
teten und errechneten Werten erreichen 22 Einheiten dieser Stelle. Auf den 
schwachen Gang zwischen Formel und Messung werden wir spater zuriickkommen. 


Tabelle 1. Argon. 


(m%—1) + 108 A (7-1) +108 ber. nach Formel (La) 4 
aA Saas Lescitert () ber. — beob. 1. Glied 2. Glied Summe ber. — beob. 
2441 303,78 303,97 = ON®) 3,88 300,09 303,97 +0,19 
2492 302,80 3,85 299,01 302,86 + 0,6 
2618 300,38 300,37 —0,04 3,78 296,59 300,37 + 0,4 
2766 298,11 | 37/3! 294,26 297,97 = 05414; 
2824 297,14 | 3,68 293,39 QO AG, 0,07, 
2961 295,50 295,28 =()22, | 3,63 291,66 295,29 0) od 
3349 291,62 291,43 Ol) 53) 287,88 291,41 —0;21 
4275 286,34 286,25 — 0,09 3,39 282,87 286,26 —0,08 
46051 284,99 3,36 281,65 285,01 + 0,02 
5105 283,79 3533 280,54 283,87 |, +0,08 
bios 283,67 B55 280,44 | 283,77 +0,10 
5218 283,50 283,03 +0,13 Be52 280,30 283,62 +0,12 
5700 282,55 28277 + 0,22 3,30 279,47 RPG Gf -+0,22 
5782 282,47 | 282,65 +0,18 3,30 279,35 282,65 +0,18 
at Aan ie . G D566 
LS ik tialsompetcem = ae an Stelle von o = Se 


*) Messungen im Ultrarot tragen, sofern ihre Genauigkeit nicht tiber die bisher erreichte 
hinausgeht, zur Bestimmung genauerer Formeln nicht sehr viel bei, da die Dispersion nur noch 
sehr klein ist. Die Anzahl guter Messungen im Ultravioletten ist leider immer noch sehr klein. 

) B. QuaRpeR, Ann. d. Phys. (4) Bd. 74, S. 255. 1924. 
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Fir einatomige Gase liegen geniigend zahlreiche und genaue Messungen 
bis jetzt nur noch fiir die tibrigen Edelgase vor, und zwar von CUTHBERTSON!) 
fiir das sichtbare Spektrum sowie fiir Helium eine ins Ultraviolett reichende 
Beobachtungsreihe von Kocu*). Tabelle 2 gibt die Konstanten der Formeln, 
die diese Beobachtungen darstellen wieder. Fiir Neon, Krypton und Xenon sind 
sie den Arbeiten von CUTHBERTSON direkt entnommen. Brauchbare zweigliedrige 
Formeln von der Art der Argonformel (Ia) sind hier wegen des kleinen und 
relativ langwelligen Spektralbereichs noch nicht angebbar. Ebenso zeigt sich, 
wohl aus demselben Grunde, der beim Argon und Wasserstoff beobachtete kleine 
Gang zwischen Rechnung und Beobachtung noch nicht. 

Eine Ausdehnung der Beobachtungen nach Seite kurzer Wellen diirfte 
beides bringen, aber im ganzen die Konstanten der CUTHBERTSONSchen Formeln 
nur mehr unwesentlich adndern, etwa in der Weise, wie die in der Tabelle an- 
gefiihrten Heliumwerte der CUTHBERTSONschen Formel gegeniiber den ebenfalls 
in der Tabelle angegebenen Werten, die sich aus der formelmabigen Darstellung 
der bis ins Ultraviolette reichenden Beobachtungen von Kocu berechnen. Neben 
dieser eingliedrigen lassen sich die Kocuschen Messungen, ahnlich wie die QuAR- 
DERschen Argonmessungen, durch zweigliedrige Formeln darstellen. (Naheres 
hieriiber s. spater.) 


Tabelle 2. Ubrige Edelgase. 


Bemerkungen 
1,21238 34991,7 507 45 Ad | Formel von CUTHBERTSON 
1,3314 38423 484 | {722 einghedrige Formel 
; 0,03579 u. 26352 u 584 mu. |) 0,033 wu. een : 
He Pere 39003 480 | 4:49 | zweighedrige Formel 
0,55200 u. 26352 u. 584 u. 0,501 u.)| nrg a: 
Be . s: es r F 1 
{ 1,9840 144730 249 1.82 zweigliedrige Forme 
Ne 2,59326 38916,2 | 481 | Dea | Formel von CUTHBERTSON 
Kr 5.5445 12767,9 | 840 seo » 19 ” 
Xe 6,1209 8977.9 1001 | 5,64 A 2 ” 


Dispersionsmessungen fiir einatomige Metalldampfe liegen ebenfalls vor*). Doch 
sind die Messungen noch sehr wenig zahlreich (meist nur fiir einige Linien des 
sichtbaren Spektrums) und zum Teil noch sehr unsicher, so daB auf sie nicht 
weiter eingegangen werden soll. 

11. Molekule und Verbindungen. Wahrend bei einatomigen Gasen nur 
ultraviolette, (auf Elektronen zuriickzufiihrende) Eigenfrequenzen in die Dis- 
persionsformel eingehen, sind bei Molekiilen auch solche im Ultraroten zu er- 
warten, wie denn tatsadchlich bei einigen Gasen z. B. CO, und CH, im Gebiet 
groBerer Wellenlange (rot oder ultrarot) bereits anomale Dispersion beobachtet 
wurde. Fiir die hier zundchst allein interessierende normale Dispersion legen 
Messungen fiir eine groBe Anzahl von Molekiilen bzw. Verbindungen vor. Aus- 
fiihrlicher soll nur die Dispersion des Wasserstoffs behandelt werden. 

Die Dispersion des Wasserstoffs ist von einer groBen Reihe von Beobachtern 
gemessen worden. Die sorgfaltigsten Messungen der letzten Jahre sind die von 


1) C, u. M. CuTHBERTSON, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 84, S. 13. 1910. 

2) J. Koca, Ark. f. Mat., Astron. och Fys. Bd. 9, Nr. 6. 1913. 

3) C, CUTHBERTSON u. E. P. METCALFE, Proc. Roy. Soc. (A) Bd. 80, S. 411, 1908; 
Phil. Trans. (A) Bd. 207, S. 135. 1906; J. C. McLennan, Proc. Roy. Soc. (A) Bd. 100, 
Sayiods 1921s eh eRzZeED mo. Ke. Worr, Ann d. Phys. (4) Bal g76,.Sa7t. 19255 
s. auch Ziff. 16. 
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CUTHBERTSON!), KocH?) und Kirn’), die allein beriicksichtigt werden. Sowohl 
Kocu als Kirn geben Dispersionsformeln an. Die Formel von Kocu stellt dessen 
Messungen sowie die von Kirn bis 2300 A gut dar, geniigt aber nicht mehr fiir 
die von Kirn gefundenen Brechungsindizes im Gebiete kiirzerer Wellen, ein 
Fall, an dem die besondere Bedeutung einer moglichst weiten Ausdehnung der 
Messungen ins Ultraviolette zur genauen Formelbestimmung deutlich hervortritt 
(s. Ziff. 10). Andererseits ergab eine Kontrolle der Krrnschen Tabelle (S. 572 
seiner zitierten Arbeit), daS die Differenz der beobachteten und berechneten 
Werte groBer ist, als dort angegeben. Dagegen gibt die folgende, etwas von 
der Kirnschen abweichende Formel*) 


‘4 ese OSS Ho oO a6 0,919974 - 1oz 
~ 16681,3 - 1027 — v2 10130,5 - 102" = 42” 


(II) 


aes 14,=734,5 A> 2p, = 0,69: 

he = 942,04: p= 0,04: 
die Messungen gut wieder. Tabelle 3 enthalt die gemessenen und die berechneten 
Werte. Der Maximalfehler der Beobachtungen diirfte 18 Einheiten der letzten 
Dezimale betragen. Die Differenzen zwischen Messung und Rechnung iiberschrei- 


ten die Beobachtungsfehler nur wenig, zeigen aber, ahniich wie beim Argon, 
einen wenn auch schwachen, so doch deutlichen Gang. 


Tabelle 3. Wasserstoff. 


re (n=1)+407 | (27—1)+10? berechnet nach Formel (II) | 
beob. von Kirn | 1. Glied 2. Glied | Summe ber. — beob. 
1854 1759,96 1224,35 535,94 | 1760,29 +0,33 
1862 1755,44 1220,66 535,08 | 1755,74 nO, 33 
1935 1718,24 1190,31 527,87 1718,18 —0,06 
1990 1693,95 1170,62 Ss! 1693,73 = O22 
2302 1594,18 1090,87 503,06 1593,93 —0,25 
2379 1576,81 107-7549 | 499,49 1576,68 —0,13 
25S 5 1546,90 1053,74 493,27 | 1547,01 Gane 
2753 1515,00 1028,65 486,50 A555) +0,15 
2894 1498,59 1015,85 482,98 1498,83 +0,24 
2968 1491,01 | 1009,97 481,36 1491,33 +0532 
3342 1461,33 986,58 474,81 1461,39 + 0,06 
4047 1427,41 960,19 467,26 1427,45 + 0,04 
4078 1426, 32 959,35 467,02 1426,37 +0,05 
4359 1417,73 952,65 465,07 5 Wy (7 O08 
5462 1396,50 | 936,00 460,20 ini396.20 +0,30 
[e @) 1360,00°) 


Neben Wasserstoff ist vor allem Kohlendioxyd sehr oft und sehr genau unter- 
sucht. Auf seine anomale Dispersion im Ultraroten soll erst spater eingegangen 
werden. Die Beobachtungen im Ultravioletten und sichtbaren Spektrum lassen 
sich darstellen durch eine Formel von der Form 


6,2144 «1077 8) 


= 14007 107% =aae 2 


¢ 


n i= 90, = 570 (III) 


1) C_u.M. CuTHBERTSON, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 83, S. 151. 1909. 

*) J. Kocu, Ark. f. Mat., Astron. och Fys. Bd.8, Nr. 20. 1922. 

3) M. Kirn, Ann. d. Phys. (4) Bd. 64, S. 566. 1921. 

5) HU SCHULDR Ws KG lee Wot eZ Souci bby Sameceia4mSeo4 caO2ihe 

°) ni _,— 1 (ber.) = 0,00027; « — 1 ist von C. T. ZAHN (Phys. Rev. Bd. 24, S. 400, 
1924) beobachtet zu 0,000265. 

8) C. u. M. CuTHBERTSON, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 97, S..152: 1920; J. Kocu, 
Ark. f. Mat., Astron. och Bys. Badly tow Nie teed 
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Messungen an Sauerstoff, Stickstoff, Chlor, Brom, Jod (anomale Dispersion im 
Sichtbaren), Fluor, Wasserdampf, Ozon, Schwefelwasserstoff, Schwefeldioxyd, 
Cyan, Ammoniak, Stickoxyd, Stickoxydul und Kohlenoxyd liegen fiir mehr oder 
weniger zahlreiche Wellenlingen vor und sind teilweise auch formelmaBig dar- 
gestellt. Die Zahlenwerte und Literaturangaben sind in den bereits zitierten Zu- 
sammenstellungen zu finden. Nur die Konstanten der Formeln, die CuTH- 
BERTSON!) fiir seine Messungen an den Halogenwasserstoffen angibt, sollen hier 
noch in einer Tabelle zusammengestellt werden: 


Tabelle 4. 


HCl 4,6425 | 106640 |° 919 4,25 
HBr 5,1446 8668,4 | 1019 4,71 
HJ 5,7900 6556,4 kl 5,30 


AuGerdem sind die Messungen FRIBERGs?) (im Institut von J. Kocu) besonders 
zu nennen, der die Dispersion von NH; bis ins Ultraviolette gemessen hat. Sie 
werden dargestellt durch eine Formel mit den Eigenwellenlangen 1, = 873, 
jy = 1965 A und den Elektronenzahlen £, = 3,65, p 3 = 0,07. 

An gasférmigen Kohlenwasserstoffen endlich mitissen Methan (anomale Dis- 
persion im Ultraroten), Athan, Azetylen und Athylen angefiihrt werden. Methan 
ist [von FRIBERG*)] bis weit ins Ultraviolette gemessen. Wie bei NH, werden auch 
hier die Beobachtungen am besten durch eine zweigliedrige Formel dargestellt. 
Deren Konstanten sind 4, = 755,5, Ad, = 1255,5 A; p,=5,08, p. = 0,42. 
CUTHBERTSON gibt etwas andere Konstanten: pyy, = 2,72; fou, = 4,60; 
hoNH, == 10527 AycH, = 878 A.) 

Fiir die Reihe Ne, HF, H,O, NH; und CH,, fiir die man nach Grimm Edel- 
gaskonfigurationen (F~, O~~, N*~, C*~) annimmt, sind die Konstanten in 
Tabelle 4a zusammengestellt: 


Tabelle 4a. 
, | 

<+10-" | y2 © 10-27 D 
Ne 2,59326 38916 OY | 
HE (2,6) (20703) (2,37) 
H,O 2,6270 10697 2,41 
Mrs 2,9658 8135 O72 
CH, 5,0277 11689 4,60 


Die C’/2 und sind die von CUTHBERTSON angegebenen, die fiir Vergleichs- 
zwecke den Vorteil des gleichen Autors haben. Der eingeklammerte Wert fir 
vz bei HF ist aus der von Fajans und Joos geschatzten Molrefraktion (s. spater) 
berechnet, unter der Annahme, daB C’/2 in der ganzen Reihe praktisch gleich 
2,6 - 107? ist. (Weiteres s. Ziff. 76c). 

Normale Dispersion ist ferner bei einer Reihe von Kristallen beobachtet 
und durch Formeln vom Bau der Gleichung (11a) dargestellt worden. Doch ist 
Gleichung (11) in dieser einfachen Gestalt bei Kristallen, wo sich die einzelnen 
Atome bzw. Ione wegen der dichten Packung gegenseitig beeinflussen, theoretisch 
nicht zulassig: Die diesbeziiglichen Beobachtungen kénnen daher erst spater 
besprochen werden. 


1) C. u. M. CutHBERtson, Phil. Trans. Bd. 213, S. 4. 1913. 
2) S, FRIBERG, ZS. f. Phys. Bd. 41, S. 378. 1927. Diesbez. Absorptionsmessungen s. 
G. LANDSBERG u. A. PREDWopITEFF, ZS. f. Phys. Bd. 31, S. 544. 1925. 
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d) Ausdehnung der Formeln auf anomale Dispersion. 
Absorption. 


12. Einfiihrung des Dampfungsgliedes in die Bewegungsgleichung. For- 
mel (11) findet sich also in Gebieten, in denen w<@, ist, gut bestatigt. 
Dagegen versagt sie, sobald wir in die Nahe der Resonanzfrequenz kommen, 
weil dort, wie bereits Ziff. 8 erwahnt, ”? negativ, also die Fortpflanzungsge- 
schwindigkeit des Lichts imaginaér wird. An der Stelle wy selbst wird der Bre- 
chungsindex co. Die Abweichung von n? vom Werte 1 kam dadurch zustande, 
daB die Molekiile unter dem EinfluB der einfallenden Welle zu Dipolen verzerrt 
wurden, wobei das Dipolmoment bestimmt war durch Ladung mal Abstand. Im 
Falle der Resonanz wird das Moment des Dipols und damit Polarisation und 
Brechungsindex unendlich groB. Wir haben jetzt dafiir zu sorgen, da in unserer 
Formel das Dipolmoment nicht mehr unendlich groB wird und erreichen das, 
wie immer wenn bei schwingenden Gebilden unendlich groBe Ausschlage ver- 
mieden werden sollen, durch Einfithrung einer Reibungskraft. Ohne Dampfung 
miiBte ja auch jede Feder im Resonanzfalle unendlich groBe Ausschlage geben. 

Wir miissen also, um Gleichung (11) zu verbessern, den einen Teil unserer 
Gleichungen (1) bis (8) erweitern. Das, was wir tber die elektromagnetischen 
Teile gesagt haben, bleibt unverandert, also die Beziehung (7): 


P 
= Th AN (7) 
Dagegen andert sich der Zusammenhang zwischen Polarisation und Feldstarke, 
d. h. die Bewegungsgleichung (8) des quasielastisch gebundenen Elektrons: 

mx + bx + moin eC, = e6,,-¢°'. (8a) 
Darin stellt b% das Dampfungsglied dar, in dem die Dampfung proportional der 
Geschwindigkeit gesetzt ist. Als L6sung haben wir, wie sich leicht verifizieren laBt, 

: F ‘s a iomt 
ae oe ce ep ee rt 

x 5 O . 5 c db, 
mo — wm? + —72 «) m (i — wr + —1 0) 
ue ma 


Fir 5 = 0 ist das unser altes Resultat (10). 
Wir wollen jetzt zunachst das Verhalten von x naher betrachten. Wir tragen 
in Abb. 6 als Ordinaten den absoluten Betrag der Amplitude des Ausschlages auf. 


JAJK 


| 
| = 
| Va | 
-———_—___—_ 
| | 
| = | 
| | 
| 
=> () ae 
QW, Dy @ 
Abb. 6. Abb. 7. 


In Abb. 7 und 7a stellen die Ordinaten die Phasendifferenz q der anregenden und 
der angeregten Schwingung dar. Dabei sei zunachst die Dampfung 6 = 0. Die 
Gestalt der Abb. 6 ist dann aus der Formel ohne weiteres ersichtlich. Abb. 7 ergibt 
sich nach Formel (10a) daraus, daB fiir wo <@, die Phase der anregenden und 
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der angeregten Schwingung gleich, also die Phasendifferenz y = 0 ist, wahrend 
fir w@>@, das Vorzeichen der beiden Schwingungen entgegengesetzt, d. h. 
g~ =—a ist (s. Abschn. [Va). Wir haben also an der Resonanzstelle einen 
Phasensprung um 2. 

Betrachten wir jetzt den Fall 6 + 0 (s. Abb. 6a und 7a). Wir formen (10a) 
um in 
a. — wo — —t@ 

mW 


pe eG, 


m wy te 
(@; — w)? + —, w? 
m= 


a 2 eiot 


und erkennen zunachst, da jetzt die Amplitude nicht mehr unendlich werden 
kann, denn die Summe der Quadrate im Nenner ist immer +0. Durch Einfithrung 
des Dampfungsgliedes ist also die Gefahr des unendlich groBen Ausschlages be- 
seitigt. Aus (10a) erhalten wir weiter den Ausdruck: 

e&. 1 


Wn 


aa eee, (12) 
| @i- 0) + 730 
m 


wobei 


@ 


b 
tgp = —— (13) 


m~ (wo — w*) 
ist. Die Amplitude ist jetzt durch den Wurzelausdruck in (12), die Phasenverschie- 
bung durch (13) bestimmt. Fiir m = 0, d. h. fiir den statischen Fall spielt die 
Dampfung keine Rolle. Mit wachsendem w steigt die Kurve in Abb 6a nicht ganz 
so schnell an wie in 6, erreicht ein Maximum, das jetzt etwas gegen w, verschoben 
ist und nahert sich mit wachsendem w dem Werte 0. Die Frequenz, bei der die 


NI 


i 


or 
Abb. 6a. Abb. 74. 


Amplitude ihr Maximum erreicht, ergibt sich aus (12) durch Differentiation und 
Nullsetzen des Differentialquotienten zu 
tae jie 


2 2 = 7 ee 
Omax = 0 —~ 5,2 0 g? 


wobei im Anschlu8 an Vorct b/m = 9” gesetzt ist. Das Maximum liegt also links 
yon w,. Die Verschiebung geht quadratisch mit b/m oder v’, Die Phase geht wie 
frither von 0 bis —2, springt aber nicht an der Stelle wo, sondern geht dort stetig 
durch —z/2 (s. Abb. 7a). 
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13. Komplexer Brechungsindex. Wir schreiben jetzt ferner, ebenfalls im 
Anschlu8 an Vorert, fiir den allgemeinen Brechungsindex n. Wir setzen wie oben 
(Ziff. 7) den Wert von x, der jetzt das Dampfungsglied enthalt, in (7) ein. Das 
ergibt 
4aNe*p 1 4nNep we —w*—t0Y” 


4 


E =e50 3 D\ 5 > . 
m wo? — wo? + 107 m (2 — w?)? + wr”? 


nm =1- (14) 


Der so definierte allgemeine Brechungsindex ist komplex. Wir zerlegen in den 
reellen und imaginaren Teil und setzen n = (1 — 7x). Also 


n? = n® — 21n?x — n?x?, (15) 
4aNep Wr == OF 
Dal Aye ap \) ee bens Os 6 
nm( x?) pee m (02 — w?)? + wr’? (1 ) 
und 
AaNe*p wr’ 

Diyiyon == 

eee m (co2 — w?)? + 2’? * (17) 


Um die Bedeutung des komplexen Brechungsindex zu erkennen, gehen wir auf 
seine Definition in der Gleichung, (6) zuriick. Es wird unter Beriicksichtigung 
von (15) und (4): 


ONAZ : (: n o| 
— - 4@\t—— 
C, = Cox 2 ee otto 


ONZE 


Das Glied e ¢° zeigt eine Absorption des Lichtes, eine Verkleinerung der 
Amplitude mit dem Fortschreiten der Welle an. Da es eee = 

Onx 2x 21x 
die Zahl der Wellenlangen, innerhalb deren das Licht auf den e-ten Teil seiner 
urspriinglichen Amplitude abfallt, also 1/4ax den Abstand, in dem die Inten- 
sitat auf 1/e abnimmt. Fiir kleine Dichten, wenn m nahe 1 ist, kann man 2x 
statt mx als MaB® fiir die Absorption nehmen. 

14. Absorption. Wir beginnen mit der Diskussion der Formel (17). Der 
Faktor 42 Ne? p/m ist von w unabhangig. Er ist proportional der Zahl der absor- 
bierenden Teilchen in der Volumeneinheit. 

Nun ist stets »’< wy (s. Ziff.27). Betrachten wir zunachst Gebiete, wo w 
weit weg ist von wy, so kénnen wir in dem zweiten Bruch der Gleichung (47) 
wy? streichen neben (a -— w?)?. wv’ selbst wollen wir nicht vernachlassigen. 
Wir haben also: 


/ 7.9 
Ov 4aN (ga 
21a = oO i ==: 2 


(w@$ — w?)?? coe : m 


(17 a) 


gesetzt ist. Die Absorption ist also fiir den vorliegenden Fall (w stark verschieden 
von ™p») wegen des groBen Nenners sehr klein und beinahe symmetrisch auf beiden 
Seiten von @, (nicht ganz symmetrisch wegen des w im Zahler). 

In der Nahe von w, verlauft die Absorptionskurve dagegen jetzt anders. 
Wir setzen ©) — m = 0. Formel (14) kann dann annahernd die Form agnehmen: 


cid Yh coh le = 8) ow 
= re) 5 ; 5 
as [2 — (wy — 0)*]? + wr’? 
soy 209d — 109” 
a 


re 4 w?2 6? +- wer’?? 


(14a) 


*) In dem vorliegenden Artikel sind lediglich die mit der Dispersion eng zusammen- 
hangenden Fragen der Absorption behandelt (s. auch Abschnitt III). Wegen der tibrigen 
Probleme der Absorption sei auf die Artikel von GREBE und LEy in Bd. XXI dieses 
Handbuches verwiesen. 


a 
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wobei quadratische Glieder von 0 vernachlissigt sind und in dem Ausdruck 
wr’ das w ersetzt ist durch wy. Fiir Werte von @ sehr nahe gleich @ , also sehr 
kleines 6, ist wy’ das MaBgebende. 
Fiir 2n*®x ergibt sich aus (14a) und (15): nie 
2n?x = o 


S (o(40" ++ pS) . (17b) 


Der Verlauf der Absorption ist dargestellt in Abb. 8}). 
Fur 0 = 0 hat die Absorption ihr Maximum: 


7 


0 

Wy * 

Je kleiner »’ ist, desto gréBer ist der Maximalwert. Im 
iibrigen ist die Anordnung symmetrisch zu @ , so lange 
eben 6 klein ist. Andernfalls ist die Symmetrie nur 


, 
, Y 


> 72 == 
=" Xmax = 


noch annahernd gewahrt (s. 17a). Die Héhe der Ab- | | ce 
sorptionskurve ist also bestimmt durch oe 
4aNe*p 1 Abb. 8. 


eee a3 
"Y#max m Wy” 
0 


Um uber die Breite des Absorptionsstreifens etwas zu erfahren, betrachten wir 
den Ausdruck n?#/7?% ,x. Yon besonderem Interesse ist die sog. Halbwerts- 
breite, d. i. derjenige Wert von 6 doppelt genommen, fiir den der zugehdrige 
Wert von n?x auf die Halfte seines Wertes an der Stelle staérkster Absorption 
gesunken ist. Die Halbwertsbreite gibt also die Breite der Absorptionskurve an 


2 : We Binge =e 
der Stelle, an der n?x% = = ist. Aus der Gleichung 


nx 3 


N Xinax 46” + pe 


(18) 


folgt, dafB die Héhe der Absorptionskurve die Halfte ihres Maximums erreicht 
fiir 6 = 4»’. Dieser Wert soll im folgenden mit 6; bezeichnet werden. Die 
Halbwertsbreite wird also durch vy’ bestimmt und ist demnach um so gr6Ber, 
je groBer die Dampfung ist. Die Kurve (s. Abb. 8) wird also mit wachsendem »’ 
niedriger, aber breiter. Die Art der Kurve bleibt immer dieselbe, nur die Mab- 
stabe in den Koordinaten andern sich. Gleichung (18) laBt sich jetzt, nach Ein- 
fiihrung der Halbwertsbreite, auch in der Form schreiben 
N* x 1 


= a (19) 


MW Hmee 6 \2 
Hla 


Unter der so eingefiithrten Halbwertsbreite einer Absorptionslinie ist die 
Halbwertsbreite fiir unendlich diinne Schicht zu verstehen. Die Starke einer 
Absorptionslinie hangt namlich exponentiell von der Schichtdicke ab. Pro- 
portionalitat zwischen Intensitét und Schichtdicke, also Unabhangigkeit der 
Halbwertsbreite von der Schichtdicke ergibt sich daher erst bei sehr geringen 
Schichtdicken. Bei Emissionslinien ist dagegen die Extrapolation auf unendlich 
diinne Schicht nicht nétig, es sei denn, daB Selbstabsorption stattfindet?), bei 
der der mittlere Teil der Linie durch den emittierenden Dampf starker absorbiert 
wird als die Randpartien. Ohne Selbstabsorption ist die Intensitat fiir die ganze 
Linie der Schichtdicke proportional, die Halbwertsbreite also davon unabhangig. 


1) Experimentelle Bestatigung s. R. Minkowsk1, ZS. f. Phys. Bd. 36, S. 839. 19206. 

2) Siehe T. Royps, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 107, S. 360. 1925; W. ORTHMANN, 
Ann. d. Phys. Bd. 78, S. 601. 1925; R. LADENBURG u. F. ReIcHE, Ann. d. Phys. (4) 
Pds42 05, 181. 1915. 
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Bei sehr schwacher Absorption, d. h.’diinner Schicht kénnen wir den Aus- 


NHOS 


druck J=Jy-:e °¢ (s. Ziff. 13) ersetzen durch JorJ 
winnen damit die Méglichkeit, die im Bereich des Absorptionsstreifens absor- 
bierte Menge zu berechnen, indem wir unter Umgehung der Exponentialfunktion 
zic[nzwdw bilden, was dann aber nur fiir kleine Schichtdicken gilt. Unter Be- 
nutzung von (19) schreiben wir dafiir 


NHWE 


und ge- 


+o0o 
A 5° 
Nn” max - = 9 -»mdw 
J+) | 


(20) 


wenn man die Integration itber die w durchgefiihrt. (Da wir bis wm = oo inte- 
grieren, bedingt keinen wesentlichen Fehler, da die Absorption nur in der Nahe 
von @, merkliche Starke erreicht.) 

Bei geringer Schichtdicke kénnen wir also nach (20) aus einer Absorp- 
tionsmessung direkt auf die Zahl der Resonatoren schlieBen. Die Gesamtabsorp- 
tion ist in diesem Falle unabhangig von der Dampfungsstarke »’. 

Der physikalische Grund hierfiir wird noch klarer, wenn man die Wirkung 
der Dampfung von einem andern Standpunkt ansieht, wie es zuerst von KRONIG!) 
ausgesprochen worden ist. Man kann namlich sagen, da die Wirkung der Damp- 
fung darin besteht, die urspriinglich vollkommen scharfe Absorptionslinie in ein 
Band von der Form der Abb. 8 [Gleichung (18)| auseinanderzuziehen. Die Zahl 
der virtuellen Resonatoren wird nicht verdndert, sie haben alle eine scharfe 
Absorption, aber nicht alle an der gleichen Stelle wy), sondern bei der Frequenz 
@y + 6, wobei der Bruchteil derjenigen mit einem 6 zwischen 6 und 6 -+- dd 
gleich D 
2¥ ee anny 7 

a 402-412 
ist. (Die Konstante 2’/a ist so bestimmt, daB die Gesamtzahl richtig heraus- 
kommt.) Da die Gesamtzahl der Resonatoren sich bei dieser Vorstellung nicht 
andert, bleibt auch die Gesamtabsorption konstant. 

Bei dieser Auffassung kommt auch als Brechungsindex fiir das ganze Gas 
richtig Gleichung (14) heraus, wenn man fiir den idealen Resonator mit scharfer 
Absorption (11) ansetzt. Es ist namlich nach einiger Rechnung 


+ co 


A 20’ fl 
a 0 ee HO 
M 1 | (@) + 0)? — wo? gw 407 + »/% ! 
= 00 
+00 
; 1 1 ; 
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1) R. DE L. Kronic, Journ. Amer. Opt. Soc. 1926. 
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15. Dispersion in der Nahe des Absorptionsstreifens. Wenn wir x? gegen 
1 vernachlassigen, ergibt sich aus (16) und (14a): 
a 4 — Heep 26 
Ra aig aay 2p) 
Wir sehen zunichst: Der Brechungsindex verlauft jetzt auch innerhalb der 
Absorptionsbande stetig (s. Abb. 9 im Gegensatz zu Abb. 5). ® — 1 kehrt sein 
Vorzeichen um an der Stelle @ , da 6 sein Vorzeichen umkehrt. Die Maxima 
und Minima des Ausdrucks liegen an den Stellen 6, oder »’/2. (Es handelt sich 


um das Maximum einer Funktion von der Form Te): An den Umkehrpunk- 
ten ist 


Auf beiden Seiten verlauft die 
Kurve wieder symmetrisch?) (s. Abb.9). — 7}-- - = 
16. Experimentelles zuranomalen 
Dispersion”). Formel (14) stellt also 
neben der Absorption auch die anomale 
Dispersion dar. Fir die normale Disper- 
sion geht sie in Gleichung (11) iiber, wie 
aus (14a) leicht ersichtlichist. Wennman 
von der Linie so weit entfernt ist, daB @, 
Wj, — 0? | > Wy| Wy — W| > Wor" oder AbD Lo, 
®,— © >», darf daher immer die einfache Gleichung (11) angewandt werden. 
Das ist in der Entfernung einiger Linienbreiten der Fall. Experimentell bestatigt ist 
diese Folgerung an der Kohlensaure, bei der sich der Verlauf der Dispersion auch 
noch in der Nahe der beiden ultraroten Absorptionsbanden durch die einfache 
Gleichung (11) wiedergeben laBt (s. Ziff. 22). Fir Gebiete anomaler Dispersion 
wird Formel (14) in der entsprechenden Form (21) ebenfalls durch die Erfah- 
rung gut bestatigt, wie etwas eingehender gezeigt werden soll. 

CHRISTIANSEN hatte seine ersten Beobachtungen an 19proz. alkoholischer 
Fuchsinlésung gemacht (brechender Prismenwinke! 1°14’). Bei schwachen, 
wenig gefarbten Lésungen wird jedoch bei Anwendung der CHRISTIANSENschen 
Methode die anomale Dispersion des Farbstoffes durch die normale des Lésungs- 
mittels verdeckt, bei starken Losungen andererseits ist die Absorption so grof, 
daB nur noch sehr wenig Licht durchgelassen wird. CHRISTIANSEN benutzte 
deshalb Prismen von kleinem brechenden Winkel bei starker Konzentration. 
SoORET*) konnte auch verdiinnte Losungen untersuchen, indem er sie in Prismen 
von gréBerem brechenden Winkel (30°) fiillte und den EinfluB des Lésungsmittels 
dadurch eliminierte, daf er das Prisma selbst wieder in parallelwandige Glas- 
gefaBe setzte, die mit dem Lésungsmittel gefiillt waren. 

Von neueren Messungen des Verlaufs der Dispersion von Lésungen innerhalb 
des Absorptionsstreifens sind vor allem die interferometrischen Messungen von 
VAN DER PraatTs#) an konzentrierten Lésungen von Kristallviolett, Erythrosin 


| 
| 
| 
| 
| 
1 


1) Bei groBer Absorption verschiebt sich das Maximum in Abb. 8 etwas. Ebenso ver- 
lauft die Kurve der Abb. 9 nicht mehr ganz symmetrisch. 

2) Ausfiihrliche Besprechung der alteren Arbeiten iiber anomale Dispersion s. in dem 
Artikel von PFLUGER in KAIsER-KONENS Handbuch der Spektroskopie, Bd. lV. Leipzig 1908. 

3) J. L. Soret, Pog. Ann. Bd. 143, S. 325. 1871; Amn. chim. et phys. (4) Bd. 25, 
S. 412. 1872; Phil. Mag. (4) Bd. 44, S. 395, 1872. 

4) B. J. v. Dp. PLaats, Ann. d. Phys. (4) Bd. 47, S. 429. 1915. Ferner B. SODERBORG, 
ebenda Bd. 41, S. 381. 1913. 


32* 


500 Kap. 10. K. L. Worr und K. F; Herzretp: Absorption und Dispersion. Ziff. 16. 


und andern Farbstoffen zwischen 3600 und 6700 A zu nennen. VAN DER PLAATS 
nahm auch eine Zerlegung der ebenfalls gemessenen Absorptionskurven in Teil- 
banden vor und fand durch formelmaBige Darstellung seiner Beobachtungen 
im wesentlichen befriedigende Ubereinstimmung mit der Theorie auch inner- 
halb der Absorptionsstreifen. Beobachtungen anomaler Dispersion von Fliissig- 
keiten im Ultraviolett und Ultraroten legen ebenfalls vor’). 

Untersuchungen iiber die anomale Dispersion organischer Farbstoffe in 
festem Zustand hat zuerst WERNICKE?) ausgefiihrt, indem er Prismen aus festem 
Fuchsin herstellte. Im Gebiet, wo die anomale Dispersion am deutlichsten zu- 
tage tritt, ist die Absorption natiirlich sehr groB und eben deshalb muBte WER- 
NICKE sich auf solche Spektralbereiche beschranken, die weitab von den Absorp- 
tionsstreifen liegen. Diese Schwierigkeit hat PFLUGER*) uberwunden, indem er 
Prismen von sehr kleinem brechenden Winkel (40 bis 130’’) herstellte (mit Hilfe 
einer von QUINCKE zur Herstellung keilf6rmiger Silberschichten angegebenen 
Methode) und dadurch in der Lage war, die Brechungsindizes auch in den 
Gebieten stirkster Absorption messend zu verfolgen. Er konnte so den von 
der Theorie geforderten stetigen Verlauf innerhalb der Absorptionsbande, den 
CHRISTIANSEN bei seinen Lésungen beobachtet hatte, an den reinen Stoffen 
prifen. PFLUGER untersuchte auBer Fuchsin noch Cyanin, Magdalarot, HoFF- 
MANNs Violett und Malachitgriin. Er findet den von der Theorie erwarteten Ver- 
lauf (s. Tabelle 5 und Abb. 9a; s. auch Ziff. 76). Dabei ergibt sich z. B. bei 

Fuchsin als kleinster beobachteter Wert ein 


A ; i: 
of Brechungsindex von 0,83. Nach unserer bis- 
; [ herigen Definition hieBe das, daB Geschwin- 
i digkeiten auftreten, die grdBer sind als die 
2,00 | Lichtgeschwindigkeit im Vakuum. Den sich 
Tabelle 5. 
ae Dispersion des festen Cyanins. 
eK NK, 5 
y, 2 (u) n A(u) n 

rN 0,288 1,74 0,565 1,39 

x 0,350 1,70 0,570 1,46 

0,378 1,69 0,589 | 1,74 

: 0,400 | 1,69 0,620 | 1,94 

0,440 1,59 0,635 2,10 

a 0,486 1,40 0,645 DDS 

400.5 Ll» #7 0,505 1,28 0,656 2,19 

025 god G60 ie 0,520 | 1,19 0,671 DAS 

Abb. 9a. Dispersion des festen Cyanins. 0,535 1,20 


hieraus scheinbar ergebenden Widerspruch gegen die Relativitatstheorie konnte 
SOMMERFELD‘) entkraften, indem er darauf hinwies, daB es sich hier um die 


1) R. W. Woop, Phil. Mag. (6) Bd. 6, S. 96, 1903 (Toluol im Ultra¥ioletten); 
W. Fricke, Ann. d. Phys. (4) Bd. 16, S. 865. 1905 (Farbstofflésungen, Brom, Schwefel- 
kohlenstoff im Ultravioletten); H. Vorttmy, ZS. f. phys. Chem. Bd. 127, S. 305. 1927 
(Organische Fliissigkeiten im sichtbaren und ultravioletten Spektralgebiet); H. RuBENS 
und E. LapENBURG, Verh. d. D. Phys. Ges. 1906, S. 16 (aus Reflexionsmessungen im 
Ultraroten fiir Wasser). 

2) W. WERNICKE, Pogg. Ann. Bd. 155, S. 87. 1875. 

3) A. PFLUGER, Wied. Ann. Bd. 56, S. 412. 1895; Bd. 65, S. 173 u. 225. 1808; s. auch 
R. W. Woop, Phil. Mag. (5) Bd. 46, S. 380. 1898; (6) Bd. 1, S. 664. 1909, ferner J. K6niGs- 
BERGER u. K. KitcHiinec, Ann. d. Phys. (4) Bd. 28, S. 889. 1901. 

4) A. SOMMERFELD, Ann. d. Phys. (4) Bd. 44, S. 177. 1914; L. Brittowuin,: Ann. d. 
Phys. Bd. 44, S. 203. 1944. 
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Phasengeschwindigkeit, nicht aber um die fiir Lichtsignale allein in Betracht 
kommende Gruppengeschwindigkeit handelt. 

Wesentlich einfacher und in theoretischer Hinsicht durchsichtiger als bei 
den komplizierten organischen Farbstoffen liegen die Verhaltnisse bei Gasen 
und Dampfen, bei denen es aber bis jetzt noch nicht gelungen ist, die Disper- 
sion in den Gebieten starkster Absorption zu verfolgen. Bereits oben wurden 
die Beobachtungen von Kunpt und Jutius am Na-Dampf erwahnt. Woop?) hat 
die Dispersion des reinen Natriumdampfes zwischen 2260 und 7500 A mit Hilfe 
der von ihm etwas modifizierten Methode der gekreuzten Prismen untersucht. 
In diesem Bereich hat der Natriumdampf drei sehr schmale Absorptionsgebiete : 
bei 2852, 3303 und 5890 A. An allen dreien beobachtete Woop anomale Disper- 
sion. Seine Messungen reichen sehr nahe an die D-Linien heran. Bei der formel- 
maBigen Darstellung diirfen 
die beiden ultravioletten Ab- Tabelle 5a. Dispersion des nichtleuchtenden 
sorptionslinien, da infolge Natriumdampfes bei 644°C. 

; . ; Pee Beobachtet von R. W. Woop. 
ihrer geringen Intensitat ihr 


EinfluB8 nur in ihrer un- aa (11) + 108 beob. | = 1) » nee eee 
mittelbaren Nahe merklich 
ist, vernachlassigt werden. 2260 ae tb 10:5 
Durch Zusammenfassen der ne 2 : ‘ 
beiden D-Linien in ein Glied Ae ; . | ‘i 
(Ag = 5889,8 A) kommt GOLD- 5300 12 14 | 11 
HAMMER?) zu folgender For- 5400 15 14 14 
mel fiir Woops Messungen: 5460 a7 ue a0 
5650 35 31 30 
nm—i1 5700 40 | 40 39 
_ __ 13,9475 - 40" IV 5750 50 | 55 53 
= 350,440-107 v2’ “Y) 5807 of 94 89 
see ER : . 5827 110 120 eG 
Beriicksichtigt man jedoch 5843 150 170 157 
beide D-Linien, so fuhrt das, 5850 180 200 183 
wie die mit der zweigliedri- 5858 230 250 227 
27 Formel 5867 310 340 310 
oc sone 5875 460 530 462 
n—1 5882,0 920 1010 830 
4,5391 — 1074 5885,0 1400 1600 1250 
= 258,804. 894 - 1027 — 5886,6 2300 2500 1700 
Ess ayes erg 5888,4 5600 5600 3420 
9,0782 - 1074 : : z 
Se (V) 5889,6 38600 38600 12500 
~ 259,418 « 10% — v° 5916 +297 +340 +331 
berechneten Werte zeigen, zu 5942 153 154 a 
; ry : 596 ( ) 11¢ 
wesentlich besserer Uberein- pe A468 a9 : 
. c : 5977 93 ; 93 93 
stimmung (s. Tabelle 5a). Die 6013 66 66 66 
in allernachster Nahe der 6055 52 50 50 
D-Linien auftretenden Ab- 6137 34 34 34 
. oo 2° 29 2 
weichungen riihren wohl da- 2? : ei 
pee 6310 20 | 21 
von her, daB das v’ hier be- 7500 12 7 . 


reits merklichen EinfluB ge- 

winnt. Daf die Abweichung bei 5886,6 A, also in drei A Abstand von der 
Absorptionslinie, noch 25% betragt, ist gut méglich, da die D-Linien recht breit 
sein diirften). Die Differenzen bei 3610 und 3270 A sind offenbar durch Ver- 


1) R. W. Woop, Proc. Amer. Acad. Bd. 40, Nr. 6, S. 365. 1904; s. auch Proc. Roy. 
Soc., (A) Bd: 69, 5.0457, 19015 Phill Mag-9(6)) Bao 3, 9S. 128. 1902; Phys. Zs) Bd: 2, 
S. 233. 1902; Phil. Mag. (6), Bd. 8, S. 293. 1904; Phys. ZS. Bd. 5, S. 750. 1904. 

2) D. A. GOLDHAMMER, Dispersion und Absorption des Lichts. Braunschweig 1913. 

3) R. Minkowski, Ann. d. Phys. (4) Bd. 66, S. 206. 1921. 
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nachlassigung des Einflusses der Linie 3303 verursacht, wahrend die Differenz 
bei 2260 A wohl darauf zuriickzufiihren ist, da diese Wellenlange bereits kurz- 
welliger ist, als die Seriengrenze (s. Ziffer 78, 79). 

Noch weiter als Woop kam RoscHDESTWENSKY!) mit Hilfe einer von 
PucciAnTI2) angegebenen Methode (horizontale Streifen im kontinuierlichen 
Spektrum). Es gelang ihm, die Messung in seiner ,,Hakenmethode“ so weit zu 
verfeinern, da er den Verlauf der Dispersionskurve sogar zwischen den beiden 
D-Linien quantitativ verfolgen konnte. Seine Beobachtungen werden dargestellt 
durch eine zweigliedrige Formel, deren Eigenfrequenzen durch die beiden D- 
Linien gegeben sind. Das Ergebnis der Untersuchung von ROSCHDESTWENSKY 
darf als die schénste Bestatigung der klassischen Dispersionsformel angesehen 
werden ?). 

In der Nahe der wbrigen Hauptserienlinien des Natriums und der Alkalien 
findet BEVAN*) mit der genannten Methode von Woop den Verlauf der Disper- 
sion ebenfalls in Ubereinstimmung mit der Theorie, ebenso Woop®) bei der 
Hg-Linie 2536 mit der Methode von PUCCIANTI. 

Anomale Dispersion an Tl-Dampf beobachtete Mc LENNAN®) bei 5350 und 
6000 A. Die letztgenannte Anomalie erwies sich aber nach neueren Versuchen 
von NARAYAN, GuNNAIYA und Rao’) als nicht reell. Dagegen fanden diese 
starkere Anomalie in der Nahe der starken Absorptionslinie 3776 A. 

Weiterhin sind noch qualitative Beobachtungen von K1nG§) mit der seinem 
Kohlerohrwiderstandsofen angepaBten Woopschen Methode an zahlreichen 
Linien von Ca, Mg, Ti, Cr und Fe zu nennen. 

SchheBlich konnte anomale Dispersion auch in elektrisch angeregten Gasen 
beobachtet werden®). LADENBURG und seinen Mitarbeitern gelang es, an einigen 
Linien!*) von H, He, Ne und Hg bei Anregung dieser Gase mit Gleichstrom quali- 
tative Messungen auszufiihren, wozu sie sich der bereits erwahnten Methode der 
horizontalen Interferenzstreifen 1m kontinuierlichen Spektrum bzw. der Haken- 
methode bedienten. Sie fanden, daB bei kleiner Anregungsstromstarke die meta- 
stabilen Zustaénde vorherrschen und da mit wachsendem Strom die Zahl der 
nichtmetastabilen, spontan zerfallenden Zustande rascher zunimmt als die der 


1) D. RosCHDESTWENSKI, Ann. d. Phys. (4) Bd. 39, S. 307. 1912. 

2) PEN PUCCIANDI, Cin. Bd. 201257 190d Mem Spetty ital isda33yesm136.1 004. —— 
Erste Anwendungen s. z. B. R. LADENBURG u. ST. Loria, Phys. ZS. Bd. 9, S. 875. 1908; 
ot. Loria, Ann. d. Phys. (4) Bd. 30, S. 240. 1909. 

3) Es sei hier besonders auf die schénen, der zitierten Arbeit beigegebenen Tafeln 
verwiesen. 

4) P. V. BEvAN, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 85, S.58. 1911; Bd. 83, S. 424. 1910. 

NR Wi WOOD mehyS: Zon Cian 1 O41 1013-6 PhiliMace (6) dase Se4ocrlonioe 
s. auch F. E. KLINGAMAN, Phys. Rev. Bd. 28, S. 665. 1926. 

6) J. C. McLennan, Proc, Roy. Soc. (A) Bd. 100; S: 1914. 19217. 

7) A. L. Narayan, D. Gunnatya und R. Rao, Proc. Roy. Soc. (A) Bd. 106, S. 596. 
1924; Uber eine interessante Anwendung s. E. FERMr und F. Raserrt, ZS. f. Physik 
Bd. 43, S. 379. 1927. 

5\ TAGS. Kine), Astroph, Jounmy Bde45,s8 2545 191472 r 

8) O. LumMMER u. E. PRINGSHEIM, Phys. ZS. Bd. 4, S. 430. 1903; F. ScHOEN, Diss. 
Jena 1904; H. GeissiEr, Diss. Bonn 1909; R. LADENBURG u. St. Loria, Phys. Z. Bd. 9, 
S. 874. 1908; A. PrLtceEr, Ann. d. Phys. (4) Bd. 24, S. 515. 1907; R. W. Woop, Phys. ZS. 
Bd. 7, S. 926. 1906; P. P. KocH u. W. FRIEDRICH, ebenda Bd. 12, S. 1193. 1911; R. LADEN- 
BURG, Ann. d. Phys. (4) Bd. 38, S.250. 1913 und vor allem in neuester Zeit R. LADEN- 
BURG, H. KOPFERMANN u. A. Carst, Berl. Ber. Bd. 20, S. 255. 1926 und R. LapDENBURG, 
Phys. ZS. Bd. 27, S. 789. 1926; s. auch die wahrend des Druckes erschienenen Arbeiten 
von R. LADENBURG u. H. KopFERMANN, ZS. f. Phys. Bd. 48, S.26 u. 51. 1928. 

') Uber den Zusammenhang mit Bonrschem Atommodell und Quantentheorie, auf 
denen die diesen Experimenten zu Grunde gelegten Gedanken basieren, s. spater (bes. 
Ziff. 42 und 78). 
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metastabilen, so dab sich schheblich z. B. zwischen den energetisch benachbarten, 
zu einem Triplett gehdrigen s-Zustinden des Neons ein statistischer Gleich- 
gewichtszustand ausbildet. Die Zahl der Atome in den verschiedenen An- 
regungszustanden andert sich dann nicht mehr mit der Stromstarke, die Ver- 
haltnisse der Zahlen der verschieden angeregten Atome sind in Ubereinstimmung 
mit den Gesetzen der Quantenstatistik, unabhangig von dem metastabilen oder 
labilen Charakter der Atomzustinde, wesentlich nur durch das Verhaltnis ihrer 
Quantengewichte bestimmt. 

SchlieBlich sei noch erwahnt, daB auch bei Molekiilen in der Nahe der 
Absorptionsbanden bzw. deren einzelner Linien anomale Dispersion beobachtet 
worden ist). 


II. Dispersion bei dichter Packung der Atome; 
Temperaturabhangigkeit und Dispersion 
im Gebiete langer Wellen. 


17. Einfuhrung der Lorentz-Lorenzschen Kraft. Bei dichter Packung 
der Atome bzw. Molekiile oder Ionen macht sich ein wichtiger Faktor geltend, 
den wir im vorhergehenden vernachlassigt haben. Die Kraft, die auf die Einheits- 
ladung des einzelnen Molekiils wirkt, die sog. ,,erregende Kraft‘, ist dann némlich 
nicht mehr mit der 4uBeren Feldstarke identisch, sondern wird auch noch durch 
die unmittelbare Umgebung, von den Nachbarmolekilen, mitbestimmt, wie 
LORENTZ-LORENZ gezeigt haben?). 

Um uns iiber die Art dieser Zusatzkraft eine Vorstellung machen zu kénnen, 
greifen wir zundchst auf unsere friihere elektrostatische Betrachtung in Ziff. 6 
zurick. Danach wird bei Einwirkung eines elektrischen Feldes auf ein dielek- 
trisches Medium das einzelne Atom zu einem Dipol auseinandergezogen. Das- 
selbe geschieht aber mit allen benachbarten Atomen und diese wirken nun ihrer- 
seits durch ihre Ladungen auf das betrachtete Atom ein. 

Wir betrachten wieder zwei Kondensatorplatten mit bestimmter Ladung 
(s. Abb. 10). Der Zwischenraum sei mit einem Dielektrikum angefillt. Wie konnen 
wir jetzt mit der Probekugel © und D messen? Um 
die elektrische Verschiebunge Syzu messen, machen * “ace 
wir einen feinen Spalt senkrecht zur Richtung der 
Feldstarke. Der Spalt tragt dann von der Platte in- eo ee wy 
duzierte entgegengesetzte Ladungen, die gleich den 
induzierten Ladungen am duBeren Rande des Me- _ 
diums sind und daher deren Wirkung aufheben. per 
Was wir im Innern des Spaltes mit der Probekugel 
messen, ist jetzt D, wenn nur der Kondensator groB genug ist, so daB wir von der 
Randwirkung absehen konnen. & kénnen wir messen, wenn wir einen ebensolchen 
Spalt parallel zur Kraftlinienrichtung nehmen. Dieser tragt natiirlich auch Rand- 
belegungen. Aber wir brauchen den Spalt nur schmal genug zu machen, um diese 
induzierten Ladungen neben der Wirkung des tibrigen Kondensators vernach- 
lassigen zu kénnen. Die kleine Schicht am Rand des Spaltes kann dann eben dic 
lange, an den Platten induzierte Schicht nicht kompensieren. 

Unsere Frage lautet also, welche Kraft wirkt in einem Dielektricum auf 
die Einheitsladung eines einzelnen Atoms? Was man in den Spalten mit, ist 


+ ++ ++ 


1) W. H. Jurius und B. J. vAN DER Pvaats, ZS. f. wiss. Photogr. Bd. 10, S. 62. 


4911; s. auch Ziffer 22. ; 
2) H. A. Lorentz, Wied. Ann, Bd. 9, S. 641.1880; L. LorENz, ebenda Bd.11, 5.70. 1880. 
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immer die Feldstarke, die innerhalb derselben herrscht. Was sich mit der Spalt- 
form dAndert, ist das Verhaltnis der Feldstarke im Innern zu der Feldstarke im 
Dielektrikum. Es sind natiirlich auch alle Ubergange zwischen den beiden 
obengenannten Spaltarten méglich. Dann ist allgemein ©yoniraum = © + @$ 3). 
Uns interessiert jetzt der Fall eines kugelférmigen Hohlraums (s. Abb. 11). Die 
Wirkung der induzierten Ladung liegt jetzt zwischen 
derjenigen in den beiden, gerade betrachteten Fallen. 
Die Feldstarke &&, die man bei Verschiebung eines 
Probekérpers im Kugelinnern mift, ist gegeben 


= durch: 
ee en ete test ; ; ree 
— POET: Co = > + — 3 


Abb. 11. Y 


‘(Cy = Feldstarke im Dielektrikum.) Die Verschiebung der ganzen Kugel als sol- 
cher miBt natiirlich die im Dielektrikum herrschende Feldstarke €y. Bemerkens- 
wert ist, da der Kugelradius nicht in die Gleichung fiir && eingeht. Das kommt 
daher, daB eine Kugelschale iiberhaupt keine Wirkung ausiibt. Wenn wir den 
Radius gréBer nehmen, schneiden wir aber nur Kugelschalen weg, die sowieso 
keine Wirkung austtben. DafB§¥ unser Hohiraum uberhaupt eine Wirkung hat, 
ruhrt davon her, daB wir den Kugelraum nicht belebig grof machen kénnen, 
sondern zum Schluf8 auf die Kondensatorplatten treffen. Es wirken dann die 
Partien rechts und links auf den Innenraum ein. 

Warum messen wit dann aber auch ©, wenn wir den Probekorper direkt 
in das Dielektrikum tun? Die Oberflache der Hohlung wird dann zwar auch 
induziert; aber wenn wir ihn bewegen, nehmen wir die induzierte Flussigkeits- 
schicht mit. Der Probek6orper wird also nicht gegen die an ihm induzierten La- 
dungen verschoben und diese wirken also nicht auf die Lage des Schwerpunktes, 
sondern nur als elastische Spannung. In dem Hohlraum dagegen bewegen wir 
den Kérper gegen die an den Randern induzierten Ladungen. 

Wenn wir diese Uberlegungen anwenden wollen, miissen wir nur noch recht- 
fertigen, dafS wir gerade den Fall des kugelf6rmigen Hohlraumes angenommen 
haben. Bei einem Gas oder einer Fliissigkeit wird das in einem bestimmten Augen- 
blick gewiB nicht stimmen. Aber im Mittel wird es so sein, da die wbrigen Atome 
an das betrachtete herankommen bis auf einen gewissen Abstand, den wir dem 
Hohlraum als Radius zuschreiben. Wir kénnen also annehmen, die wbrigen Atome 
seien im Mittel in ein homogenes Dielektrikum auBerhalb einer Kugel ,,ver- 
schmiert“*. Der Kugelradius spielt dann ja keine Rolle. Die urspriingliche Ab- 
leitung von LORENTZ stellt es so dar, da sie um das Molekiil eine etwas weitere 
Kugel einfithrt. Die Atome auBerhalb dieser Kugel kénnen dann als gleichmabig 
verteilt angesehen werden. Im Innern ist das dann zwar nicht mehr der Fall. 
Aber die Wirkung der Molekiile innerhalb dieser weiteren Kugelschale laBt sich 
durch einen Mittelwert ersetzen, der sich zu Null ergibt. 

Das Resultat bleibt, aufer fiir isotrope homogene Medien, auch im Fall der 
gewohnlichen, kubischen Raumgitter2) bestehen. (Betr. anderer Gitterformen 
s. Abschn. IV). 5 

LUNDRLADT?) betrachtete auch den Fall, in dem das Atom nicht im Mittel- 
punkt einer Kugel, sondern eines ellipsoiden Hohlraumes anzunehmen sei. Dann 

') H. A. Lorentz, Theorie of Electrons, S. 138. Leipzig 1909. Literatur s. Dorn, En- 
zyklopadie der Math. Wiss. Bd. V,, S. 758. 

*) P. DeBye, Miinchener Vorlesung. 1912; Handb. d. Rad. Bd. VI, Leipzig 1925. 


*) R. Lunpsiapt, Untersuchungen iiber die Optik der dispergierenden Medien vom 
molekulartheoretischen Standpunkt. Uppsala Univ. Arsskr, 1920. 
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erhalt man als Zusatzkraft nicht mehr ae oy Ist das Ellipsoid sehr lang ge- 
3 


streckt, so liegt z. B. der Fall des Lingsspaltes vor. Wenn die Ellipsoide verschie- 
den orientiert sind, so kommt das im Mittel wieder auf die Wirkung einer Kugel 
heraus, sobald unsere obige Annahme giiltig bleibt. LUNDBLADT meint nun, 
daB im elektrischen Felde die Ellipsoide eine bestimmte Orientierung hatten und 
fihrt hierauf den Kerreffekt zuriick. 

DaB wir die fiir den statischen Fall giiltige Berechnung der LoRENTz-LORENZ- 
schen Kraft auf Wechselfelder ibertragen, ist blo8 dann zulassig, wenn die GréBe 
des Molekils klein ist gegen die Wellenlange. Denn es war ja vorausgesetzt, 
daB das kugelf6rmige Loch (oder Molekiil) sich in einem homogenen Feld befindet, 
daB also die Feldstaérke im Gebiet der Kugel nicht merklich variiert. Das trifft 
nun tatsadchlich auch zu (z. B. 4 = 3000 A = 3- 10-5 cm gegeniiber Molekiil- 
durchmessern von der GréBenordnung 10~8 cm). [Zieht man die Anderung der 
Feldstarke innerhalb der Kugel in Betracht, so kommt man zur Erklarung der 
natirlichen Aktivitat?).| oe 

18. Formel fiir die Refraktion (=) . Das alles ttbertragen wir jetzt auf 
die Dispersion. Die Gleichung . 

m—=1+47N=14+420Nep > 
bleibt unverandert. 
Ebenso bleibt die Bewegungsgleichung jetzt zwar wie friher 
mx + bx+mozx = ®, 
aber die Kraft 8 ist jetzt nicht mehr wie frither e& , sondern 
= 0(Gy + B). 
Der Summand ed 8, die LoRENTz-LORENzsche Kraft, kommt daher, daf jetzt 
a) 
auch die Nachbarn eines jeden Atoms eine Kraft auf dieses ausiiben, wenn sie 
polarisiert sind. 
Das fiihrt wie friiher (s. Ziff. 7) zu 
Ney ee 


wo aje die Weichheit, d. h. die Leichtigkeit, mit der ein Teilchen polarisiert 
wird, miBt?). Es ist unverandert 
é 
ae m (az — w + iw) ; 
Wir schreiben 
4nNape=4nNb nt —=3R 


m(w2 — w* 4+ ‘iwy”) 

und nennen R& das Refraktionsaquivalent. Dann ist 

4a B= 3R(E+ “*B), 

< 
(nm? —1) = 428 (Definiton), 
’ oe A 
er ey, 7 
n 1 SK (1 3 ), 


1) Z. B. M. Born, Ann. d. Phys. (4) Bd. 55, S. 177. 1918; C. W. OsEEN, ebenda Bd. 48, 
Spake atop lly 

2) Uber die Méglichkeit, die Anisotropie der Polarisierbarkeit mit Hilfe der Lichtzer- 
streuung und des Kerreffektes zu bestimmen, s. Ziff. 68. 
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also wird 

n?— 4 

ee = 22, 

n® + 2 iis 22) 
Formel (22) geht fiir kleine Werte von u, d. h. fiir Medien, die sich vom leeren 
Raum nur wenig unterscheiden, in ae ' _ R, d.h. in unsere frithere Formel 


0) 
iiber. Bei Gasen, bei denen die Zahl der Atome in der Raumeinheit klein 
ist und die Teilchen sich gegenseitig kaum beeinflussen, reicht sie daher voll- 
kommen aus. Bei dichter Packung muf aber Formel (22) Anwendung finden. 
DRUDE und VoictT verwenden immer die einfache Formel. Sie muB dann durch 
die andere ersetzt werden. 

Wenn wir die Molekeln nicht im Mittel in einer kugelformigen Hohlung 
anzunehmen hatten, sondern in irgendeinem sonstwie symmetrischen Gebilde, 
hatten wir anstatt des Faktors 3 eine GréBe s zu setzen und (22) hatte beim 
Auflésen die Form 

n* — 1 3 3 

ee a 
wobei die GroBe s durch die Form der Molekeln bestimmt ist und von der 
Richtung abhangen kann. 

Wir sehen ferner aus Formel (22), daf R immer kleiner als 1 sein mub, 
denn erst fiir 7 = oo erreicht der Ausdruck seinen Maximalwert 1. 

R miBt die Starke der riicktreibenden Kraft. Was bedeutet nun die Un- 
gleichung R<1? Sie kommt zustande aus der Gleichung 


4a B = 3R (E44 8). 
Diese ergibt fiir R = 1 die Beziehung 
AxB = 3C + 428, 
die nur fiir © = 6 erfiillt ist. D.h. ohne auBere Feldstarke ist jede beliebige 
Polarisation moéglich. Die gegenseitige Wirkung der Dipole ist dann so stark, 


daB sie sich in jeder Lage festhalten. Wird der Dipol noch weicher, so wird 
R>. ‘Dann ast 


4aB=3RE+4aRB oder — BR" _ gage, 


D.h. fir eine endliche Polarisation von positivem Vorzeichen brauchen wir 
eine negative Feldstirke. Ohne eine solche ware die Polarisation so stark, daB 
die quasielastisch gebundenen Elektronen aus dem Molekiilverband geworfen 
wirden!). 

19. Abhdngigkeit des Brechungsindex von der Dichte. Wir hatten 
seinerzeit 2? — 1 proportional der Dichte gefunden. Das ist aber nur richtig, 
solange wir die gegenseitige Beeinflussung der Teilchen vernachlassigen diirfen, 
also z. B. bei Gasen und Dampfen unter Normalbedingungen, wo wir immer 
aa durch = (n — 1) ersetzen dirfen. Die exakte Formel (22) verlangt Pro- 


: aren : Taal : ; . : : 
portionalitat zwischen ep und der Dichte. Wir schreiben jetzt noch, indem 
wir mit dem Molekularvolumen multiplizieren : 


2, 


2 — A 
n® +2 


“= R™ (M = Molekulargewicht, d = Dichte). 


1) S. auch K. F. HERzFELD, Phys. Rev. (2) Bd. 29, S. 701. 1927, wo die Anwesen- 
heit der freien Elektronen in Metallen an diesen Effekt geknipft wird. 


Ziff. 20, 21. Temperaturabhangigkeit. Natiirliche Dipole. 507 


Diese GréBe hei®t Molekularrefraktion. Sie miiBte véllig unabhangig sein von 
Dichte und Temperatur, weil dies, vorausgesetzt, daB weder a, noch »’ von Dichte 
und Temperatur abhingen, fiir die Polarisation des Einzelteilchens zutrifft und 
der EinfluB der Dichte durch den Faktor M/d eliminiert ist. (Die Anderung von 
y’ kann man vernachlassigen, sobald man weit von der Spektrallinie entfernt 
ist, tiber die Anderung von q, s. Ziff. 20.) Die Unabhangigkeit der Molekular- 
refraktion von der Dichte ist tatstichlich auch sehr weitgehend erfiillt und scheint 
nach Versuchen von LorRENz und Pryvz!) auch bei Anderung des Agegregatzu- 
standes noch gewahrt zu bleiben. Weiteres s. Abschn. V. 

20. Temperaturabhangigkeit. Wir miissen erwarten, daB die Krafte, die 
im Atominnern herrschen und die Elektronenbindung bedingen, temperatur- 
unabhangig?) sind. Der Brechungsindex sollte daher, soweit er auf Elektronen- 
schwingungen zuriickzufiihren ist, nur dadurch von der Temperatur abhangen, 
daB die Dichte davon abhangt. Wir werden also nach Ziff. 19 ohne weiteres an- 
nehmen diirfen, dai zwar nicht 1, wohl aber oS = fir Glieder mit ultra- 
violetten Eigenfrequenzen temperaturunabhiangig ist. Streng richtig ist dies aber 
auch nur innerhalb der praktisch vorkommenden Temperaturdifferenzen. So- 
bald namlich die Temperatur so hoch ist, daB héhere Elektronenbahnen angeregt 
sind, haben wir ja eine Mischung zwischen Atomen im Normalzustand und solchen 
mit hoéherquantigen Elektronenbahnen, wobei das Verhaltnis der Komponenten 
der Mischung von der Temperatur abhangt. Damit haben wir dann eine direkte 
Temperaturabhangigkeit. Dieser Fall tritt bei Atomen, also bei den ultravioletten 
v9, von 700 bis 800° an ein. Dagegen muB8 bei den ultraroten Eigenschwingungen, 
wo es sich um Molekiilbewegungen handelt, schon bei viel tieferen Temperaturen 
fiir die exakte Rechnung eine Temperaturabhangigkeit beriicksichtigt werden. 
Das kommt so zustande, daB mit steigender Temperatur héhere Oberschwingungen 
des Molekiils bereits haufiger werden. Waren die die Schwingungen bedingenden 
innermolekularen Krafte quasielastisch, so nahme nur die GréBe der Amplitude 
zu. Oberschwingungen gabe es keine. Sind die Krafte aber nicht quasielastisch, 
was tatsdchlich zutrifft, so ergibt sich quantentheoretisch eine Anderung mit der 
Temperatur. AuBerdem wird aber auch die sichtbare Absorption geandert, da 
diese durch Uberlagerung von Elektronenbewegung, Oszillationsbewegung und 
Rotation bestimmt ist (Bandenstruktur). Bei steigender Temperatur verschiebt 
sich die Intensitatsverteilung der Bande und damit andert sich auch die Disper- 
sion. Ein weiterer Temperatureinflu8 mag unter Umstanden darauf beruhen, 
daB infolge starkerer Oszillation bereits eine merkliche Lockerung des Molekils 
eintritt. was sich aber ebenfalls erst bei groBen Temperaturen meBbar geltend 
machen diirfte. 

21. Natiirliche Dipole. Die beobachteten Dielektrizitatskonstanten zeigen 
oft eine viel gréBere Temperaturabhangigkeit, als sie nach diesen Uberlegungen 
zu erwarten ware. Das ist dann darauf zuriickzufiihren, daB wir fiir viele Sub- 
stanzen, besonders fiir solche, die unter Normalbedingungen bereits nicht mehr 
gasférmig sind, die Existenz natiirlicher, drehbarer Dipole anzunehmen haben. 
Bei diesen Substanzen bedingt, wie DEByYr*) zeigte, eine Unsymmetrie im inneren 


1) L. Lorenz, Wied. Ann. Bd. 11, S. 70. 1880; K. Prytz, ebenda Bd. 11, S. 104. 1880; 
L. BLEEKRODE, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 37, S. 339. 1884; Journ. de phys. (3) Bd. 4, 
S. 109. 1885; J. W. Brtut, ZS. f. phys. Chem. Bd. 7, S.1. 1891; s.auch S. Kyropoutus, ZS. 
f. Phys. Bd. 40, S. 507. 1926, wo auch weitere Literaturangaben zu finden sind. 

2) Ob bei Molekiilen die mit Temperaturerhohung bedingte schnellere Rotation so- 
wie die starkere Oszillation der Atome im Molekiil eine merkliche Anderung der Elek- 
tronenbindung bedingt, muB aus den Bandenspektren ersehen werden. 

3) P. DeByeE, Handb. d. Radiol. Bd. VI, Leipzig 1925. 
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Aufbau der Molekiile, daB sie ein elektrisches Feld um sich erzeugen, dessen Kraft- 
linien ebenso verlaufen wie die magnetischen bei einem Magneten. Es sind die- 
selben Substanzen, fiir welche die MAxwettsche Relation nicht erfiillt ist. Sie 
tragen elektrische Dipole in sich, deren Wirkung sich der erst bei Einschaltung 
des elektrischen Feldes erzeugten Polarisation tiberlagert. Ohne auBeres elek- 
trisches Feld ist die Richtung dieser Dipole nicht ausgezeichnet, das raumliche 
elektrische Moment eines groBen Volumenelementes also gleich:0. Sobald aber 
ein duBeres elektrisches Feld auf einen Solchen Korper einwirkt, versuchen die 
Dipole sich in eine bestimmte Richtung einzustellen, da jetzt die richtende Wir- 
kung des Feldes der Warmebewegung entgegenwirkt. Das fiithrt dann zu einer 
Temperaturabhangigkeit umgekehrt proportional mit 7, also zu der Form 

ea Mi an 

e+2 ad ef ; 
wo a vom Richteffekt, ’ von der quasielastischen Kraft abhangt. Der Ausdruck 
e—1 M 
Dy 
dene Absorption und anormale Dispersion im Gebiete langer Wellen siehe den zi- 
tierten Artikel von DEBYE im Handbuch der Radiologie sowie dieses Handbuch 
Band XV (Artikel ROMANOFF). 

Fur das rein optische Gebiet interessieren die Dipolschwingungen nicht (beim 
Wasser z.B.betragt die entsprechende Wellenlange einige Zentimeter). Dagegen 
lassen sich die Abweichungen von der Beziehung ? = «¢, die fiir manche Stoffe 
beobachtet wurden (beim Wasser z. B. ist der optische Brechungsindex 1,33 die 
Dielektrizitatskonstante aber 81), jetzt gut verstehen. Fiir sehr lange Wellen 
(von der GroBenordnung 1m und langer) ist auch hier die MAXwELLsche Rela- 
tion (6) erfullt. 

22. Ultrarote Eigenschwingungen bei gasformigen Molekulen. Wenn wir 
jetzt nachtragen, was sonst an ultraroten Frequenzen noch in Betracht kommt, 
kénnen wir von den Atom- bzw. Ionenschwingungen im Kristall absehen, die 
in anderem Zusammenhang (Ziff. 26) behandelt werden sollen. Bei Molekiilen 
gasformiger Stoffe ist die polare Natur der Molekiile oder die Existenz ungleich- 
geladener Kerne in gemeinsamer Elektronenhiille (z. B. beim homoeopolaren 
CO im Gegensatz zu dem ihm isosteren N,) Vorraussetzung fiir das Auftreten 
ultraroter Absorption, bei einatomigen Korpern fehlt sie tiberhaupt. 

Die ultraroten Absorptionsbanden der gasformigen Molekile gliedern sich 
in zwei Gruppen: die Rotationsspektren und die Rotationsschwingungsspektren. 
Die Rotationsspektren, aquidistante Linienfolgen von derselben Wellenzahl- 
differenz, legen im langwelligen Ultrarot (bei etwa 100 yz), die Rotationsschwin- 
gungsspektren, in denen neben Rotationen des Molekils als Ganzes auch noch 
die Schwingungen der Atome gegeneinander zum Ausdruck kommen, ent- 
sprechend den Kraften, um die es sich hier handelt, bei viel kiirzeren Wellen- 
langen [einigen w]+). 

Der Einflu8 dieser beiden Arten der Molekiilabsorption auf die Dispersion 
im sichtbaren Spektrum ist offensichtlich nicht groB. Denn wir konnten z. B. 
(Ziff. 11) beim CO, die Dispersion bis 9000 A sehr gut darstellen, ohne die ex- 
perimentell bei 2,7 4,3 und 14,7 gefundenen Absorptionsbanden?) zu beriick- 
sichtigen. Dagegen verlangt die formelmaBige Darstellung, wenn man zu den 


hei®t Molekularpolarisation. Uber die mit natiirlichen Dipolen verbun- 


') Ausfithrlichere Darstellung s. A. SOMMERFELD, Atombau und Spektrallinien, 4. Aufl., 
S. 706ff. Braunschweig 1924. 

*) E.v. Baur, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 15, S. 710 u. 1150. 1913; W. BURMEISTER, 
ebenda Bd. 15, S. 610. 1913; G. Hertz, ebenda Bd. 13, S. 617. 1911; E. F. BarKErR, Astro- 
phys. Journ. Bd. 55, S. 391. 1922; CL. ScHAFER u. B. Purripps, ZS. f. Phys. Bd. 36, S.641. 1926. 
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Messungen im Ultraviolett und im Sichtbaren!) noch die Messungen im Ultrarot?) 
hinzunimmt, neben dem ultravioletten noch zwei ultrarote Glieder, deren Eigen- 
wellenlangen mit den beiden stirksten ultraroten in Absorption beobachteten 
Wellenlingen zusammenfallen. Die dritte in Absorption gefundene Eigen- 
frequenz geht dagegen nicht in die Formel ein. Der Grund hierfiir diirfte in ihrer 
geringen Starke zu suchen sein, wie aus Messungen WETTERBLADS?) hervorgeht, 
der in allernachster Nahe der Bande bei 2,72 « eine schwache Anomalie beobach- 
tete. Der EinfluB der ultraroten Glieder macht sich dann im langwelligen Teil 
des sichtbaren Spektrums noch etwas bemerkbar. In Formel (VI), die die Dis- 
persion von CO, von 2380 A bis 13,19 « wiedergibt, muBte daher auch das 
ultraviolette Glied gegeniiber Formel (III) etwas gedéndert werden. 


_7,3205 - 10” 8,2060 - 1025 4 1,1676-10 | 8,1742- 10% (VI) 
7 4108,8-1027— »2 ° 4,845.1027—»? | 0,405 -102?— 2 

B= FAAS Ig 148004, Ag 431 1, = At 

Pi — 6.710, pb. = 0,0753, P3 = 1,729, py = 0,121. 


Die von O. Fucus’) auf Grund der zitierten Messungen berechnete Formel 
(VI) weist die Giiltigkeit der Dispersionsformel iiber einen sehr groBen Wellen- 


—> (n-1). 0° 


i dan = SS eS 
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Abb. 12. 


langenbereich nach. Die Ubereinstimmung zwischen Rechnung und Beobachtung 
zeigt Tabelle 6; den Verlauf der Dispersion gibt Abb. 12 wieder. Die anomale 
Dispersion in der Nahe der Absorptionsstreifen (in der Abbildung punktiert) 
tritt deutlich hervor. Die Dielektrizitatskonstante der Kohlensdure berechnet sich 
mit Formel (VI) zu 1,000975, wahrend die Beobachtung 1,000972 bzw. 1,000987%) 
ergibt. Die Maxwe ttsche Relation ist also innerhalb der Fehlergrenzen erfillt, 
— 1) E. KETTELER, Pogg. Ann. Bd. 124, S. 390. 1865; J. KocH, Nova Acta Upsal. (4) 
Bd. 2, Nr. 5. 1909; Ark. f. Mat., Astron. och Fys. Bd. 10/11, Nr.1. 1914; J. Sratescu, 
Phil. Mag. Bd. 30, S. 737. 1915; C. u. M. CurHpertson, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 97, 
S. 152. 1920; E. Stott, Ann. d. Phys. Bd. 69, S. 81. 1922. Die genannten Arbeiten sind in 
der Tabelle 6 in dieser Reihenfolge zitiert mit: Kr, K,, K,, Stic, C, Sr. 

2) T. WETTERBLAD, Diss. Upsala 1924. Die dort angegebene Formel ist unvollstandig, 
stimmt aber in den ultraroten Konstanten gut mit (VI) tberein. 

3) O. Fucus, ZS. f. Phys. Bd. 46, S. 519. 1928. ny 

1 Ci GAnNe Puyss Kev, Bio? S. 455. 1026; EL ASTtUART, 2S, i. Phys, Bal 47, 
S.457. 1928. Altere Messungen von ¢ schwanken zwischen 1,000946 und 1,000994. 


Tabelle 6. 


AA (n—1)+107 ber. (n—1) +10? beob, ber, — beob. + 10? Beobachter 
2379,10 4972,9 4973,0 = OH! | Ky 
2447,64 4936,0 4937,0 == 410) | ” 
2464,82 4927,4 | 4928,6 | — 1,2 | ms 
2 535,55 4894,4 4895,5 | == ipa | ” 
2577,08 4876,5 | 4878,0 | — 1,5 | 9 
2675.77 4838,2 3839,8 | — 1,6 fie 
2 753,60 4811,2 4813,1 | — 1,9 
2 760,58 4809,2 4810.9 — 1,7 ; 
2.857,80 4779,8 4781,3 — 14,5 9 
2894,44 4769,6 | 4771,0 | — 4,4 
2926,13 4761,1 4762,1 | — 1,0 Ap 
2 968,13 4750,5 4751,8 — 1,3 m0 
3 342,42 4673,9 | 4674,5 — 0,6 5 
3 544,69 4643,5 4644,1 — 0,6 2 
3 681,04 4626,0 4624,9 + 1,4 Be 
3 861,36 4605,7 4604,6 + 1,4 ap 
4109,25 4582,3 4581,7 | ak. OLS % 
4 358,34 4562,9 4562,7 + 0,2 Sr 
4 388,10 4560,9 | 4560,8 | 0,4 | oa 
4437,71 4557,5 | 4557,2 | a Oh8} 6 
4471,48 4555,3 4554,7 ap OHS om 
4 713,14 4540,9 4540,2 + 0,7 oo 
4800 4536,1 4535,5 | + 0,6 Cc 
4917,20 4530,2 4528,9 dL 43} Ky 
4921,92 4530,0 | 4529,3 | See St 
5015,73 4525,5 4524,9 | + 0,6 | o 
5 047,82 4524,0 4523,3 | se OS7/ $6 
5085 4522,4 4521,4 su G 
5 209 4517,1 4516,1 J5 4.) = 
5 460,72 4507,4 4506,0 Stee: Ses, Sie, 
5770 4497,4 4496,0 seg yyil c 
5790 4496,8 | 4495,3 + 4,5 i 
5 875,64 4494,1 4493,0 444 St 
5896 4493,5 | 4492,1 | + 1,4 Sit sen 
6438 4479,8 4478,4 + 1,4 Cc 
6 678,15 4474,7 44.73,1 + 1,6 St 
6 707,86 4474,1 4472,7 + 1,4 SiG 
7 030,23 4468,1 4466,7 + 1,4 St 
7 065,20 4467,4 4465,9 + 1,5 oy 
7 067,22 4467,2 | 4466,0 = 4.2) o 
7 147,04 4466,1 | 4464,9 + 1,2 f. 
7272,94 4463,8 4463,0 + 0,8 ” 
7 281,81 4463,7 4462,7 ap la) A 
7 383,98 4462, 3 4461,1 + 4,2 s 
7635,11 4458,4 4458,0 + 0,4 is 
T2357. 4457,1 | 4456,8 + 0,3 i 
7 948,18 4454,1 4453,7 + 0,4 ; 
8 264,52 4450,2 4450,4 — 0,2 . 
8 521,48 4447,2 4447,6 — 0,4 59 
8 667,95 4445,5 | 4446,2 — 0,7 35 
9 123,00 4440,8 | 4442,3 — 1,5 | " 
9 224,52 4439,8 4441,4 rn aa 
10000 4432 4415 +17 SHRS) 
20 000 4358 4336 +21 ss 
30.000 4188 4185 + 3 a, 
49.000 2910 2895 +15 Z 
50000 5334 5316 | +18 ah 
67 000 4781 | 4838 = y/ ” 
67 094 4780,6 4803,8 —23,2 | Kk, 
86784 4637,8 4579,2 Oso 39 
87 000 4637 4581 +56 56 

110000 4466 4472 — 6 - 


131.900 3961 4004 Se 


Ziff. 23. Dispersionsformel. 541 


was zusammen mit einer Reihe anderer Tatsachen die gestreckte Gestalt der 
Kohlensauremolekel beweist!). SchlieBlich sei noch darauf hingewiesen, daB in 
dem Temperaturbereich, in dem die spez. Warme der Kohlensdure stark an- 
steigt, die Refraktion, soweit sie von den ultraroten Gliedern mitbestimmt wird, 
eine Abhangigkeit von der Temperatur zeigen miiBte, da eben in diesem Be- 
reich die héheren Oszillationsquantenzustande auftreten. Die infolge von Ab- 
weichungen von der Quasielastizitat auftretenden Veraénderungen der Refrak- 
tion sind aber nur gering. 

23. Dispersionsformel. Im Anschluf an Ziff. 18 ist jetzt noch die Frage 
zu betrachten, wie die Formel fiir die Brechung selbst geandert wird. Wir hatten 
friher, ohne Bericksichtigung der ,,LORENTZ-LORENZschen Kraft‘‘ abgeleitet 
(Formel 14): 

m1 ye 4aNe*p 1 


3 3m or — w+ tar’ 


wobei im folgenden der Faktor i mit @ bezeichnet werden soll. Also 9 = e. 
3m 


An ihre Stelle tritt die Formel (22), die jetzt nach m aufzuldsen ist: 


rte Sets 3 
Tt? + 2 n* +- 2 
oder 
1 DO aes: 
{—-R- «3 ’ 
R 
2 == 
n =1=3| : 


Einsetzen der Werte fiir R ergibt: 


0 


woz — wo + tw’ 30 


— > = 5 - y 
0 o2 — 0 — wo? +10" 


2 ya : 
oz — w* + tor 


Oder fiir den reellen Brechungsindex in Gebieten ohne Absorption (s. 
Gl. 15, Ziff. 13) 


ee oe __ 3e = ot (5) 
7 i= oz — 9 — w? ow? — ww?” (23) 
Das ist wieder dieselbe Wellenlangenabhangigkeit?) wie in Formel (11), nur ist 
die Bedeutung der im Nenner auftretenden Eigenwellenlange w eine andere. 
Wahrend Oo die Eigenwellenlange des freien Molekiils ist, ist die Eigenfre- 


5 42Ne*p . 
quenz a, = | = — = 
3H 


sozusagen die Masse eines Molekiils durch das Daranhangen der andern, die es 
bei seiner Schwingung mitnehmen mu, vermehrt, und wir beobachten deshalb 
den Absorptionsstreifen optisch nicht an der Stelle, wo er im einzelnen Molekul 
liegt. Bei Gasen ist unter Normalbedingungen N, die Molekilzahl pro Raum- 
einheit, so klein, daB 42 Ne?p/m neben oj, vernachlassigt werden darf und wir dic 
Absorption an der richtigen Stelle beobachten. Kondensation des Gases bedeutet 
VergroéBerung von N. Die Absorption findet nicht mehr dort statt, wo sie im 
freien Molekiil auftritt; die Koppelung durch die Polarisation macht sich be- 


im massiven Kérper nach Rot zu verschoben; es ist 


se ee Wo tr, ZS. f. phys. Chem. Bd. 131, S. 90. 1927/28. 
2) G. H. Livens, Phil. Mag. Bd. 24, S. 268. 1912; T.H.Havetock, Proc. Roy. Soc. 
London (A) Bd. 84, S. 492. 1910; M. PLanck, Berl. Ber. 1905. 
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merkbar; der Absorptionsstreifen riickt nach Rot. Dieses ,,Rotwandern“ kann 
ziemlich viel ausmachen (s. z. B. Xylol und CS, in Ziff. 25). 
n2—1 
nz + 2° 
Art von schwingenden Elektronen in Betracht kommt, gibt (22) den Absorptions- 
streifen an, dort, wo er fiir das einzelne Molekil liegt, (23) dort, wo wir ihn wirklich 
sehen. Sind mehrere Absorptionsstreifen vorhanden, so setzt sich die Polari- 
sation der Volumeneinheit additiv aus den Einzelpolarisationen der verschiedenen 
Resonatoren zusammen. Es gilt dann: 


140N; pe? 1 ) = 4a 

An 3 = > Ni pidi = e m aa) (6 r ; 8] 

n? — 1 1 @ ( 

(ibe a is — w?" Ge) 


Demnach setzt sich die Molekularrefraktion additiv aus den Molekularrefrak- 
tionen der einzelnen Bestandteile zusammen, und nicht, wie es nach Formel (11a) 
zu erwarten ware, der Ausdruck ? — 1. Fiir diesen ergibt sich aus (22a) 


24. Mehrere Resonatorenarten. Addivitat ftir 


Solange nur eine 


oder 


Ny a N» pe ai 
- { 4a e wo? — w?  @ — wo? 
m2 — 4 = ———— 2 _— : 
m ; 4a Nip, Nz pe 7 | 
m \o?—ow? ' w2 — a? 


Die Addivitat der Molrefraktion hat sich dann auch bei Salzen und Mischungen 
gut bewahrt. Andererseits zeigt es sich, daB man die Wellenlangenabhangig- 
keit der Brechungsindizes komplizierter gebauter Substanzen auch gut durch 
eine Formel von der Gestalt 


, 

2 4 Q; 
nm? — 4 — »: as 
OD a COs 


darstellen kann, wie dies z. B. von DRUDE, MARTENS, PASCHEN u. a. geschehen 
ist. Auch die strenge Ableitung der optischen Eigenschaften von Kristallen (s. 
Abschn. IV) ergibt eine Formel von dieser Gestalt. 

Dieser scheinbare Widerspruch klart sich dadurch, da sich auch fiir den 
Fall mehrerer Resonatorenarten ein Ausdruck von der Form (22a) stets in die 
Gestalt (11a) bringen laBt"). Die dann auftretenden 0/ und w{ sind aber nicht 
mehr einzeln bloB durch einen einzelnen Bestandteil bestimmt, sondern hangen 
jetzt von den entsprechenden GréBen 0;, w; aller Bestandteile und ihrer Dichte 
ab. Die Umrechnung erfolgt ahnlich wie oben (s. Ziff. 23) und ergibt 


12 — |= ——_-—__—_ — J{|\=43 oe 
Ate 5 Qi Ge Qi : 
> oo? — w* j 3S w? — ow? | (24) 


Si 0,11; (@; — o?) | ‘ 


IT, (@? — w?) — SN] OU (ae — a) 


Hierbei bedeutet //;, da das Produkt iiber alle 7 + 7 zu nehmen ist. Eine ein- 
fache Partialbruchzerlegung dieses Ausdruckes fiihrt stets zu (14a). Die GréBen 
ow,” sind die Wurzeln des Nenners von (24). Im einfachen Fall von bloB zwei 
Gliedern ist die Rechnung allgemein durchfiihrbar, sonst mu8 man numerisch 
rechnen. So gibt die weiter unten eingefiihrte Formel fiir die Refraktion des KCl 


1) K. F. HERZFELD u. K. L. Wotr, Ann. d. Aaya, Teal, GAS, Sh, By, SOS. 
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(s. Ziff. 25 und 26) auf »?— 1 umgerechnet, fiir die vier Absorptionslinien 515, 967, 
1583 A und 55,08 w, welche die Ionen ohne die Belastung durch die gegenseitige 
Kopplung zeigen wiirden, die nach Rot verschobenen Werte 529, 1083, 1621 A 
und 70,23 4, die allein der Beobachtung zugiinglich sind. Theoretisch brauchbar 
sind also nur die Konstanten von Formeln vom Bau der Gleichung (22). Nur 
bei Gasen, wo die Packung der Molekiile sehr lose ist, ist es erlaubt, (22a) durch 


(14a) zu ersetzen und dort wieder n? — 1 durch 2(m — 1), so daB also fiir Gase 
n® — 1 


n? +2 s 
der Dispersion von Gasen, Gebrauch gemacht. Der dort in dem Zihler auftretende 


2 3 ; 
durch or (7 — 1) ersetzt werden darf. Davon ist oben, bei der Darstellung 
22e : ; : , 
Faktor = -entspricht dem in dem @ der Refraktionsformel steckenden Faktor 


25. Experimentelles Material. Als Beispiel fiir normale Dispersion waren 
oben Messungen von Gasen angefiihrt. Fiir optisch isotrope feste Kérper und 
Fliissigkeiten') liegen ebenfalls viele und genaue Bestimmungen von Brechungs- 
indizes vor. Diese wurden teilweise auch schon formelmaBig dargestellt. Doch 
sind in den meisten Fallen [MARTENS, PASCHEN?) u. a.] Formeln von der Form 
({41a) anstatt der bei dichter Packung theoretisch allein brauchbaren (22a) be- 
benutzt. Diese Formeln waren nun nach den vorhergehenden Uberlegungen 
ohne weiteres in die theoretisch gewiinschten umzurechnen. Aber sie haben meist 


, 


auBer den Gliedern eee noch ein konstantes Glied (also die Form 


Fa bee's | Ci ‘ 
ge St +>} eg A a >: waa) , so da8 auch eine Umrechnung 
nicht méglich ist. Andererseits gibt z. B. GOLDHAMMER?) bei KCl eine Formel fiir 
=; an. Aber diese hat ebenfalls ein konstantes Glied, das nach seiner Ansicht 
von Eigenwellen herrihrt, die so weit im Ultravioletten hegen, da sie nur noch zur 
Refraktion beitragen, die Dispersion im Sichtbaren und nahen Ultraviolett aber 


: : ; o GC 
nicht mehr beeinflussen, d.h. also, daB in den Summanden -— m2 oder — 7 
Ws, i a {= 


v5 — wo 5 ea 
m* bzw. vy? neben wm, bzw. 1% vernachlassigt werden darf. Bei der Genauigkeit, 
mit der die Rechnung gewohnlich gefiihrt wird, muBte aber, wenn diese Ver- 
nachlassigung erlaubt sein soll, »; mindestens gleich 1-104 sein, d.h. das 
zugehérige C = 3-10%3, was zu unertraéglich hohen Elektronenzahlen (etwa 
2000 pro Molekiil) fithren wiirde. Zudem fiihren alle diese Formeln bei 
Extrapolation auf 4=oe zu falschen Werten fiir die Dielektrizitatskonstante. 
Wirbrauchen also fiir feste Kérper Formeln von der Form (22a) ohne kon- 
stantes Glied. 

Von festen durchsichtigen und isotropen Korpern sind vor allem KCl, NaCl 
und Diamant sehr genau und iiber ein groBbes Gebiet untersucht. Ferner, teil- 
weise allerdings nur iiber das sichtbare Gebiet, eine Reihe anderer Korper, vor 
allem Alaune. Fiir alle diese Untersuchungen sei auf die Tabellen von LANDOLT- 
BORNSTEIN hingewiesen. Speziell fiir die Alkalihalogenide hat erst neuerdings 


1) Die Dispersion mehrachsiger Kristalle soll hier nicht behandelt werden, s. dazu den 
Artikel von Born u. Bottnow in Bd. XXIV dieses Handbuchs. Uber die Dispersion der 
Glaser s. F. Eckert, Jahrb. d. Radioakt. Bd. 20, S. 94. 1922. Uber Dispersion der Metalle 
s. D. A. GOLDHAMMER, Dispersion und Absorption des Lichts, 1913 und die neueren Arbeiten 
von G. JaFFé, Ann. d. Phys. Bd. 45, S. 1217. 1914 u. Bd. 46, S. 984. 1915. 

2) F. F. Martens, Ann. d. Phys. Bd. 6, S. 603. 1901; F. PASCHEN, ebenda Bad. 26, 
S. 120. 1908. 

3) D. A. GOLDHAMMER, Dispersion und Absorption des Lichts. Leipzig 1913. 
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GyvuLat!) die Dispersionsmessungen von KBr, KJ, NaBr, NaJ, RbCl und Lif 
ins Ultraviolette ausgedehnt (6150—2063 A). Die formelmaBige Darstellung, die 
eine Prazision der in Ziff. 82 angegebenen Konstanten dieser Salze bedeuten 
diirfte, steht noch aus. Hier sollen deshalb nur NaCl und KCl etwas naher be- 
trachtet werden, fiir die theoretisch brauchbare Formeln?) vorliegen. Das Beob- 
achtungsmaterial ist, da verschiedene Mebreihen existieren, einer kritischen 
Sichtung unterzogen. 

Die Messungen lassen sich bei NaCl darstellen durch die dreighedrige Formel 


ji 1 AAS ONO OS 5102 ee LOM 8 Oe t0e 
n?2- 76950 - 10% — »® ' 10275-1077 —»2 | 3778,3- 10% — 2” NEY) 
A = 3ALo A, N= OSE OE, A, = 1543,4.A, 
bp, = 2,35 by = 4,41, ps = 0,19. 
Formel (VII) gibt die Beobachtungen im Ultravioletten und Sichtbaren gut 


wieder. Die Beobachtungen an KCl werden durch eine ahnliche Formel dar- 


gestellt: 
m= —1 , — 1,9968 + 10% SEU Ne aati UMM hi 


| 
I a I 


ne +2 ' 33999-1027 — v2 ' 95258-1027 12 | 3613,7- 1027 — »? 
[ees BUS IN = OOO Ae 1578 fen 
jy — 4,60, Dy = APA py = OF25.. 


Die Ubereinstimmung zwischen Rechnung und Messung ist dieselbe wie beim 

NaCl. Auf den kleinen Gang zwischen Formel und Beobachtung (s. auch Ziff. 10) 

kommen wir spater zurick, ebenso auf die Zuordnung der einzelnen Glieder. 
Rechnet man hier auf 2 — 1 um, so erhalt man ftir KCl 


Ves 20uNe A= 1090185 f= 1626-45). 


Die Verschiebung ist hier verhaltnismaBig klein, verglichen mit dem Fall des 
Schwefelkohlenstoffs) (2250 bzw. 1850 A) und Xylols (1366—1158 A), weil der 
Hauptteil der Verschiebung erst bei sehr groBer Annaherung hervorgebracht 
wird. Der mittlere Abstand zweier CS, Molekile im fltissigen Zustand ist 
2,9-10~8 cm, zweier Xylolmolekiile 3,7-10~8 cm, der mittlere Abstand zweier 
Cl Mone shen KC ose OBS oO Gin, Awe isu Ger vANlosenacl Ik* = (Cl sau 
3,14-40 8 cm, aber nur gleichartige Ionen wirken stark aufeinander. 

Als Beispiel fiir die Dispersion von Flussigkeiten®) sei zunachst Xylol an- 
gefiihrt, dessen von RUBENS gemessene Brechungsindizes zwischen 4340 A und 
1,88 «’) bis auf 10 Einheiten der 4. Dezimale dargestellt werden durch die 
Formel 5,6549 + 1030 


n® a sae 27 2 
d 4823,2 - 107" — 


mit he 130074 
oder umgerechnet nach Ziffer 23 


We = 4 1,8850 - 10°° B fe: 
Pa CesT = ee ee 
IN 7, Exanie, WS, sic IPMows, I1Xcl, 2%, Ss SOs WOR. 
2) K. FP HERZPELD w, Kl. Wor, Anna ds Phys. Bds 735 S535, (O25; kG b. WorER, 
Miinchener Dissertation 1925. : 
3) In guter Ubereinstimmung damit hat H. A. Prunp (Science Bd. 65, S. 595. 1927 
u. Phys. Rev. (2) Bd. 31, S. 315. 1928) in jiingster Zeit bei NaCl ein Reflexionsmaximum 
bei etwa 1600 AE, bei KCl bei 1624 A festgestellt. Exakte Ubereinstimmung ist erst 
nach genauerer Messung und Umrechnung nach Ziff. 26 zu erwarten. Anzeichen weiterer 
Reflexionsmaxima sind in der Nahe von 1000 A vorhanden. 
4) E. Flatow, Ann. d. Phys. Bd. 12, S. 85. 1903. 
5) Uber Dispersion von Lésungen s. unter Molrefraktion (Abschnitt V). 
8) F. F, Martens, Ann. d. Phys. Bd. 6, 5. 603. 1901. 
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€ errechnet sich mit dieser Formel zu 2,17 gegeniiber einem beobachteten Wert 
von 2,30. Fir eine groBe Reihe anderer Flissigkeiten, und zwar dipollose wie 
Benzol, Toluol, CS, und CCl,, wie auch fiir Dipolfliissigkeiten wie Wasser, 
Athylalkohol, Azeton u. a., liegen Messungen des Brechungsexponenten im 
ultravioletten, sichtbaren und ultraroten Spektralgebiet vor, fiir die teilweise 
auch Formeln angegeben sind, jedoch beinahe immer in der KETTELER-HELM- 
HoLTZschen Form fiir »? — 1 und mit konstantem Glied. Fiir all diese Messungen 
sei auf die Tabellen von LANDOLT-BORNSTEIN verwiesen, wo sich auch die nétigen 
Literaturangaben befinden!). Besonders hervorgehoben seien hier nur Wasser 
und CS,. Wasser ist gemessen zwischen 1860 A und 250 cm. Wasser ist vom 
kurzwelligen Ultraviolett (etwa 1200 A) bis zu einigen uw durchsichtig und nor- 
mal dispergierend. Bei ca. 5 « setzt starke anomale Dispersion ein, die von da 
an bis ins Gebiet kurzer elektrischer Wellen (Dipole!) immer wieder auftritt. 
Eine einheitliche formelmaBige Darstellung besteht nicht und diirfte infolge der 
Kompliziertheit des Spektrums auch recht schwierig zu gewinnen sein, be- 
sonders da auch die verschiedenen MeBreihen schlecht an einander an- 
schheBen?). 

Die Dispersion von Schwefelkohlenstoff ist zwischen 2550 A und 2“ gemessen. 
Er zeigt anomale Dispersion bei 3300 A. Eine formelmaéBige Darstellung ist des 
Ofteren versucht worden, so von MARTENS, FLATOW, FRICKE und FEUSSNER?). 
Eine neuere Untersuchung von PAUTHENIER und Bruuar’), die sich auf neue 
Messungen der Absorption stiitzen, faBt alle diese Messungen in einer KETTELER- 


2 


: 5 We al 
HELMHOLTZschen Formel zusammen, deren Umrechnung in die mea Formel 


2 


lohnend erscheint, aber noch nicht durchgefiithrt ist. SchlieBlich sei noch die 
Dissertation von STIEFELHAGEN®) erwadhnt, in der KETTELER-HELMHOLTZsche 
Dispersionsformeln fiir CCl,, CHCl,, SiCl,, TiCl,, SnCl,, PCl, und AsCl, ange- 
geben sind. 

26. Dispersion im Ultraroten und Reststrahlfrequenzen. Die fiir NaCl 
und KCl angegebenen Gleichungen (VII) und (VIII) stellen die Beobachtungen 
im ultravioletten und sichtbaren Spektralgebiet dar, geben dagegen noch keine 
Rechenschaft iiber die im Ultraroten beobachtete anomale Dispersion, die durch 
Schwingungen der Ionen des Gitters gegeneinander bedingt wird. Die Bewegungen 
der Gitterteilchen innerhalb des Kristalls, also der ganzen Ionen oder von Atomen 
oder Ionen innerhalb der ,, Radikalionen“ (wie SO,~ ~, NO,~ ~ usw.), bedingen nam- 
lich fiir die Kristalle zwei neue Arten von Eigenschwingungen, die sich Lichtwellen 
gegeniiber als Resonanzstellen erweisen, derart, daB Licht, dessen Schwingungs- 
zahl mit der einer solchen Eigenfrequenz zusammenfallt, stark absorbiert und 
demgem4aB auch reflektiert wird. Diese Eigenfrequenzen sind also der Beobach- 
tung mit Hilfe optischer Methoden zugdnglich und zwar entweder durch Mes- 
sung des Reflexionsvermégens*) oder durch Messung des Absorptionsvermogens 


1) Neuere Messungen vom langwelligen sichtbaren Spektrum bis ins Ultraviolette hat 


FEUSSNER (ZS. f. Phys. Bd. 45, S. 689. 1927) fiir Acetophenon, Anilin, Benzaldehyd, 
Chinolin u. Nitrobenzol mitgeteilt. ; 
2) Eingehende Literaturangaben s. D. A. GoLDHAMMER, Dispersion und Absorption des 


Lichts, S. 87ff. 1913 und H. FALKENHAGEN, im Handb. d. Phys. Optik Bd. I,, S. 781—782. 

3) F. F. Martens, Ann. d. Phys. Bd. 6, S. 603. 1901; E. Frarow, ebenda Bad. 12, 
S. 85. 1903; W. FrickE, Dissert. Jena 1904; Ann. d. Phys. Bd. 16, S. 865. 1905; T. H. 
HAVELOCK, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 84, S.1. 1911; K. Frussner, ZS. 1p, Medoyyicy 
Bnd, 455 S. 689. 4927: 

4) G. Bruwat u. M. PauTHEeNreR, Ann. d. phys. (10) Bd. 5, S. 440. 1926. 

5) STIEFELHAGEN, Dissert. Berlin 1905; s. auch F. F, Martens, Verh. d. D. Phys. 
Ges. 1902, S. 150 und H. H. Marvin, Phys. Rev. (2) Bd. 34, S. 160. 1912. 

8) Sicehe z. B. A. H. Prunp, Journ. Opt. Soc. Amer. Bd. 15, S. 69. 1927. 
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oder durch Dispersionsmessungen in dem in Frage kommenden Wellenlangen- 
gebiet. 

Es ist nun bekannt da die beiden oben erwahnten Arten von Eigenfrequen- 
zen im ultraroten Teil des Spektrums liegen: Die zweite Gruppe (Schwingungen 
einzelner Atome oder Ionen innerhalb der Gitterbestandteile) liegt entsprechend 
der besonders starken gegenseitigen Bindungen der Bestandteile eines Radikal- 
ions bei kiirzeren Wellenlangen (etwa bei 10 bis 20 w). Sie sind fiir das betreffende 
Ion charakteristisch!) und werden auch bei Ubergang dieses Ions in ein anderes 
Salz oder sogar beim Lésen des Salzes nur unwesentlich geandert. Die andere 
Gruppe von ultraroten Eigenschwingungen, die auf Schwingungen der ganzen 
Ionen gegeneinander beruhen und die nur dem Gitter selbst eigentiimlich sind, 
liegen bei gr6Beren Wellenlangen (A > 20 w). Sie sind immer nur fiir ein bestimm- 
tes Gitter charakteristisch und verschwinden in jedem Fall in der Loésung. 
Beide bedingen, wie gesagt, Absorption und demnach auch anomale Disper- 
sion. Dieser Umstand auBert sich z. B. in dem pl6étzlichen Umbiegen der Dis- 
persionskurve im kurzwelligen Ultrarot, das z.B. bei Sulfaten auf Schwin- 
gungen innerhalb der Ionen und auf Schwingungen der Ionen gegeneinander, 
bei so einfachen Salzen, wie KC] und NaCl, bei denen beide Ionen nicht zu- 
sammengesetzter Natur sind, nur auf Schwingungen der ganzen Ionen zurick- 
gefiihrt werden muB*). 

Die kurzwelligeren Eigenschwingungen brauchen wir hier nicht zu betrachten. 
Sie sind im wesentlichen von derselben Art wie die oben bei CO, behandelten 
Eigenschwingungen. Dagegen miissen wir etwas ausfihrlicher auf die im lang- 
welligen Ultrarot legenden eigentlichen Gitterschwingungen eingehen. Sie sind 
mit den wblichen spektrometrischen Methoden nicht mehr zuganglich und des- 
halb, abgesehen von indirekter Berechnung?®), nur noch mit Hilfe der von RUBENS 
und seinen Mitarbeitern ausgebildeten Reststrahlenmethode oder mit Hilfe einer 
Dispersionsformel zu fassen. Die Dispersionsformel liefert direkt die Eigen- 
frequenzen. Die Reststrahlenmethode dagegen vermittelt uns mit Sicherheit nur 
die Lagen der Reflexionsmaxima. Wellenlange des Reflexionsmaximums und 
Eigenwellenlange sind aber keineswegs identisch*). Doch laBt sich, wie FOERSTER- 
LING und HAVELOCK zeigten, die eine aus der andern errechnen. FOERSTERLING®) 
gibt, wenn dj, die Wellenlange des Reflexionsmaximums, 4 die ihr entsprechende 
Eigenfrequenz der n? — 1 Formel bedeutet, die Beziehung: 


( 1 Q4 
BWP Fact DnB’ ie 
n, bedeutet darin den im Ultraroten annahernd konstanten Beitrag der ultra- 
violetten Glieder zum Brechungsexponenten, 0, ist, wie oben = 422). Doch ist 
die FOERSTERLINGsche Formel infolge unzulassiger Annahmen tiber ? nicht aus- 
reichend. Eine allgemeinere Formel gibt HAVELOCK®). Sie lautet in unserer Be- 
zeichnungsweise 

ay* -- by? + cy" -- ay -- § = 0, i = (25b) 


1) Cl. SCHAEFER u. M. SCHUBERT, Ann. d. Phys. (4) Bd. 50, S. 283. 1916. 

*) S. dieses Handbuch Bd. 24, Artikel BoRN-BoLLNow, Abschnitt II (S. 382ff.). 

3) Siehe z. B. M. Born, Enzykl. d. Math. Wiss. Bd. V 3, S. 529ff.; K. ForERSTERLING, 
Ann. d. Phys. Bd. 61, S. 549. 1920. 

4) R. W. Woop, Phys. Rev. (1) Bd. 14, S. 315. 1902; H. RusBEens und E. LapEn- 
BURG, Verh. d. D. Ges. Bd. 11, S. 16. 1909; J. KOENIGSBERGER u. K. KILcCHLING, Ann. 
da Phys (4) Bde 32) 5.843. 1010: 

5) K. FOERSTERLING, Ann. d. Phys. Bd. 61, S. 577. 1920. 

§\ ‘J’, H. HAVELOCK, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 105, S. 488. 1924. 
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mit oa = ty 2 2 
hae ea und a = 3(m — 1)%, 
Ge 8C; POS 
9 = ni (8S, — 4) 4 nna — 84) 4 2% — 
O\ m2 3 +m ne y13 + ne yi? 4, 
<tc 2 mg C4 (3 = ais | =e BG) 6) + 3CL 
Pa ni 4° wy? \ng i? ny v4?” 
2C’3 Crs 
_ 4 °° 
— <a 3 —— -) _ = . te 
ne v3 ( ) ’ n> rae 


In gut brauchbarer Naherung kann man dafiir schreiben: 
Era Cc. il 04 
/ 5 aa ay (6mn3— 4) 13 v ate (6n2 — 4)’ 
und diese Formel geht fiir den im allgemeinen nicht zutreffenden Fall, daB n? = 
ist, in die FORSTERLINGsche tiber. 

Eine Durchfiihrung der Berechnung der in Rede stehenden ultraroten 
Eigenfrequenzen ist auf Grund der Dispersionsmessungen bisher nur 
fir KCl und NaCl vorgenommen worden!). Zu den drei ultraroten 
Eigenfrequenzen der obigen Formel (VII) und (VIII) ist eine?) ultra- 
rote hinzugefiigt, derart, daB jetzt auch die Messungen des Brechungs- 
exponenten im Ultraroten von der Formel mit dargestellt werden. Die 
Aufnahme des ultraroten Gliedes bedingt ihrerseits eine unwesentliche 
Modifikation der ultravioletten Konstanten. Die neu gewonnenen For- 
meln, deren Konstanten somit als die endgiiltigen gelten kénnen, stellen, 
wie Tabelle 6a (NaCl) zeigt, die 


(25) 


4,50- oe Beobachtungen im ganzen durch- 
tae oe messenen Bereich gut dar. Auch 
z die Dielektrizitatskonstanten 
aia Ban kommen jetzt richtig heraus. 
- 4 a i bby Uber den Verlauf der Dispersion 
A (u)— s. Abb. 12a. Die Konstanten 
Abb. 12a. der Formeln lauten fiir: 
NaCl: C, = 1,4150 - 10%, 4,= 3439 A, ; = 2335. 
es 250575. 10%, An 835,00, Dy = 4,41, 
Gq = 0,41230> 40"; Ay = 1543,4 A, PaO, 
GC, = 14,3408. 2 107, Regime Ae mikes Dp, = 057, 
RCls C, = 2.0047 10%, AS S14 oun, B= a Oy 
Co = 41,8533 «10% A, = 966,9 A, het oy 
Cz = 0,10720 - 10, Ag = 1582,9 A, Pp, = 0,26, 
C, = 8.2035 + 10%, A 55,0011, p, = 0,649, 


Aus ihnen sind mit Hilfe der in Ziff. 24 angegebenen Umrechnungsformel 
die Konstanten der Gleichung fiir 1 — 1 wie folgt bestimmt: 


NaCl: C{ 3°41,30 + 10%, ne 347 A, 
Ce 3-2,56 + 1029, A 1085 A, 
Ch 720,324 = 40%, i, == 1584 A, 
Ct Za2 70) 240, iM, = 61,67 4, 

KCl: Cf = 3+ 4,6887 + 10°", <AG =. §20;1 A, 
Ch = 3-2,0145 +108, 2; = 1082,8 A, 
C6 = 3-0;26178- 10%, Al = 11621,4 A, 
Cha 3-1,5884 10%, Ay = 70,23 u, 


1) OQ, Fucus u. K.L. Wotr, ZS. f. Phys. Bd. 47, S. 506. 1928. 
2) C. J. BRESTER, Utrecht 1923; W. DEHLINGER, Phys. ZS. Bd. 15, S. 276. 1914. 
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Aus den Cj, berechnen sich!) nun mit Hilfe der HAvELockschen Gleichung 
(25b) die Reststrahlfrequenzmaxima zu 52,10 w« fiir NaCl und 60,74 w fiir KCl. 


Tabelle 6a. 


AA ——— ber. ee x nee Beobachter ?) 


1854 0,462 81 0,46310 5 20 M, 
1862 0,46000 0,46019 + 19 i 
1935 0,43840 0,438 42 + 2 a 
1977 0,428 50 0,42845 — 5 96 
2.000 0,423 60 0,423 60 0 : 
2110 0,404 76 0,404 88 12 3 
2144 0,40006 0,40022 ==16 M,, M,-Bo 
2194 0,393 75 0,394.00 25 M,, Bo 
2312 0,381 53 0,381 84 ole a Bo 
2573 0,363 05 0,363 40 si 35) oe 
2748 0,35443 0,35482 i Oo OF 
3403 0,33569 0,33597 + 28 30 
3944 0,327 64 0,327 88 + 24 M,.., La-Bo 
4415 0,32317 0,323 34 she M, 
4861 0,32020 0,32029 A G IPA@ab Why, IE, Wi To 12) 
5461 0,317 34 0,317 38 + 7 M, 
5893 0,31583 0,315 83 (0) Bo (od. M1, Bo, DuFet, L, M, 
und P) 
6438 0,314 36 0,314 34 2 M, 
6563 0,314.08 0,314 04 = a M,, P 
7857 0,311 88 0,311 81 = ¥ P 
8839 0,31085 0,31072 =F a 
9822 0,31009 0,309 94 = 418 
11786 0,30908 0,308 92 = 416 7 
17686 0,30765 0,30745 — 20 9 
235/35 0,30688 0,30665 — 23 30 
29466 0,30623 0,30598 — 25 an 
33559 0,305 56 0,305 31 ors e 
41252 0,304 82 0,304 56 = DE 8 
50092 0,303 54 0,303 30 = i . 
58932 0,302.05 0,301 78 — 27 Ss 
64825 0,300 87 0,30063 — 24 ee 
70718 0,299 61 0,299 38 = 23 P 
76611 0,298 25 0,298 00 = DE es 
79558 0,297 50 0,297 27 == 23} ” 
88398 0,295 13 0,294 89 — 24 ie 
100184 0,291 48 0,291 28 = 20 
117864 0,28500 0,284 83 — 417 ¥ 
129650 0,27988 0,279 76 19 _ 
141 436 0,27417 0,27404 ——. (6) ” 
153223 0,267 44 0,267 60 + 16 ' 
159116 0,26409 0,26408 = { e 
179 300 0,25047 0,25041 = € R-T 
205 700 0,228 21 0,22799 = DY) R 
223000 0,20989 0,209 83 2 . ‘ 


VOL EDeHS Ke WaVWioln. Zost. Phys mbds46 mom 500102 S) 

*) Beobachter: F. F. Martens, Ann. d. Phys. Bd. 6, S. 603. 1901 (als M, zitiert); 
ebenda Bd. 8, S. 459. 1902 (M,); Mittelwert zwischen beiden = Mr; H. DuFEt, Bull. soc. min. 
Bd. 14, S. 130. 1891; S. A. Boret, C. R. Bd. 120, S. 1406. 1895; Arch. sc. phys. de Gen. (3) 
Bd. 34, S. 134. 1895 (Bo; nach LANDOLT-BORNSTEIN auf 18° reduziert); F. PascHen, Ann. 
d. Phys. Bd. 26, S. 120. 1908 (P); H. RuBENs, ebenda (4) Bd. 26, S. 615. 1908 (R); H. RuBENS 
u. A. TROWBRIDGE, Wied. Ann. Bd. 60, S. 733. 1897; Bd. 61, S. 224. 1897 (R-T); J. STEFAN, 
Wien. Ber. Bd. 63 (2), S. 239. 1871. Diskussion des Beobachtungsmaterials s. K. F. HERz- 
FELD u, K, L. Worr, Ann. d. Phys. Bd. 78, S. 35. 1925. 
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Wir haben also fiir 
KCl: 247 = 70,23, NaCl: 61,67, 
Ay = 60,74, 52,10 berechnet, 
Ay = 63,4, 52,00 beobachtet!). 


Die Ubereinstimmung mit der Beobachtung ist befriedigend. Die aus der Dis- 
persionsformel bestimmten Eigenfrequenzen erscheinen damit experimentell hin- 
reichend gesichert und kénnen als brauchbarste Bestimmung der — direkten 
Messungen nicht zuganglichen — Eigenfrequenzen angesehen werden. Einige 
anderweitige Angaben iiber die Eigenfrequenzen der n® — 1-Formel sind zu- 
sammen mit den aus der Dispersion bestimmten Werten in der folgenden Tabelle 


zusammengestellt : 


NaCl: 4, = 61,67. Nach Fucus-WotF’) 
= 61,6 Nach Born®*) aus der Theorie der Kohasionskrafte 
= 64,5 FORSTERLING‘) aus der BoRN-KARMANschen Theorie der 
spezifischen Warme 
= 0,5 Nach Marvin?) 
KCl: 4{ = 70,23 Nach Fucus-WotF?) 
= 74,5 Nach Born’) 
= 77 , FORSTERLING!) 
= 71 Nach Marvin’) 


Fur andere Stoffe stehen die analogen Rechnungen noch aus. Doch diurften die 
beiden behandelten Beispiele des KCl und NaCl wohl hinreichend dartun, in 
welch weitem Umfang Gleichungen (22a, 24 und 25) sich an der Erfahrung be- 
statigen. 

Fiir Schwefelkohlenstoff (s. Ziff. 25) lieBe sich auch fiir Flissigkeiten eine 
ahnliche Betrachtung durchfiihren, wozu eine Umrechnung der von BRUHAT und 
PAUTHENIER’) angegebenen KETTELER-HELMHOLTZzschen Dispersionsformel in 


2-6 4 Bc = . : ms 
die —,——~ Formel noétig ware. Die daraus gewonnenen Eigenwellenlangen 
243 = : : 


miiBten weiterhin mit Hilfe der HAVELocKschen Formel (25) mit den Re- 
flexionsmessungen HuLBurts’) und FLATows sowie den Absorptionsmessungen 
von BRUHAT und PAUTHENIER’) im Ultraviolett und von CoBLENTz") im Ultra- 
roten kombiniert eine vollstandige Kenntnis der aus der Dispersion zu gewin- 
nenden Daten dieser auch in anderer Hinsicht wichtigen Flissigkeit gewinnen 
lassen. 
III. Molekulartheoretische Behandlung 
von Absorption und Dampfung. 
Breite von Spektrallinien. 


In Gleichung (8a) hatten wir zur Vermeidung unendlich groBer Amplituden 
rein phanomenologisch ein Dampfungsglied von der Art einer Reibungskraft ein- 


1) H. Rupens, Berl. Ber. 1917, S. 47. 
2) O. Fucus u. K. L. Worr, ZS. f. Phys. Bd. 46, S. 506. 1928. 

3) M. Born, Enzykl. d. math. Wiss. Bd. V 3, S. 520ff. 

4) K. FORSTERLING, Ann. d. Phys. Bd. 61, S. 549. 1920. 

. H. Marvin, Phys. Rev. Bd. 17, S. 412. 1921; s. auch R. C. MAcCLAURIN, Proc. 


5) H 
Roy. Soc. (A) Bd. 81, S. 367. 1908. 

6) M. Born, Berl. Ber. S. 604. 1918. 

7) G. BRuHAT u. M. PAuTHENIER, Ann. d. phys. (10) Bd. 5, S. 440. 1926. 

8) O. E. Hursurt, Astropl. Journ. Bd. 46, S. 1. 1917. 

9) G. Bruuat u. M. PAUTHENIER, Journ. de phys. et le Radium Bad. 6, S. 36. 1925. 

10) W. W. CoBLENTZ, Phys. Rev. (1) Bd. 17, S. 51. 1903. 
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gefuhrt, indem wir in die Bewegungsgleichung einen Summanden bé aufnahmen!). 
Dieses bedeutet einen Energieverlust. Greift namlich keine 4uBere Kraft an dem 
Resonator an, so kann die Bewegungsgleichung 


mé + moze + bE == () 
auch geschrieben werden 
d (m + LR By rs gs 
mos ol (20) 
so dal be? den Energieverlust angibt, der zu einer gedampften Schwingung 
b 


-~.—+t wil  B2 
to D) 
eG ae cos|/ oO, — 


4m? 


fiuhrt, bei welcher die Energie im Mittel proportional 


abnimmt. »’ ist also gleich der reziproken Abklingungszeit. Andererseits ist »’, 
wie oben gezeigt wurde, gleich der Halbwertsbreite der Absorptionslinie, d. h. 
gleich dem ganzen Abstand der Stellen, an denen der Absorptionskoeffizient auf 
die Halfte seines Maximalwertes gesunken ist. Wir haben also das Ergebnis, 
daB die natiirliche Halbwertsbreite der Linie in unendlich diinner Schicht im 
Frequenzma8 gleich der reziproken Abklingungszeit ist. 

27. Strahlungsdampfung nach Prancx. Nach PLanck riihrt die Ver- 
minderung der Energie des Resonators daher, daB das schwingende Elektron 
strahlende Energie an das Medium abgibt. Wir miissen daher die von einem 
Oszillator ausgestrahlte Energie berechnen. Wir spezialisieren unsere Formel 
gleich so, wie wir sie brauchen. Es sei ein Resonator gegeben, der sich in der 
&-Richtung bewegen kann. Dabei denken wir uns den Resonator im Nullpunkt 
des Koordinatensystems. Ist y der Abstand des Aufpunktes, fiir den wir das Feld 


bestimmen wollen, und € Funktion von (4 — =|, so ist das von dem Resonator 
5 (3 
ausgestrahlte Feld bestimmt durch: 


Oy? ; 
s(¢ v 
eélt — 
' ole ; C 
Sy = - ——————————— 
Cy Ox dz Vy 4 
s(¢ é 
2 é > Fae ai ate 
G %) 
: Oxo0y Y 


Wenn wir geniigend weit von dem Resonator entfernt sind — und das diirfen 
wir immer voraussetzen, denn der Abstand des leuchtenden Punktes vom Auge 
ist immer groB gegen die Wellenlange —, kénnen wir die Glieder mit 4/72 und 1/73 
neben denen mit 1/7 vernachlassigen. Ausrechnung fihrt zu gewéhnlichen Kugel- 
funktionen, und es ergibt sich folgendes Resultat?) : 

") Siehe zusammenfassenden Bericht J. STARK, Jahrb. d. Radioakt. Bd. 12, S. 349. 1915. 
Ferner O. ScHOnRocK, Ann. d. Phys. Bd. 22, S. 209. 1907; J. MANDERSLOOT, Jahrb. d. Radio- 
akt. Bd. 13, S. 1. 1916; F. Retcue, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 15,-S. 3. 1913. 


*) Siehe z. B. ABRAHAM-FOppL, Theorie der Elektrizitat I, SoeAtuils Se e3e4i tte 
Leipzig 1918. 


- 
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Elektrische und magnetische Feldstirke sind ihrem Betrag nach bestimmt 
durch die Gleichung: 


|| = 


a i. 
S| = ; 26 sind. (27) 


© liegt in der Meridianebene ON P,  senkrecht zu © in Richtung der Tangente 
an den Parallelkreis durch den Aufpunkt P (s. Abb. 13). Die pro Sekunde aus- 
gestrahlte Energie ist nach dem Poyntincschen Satz: 


aw = 6rdQ 


= [EO] rade 


und das ist, wegen Gl. (27) und weil © 1 
4 


Abb. 13. 


Die gesamte Energiestrémung ergibt sich durch Integration iiber die Kugelober- 
flache: 


wg 2a 7 
Bee ari oe en a we 
= sin?’ sin’ddid 28 
dw Ferg | ° | (28) 
0 0 
= e2 E 4 ca 2 e2 = 
Si ay Lh 
Das ergibt fiir das Dampfungsglied 
qW 288 2e& 
‘Cink Ca Sane Bo (29) 
c ef E a Hee é 
(29) und (26) fiihren also zu der Beziehung: 
mets 4 
=¥ 3 oF Em 
Setzen wir wieder & — A - e'”*, so wird der Ausdruck 
x ; 4 nc? 
3 = OOS 3 
E he 
also 
o 2 42 8: 2 ge o 
» ae é a Zs 5a = nh (30) 
3m c?® 3m ch ha 
Das ist die Formel von PLANCK). 
: 7 ment 4h y/ , 22 . ; ; : ; 
GemaB der Gleichung geen wobel v = 5 ist, wird also die Halbwerts- 
2 . J Vv ‘ 
breite in A | 
P a 
Ah= : 
226 
also gemaB (30) 
= 4n2e* 
3m c* * 


= 0,83-10-4A. 


Wenn auf unseren Resonator eine ebene Welle auffallt, so wird ihr Energie 
entzogen, die die nach (26) verbrauchte Energie liefert. Da hier fiir das Gesamt- 


1) M. Prancx, Wied. Ann. Bd. 60, S. 577. 1897; Berl. Ber. Bd. 24, S.471. 1902. 
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gebiet kein Energieverlust eintritt und da Warmebewegung nicht auftreten soll, 
so bleibt die ganze dem Primarstrahl entzogene Energie Strahlungsenergie. Wir 
haben keine Umwandlung der Strahlungsenergie, sondern lediglich Streuung, in- 
dem die Molekiile, die selbst zu Schwingungszentren werden und sekundare 
Lichtwellen aussenden, zerstreuend wirken. Wir haben also wenigstens im Ge- 
biete schwacher Dispersion, wo das Mitschwingen der Elektronen nicht stark 
ist, ahnliche Verhaltnisse wie bei der Zerstreuung des Lichts durch triibe Medien, 
deren Theorie von Lord RAYLEIGH entwickelt und zur Erklarung der Himmels- 
farbe herangezogen wurde. 

ZahlenmaBig nimmt »’ im sichtbaren Gebiet (A = 5-10~°) nach (30) den Wert 
10° an. Daraus ergeben sich fiir die Abklingungszeit Werte von der Gr6Ben- 
ordnung 10-8 sec in Ubereinstimmung mit dem Experiment!). Ubereinstimmung 
mit dem aus Formel (30) sich ergebenden Wert findet auch MINkowskI?), der 
durch Kombination von Absorption und Magnetorotation fiir die D-Linien 
¥p = 0,63 10°, vp, =.0,62 + 10% sec~ > bestimmt. 

Strahlungsdampfung ist mit jeder Schwingung, die Wellen in das umgebende 
Medium sendet, untrennbar verbunden, also immer vorhanden. Die durch sie 
bestimmte Halbwertsbreite bestimmt daher die ,,natiirliche Linienbreite“. 

28. Theorie von Lorentz. LORENTZ?*) untersucht den Fall, daB der Strah- 
lungs- und AbsorptionsprozeB der ungedampft schwingenden Elektronen durch 
ZusammenstoB infolge der thermischen Bewegung unterbrochen werde. Die 
Energieverminderung wird dabei also auf Umsetzung von Strahlungsenergie in 
kinetische Energie der beiden StoBpartner zuriickgefiihrt (St6Be zweiter Art). 
Und zwar wird vorausgesetzt da die ganze momentan vorhandene Energie des 
Resonators in Warmebewegung umgesetzt wird. Es sei t die Zeit zwischen zwei 
St6Ben. In der Sekunde erfolgen dann 1/7 St6Be. Die von einem Molekiil wahrend 
der Zeit t in ungeordnete Bewegung umgesetzte Schwingungsenergie wird dann 


nach (26) gleich [oi2at, nach der jetzigen Auffassung aber gleich der Energie 


0 
im Augenblick des StoBes U(r). Also 


2 | mi2de = Wal 5 
6 


Wirde man U(r) = 2— x? setzen, so erhielte man 


ss (31) 


mt 

Nun ist die Rechnung noch nicht korrekt. Wir nahmen ja die Schwingungen als 
praktisch ungedémpft an und fihrten die Dampfung auf von Zeit zu Zeit erfol- 
gende plotzliche St6rungen zuriick; diese sollten die Schwingungsvorgange 
unterbrechen, so daB unmittelbar nach einem Sto die (kinetische) Energie des 
Resonators = 0 ist. Durch die einfallende Welle wird die Schwingung dann von 

1) W. Wien, Ann. d. Phys. Bd. 60, S597. 1919; Bd. 66, S. 229. 1924; Bul. 73, S: 483. 
1924 (Abklingen des Kanalstrahlleuchtens); A. ELLET, Journ. Opt. Soc. Amer. Bd. 10, 
S. 427. 1925 (Drehung der Polarisationsebene der Resonanzstrahlung) ; W. HANLE, ZS. f. Phys. 
Bd. 30, S. 93. 1924; zusammenfassende Darstellung der Resultate s. H. Kerscupaum, Ann. 
d. Phys. Bd. 83, S. 287. 1927; L. S. ORNSTEIN u. Vv. D. HELD, Ann. d. Phys. (4) Bd. 85, 
S. 953. 1928 (Absolute Intensitatsmessung). 

2) R. Mrtnxowsk1, ZS. f. Phys. Bd. 36, S. 839. 1926. 

8) A. A. MicHetson, Astrophys. Journ. Bd. 2, S.251. 1895; H. A. Lorentz, Versl. 
Akad. Amsterdam Bd. 14, S. 518 u. 577. 1906. 
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neuem erzeugt, und ihre Amplitude nimmt zu bis zum nachsten StoB. Die Ampli- 
tude im Moment des Stoles ist dann nicht die mittlere, sondern hat einen gréBeren 
Betrag. 

Lorentz rechnet folgendermafen?): Man setzt die Lésung der Bewegungs- 
gleichung (9) (Ziff. 7) inkl. der zu Beginn auftretenden freien Schwingungen der 
Frequenz @, an und bestimmt deren Konstanten so, daB unmittelbar nach dem 
letzten StoB, der vor ¢’ sec gewesen sein mége, sowohl x als + = 0 sind. Man hat 
dann 


@ 


oo a2 635 : eivt I, oS s(t =|. Ogio bn a ity i ma @ Jen (om ere 
Ge toes 2 : 


me (@s; — w*) Mo, 


In einem gegebenen Augenblick ist der Bruchteil der Molekiile, die ihren letzten 
’ 


StoB zwischen ¢ und ¢’+ dt’ hatten, proportional re r.dt; man erhalt 
daher als Mittel von x iiber alle Molekiile i. 


t’ 5 
== tot 
i = eSg-e 


Pale ehte @ ae (32) 


hee Dao 
6 m\ o>? — w*+ 


d.h. Formel (10a) (Ziff.12) mit 6 = 7". 
Die LorENtTZsche StoBdampfung ist direkt proportional der Sto8zahl und 
diese wieder dem Gasdruck. Ferner muB v{ogexrz Wie die StoBzahl bei konstanter 


Dichte proportional YT zunehmen. Da »v’ die Halbweite der Spektrallinie be- 
stimmt, muB eine Erhdhung des Druckes oder der Temperatur eine Verbreite- 
rung der Spektrallinie bewirken. 

Fiir Emissionslinien ergibt sich das gleiche. Die ungestért schwingenden 
Elektronen bedingen gemaB der klassischen Elektrodynamik, sofern man von 
der Strahlungsdampfung absieht, die Emission streng monochromatischen Lichts. 
Die so ausgesandten Wellenziige haben aber nur eine endliche Lange, da der Emis- 
sionsprozeB jeweils durch die thermischen Zusammenst6Be unterbrochen wird. 
Ein endlicher Wellenzug laBt sich aber durch Fourrer-Analyse in eine stetige 
Folge von Wellenlangen, also in ein ganzes Spektrum zerlegen derart, daB die 
Intensitatsverteilung in diesem ,,Spektrum“ sich um so mehr um die Frequenz 
der ungedampften Schwingung konzentriert, je linger der Wellenzug ist?). 

29. Strahlungsdampfung und Breite von Spektrallinien. Die rein elek- 
tromagnetisch begriindete Strahlungsdampfung ist immer gleichmaBig wirksam. 
Die StoBdampfung dagegen wird sehr schwach, wenn das Gas sehr diinn, die 
St6Be also selten sind. Der rein formale Ansatz (8a) umfaBt beide, und im all- 
gemeinen werden wir anzusetzen haben: 


tf / / 
Vv = VPranck =n VLorentz + 


In sehr diinnen Gasen wirkt nur vp,,ycx. Dann bleibt die ganze Strahlungsenergie 
ihrer Natur nach erhalten’). Die Dampfung beruht nur auf der zerstreuenden Wir- 
kung der Resonatoren. Daher bestimmt eben vp, ,xcx die natiirliche Breite der 
Spektrallinien. Diese ist immer, wie das Zahlenbeispiel Ziff. 27 zeigt, so klein, 


1) Uber eine etwas andere Ableitung mit nicht ganz den gleichen Resultaten siehe 
Gs jArne, Anniid. Phys. (4) bd, 45, 521247. 1914. 

2) O. ScHOENROcK, Ann. d. Phys. Bd. 22, S. 209. 1907; H. A. Lorentz, Theorie of 
Electrons, S. 141. Leipzig 1916. 

a) Rk. Wi. Woop, Phys: ZS. Bd. 13, S. 353. 1912; FP. PAsScHEN, Ann. d. Phys. (4) 
Bd. 45, S. 625. 1914; J. Z. Zrerinsx1, Phys. Rev. (2) Bd. 31, S. 559. 1928. Dieses Hand- 
buch Bd. XXIII, Kapitel 5. 
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daB sie mit dem bis jetzt erreichten Aufldsungsvermégen der Spektralapparate 
nicht gemessen werden kann. D.h. die Linie wird durch Beugungserscheinungen 
verbreitert. Aber auch ohne das wiirde der Dopplereffekt hier eine Messung 
stéren. Wenn namlich ein emittierendes Atom!) mit der Geschwindigkeit v auf 
den Beobachter zu bzw. von ihm fortfliegt, so ist die vom Beobachter wahr- 
genommene Frequenz 


v= Aliee =k 


Das mittlere Geschwindigkeitsquadrat v fiir die Molekiile eines Gases ist gegeben 
durch 


v= eS oder 1,579 - 108 oe 


Das bedeutet?) eine mittlere Verbreiterung nach jeder Seite von der GroBenordnung 


: yaar Yoo Wee Va vo. Fir Wasserstoff (WZ = 2) und Zimmertemperatur 
(T = 300) ergibt sich so als Gesamtbreite der Spektrallinie 4A ~ dy -10~5, 
wahrend nach (30) JA ~ 2, - 1078 ist. Die durch Strahlungsdampfung bedingte 
Linienbreite ist also durch die Verbreiterung infolge des Dopplereffektes*) voll- 
kommen uberdeckt. Der letztere nimmt mit steigender Temperatur und fallendem 
Molekulargewicht zu. Will man daher die natiirliche Strahlungsdampfung finden, 
so ist Quecksilberdampf nach (32) am giinstigsten, weil er ein groBes Molekularge- 
wicht hat und der Dampfdruck schon bei gewohnlicher Temperatur hinreichend ist. 

Eine Methode zur direkten Bestimmung der natiirlichen Linienbreite hat 
MINKOWSKI?) in neuester Zeit angegeben. Er geht davon aus, daB die durch Dopp- 
lerverbreiterung bedingte Intensitatsverteilung in einer Linie verschieden ist 
von der durch Strahlungs- oder StoBdampfung bedingten Breite in der Art, daf 
der Abfall des Absorptionskoeffizienten bei alleiniger Wirksamkeit des Doppler- 
effektes exponentiell mit dem Quadrat des Abstandes von der Linienmitte ab- 
fallt?), bei Druckverbreiterung oder natiirlicher Linienbreite dagegen reziprok 
dem Quadrate der Frequenzdifferenz. Daher sollte auch bei Mitwirkung des 
Dopplereffektes der Absorptionskoeffizient in hinreichendem Abstand von der 
Linienmitte von diesem unabhangig sein und bei geniigend diinnem Druck eine 
Bestimmung der natiirlichen Linienbreite ermoglichen (s. den von MINKOWSKI 
angegebenen Wert fiir die natiirliche Breite der D-Linien in Ziff. 27). Einige die 
Druckverbreiterung betreffende Daten MINKowskIs werden in der nachsten 
Ziffer angefuhrt werden. 


1) Der Einfachheit halber wird hier die Emissionslinie betrachtet. 

*) Exakt. Behandlung des Intensitatsverlaufs in der Linie s. Lord Ray1eEtcu, Phil. 
Mag. Bd 27, S. 298. 11889; ©) SCHONROCK, “Ann. d. Phis, (4) Bd: 20) SS: .995. 1906: 

3) Erste experimentelle Untersuchungen s. H. Epert, Wied. Ann. Bd. 36, S. 466. 1889. 
Genauere Messungen s. A. A. MicHELson, Phil. Mag. Bd. 34, S. 280. 1892; C. Fasryju. H. Buts- 
son, Journ. d. phys. Bd. 2, S. 442. 1912 und besonders M. DuFFiEux, ebenda (9) Bd. 4, 
S. 252. 1925, mit ausfihrlicher Literatur tiber Messungen. Der Dopplereffekt als Ursache 
der Linienverbreiterung wurde zuerst von F. LippiscH (Pogg. Ann. Bd. 139, S. 465. 1870) 
und L. PrAUNDLER (Wien. Ber. Bd. 76, S. 852. 1877) behandelt. Lord RayLetcH (Phil. Mag. 
(5) Bd. 27, S. 298. 1889) leitet dann ab, da&B der Intensitatsabfall von der Mitte der Linie nach 
aufen experimentell mit dem Quadrat der Frequenzdifferenz geht (s. auch CH. GODFREY, 
Phil. Trans. (A) Bd. 195, S. 329. 1901). Weiterftihrung s. O. ScH6NRocK, Ann. d. Phys. Bd. 20, 
S. 995. 1906 und Lord RayLetcu, Phil. Mag. (6) Bd. 29, S. 274. 1915. 

4) R. Minkxowsk1, Naturwissensch. Bd. 13, S. 1091. 1925; ZS. f. Phys. Bd. 36, S. 839. 
1926; s. auch W. Scutitz, ZS. f. Phys. Bd. 38, S. 864. 1926; Bd. 45, S. 30. 1927 (mit kriti- 
schen Bemerkungen zu den Messungen MINKowSKIs). 
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An dieser Stelle mége schlieBlich noch erwihnt werden, daB das Ausphoto- 
metrieren der Absorptionslinien im Sonnenspektrum, wenn man ebenso wie 
MINKOWSKI vorgeht, auch hier neben anderem Schliisse auf die natiirliche Halb- 
wertsbreite und LORENTz-Breite zuzulassen scheint. Untersuchungen dieser Art 
sind von H. y. KLUseER in Potsdam begonnen worden. Abb. 13a gibt ein Photo- 
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gramm von H, im Sonnenspektrum wieder). Die gestrichelte Kurve gibt den 
theoretischen Verlauf bei alleiniger Wirkung des Dopplereffektes, wahrend die 
diinn ausgezogene Kurve die von Gleichung (17b) und (18) geforderte Linien- 
form angibt. Es ist deutlich zu sehen, wie in der Linienmitte der Dopplereffekt, 
in weitem Abstand davon aber Gleichung (17b) den beobachteten Verlauf 
wiedergibt?). 

30. Experimentelle Priifung der Lorenrzschen Theorie. Bei kleinem 
Drucke brauchen wir nur die Strahlungsdampfung zu beriicksichtigen. Bei Er- 
héhung des Gasdruckes, d.h. Verkleinerung von t, wird aber bald ein Zustand 
erreicht, wo die StoBdampfung von der gleichen GréBenordnung ist. Das ist der 
Fall, sobald die StoBzeiten die Gr6Benordnung von 10-8 erreichen. Wenn dann 
die StoBzeiten noch kleiner werden, tritt ypyaxcx Zuruck gegen Yorn. Bel groBen 
Drucken ergeben sich so die Méglichkeiten, die LoRENrzsche Theorie zu prifen, 
und zwar durch Priifung der Abhangigkeit von v’ von der Temperatur (es mibte 


bei konstanter Dichte wachsen proportional mit yT) und durch Priifung der 
Abhangigkeit vom Druck (v’ mubte zunehmen proportional mit dem Druck). 

In Fallen, in denen die Linienbreite praktisch nur von der StoBdaimpfung 
herriihrt, muBte also dieselbe Verbreiterung auftreten, wenn man einmal den 
Fremddruck bei konstanter Temperatur, einmal die Temperatur bei konstantem 
Fremddruck erhéht. Die erforderlichen Fremddrucke missen dann den Wurzeln 
aus den Temperaturen proportional sein. Das Experiment. scheint diese Fol- 
gerung zu bestatigen?). 

Eine Reihe von Untersuchungen zur Priifung der LorENTzschen Theorie 
unternahm FUCHTBAUVER mit seinen Mitarbeitern auf photographisch-photo- 
metrischem Weg. Indem sie in jedem Fall die Bedingungen so wahlten, dab 


1) H. v. Krtper, ZS. f. Phys. Bd. 44, S. 481. 1927; s.auch M. MINNAERT, ebenda Bd. 45, 
S. 610. 1927. 

2) Uber die Behandlung der Struktur der FRAUNHOFERSchen Linien auf Grund der 
SCHWARzSCHILDschen Theorie des Strahlungsgleichgewichts s. A. UNsOLD, ZS. f, Physik 
Bd. 46, S. 765. 1928. 

3) W. ORTHMANN, Ann. d. Phys. Bd. 78, S. 601. 1925 (durch Anderung der Absorption 
einer hochmonochromatischen Resonanzlampe). 
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Dopplereffekt und Strahlungsdampfung vernachlassigt werden konnten, fanden 
sie die Druckabhangigkeit!) von »’ bis zu Drucken von 30, in einer weiteren 
Untersuchung?) bis zu 50 Atmospharen vollkommen bestatigt. Auch fir die 
GroBenordnung der Stérungszahlen ergab sich der erwartete Wert, dagegen nicht 
fiir ihre Absolutzahl. Es folgte vielmehr, daB die ,,optischen StoBzahlen“, wie 
sie sich aus der Halbwertsbreite nach (31) bestimmen, z. B. fiir die Na-Linie 
5890 mit N, als Druckgas 18mal3), fiir die Cs-Linie 4555 32mal!) so groB sind, als 
die Zahl der gaskinetisch berechneten Zusammenst6Be. ScHUTz?) errechnet je- 
doch unter Zugrundelegung eines anderen gaskinetischen StoBradius aus den 
gleichen Versuchen nur den Faktor 7 (anstatt 18) und gibt weiter auf Grund eige- 
ner Versuche fiir die D-Linien mit N, als Druckgas den Faktor 2,9, gegentiber 
der gaskinetisch berechneten Zahl der ZusammenstéBe. Ahnliche Zahlen folgen 
nach Scuttz aus den Versuchen FUCHTBAUERS und seiner Mitarbeiter fiir die 
Hg-Linie 2536 bei verschiedenen Druckgasen (A 8,8; He 3,14; H. 5,7; CO, 10,7; 
N,O 6,9). Versuche von MANNkKOPFF*) tiber die Ausloéschung der Resonanz- 
fluoreszenz in Na-Dampf und von Han LE®) iiber die Depolarisation der Resonanz- 
fluoreszenz durch Fremdgase fiihren zu Zahlen abnlicher Art. Ebenso findet HETr- 
NER‘) an den Linien des Rotations- und des Rotationsschwingungsspektrums von 
Gasen im Ultraroten Proportionalitat zwischen Druck und Linienbreite. Der wirk- 
same StoBdurchmesser ergibt sich dabei 4- bis 8mal so groB wie der gaskinetische. 

FUCHTBAUER hatte bei allen seinen Versuchen den Fall realisiert, wo der 
Druck des absorbierenden Gases klein war gegeniiber dem eines beigemischten, 
chemisch indifferenten Fremdgases (Nj, CO,, H,, A, H,O, O,), so da’ also die 
Zahl der ZusammenstéBe des absorbierenden Molekiils mit artgleichen (seiner An- 
sicht nach) vernachlassigt werden konnte gegeniiber solchen mit dem Fremdgas 
(s. aber Ziff. 32). Dabei zeigte sich neben dem Faktor, der die aus der Halb- 
wertsbreite berechnete, von der gaskinetischen Sto8zahl unterschied, noch eine 
weitere Abweichung von der Theorie. Die Absorptionslinien erwiesen sich nam- 
lich als unsymmetrisch, und auBerdem war die Kurvenform bei der gleichen 
Linie vollig verschieden fiir die einzelnen verbreiternden Gase. Bei N,, A, H,O, 
O, und CO, fiel die Linie nach der kurzwelligen Seite schneller ab, als die Theorie 
erwarten lieB. Wasserstoff als verbreiterndes Gas rief eine viel weniger starke 
Asymmetrie — und zwar auf der langwelligen Seite — hervor. Die eigentiim- 
liche Form der Absorptionskurve scheint also, wie FUCHTBAUER und Joos sich 
ausdriicken, ,,nicht charakteristisch fiir das gestorte, sondern fiir das st6rende 
Atom“ zu sein’). Auch scheint die Starke der verbreiternden Wirkung fiir die 
verschiedenen Fremdgase nicht gleich zu sein’). 

Hatten die schon gerade besprochenen Untersuchungen, bei denen die Linien- 
breite im wesentlichen durch das Fremdgas bedingt sein sollte, zu groBe Stérungs- 


1) CHR. FUCHTBAUER u. W. Hormann, Phys. ZS. Bd. 14, S. 1168. 1913 und besonders 
Ann. d. Phys: Bd)43,°S: 96. 1914; Car hUCHTBAUER, Phys. 25. Bd: 12) 55 722. 10446 
*) Cur. FUCHTBAUER, G. Joos u. O. DINKELACKER Phys. ZS. Bd. 23, S. 73. 1922; Ann. 
da Physmbdn demon 204stO2 sn 
$) (CHR, FUCHTBAUER u. ©. ScHELL, ZS: f Phys. Bd 14, 5. 1164. 11913; Werk, di Ds 
lean, (EGS IBiel WG. Sy, Cyt, sions. 
Wir S CHU DZ el Onmttanloliycieis lero mm cens On OO) 70 
5) R. Mannxoprr, ZS. f. Phys. Bd. 36, S. 315. 1926. 
8) W. Hante, ZS. f. Phys. Bd. 41, S. 164. 1927; s. auch G. L. Datta, ebenda Bd. 37, 
oy A, Oey. 
*) G. Hetrner, Phys. ZS. Bd. 27, S. 787. 1926. Ferner W. H. Kussmann, ZS. f. 
Phys. Bd. 48, S. 834. 1928. 
) S. auch Cur. FUCHTBAUER u. H. Meier, Phys. ZS. Bd. 27, S. 853. 1926. 
5S. auch B. Trumpy, ZS. f. Phys. Bd. 40, S. 594. 1927; M. Wimmer, Ann. d. Phys. 
Ba: s4,°8. 1091. 1926. 
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zahlen erfordert, so ergab die Betrachtung der Falle, wo der Eigendruck des absor- 
bierenden Gases allein in Betracht kommt, noch gréBere Unstimmigkeiten. Lo- 
RENTZ selbst hatte seine Theorie auf einen solchen Fall (Versuche von HALLo an 
Na-Dampf) angewandt und das Verhaltnis der Stérungszahl zur StoBzahl zehn- 
mal so groB gefunden als FUCHTBAUER. Es hat sich dann in der Tat gezeigt, daB bei 
Steigerung des Druckes des reinen Gases die durch staérkere StoBdampfung verur- 
sachte Verbreiterung der Linien viel gréBer ist als bei der entsprechenden Druck- 
stelgerung eines Fremdgases. Trumpy?) findet (durch Ausphotometrierung der 
Absorptionslinien), daB die Hauptserienlinien des Natriums mit wachsender Dichte 
des Na-Dampfes bei konstantem Gesamtdruck sehr viel starker verbreitert werden, 
als nach der LorENTZschen Theorie zu erwarten ist. MINKOWSKI?) gibt an, dab 
die Verbreiterung der D-Linien durch den Eigendruck des Na-Dampfes bereits 
bei einem Druck von 10>? mm bemerkbar wird und daf der Verlauf der Ab- 
sorptionskurve dann von dem aus der StoBtheorie sich ergebenden abweicht, 
wahrend nach der Messung von FUCHTBAUER und SCHELL, falls ein Na-Atom 
auf ein anderes ebenso einwirken wiirde wie ein N,-Molekiil, eine Druckverbreite- 
rung neben der natiirlichen Breite erst bei 10°! mm zu erwarten ware. Falls 
die Extrapolation von den groBen Drucken bei FUCHTBAUER richtig ist), ergabe sich 
also eine etwa 10mal so starke Stérung bei StoBdampfung durch gleichartige 
Atome. Zu ahnlichen Resultaten fiihren Versuche von ScHUtTz#) tiber die De- 
polarisation der Quecksilberresonanzstrahlung in einem auBeren Magnetfeld, aus 
denen hervorgeht, daB der Druck, bei dem die Stérungen durch Atome der 
gleichen Art merklich werden, etwa 50mal so klein ist wie der entsprechende 
Fremdgasdruck. SchlieBlich finden ORTHMANN und PRINGSHEIM®), daB die Hg- 
Linie 2536 bei 7,3 mm Eigendampfdruck dieselbe Breite hat wie bei 250 mm 
Edelgaszusatz. Die experimentellen Daten fiihren also auf den verschiedensten 
Wegen zu derselben GroBenordnung. 

31. Theorie von Desye-Hortsmark-Gans. (Starkeffekt molekularer Felder.) 
Die LorENTzsche Theorie stellt also eine Reihe von Erscheinungen richtig 
dar, kann aber nicht alle experimentellen Befunde erklaren. DEBYE-HoLts- 
MARK®) fiihren nun neben oder an Stelle der LoRENTZschen StoBdampfung 
als Ursache der Linienverbreiterung einen Starkeffekt der molekularen Felder 
ein. Sie berechnen aus den die Atome umgebenden Feldern das mittlere Feld 
an der Stelle des emittierenden oder absorbierenden Atoms. Ware es ein Gas 
von Ionen, so ware das atomare Feld ein CouLomBsches. Im vorlegenden Fall 
hangt es im wesentlichen vom Polcharakter der Molekiile ab. In einzelnen Fallen 
werden wir z. B. das Feld von Dipolen haben, im allgemeinen wird es sich um 
Quadrupole handeln. Diese Felder beeinflussen die Bahnen im einzelnen Molekil, 
das in hinreichende Nahe kommt, merklich. Die Spektrallinie erleidet dann eine 
Aufspaltung proportional der am Ort des absorbierenden oder emittierenden Mole- 
kiils herrschenden Feldstarke iad = FE,+ AE, — E, — AE). Was wir beob- 
1) B. Trumpy, ZS. f. Phys. Bd. 34, S. 715. 1925; s. auch G. R. Harrison u. J. C. SLATER, 
Phys. Rev. Bd. 26, S. 176. 1925. 

2) R. Minkowski, ZS. f. Phys. Bd. 36, S. 839. 1926. 
3) S. hierzu P. Kunze, Ann. d. Phys. (4) Bd. 85, 5. 1013. 1928. 

4) W. Scatitz, Zs. f. Phys. Bd. 35, S. 260. 1925; W GERLACH u. W. ScHUtTzZ, Natur- 
wissensch. Bd. 11, S. 637. 1923; s. auch J. FRANcK, ebenda Bd. 14, 5.211. 1926. 

5) W. ORTHMANN u. P. PrincsHemM, ZS. f. Phys. Bd. 46, S. 160. 1928. S, hierzu auch 
M. Scuein, Ann. d. Phys. (4) Bd. 85, S. 257. 1928. 

8) J. HortsmarxK, Ann. d. Phys. Bd. 58, S. 577. 1919; Phys. Zor Bd. NS, AS Gay, alkoexhe 
P. DEBYE, ebenda Bd. 20, S. 160. 1919; R. Gans, Ann. d. Phys. Bd. 66, S. 396. 1921; s. auch 
J. StarK u. H. KirscuBaum, ebenda Bad. 43, S. 1017. 1914; G. WENDT, ebenda Bd. 45, 
S. 1257. 1914; A. J. Dempster, ebenda Bd. 47, S. 791. 1915. 
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achten, ist der Effekt einer groBen Anzahl von Molekiilen. Wenn wir also, 
was auf dasselbe hinauskommt, ein einzelnes langere Zeit verfolgen, so werden 
die Nachbarmolekiile bald naher, bald weiter sein und dementsprechend bald 
starker, bald schwacher aufspaltend wirken. Nun ist es natiirlich im Mittel so, 
da die schwachen Felder haufiger sind als die starken. Das fiihrt wieder zu einer 
Form der Intensitatsverteilung von ahnlicher Art, wie wir sie oben behandelten. 
Wir haben auch jetzt noch eine Energieiibertragung durch StoB; aber es gibt 
jetzt keinen bestimmten Abstand mehr, von dem ab wir von einem StoB reden, 
also keinen definierten StoBradius. Wir haben sozusagen dauernd StéBe, aber 
bald schwacherer, bald starkerer Art. Jetzt andern sich die Verhaltnisse gegen- 
uber dem einfachen LORENTzschen Ansatz dadurch, daf die mittlere Aufspaltung 
nicht mehr proportional ist der Zahl der stoBenden Atome. Die bei der StoB- 
dampfungstheorie lineare Druckabhangigkeit der Linienbreite wird jetzt durch 
folgende Beziehungen ersetzt: 


fir Tonen ist » co p* (p= Druck) 
loipole iy ERS p, 
» Quadrupole) 7 csp? 


Das folgt daraus, dai der mittlere Abstand zweier Molekiile proportional 1/ps 
ist und ferner bei Ionen die Feldstarke proportional 1/r?, bei Dipolen proportional 
1/r3 und bei Quadrupolen 1/74 ist?). 

Die Hauptschwierigkeit entsteht dieser Theorie daraus, da auch solche 
Spektrallinien Verbreiterung zeigen, bei denen trotz griindlicher Untersuchung 
kein meSbarer Starkeffekt im homogenen Felde gefunden werden konnte. Das 
trifft nach PASCHEN und GERLACH?) z. B. auf die von FUCHTBAUER und Joos 
auf Druckverbreiterung untersuchte Hg-Linie 2537 zu. Es ist somit auch nicht 
erstaunlich, daB FUCHTBAUER und Joos einen anderen Dichteeinflu8 beobachteten 
als den von der DEByE-HoLtsmaArkschen Theorie geforderten. Nach letzterer 
mute namlich bei den Quadrupolen N,, CO, und H, Proportionalitat der Halb- 
weite mit der 4., bei H,O (starker Dipol) mit der ersten Potenz auftreten, wahrend 
tatsdchlich alle 4 Gase die 1. (CO, evtl. die %.) Potenz zeigen. Es kann da- 
her der DruckeinfluB hier nicht durch Starkeffekt erklart werden. Ebenso- 
wenig kann die Verbreiterung des ultraroten HCl-Absorptionsspektrums nach 
HeETTNER?) auf einen Starkeffekt zuriickgefiihrt werden, da der Starkeffekt zu 
einer Abnahme der Linienbreite mit wachsender Rotationsquantenzahl fithren 
miiBte und da ferner die beobachteten Linienbreiten, die aus dem Starkeffekt 
sich ergebenden bedeutend (etwa 30mal) tberschreiten?*). 

32. Weitere theoretische Ansatze. Joos macht fiir Falle wie den bei 
2537 vorliegenden die starken zeitlichen Veranderungen wahrend eines Elektro- 
nenumlaufs verantwortlich®). STERN®) hat versucht anzusetzen, daB es sich nicht 
um den gewohnlichen Starkeffekt handelt, der proportional € selbst ist, sondern 
um einen, der proportional 0/0 ist, also auf die Inhomogenitat des Feldes zu- 
riickgeht. Dies wiirde erklaren, daB 2537 im gewohnlichen homogenen Feld keine 

ae ¢ 

1) |. HOLTSMARK wu.) Bo dRuMPy, Zo. i ePhys. Bde 34,5. 6035 1925. 

2) F. PASCHEN u. W. GERLACH, Phys. ZS. Bd. 15, 5. 489. 1914; s. auch W. Hante, 
ZS. {, Phys. Bd. 35, s: 346, 1926: 

3) -GeHETINER, Phys. ZS: Bd.27, 3. 757-1926. 

*) Weitere experimentelle Untersuchungen tber Starkeffekt und Linienbreite s. 
R. Rossi, Astrophys. Journ. Bd. 34, $.299. 1911; E.O. HuLBurt, Phys. Rev. (2) Bd. 22, S. 24. 


1923; M. Kimura u. G. NAKAmuRA, Jap. Journ. of Phys. Bd. 2, S. 61. 1923; J. HoLtsMarK 
uw. 6. TRumMey, ZS, f.-Phvs) Bde3da Src0se 1025 mie ELAN OM Coren Ss Gem 4m tS Sten Oo 7 
Pwabal, ekeaqolanyce, (GUO) Weide ty, Sy GGG. shee yy. 


eG yoos, Lys. Zo bda25. su7omo22: 
SO. STERN, Phys, Zo. Bd. 235 saA7oudo22) 
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Beeinflussung zeigt. Aber auch dann ergibt sich nicht die richtige Druckab- 


hangigkeit, denn man hatte bei Dipolen »’~ p*, bei Quadrupolen ~p? zu 
erwarten, kommt also zu noch stérkerem Widerspruch mit dem Experi- 
ment. HuMmpHreys') hat versucht, den Zeemaneffekt zur Erkliarung heran- 
zuziehen. 

Alle diese Theorien sind unbefriedigender als die urspriingliche LoRENTZsche 
StoBdampfung. Die groBe Reihe neuerer Experimentaluntersuchungen (HETTNER, 
SCHUTZ, TRUMPY) weist vielmehr darauf hin, daB die LorENntzsche Theorie in all 
den Fallen im wesentlichen richtig zu sein scheint, wo sich nicht andere Effekte, 
wie der oben genannte starke Einflu8 des Eigendrucks des Absorptionsgases be- 
merkbar machen. Dab solche Abweichungen eintreten miissen, ist leicht verstand- 
lich, sobald man bedenkt, daB die nach LORENTZ verbreiternd wirkenden thermi- 
schen Zusammenst6Be nicht nur darin bestehen kénnen, daB sich durch einen Sto8 
zweiter Art Strahlungsenergie in Warmeenergie der beiden Sto8partner umsetzt, 
was LORENTZ urspriinglich allein in Betracht gezogen hatte, sondern daB sie auch 
in Anregungsenergie des verbreiternden Gases tibergehen kann”). Im letzteren 
Fall tritt dann, je nach der Art der StoBpartner, ein verschieden groBer ,,StoB- 
radius auf, der bei Artgleichheit der beiden stoBenden Atome einen Maximal- 
wert annimmt®*), was bereits auf den besonders starken EinfluB der Erhéhung 
des Eigendampfdruckes des absorbierenden Gases hinweist. Dieser EinfluB ist, 
wie bereits gesagt, hinsichtlich der Druckabhangigkeit von »’ tatsachlich direkt 
beobachtet (TRUMPy, MInKowsKI, ScHUtTz). Da die Starke der Verbreiterung 
durch Fremdgase nicht nur vom Druck, sondern auch von der Art des verbrei- 
ternden Gases abhangt, geht auf die gleiche Ursache zuriick. 

Fir die starke Verbreiterung bei Stdrungen durch gleichartige Atome, 
deren endgiiltige Aufklarung einen wesentlichen Fortschritt bedeuten wiirde, 
liegen auch bereits theoretische Ansatze vor. Zunachst ist zu erwéhnen, da 
bereits GALITZIN*) 1895 auf die Méglichkeit elektromagnetischer Koppelung der 
Atome als Ursache fiir Verbreiterung und Asymmetrie hinwies. Der hier inter- 
essierende Fall artgleicher Atome diirfte eine in diesem Sinn zu verstehende Re- 
sonanzerscheinung vorstellen. Diese Ansicht findet sich auch bald nach Kenntnis 
des Einflusses der Dampfdichteerhéhung ausgesprochen (ScHUTZ, TRUMPy) und 
ist von MENSING und HoLtsMARK eingehender entwickelt worden. 

HoitsMARK®), der klassisch rechnet, betrachtet die Atome als Resonatoren, 
die mit der Frequenz m, schwingen. Diese Frequenz wird nun durch Koppelung 
der (gleichartigen) Atome (wenig) gestért, so da etwas von der urspriinglichen 
verschiedene Eigenschwingungen eng um diese verteilt liegen. Die mittlere Ab- 
weichung fiihrt zu der Linienverbreiterung. Die Linienbreite wird proportional 
der Wurzel aus der Dichte des absorbierenden Gases. 

MENSING®) rechnet auf quantentheoretischer Grundlage. Nach mehreren 
vereinfachenden Annahmen (die zeitliche Anderung des Abstandes der Atome 
wird vernachlassigt ; ferner wird nur die Wirkung zweier Atome aufeinander in 
Rechnung gesetzt) kommt sie zu dem Resultat, daf die Linienbreite proportional 
der Dichte und daB sie weiterhin fiir alle Linien innerhalb der Alkalihauptserien 
die gleiche sei. 


1) W. J. Humpureys, Astrophys. Journ. Bd. 23, S. 233. 1906. 
2) Siehe z. B. G. Carto, ZS. f. Phys. Bd. 10, S. 185. 1922. 

8) WioscHumz, Zs. & Phys, Bd, 35, S.260. 1925. 

) B, Gatitzin, Drud. Ann. Bd. 56, S. 78. 1895. 
5) |. HonismarK, ZS. i. Phys. Bd. 34, S. 722. 1925. 
6) LL. Mensine, ZS. f. Phys. Bd. 34. S. 611. 1925. 
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Der Theorie yon MENSING widersprechen die Versuche von TRumPy?) und 
von HARRISON und SLATER?), die iibereinstimmend eine Abnahme der Halb- 
wertsbreite mit wachsender Liniennummer finden. Ein fritheres entgegen- 
gesetztes Resultat von FUCHTBAUER und Barrers*) erklart Trumpy auf 
Grund seiner letzten Versuche. SchlieBlich scheinen auch die Untersuchungen von 
MINKOWSKI gegen die Theorie von MENSING zu sprechen. 

Dagegen findet die Theorie von HottsMark in einer Reihe von Ergebnissen 
Trumpys gute Bestatigung. Gleichzeitig finden ihr zufolge die Widerspriiche 
gegen die urspriingliche LorENtzsche StoBdampfung, die oben erwahnt wurden, 
ihre Aufklarung dadurch, daB neben der Verbreiterung durch das Fremdgas 
die durch das Eigengas, auch wenn sein Partialdruck viel geringer ist, nicht 
— wie bisher meist iiblich — vernachlassigt werden darf. Trumpy hat die 
experimentellen Bedingungen so gewahlt, daB zwischen den beiden Effekten 
unterschieden werden konnte. Von den zahlreichen Resultaten TRuMPys sei 
nur noch das eine angefithrt, daB er optische und gaskinetische StoBzahl an der 
Hg-Linie 2536in guter Ubereinstimmung findet*). Im iibrigen muB auf die Original- 
arbeit verwiesen werden, die als experimenteller Beleg fiir die urspriingliche 
LoreEntzsche StoBdimpfungstheorie sowohl wie fiir die HoLTSMARKsche Koppe- 
lungstheorie angesehen werden will. Doch sind die Messungen TRumpys beziig- 
lich der Halbwertsbreiten wahrscheinlich durch Beugungserscheinungen und 
photographische Effekte iitberdeckt, so daB es zweifelhaft erscheint, ob man sie 
als eindeutig heranziehen darf*). Einen von HascuEe, PoLANyI und VocrT‘) 
gegen Trumpy erhobenen Einwand weist ScHUTZ zuriick, wobei er betont, 
da8 deren Messungen keineswegs einen Widerspruch gegen die Koppelungs- 
theorie bedeuten. 


IV. Spezielle theoretische Fragen der Dispersion’). 


a) Der Mechanismus, durch den die verminderte 
Phasengeschwindigkeit zustande kommt’). 


33. Die Sekundarwellen. In der vorangehenden Behandlung der Dis- 
persion sind zwei Teile zu unterscheiden: Die Berechnung der Bewegung des 
Elektrons unter dem Einfiu8 der elektrischen Welle und die Riickwirkung dieser 
Bewegung auf die Welle. Der erste Teil, der zu Formel (10a), Ziff. 12 fiihrt, ist 
in seiner physikalischen Bedeutung vollkommen klar. Der zweite Teil ist formal 


1) B. TRumpy, ZS. f. Phys. Bd. 34, S. 715. 1925 und vor allem Bd. 40, S. 594. 1927. 
B. Trumpy, ZS. f. Phys. Bd. 44, 5. 575. 1927. Die experimentelle Methode s. B. TRumpy, 
Uber Intensitat und Breite der Spektrallinien. Trondjhem 1927. 

2) G. R. HaRRison u. J. C. SLATER, Phys. Rev. Bd. 26, S. 176. 1925. 

3) H. Bartetrs, Ann. d. Phys. (4) Bd. 65, S. 143. 1921. 

4) Siehe aber H. W. Kussmann, ZS. f. Phys. Bd. 48, S. 8314. 1928. 

5) Laut persdnlicher Mitteilung von Herrn R. MinKowsk1. ‘ 

By Ase. Se let NSYorens, Nil, IeXoney Np it, 1D, WoxenN, YAS, ii, Wanye, Metal, ZI GS, BSS, soy. 

*) Ziff. 33—54 wurden im Sommer 1926 geschrieben und im wesentlichen unverdndert 
gelassen. Zu dieser Zeit war der PauLische Artikel in Bd. XXIII dem Verf. noch nicht 
bekaunt, so dafs Wiederholungen vorkommen. Ziff. 55—66 sind zu Beginn des Jahres 1928 
geschrieben. 

*) Literatur fiir diese Betrachtungsweise: Lord Rayirtcu, Phil. Mag. (5) Bd. 47, 
S. 375. 1899; A. ScHuSTER, Theory of optics. 2. Aufl., S. 325. London 1909; P. P. Ewatp, 
Dissert. Miinchen 1912; Ann. d. Phys. Bd. 49, S. 1 und 117. 1916; Physica Bd. 4, S. 234. 1924; 
Fortschr, d. Chemie, Phys. u. phys. Chem. (B) Bd. 18, H. 8. 1925 (besonders klar); W. Es- 
MARCH, Ann. d. Phys. Bd. 42, S. 1257. 1913; L. NaTanson, Bull. Acad. Krak. (A) 1914, 
Sed UW, 335; 1916.) Ss. 2215 Phil’ Mase (6) Bd3ss Ss. 269. 1010) Keb Heeznen ps, Zour 


Phys. Bd. 23, S. 341. 1924; F. Retcuz, Ann. d. Phys. Bd. 50, S.4 und 121. 1916. 
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durch Benutzung der Gleichung (7), Ziff. 6: 
= 4a 
=——- 
erledigt worden, doch ist physikalisch nicht klar, wieso sich die so berechnete 
Verminderung der Phasengeschwindigkeit ergibt. Wenn eine Welle irgendwie 
verandert wird, so kann man diese Veranderung immer so darstellen, da® sie 
aus der Uberlagerung einer anderen Welle (Sekundarwelle) resultiert. Wenn 
die Veranderung durch irgendeinen Gegenstand hervorgerufen ist, so ist dieser 
Gegenstand als Quelle der Sekundirwelle anzusehen. 

Wenn eine ebene Welle uber eine Materialschicht wegstreicht, verandert 
wird und dabei eben bleibt und ihre Richtung behalt, so muB eine ebene Welle 
iiberlagert worden sein. Hat z. B. die urspriingliche ebene Welle die Form 


n= — 4 


Rees ae +2aiv(t- 2) a: 
Eo = Go ae ce}. (33) 
und wird diese Form nach dem Uberstreichen einer Schicht von der Dicke dz, 
die senkrecht auf z steht, 
Seka — aye toe) eee (34) 


so wird das formal dadurch beschrieben, da8 man sagt, die Primarwelle hat eine 
Absorption (bezogen auf Energie) 2.47 erfahren, d. h., der Absorptionskoeffizient 
ist 


ae (35) 


Ferner ist eine Phasenverzogerung da, die einem Brechungsindex x ent- 
spricht, wo 


Lanytt® = Ep — 22Agq, 
c c 
oder 
cA 
fmt (36) 


A 
Um diese Wirkung hervorzurufen, muB zu (33) eime ebene Sekundarwelle von der 
Form 


i Sil : (33’) 
hinzutreten, wo oe | eee Pe a | 
fz e 
Umgekehrt, wenn (33’) die tiberlagerte Sekundarwelle ist, berechnet man aus ihrer 
Amplitude ©), 42P und ihrer Phase wy +- a den komplexen Brechungsindex nach 


n—1=n(1—%tx)—1= = Pie ws, (30') 
bzw. den reellen 
c . n ct 
at Saale pe aa (36°) 
und die Energieabsorption 
2Ay 
2nv-2nx = 2P cosy = . 


Wenn demnach die ebene Welle (33) ttber die Molekularschicht hinstreicht 
und in ihr die ebene Sekundarwelle (33’) erregt, so ist das Resultat die ebene Welle 
(34), die sich so verhalt, als ob die Primarwelle einen Phasensprung 4p nach 


34* 
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riickwiarts erlitten hatte. Wenn das Licht durch eine Reihe solcher Schichten 
hindurchgeht, dann erscheint im Mittel die Phasengeschwindigkeit kleiner, wah- 
rend sie in Wirklichkeit zwischen den Schichten c ist und in jeder Schicht ein 
endlicher Sprung nach riickwarts erfolgt. Wenn man die obigen Formeln an- 
wendet, so wahlt man 4z gréBer als den Abstand zweier Schichten und behandelt 
die Verteilung als kontinuierlich. 

Wenn die ebene Welle auf ein einzelnes Teilchen trifft und dieses nach Ziff. 7 
zu Schwingungen erregt, so gehen von diesem Teilchen nach Ziff. 27 Kugelwellen 
aus, die mit der Primarwelle zusammen keine ebene Welle geben. In der ge- 
nauen Richtung der Primaérwelle tritt zwar eine Phasenverschiebung durch die 
Uberlagerung ein, aber diese nimmt proportional der Amplitude der Kugelwelle, 
d. h. proportional dem Abstand vom Teilchen ab und ist in meSbaren Entfer- 
nungen verschwindend. Wenn man eine ebene Sekundarwelle erhalten will, muB 
man zahlreiche Teilchen haben. Wir wollen annehmen, dieselben seien in einer 
Ebene senkrecht zum Primarstrahl im Mittel gleichmaBig angeordnet; das Ge- 
biet, innerhalb dessen die sekundaren Kugelwellen parallel zur Primarrichtung 
annahernd ebene Wellen geben, ist folgendermaBen begrenzt: Der Beobachter 
muB mindestens so weit entfernt sein, da die UngleichmaBigkeiten annahernd 
ausgeglichen sind, d.h., einige Male so weit, als der mittlere Teilchenabstand in 
der Ebene betragt. Andererseits ist die obere Entfernung, von der ab die Sekun- 
darwellen nicht mehr als eben betrachtet werden kénnen, wo sich also die Scheibe, 
iiber welche die Teilchen verteilt sind, wie ein-einzelnes Teilchen verhalt, etwa durch 
d?/i gegeben, wenn d die Dimension der Scheibe ist. Man erkennt das folgender- 
maBen: Man kann die Sekundarwellen als das Beugungsbild der Scheibe in pa- 
rallelem (Primar-) Licht auffassen. Solange das Beugungsbild ungefahr mit der 
wahren GroBe der Scheibe tibereiistimmt, kann man die Sekundarwellen als eben 
auffassen; die betreffende Entfernung ist oben angegeben. Bei gréBeren Ent- 
fernungen verschwindet aber das Bild der Scheibe auf einem Schirm, d. h. nimmt 
die Intensitat der Sekundarwellen in der Primarrichtung merklich mit der Ent- 
fernung ab. 

Wenn die Teilchen so diinn verteilt sind, daB sie sich gegenseitig nicht be- 
einflussen, ist die aus den Kugelwellen resultierende Sekundarwelle gegeben durch 


OP wens wv& . 
— ie N dz . ye i ye L ayy" , (37) 
d.h., die Amplitude ist 
2 (37’) 
mC V 02 — v2)? + a? 
die Phase 
"% = os 1) 
GW —— Bho gs ae G74) 


Die folgende Abbildung zeigt der Reihe nach, wie sich die resultierende Welle 


aus primarer und sekundarer zusammensetzt: i 


4. Fur Mie, n—1>0, Absorption merklich ; 

2. ur vy =%— — nm — 1 = Maximum, Absorption merklich; 

3. Fir |» —9| < : nm — 1 fast Null, Absorption stark (nahe 
a der Linienmitte) ; 

4, Fir ee m—A<4, Absorption merklich. 


In den Richtungen, die von der Primarrichtung verschieden sind, geschieht 
folgendes: Entgegengesetzt der Primarrichtung gibt es bei diinner Schicht 
(dz <A) einen reflektierten Strahl derselben Amplitude wie die Sekundirwelle, 
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da fiir die Kugelwellen, die die Sekundarwellen bilden, diese beiden Richtungen 
gleichberechtigt sind. Bei dicker, ebener Schicht bleibt nur die Strahlung wbrig, 
die von etwa 1/, bis 1/, 2 herriihrt, da die Wirkung tieferer Schichten sich gegen- 
seitig aufhebt. Diese Strahlung bildet auch jetzt die reflektierte Strahlung. Bei 
unebener Schicht gibt es auch in dieser Richtung nur zerstreutes Licht, so wie 
in allen anderen. Dieses zerstreute Licht berechnet sich bei geniigend dinner 
Packung (V< a] durch Multiplikation der von jedem einzelnen Teilchen ge- 
streuten Energie). 

Ist »’, die Dampfung, reine Strahlungsdimpfung, so wird die ganze absor- 
bierte Energie zerstreut; ist noch eine andere Diampfung da, so bleibt die Ge- 
samtabsorption bei kontinuierlichem Licht ungedndert (Ziff. 14), aber die Streu- 
strahlung nimmt ab. Und zwar bleibt weit auBerhalb der Spektrallinie die Am- 
plitude der Sekundiarwelle nahe unverdndert, ihre Phasenverschiebung wird 
aber etwas vermindert, so daB hier die Absorption bei unveranderter Streuung 
groBer wird. 

Die Linie, das Gebiet starker Absorption, wird verbreitert ; innerhalb nimmt 
(an jeder einzelnen Stelle und im ganzen) die Amplitude der Sekundarwelle und 
die Streustrahlung ab, dagegen wird der Winkel so verandert, daB fiir manche 
Stellen (auBen) die Adsorption zu-, fiir andere (in der Linienmitte) abnimmt, die 
Gesamtabsorption aber unverdndert bleibt?). 

34. Dichteres Medium (die riicklaufenden Wellen)*). In der vorhergehen- 
den Betrachtung hat man als Primarwelle, die auf eine Schicht auffallt und sie 
zum Mitschwingen erregt, die wirklich auf die Schicht langs der positiven 2- 
Richtung kommende Strahlung anzusetzen, d.h. die von auBen auf den Korper 
fallende Strahlung vermehrt um die in 4 
den vorhergehenden Schichten erregten, Ee 
in derselben Richtung laufenden Sekun- 44 g 
darwellen. Graphisch heiBt das, daB in 
der Abb. 14 die Richtung des resultie- “#4? SE 
renden Vektors in einer Schicht als An- 
fangsrichtung der nachsten Schicht zu , 
zahlen ist, von der aus y, 4p usw. ge- Abb. 14. 
rechnet werden; man iberzeugt sich 
leicht, daB sonst ein unsinniges Resultat entsteht. (Hierbei erstreckt sich der 
K6rper von z = 0 nach z = oo.) 

Bei etwas gréBerer Dichte des Kérpers mu man beriicksichtigen, daB als 
erregende Strahlung nicht nur die obengenannten beiden Komponenten, sondern 
auch die von den tieferen Schichten reflektierte Strahlung vorhanden ist. Hier- 
durch tritt auf die linke Seite von (36), (36”) statt n — 1 der Ausdruck 

+1 
pat 


n* — { 
95 


BT eae 


in Ubereinstimmung mit der Formel 11, Ziff. 7. Der Beweis lauft so. 
Um die aus den tieferen Schichten stammmende Strahlung zu berechnen, 
gehen wir folgendermaBen vor: 
Es sei die (in den tieferen Schichten) vorhandene, in der positiven z-Richtung 
fortschreitende Gesamtstrahlung av 
2rivlt— 
&, - e ( ’ 


1) E. BucHwaLp, Ann. d. Phys. (4) Bd. 52, S. 775. 1917. 
2) Herrn Prof. R. W. Woop danke ich fiir manche anregende Diskussion. 
3) Der hier behandelte Zusammenhang zum erstenmal bei P. P. Ewatp, Physica |. c. 
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wo n der komplexe Brechungsindex ist. Diese erregt an der Stelle 2’ eine Sekundar- 
strahlung, die in der positiven z-Richtung nach (33’) Ziff. 33 die GroBe 


axiv(y- 7) ys —2 tv SARE ae 
Ge PALE e (39) 
nach der negativen z-Richtung den Betrag 
- +2air = nz) ,  +2xtr Drie +i (p+) P 
G)-e c}!}PAy-e e (39) 


hat. 
Die gesamte Strahlung, die aus den tiefer als z liegenden Schichten stammt 
und durch z hindurchgeht, ist 
&, ' riots = \at(y ta) a 27 tt) dz. 
z 
Als obere Grenze des Integrals sollte man eigentlich die Stelle der unteren 
Plattenbegrenzung setzen; dann wiirde man aber Interferenzeffekte (stehende 
Wellen) erhalten, die eine hier unwesentliche Stérung bedeuten. Nach EWwaALp 
nimmt man daher entweder die obere Grenze unendlich und denkt sich eine 
leichte Absorption eingefiihrt, so daB der Beitrag der oberen Grenze wegfallt, 
oder man fithrt die obere Grenze als endlich ein und mittelt iiber sie (d. h. die 
Plattendicke). So erhalt man als Beitrag der reflektierten Strahlung 
. NZ ° 
amir(t-*2) mee wee eS 


G,-e (40) 


2Qnivn-+ 1 
Es ist bemerkenswert, da die Piase in der -+ z-Richtung zu stromen scheint?), 
was daher riihrt, daB Fortschreiten in der z-Richtung nicht nur eine Anderung 
des durchlaufenen Weges, sondern auch Wegnahme einer beitragenden Schicht 
bedeutet. 

Die Erregung der Sekundarstrahlen findet nun durch das gesamte Feld © 
statt, das daher in (33’) einzusetzen ist. Dagegen interessiert uns fiir den Bre- 
chungsindex nur die Phasenanderung der wirklich in der + z-Richtung gehenden 
Welle €1 gemaéB (34). 

Es ist daher die durch den K6rper in der positiven z-Richtung hindurch- 
gehende Welle ©, namlich die Primarwelle + den in der z-Richtung gehenden 
Sekundarwellen, gleich der Gesamtstrahlung © weniger der ,,reflektierten“‘ Welle 
Co\eda i. 

c Pe 


Q2Qnvin+1 


ellw+7) — GC), 


Daher kann man nach (33’) fiir die in der + z-Richtung strémende Sekundarwelle, ° 
die in der Schicht erregt wird, schreiben 


5) ' 
i — Pert Az. 


4 (y +=) 


Cc 
a -é 
Qutyv n + 4 


Demnach erhalt man statt (36’) Ziff. 33 


1 — 


Ct pp. givt® 
QV 
Wie ete Se a (p+a) 
Cc IPS i i 
242 n-+ 14 


') Obwohl die elementare Sekundarwelle in der — z-Richtung geht. 
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und daraus folgt : . 68 ; 
1 Sa Bs ane (41) 
n— nx? — 1 = = P-siny, (41°) 
2 
2n? x = — -P+cosy. (41”) 


35. Der Ausloéschungssatz. Wir kénnen die resultierende Welle auch anders 
zerlegen. Wir konnen das Resultat in Ziff. 33 auch so aussprechen, da wir sagen, 
in der Schicht sei eine Sekundirwelle von der Form © — © erregt worden. 
Hierbei kompensiert der Anteil ©! den Primiarstrahl, und © bleibt allein itbrig. 
Wenn wir die Addition von Primar- und Sekundirwelle nicht schichtweise vor- 
nehmen, sondern nach Durchlaufen einer dicken Platte, miissen wir sogar so 
vorgehen. Addiert man namlich die gesamte Sekundirstrahlung, die an die 
Stelle z von vorhergehenden Teilen der Platte, d.h. von den Teilen zwischen z 
und 0, kommt, so erhalt man entsprechend wie in der vorhergehenden Ziffer 


Zz 


/ GQt=2) Zz 
— Dist pp A on oar ee 
GP etter ten(y +z) é a : aa “ae 
0 (42) 
a Ct ~2a09n— ~ 20 
— Get atreP ers =) ee a 6 =~ c 
2av(n — 1) 


Der erste Ausdruck in der Klammer darf allein stehen bleiben, da er allein eine 
Wellenfortpflanzung mit dem (komplexen) Brechungsindex n bedeutet. Der 
zweite Ausdruck, eine Welle mit der Geschwindigkeit c und ohne Absorption, 
vernichtet gerade die primare Welle. Ewatp nennt sie die ,,Randwelle“, die 
ganze Auffassung nennt man den ,,Ausléschungssatz‘‘!). 

Man erhalt aus der obengenannten Bedingung, daB der zweite Summand 
in (42) entgegengesetzt gleich der Primarwelle ©! ist, ohne weiteres wieder die 
Formel (36’) Ziff. (33) bzw. (41) Ziff. (34). 

Diese Art der Rechnung ist weiter erforderlich, wenn man schiefen Einfall 
der 4ueren Welle auf die Grenzflache (Brechung) hat. Fir den Fall einer schief- 
stehenden ebenen Platte ist das Problem nach der ersten Methode noch nicht 
gelést worden, denn in einem Prisma iitberlagern sich nicht einfach ebene Wellen. 

36. Die Ewarpsche Theorie, unendlicher Korper. Ewatrp beginnt mit 
der Betrachtung der Wellenfortpflanzung in einem allseitig unendlich aus- 
gedehnten Kérper. Um prazise Resultate zu haben, nimmt er ihn als Kristall 
an, und zwar soll nur eine einzelne Atomart vorhanden und an den Eckpunkten 
eines rechtwinkligen, einfachen Gitters mit den Seitenléngen 2a, 2b, 2c’ be- 
festigt sein. Mit der speziellen kristalloptischen Frage wollen wir uns spater 
(Ziff. 38) befassen und jetzt nur das Prinzipielle behandeln. EwALp setzt ebene 
Wellen in beliebiger Richtung an. Er betrachtet nun einerseits die mechanische 
Schwingung der Elektronen in den Atomen, andererseits die Fortpflanzung der 
elektromagnetischen Wellen, die von diesen Schwingungen hervorgerufen werden, 
Jedes Elektron sendet eine Kugelwelle aus, die sich iiberallhin mit Licht geschwin- 
digkeit fortpflanzt, aber selbst natiirlich wieder die Atome, tber die sie weg- 
streicht, zu Schwingungen erregt. In unserer friiheren Behandlung haben wir 
die von jeder Kugelwelle erregten Sekundarwellen sofort zu ihr addiert und das 


1) W. Esmarcu, Ann. d. Phys. (4) Bd. 42, S. 1257. 1913; Ip. NATANSON,) LG. Zitt. 33); 
P. P. Ewaip, Ann. d. Phys. (4) Bd. 49, S. 14. 1916; C. W. OsEEN, Ann. d. Phys. Bd. 48, 
S. 41. 1915; W. Borne, ebenda Bd. 64, S. 693. 1921; Dissert. Berlin 1914; H. Faxktn, ZS. 
f. Phys. Bd. 2, S. 218. 1920; R. LUNDBLAD, Ups. Univ. Arsskr. 4920, Mat. och. Nat. 2. 


536 Kap.10. K. L. Wor und K. F. HERzFELD: Absorption und Dispersion. Ziff. 36. 


Resultat als Absorption, Phasensprung usw. beschrieben; jetzt nehmen wir die 
Summation in anderer Reihenfolge vor. 
Jede Atomschwingung von der Form 
p = Yo E27 vt 
erregt eine Kugelwelle, deren mit e multiplizierter Herrzscher Vektor durch 


Qe 


Bote o (43) 


gegeben ist. Hier ist 7? = (% — %)? + (y — Vo)? + (% — 2)”, %o» Yor 2 die Ko- 
ordinaten des Beobachtungspunktes, x, y, z die des Atoms. Aus dem HERTZschen 
Vektor erhalt man dann das Feld durch 


aps 
© = rot rot#, f= * rot = ; (43’) 
wobei die Differentiationen in bezug auf x)... auszufithren sind. 


Das gesamte Feld, das auf ein gegebenes Atom wirkt, ist dann die Summe 
aller Felder, die ihm von den anderen Atomen zugestrahlt werden, d. h. berechnet 


sich aus 
7 . NY p, -22i—-7, 
> Pi. = ea} es i (44) 


wobei der Strich an der Summe bedeutet, daB der Beitrag des betrachteten 
Atoms 7 mit den Koordinaten %) = %;, Vp = ;, % = 2% auszulassen ist. 
Die Bewegungsgleichung des Elektrons im Atom 7 lautet dann 


Vb Faces te 


mb, + m4? v5; + m22' p; = erot; rot; a (45) 


Vv 
Sei) 

Diese Gleichung ist fiir jedes Atom aufzuschreiben, und die Lésung gibt dann die 
p als Funktion von Ort und Zeit. 

Um eine Lésung zu finden, versucht EwaLp den Ansatz, da8 sich die Elonga- 
tionen so anordnen lassen, als bildeten sie eine ebene Welle mit dem Richtungs- 
kosinus cosa, cosf, cosy und der (komplexen) Geschwindigkeit c/n, d.h., er 
setzt 

_ -270 ae (2, COS x+y, COSP+zZ, COS 7) 
Po. = pe : , 9) 

(45) nimmt dann die Form an 


WL 


> 47? (0% — v2 + wvy’)p = rot rotpl’. (45’ 


é 


wo II’ folgende Abkiirzung bedeutet: 
ZIelyv 
eye z) -~y.\cosB = ; ‘ 
Tl = Sie ; [t (%, £,) COSX+ NY, Y,) COSP +N (Z, z)cosy tr, |, 
dome 5 
b==9 
Anmerkung. MHierbei macht Ewarp (S. 135) folgende wichtige Bemerkung: 

Bezeichnet man den MHeErtzschen Vektor des Gesamtfeldes mit P, P= > 8 die 
Summe iiber alle Teilchen erstreckt, so gehorcht P der Wellengleichung im Vakuum, 


477 y : : am 
AP + —,—_P=0. Mittelt man aber iiber eine Gitterzelle, so gehorcht das resultierende 
P ,,im Groben‘* der Wellengleichung im Medium, 4P + - is a n2P—0O. Der Unter- 
2.9 (Bs 


é PAV 8 . : 
schied, 5 (n° —1)P, entsteht durch die Mittelung von AP iiber den Dipol. 
pe 


Ziff. 36. Die Ewarpsche Theorie, unendlicher Kérper. 537 


(45’) ist eine Gleichung fiir n, deren Lésung die Antwort auf folgende Frage 
gibt: Mit welcher Geschwindigkeit muB sich die Phase der Elektronenschwingung 
im Raume fortpflanzen, damit die von den Schwingungen herriihrenden elektro- 
magnetischen Wellen bei Uberlagerung ein Feld geben (das sich im GroBen mit 
derselben Geschwindigkeit zu bewegen scheint), das die Elektronenschwingung 
gerade aufrecht erhalten kann? ,,Im GroBen“ muBte eingefithrt werden, weil 
das Feld zwischen den Atomen sehr kompliziert ist, und das beobachtbare opti- 
sche Feld nach EwaLp eine ,,Dihnung“ darstellt, die durch Mittelung wber 
Raume, die mehrere Teilchenabstaénde, aber nur Bruchteile der Wellenlinge 
enthalten, gewonnen wird. 

Nun beriicksichtigt man rot rot = grad div — 4 und erhialt, da (45’) eine 
Vektorgleichung ist, als Bedingung fiir die Lésbarkeit der 3 linearen Gleichungen 
mit den 3 GrdBen Pox, Poy, Poz 
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als Dispersionsgleichung. 
Nehmen wir als einfachstes ein kubisches Gitter, legen die Ausbreitung und 

die Schwingungsrichtung je in eine Achse (z. B. y und 2), so wird (47) 

Pe eer 

aye + Ot = 


4a*m 


SS” (8 — F® + wy’) + 


(47') 


Wir verschieben die Berechnung von JI’ auf Ziff. 38, wo wir naher auf die kri- 
stalloptischen Verhaltnisse eingehen und schieben hier die Berechnung des 
Gesamtfeldes // im allgemeinen Fall ein, d. h. die Summe (44) tiber alle Atome, 
aber fiir einen Ort %) V9 2%), wo kein Atom sitzt. Die Umformung erfolgt mittels 
der Formel 


u?+v?+w* 
—— —t(uxtvyt+wz) +— 


<= | TT | ee ie danaas a 


1 f : t(unr+vytwz) dudvdw 
227. | A* — 4* — v? 4+ w 


und komplexer Integration unter Anwendung des Residuensatzes. 
Man erhalt 


iv 
n(x cos x+y COS +z COS 7) 


2a 
ty = 
eee as e 
Hf = 4nabvec’” ar : | 
_ tx{ = +l, ; +1, 7) t (48) 


Drea porepen: i 


ber +ncosa) — (384 p+ neos A) — (=e, 


\2 
ate tt cosy] 


Die erste e-Potenz bedeutet eine Phasengeschwindigkeit c/n, wahrend die 
Summe eine mit dem Gitterabstand periodische ,,mikroskopische™ Struktur mit 
den Perioden 2a, 25, 2c’ bedeutet. Mittelt man fiir 2a, 2b, 2c’ <c/2ay, wie es 
bei optischen Wellen in festen K6rpern stets erfillt ist, tber ein Elementar- 
parallelepiped 2a 2b 2c’, so erhalt man fiir die dreifache Summe 


1 
1— 1” 


=0 (47) 
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Das iiber die mikroskopische Struktur gemittelte Feld schreitet daher ebenso 
wie die Elektronenschwingung mit der Phasengeschwindigkeit c/n fort. Wenn 
der ProzeB mechanisch méglich sein soll, mu8 (47) erfiillt sein. 

37. Ewatpsche Theorie, Brechung. Um zur Brechung tberzugehen, 
nehmen wir an, daB nur die obere Halfte des Raumes ausgefiillt ist, wobei die 
c'-Achse vertikal steht. D.h., es soll -w<l,, 1,<00, 0], < © sein. 

Wir setzen wieder an, da im Innern die Dipolschwingungen in eine Welle 
mit der Phasengeschwindigkeit c/n und den Richtungskosinus cosa, cos/, cosy 
angeordnet werden kénnen, 


Ge e€ 
ti 


422 abc’ 1— n? 


n 
¢t-— 


ancy (cosa +y cosf +2005) 
¢ 


(49) 


Die von den schwingenden Dipolen erzeugten Kugelwellen, die jede einzeln die 
Geschwindigkeit c haben, dringen auch in den unteren leeren AuSenraum und 
geben dort eine ebene Welle, deren (mit e multiplizierter) HERTzscher Vektor die 
Form hat (fiir 1 > a, b,c) 


2 7 
Quivt Sees [Ina cosx +nycosfh —2)1 — n? cos*a« — n? cos? PJ 
ce é c 
9 ; E =a =a = 2 =F ,) ae 2 = a ab =) “ (50) 

16202ab V1 — n? costa — n® cos? (1 — n2 cos? — n®? cos? B + n cosy) 

Das bedeutet eine ebene Welle, deren Phasengeschwindigkeit durch 
c — 
) 2? cos?.0 + 72 cos? +41 — n® costa — n? cos?B 
gegeben ist und deren Richtungskosinus sind: 
cos & =ncosa, cosp’ =ncosf, cosy’ =— 1 — n* cos?a — mn? cos*B 


=—J1—n?sin?y oder siny’ = msiny. 
Diese AuBenwelle hat daher genau die Richtung des reflektierten Strahles, 
zu dem die Dipolschwingung als gebrochener Strahl gehoren wirde; (50) kann 
auch geschrieben werden 
Ana v(t _ £C0S8 a + y COsf” +2 Cos “| 
c 


ny . (50’) 


16272ab sin (y — y’) cosy’ 


ce 


Zu (49) bzw. (50°) kommen allerdings noch weitere Glieder hinzu, die inhomo- 
gene, mit der Entfernung von der Oberflache rasch abnehmende Wellen dar- 
stellen, entsprechend den héheren Gliedern in (48), Ziff. 36. (Bei Totalreflexion 
bleiben diese im ,,diinneren“’ Medium allein ubrig.) 

Um nun die Verhaltnisse im Halbkristall zu erhalten, iiberlegen wir folgender- 
maBen. Nehmen wir an, der ganze Raum wire ausgefillt, dann lagen die Ver- 
haltnisse der Ziff. 36 vor, und wir hatten im oberen Halbraum nur den Ausdruck 
(49). Nun entfernen wir die Atomfillung des unteren Halbraums; infolgedessen 
ist von der Strahlung (49) das abzuziehen, was der untere, gittererfiillte Hohl- 
raum in den oberen strahlen wiirde. Wir haben aber soeben berechhet, was ein 
gittererfiliter Halbraum in den andern strahlt, naimlich eine ebene Welle der 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit c, deren Richtung und Intensitat sofort aus (50’) 
entnommen werden kann, wenn nur die Richtungsvertauschung (oben und 
unten) bertcksichtigt wird. D.h., man setzt als Richtungskosinus dieser Welle 


cos 0""= cosa’ = ncosa, cosfh’’= cos f’= n cos, cosy’ = —cosy’=]1 — n®sin®y, 


siny = siny’ = msiny, 
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Das ist die Richtung der Phasengeschwindigkeit, die die Fortsetzung der 
zu (49) gehGrigen einfallenden Welle in den Kérper hinein haben wiirde. Der ganze 
von (49) zu subtrahierende Ausdruck lautet dann 

3 x cos a’ + y cos A’ +2 cos y”’ ‘ 
Cc —22tr|t- ——— —————_ 
~ rer es 
162° ab cosy” sin (y — y”) 


Es sei daran erinnert, daB so wie hier die ,,Randwelle der Geschwindigkeit c“ 
von der Entfernung des einen Halbraums herriihrt, ebenso in der Behandlung 
des Ziff. 35 die entsprechende Welle von der unteren Grenze des Integrals, z = 0, 
stammte. Ware keine Plattenbegrenzung da, d.h. ginge die Integration bis 
== —o, so fiele sie weg. Der Zustand innerhalb des Kérpers ware also durch 
(49) weniger (51) gegeben. 

Nun ist die Fortpflanzung der (negativ genommenen) Welle (51) dynamisch 
unmoglich, sie wiirde die Bewegung der Elektronen st6ren; um den Zustand 
mechanisch wieder méglich zu machen, mu die ,,innere Randwelle“ [namlich 
der negativ genommene Ausdruck (51)] durch die 4uBere Welle vernichtet werden. 


Also TT gagere Welle = (54 ) (6 2) 


Der Rand schirmt demnach durch Erzeugung der inneren Randwelle [— (51)] 
das Innere gegen die mit c fortgepflanzte a4uBere Welle ab. 

Man kann die ganze letzte Uberlegung auch so ausdriicken: Die 4uBere Welle 
ersetzt im oberen Halbraum die Wirkung, die bei allseitig unendlichem Kérper 
der untere Halbraum liefern wiirde. 

Die Bedingung (52) gibt das Amplitudenverhaltnis der 4uBeren Welle zur re- 
flektierten (50’) und gebrochenen (49) ; man erhalt so die FRESNELschen Reflexions- 
formeln. 

38. Ewarpsche Theorie. Kristalloptisches. Wir kehren nun zum eigent- 
lichen Dispersionsproblem in Ziff. 36 zuriick. Gleichung (47) dieser Ziffer gibt 
je nach Fortpflanzungs- und Schwingungsrichtung verschiedene ~. Wir haben 
nun ‘zu zeigen, daB die Abhangigkeit der m von der Richtung der phanomeno- 
logischen Kristalloptik entspricht, und haben dann die Zahlenwerte der zu 
berechnen. 

Hierzu betrachten wir zuerst qualitativ die Hauptbrechungsindizes, die man 
erhalt, wenn sowohl Schwingungs- als Fortpflanzungsrichtung mit einer der 
Gitterachsen zusammenfallen. Zu jeder Schwingungsrichtung, z. B. x, gibt es 
dann zwei ausgezeichnete Fortpflanzungsrichtungen, z. B. y und z; so daB 6 ver- 
schiedene Hauptbrechungsindizes zu erwarten sind. 

Betrachtet man aber a//, b//, c’/A als klein gegen 1, was bei optischen Wellen 
in festen Kérpern erlaubt ist, so fallen, wie im folgenden gezeigt wird, je 2 dieser 
Hauptbrechungsindizes zusammen, und man hat nur deren 3, je einen fir jede 
Schwingungsrichtung. In der Tat, betrachten wir ein Atom im anisotropen 
Kristallgitter, so hangt die erregende Kraft auf ein Atom von der Einwirkung 
der Umgebung ab. Ist das erregende Feld homogen, so sind die geometrischen 
Verhiltnisse nur von der Richtung des Feldes, d.h. von der Schwingungsrich- 
tung, abhangig. Die Fortpflanzungsrichtung spielt nur dann eine Rolle, wenn 
das Feld als inhomogen betrachtet werden muB, da die Richtung dieser Inhomo- 
genitat von der Fortpflanzungsrichtung abhingt. Diese Inhomogenitat ist aber 
proportional a/A, b/A, c’/A. Ihre Beriicksichtigung ergibt das natiirliche Drehungs- 
vermégen des Kristalls (s. Bd. XXIV). 

Bei der Berechnung der erregenden Felder hat man Konvergenzschwierig- 
keiten. Es wird eine ahnliche Integralformel benutzt wie in Ziff. 36, der Integrand 
mittels der sog. #-Funktionen umgeformt, das Integral aber dann in zwei Teile 
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geteilt; das erste geht von O bis 4, das zweite von A bis oo; fiir diese beiden 
Teile werden getrennte Formeln benutzt. A ist eine geeignet gewahlte Zahl. 


Vernachlassigt man dann a/A... gegen 1, so wird 
Ol” 5 a NCOs & ce CULT RL WCE 
C172 200 1 Paw» Oya oan T= = yy ? (53) 
5 
CA aa yes tech ea NES a as n? cosa cosp 
O2* ~~ - 2abd 1-7 Pea? Ox Oy  Dabe’ 1 = oe 


Hierin bedeutet 


{ , 72 - = fee +21) Tey 
Ope Ei 2 of See Nae 105) Meee a= a eens 
ve 2 ab) mas FA, B 6) a 
A 2 oe 
[eo e} 
1 Lala hs, 
aes > [lige \Vqe-2¢ a+l8b° +136") dg 
2a 
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und entsprechende Ausdriicke fiir die y,,, y:,. Die w sind von der Fortpflan- 
zungsrichtung unabhangig (d. h. cosa, cosf, cosy kommen nicht vor!) Zum 
Vergleich mit den Ewarpschen Formeln sei erwahnt, da8 er statt unseres 4, g 


die Buchstaben E, ¢ benutzt, wobei A = eae ARE eS 
ones Va? b? c”? 

Wenn wir jetzt aus Gleichung (47) die Hauptbrechungsindizes bestimmen 
wollen, haben wir der Reihe nach die drei Achsen als Fortpflanzungsrichtung 
einzusetzen. 

Wir erhalten z. B. fiir cosa = 1, cosf = cosy = 0 (Fortpflanzung langs der 
*-Achse) mit (53) Ziff. 38 und (47), Ziff. 36 


4a Wn 6 ; 
as (5 = tv) = Dy a Wee ) 0 
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: 3 54) 
oder x n An*m / » oa a 64) 
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Einer dieser Ausdricke gilt fir 1,, der andere fiir n,. Wie die Zyordnung 
ist, ersieht man, wenn man entsprechend cosf = 1 mit n, und n, und cos == 4! 
mit 7, und m, behandelt. Es ergibt sich, daB der erste Ausdruck (54) fiir 7,, 
der zweite fiir 1, gilt. Es gilt daher . 


e { 


ee am8abce’ e Sere ay (5) 
o am 8abe! (1 Vyy — Wez) — ¥° + eve! waa 
usw. 
Fur den kubischen Fall ist yz, = yyy = yz, = 4 und daher (55) in Uberein- 
stimmung mit (22a) Ziff. 23. 
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Um nun die Winkelabhingigkeit des Brechungsindex richtig zu erhalten, 
setzt man (53) und (54) in 47, Ziff. 36 ein und erhalt nach einiger Rechnung 


o* n: n? n? 
——, sin?a ———, — —, cosa cos Pee ae ; 
1-7? 1—n er, cosf Pom nb COS COS) 
n Re ne ne 
cosa cos —; sin? 8 — ——, ee ) =f 
1—n p ay ni Tae C088 cos} 0 
n n® 2 pe ee n? 
—— ————- COS & COSY COS sy ——. sin?y — ——., 
ce ; er Sr dare i=—e iim 
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n* cos*« n; COs* pi n? cosy 
n — Se (56) 


n* — n2 n® — n2 n= — 7? 


Das ist die gewodhnliche Gleichung der Normalenflache des zweiachsigen 
Kristalls. 

Es gibt zwei weitere theoretische Untersuchungen tiber den EinfluB der 
Kristallstruktur auf die Doppelbrechung: Die eine ist von BrAcc+) durchgefithrt 
worden, der die in Ziff.17 behandelte elektrostatische Rechnung auf anisotrope 
Umgebung ausdehnt und eine verniinftige Ubereinstimmung mit der Erfahrung 
fir CaCO, (Kalzit und Aragonit), andere Karbonate und Nitrate sowie Al,O, er- 
halt, ohne fiir das Einzelion anisotrope Bindung annehmen zu miissen. 

Die zweite Methode ist die von Born, deren Annahmen iiber EwaLp 
hinausgehen ; bei EWALD sind die Atome an feste Gitterpunkte gebunden und be- 
einflussen einander nur durch gegenseitige Zustrahlung, oder elektrostatisch ge- 
sprochen (BRaGG), durch ihre Polarisation. Das entspricht vielleicht bei un- 
geladenen Teilchen geniigend den Tatsachen, soweit bloB Elektronenschwingun- 
gen in Betracht kommen, weil die Elektronen praktisch oft nur an ihr eigenes 
Atom gebunden sind. Die Bornsche Theorie 14Bt nun alle Arten von Kraften 
zu. Sie ist in Bd. XXIV naher behandelt. Insbesondere ist in den gleich zu 
besprechenden Arbeiten von HyLLERAAS beriicksichtigt, daB auch dann, wenn 
kein duBeres elektrisches Feld vorhanden ist, das die Teilchen gema8 der 
Anisotropie der LorRENtTz-LoreNnzschen Kraft anisotrop polarisiert, besonders 
bei heteropolaren Verbindungen infolge des elektrischen Feldes der anisotrop 
angeordneten Teilchen (Ionen) die auf ein Elektron oder Ion wirkende riick- 
treibende Kraft anisotrop ist. Sie setzt sich naémlich aus der isotrop voraus- 
gesetzten Riickwirkung des eigenen Ions und der Wirkung der umgebenden 
Teilchen zusammen. 

Es ist bisher ein Versuch gemacht worden (auBer dem Braccschen), die 
Rechnungen anzuwenden, indem HyLLERAAS?) versucht hat, die Doppelbrechung 
von Hg,Cl, zu berechnen. Das Elementarparallelepiped ist rechtwinklig mit 
quadratischer Grundflaiche und enthalt je 8 Hg und Cl-Ionen. Auf jeder Gitter- 
geraden parallel der Langsachsen sind abwechselnd je 2 Hg und 2 Cl-Ionen an- 
geordnet. Fiir die Brechung sind die Cl-Ionen als maBgebend anzusehen (s. 
Abschnitt VI, Ziff. 81 und 82, NaCl). Es zeigt sich, daB die Doppelbrechung 
sehr stark von einem ,,Parameter‘‘ abhaingt, der angibt, welcher Bruchteil der 
Hohe der Zelle gleich dem Abstand zweier Cl-Ionen ist. Die Rontgenanalyse 
zeigt ihn zwischen 0,14 und 0,16. Die Doppelbrechung ergibt sich nur richtig 
mit 0,1501. Dann wird aus der Dispersion des einen Brechungsindex ~ und 19 


1) W. L. BracG, Proc. Roy. Soc. London Bd. 105, S. 370. 1924; Bd. 106, S. 346. 1925. 

2) E. HyLLERAAS, Phys. ZS. Bd. 26, S. 22. 1925; ZS. f. Phys. Bd. 36, S. 859. 1926. 
Die Rechnungen sind inzwischen mit Erfolg auf Quarz und TiO, ausgedehnt worden 
(ZS. £. Phys. Bd. 44, S. 871. 1927). 
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berechnet. # findet sich zu 4,68 bzw. (fiir den anderen) 4,71, in ausgezeich- 
neter Ubereinstimmung mit den Resultaten fiir NaCl und KCl (Tab. 18, Ziff. 81). 
Leider benutzt aber HyLLERAAS # = 5 und findet folgende Formel (N’ Zahl 
der Elementarzellen in 1 cm?) 


sheers 
he ie mm 
aoa a, Tl p2 ? 
Tet alas 
Py a 2 
8-5-+N’e? 
a LA mit ,=—=1360A. 


6708 | 41,9582 | 41,9556 2,6066 2,6006 
5890 1,9749 1,9733 2,6599 2,6559 
5350 | 41,9908 | 41,9908 2,7129 2,7129 


Als nachste Naherung gibt er zweigliedrige Formeln?). 


b) Quantentheorien der Dispersion?’). 


39. Allgemeines iiber das Verhaltnis von Dispersion und Quanten- 
theorie. Wir haben im vorhergehenden die Dispersion auf Grund der klassischen 
Theorie behandelt. Das System la8t sich vollkommen konsequent durchfihren, 
es fihrt nur bei folgenden experimentellen Resultaten auf Schwierigkeiten. 
a) Es erklart zwar glatt den experimentell bestatigten (Ziff. 16 und 26) Zusam- 
menhang zwischen Absorptionslinien und Dispersion, hat aber keine Moéglich- 
keit, das Vorhandensein so zahlreicher Spektrallinien zu erklaren — nur einige, 
etwa dreimal soviel, als Elektronen vorhanden sind, diirften auftreten. Ebenso- 
wenig kann die klassische Theorie die Anordnung der Linien erklaren. 

b) Die klassische Theorie kann keinen verniinftigen Grund fiir das schein- 
bare Auftreten sehr kleiner Elektronenzahlen angeben, wahrend sich das Auf- 
treten von Abweichungen von der Ganzzahligkeit, wenigstens soweit es durch 
Ersatz mehrerer Eigenschwingungen durch eine einzelne bedingt ist, durch die 
Annahme anisotroper Bindungen verstandlich machen 1a8t?). 

c) Als letzte Schwierigkeit ergibt sich die zu hohe Lorentzsche StoB- 
dampfung (Ziff. 30 und 31). 

Die Entwicklung der Physik hat nun das Auftreten der Quantentheorie ge- 
bracht. Es erhebt sich die Frage, wie die Resultate der klassischen Theorie auch 
mit Hilfe der Quantentheorie gedeutet werden kénnen. Hierzu ist allgemein zu 
bemerken, daB die Hauptschwierigkeiten nicht auf dem Gebiete der Dispersion 
liegen, sondern viel allgemeiner sind. 


') Siehe auch die Messungen und Rechnungen itber erzwungene Doppelbrechung 
von F, Pockets, Wied. Ann. Bd. 37, S. 151. 1889; Bd. 39, S. 440. 18900; H. B. Maris, 
Journ. Opt. Soc. Amer. Bd. 15, S.203. 1927; K. F. HERzFELD, ebenda Bd. 17, S. 26. 1928. 

*) Insbesondere in diesem Abschnitt finden sich zahlreiche Wiederholungen gegen- 
uber dem Artikel Pauri, Handb. 23, auch sind manche Arbeiten mit einer heute (Mitte 
1928) nicht mehr gerechtfertigt erscheinenden Ausfiihrlichkeit behandelt. 

3) CL. SCHAEFER, Ann. d. Phys. Bd. 32, S. 883. 1910; A. SomMERFELD, ebenda Bd. 53, 
Se 407, Ody. 
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Sobald es gelingt, das Verhalten des Lichtes im Vakuum (Interferenz) und 
gegentiber einem isolierten Atom (Absorption) in geniigender Weise zu erkliren, 
bietet die spezielle Erklarung der Dispersionserscheinungen keine Schwierigkeit. 
Wir werden im folgenden im wesentlichen mit zwei Gruppen von optischen Theo- 
rien zu tun haben. Die erste (BOHR-KRAMERS-SLATER, DARWIN) ist besonders 
auf die Erklérung der Interferenz zugeschnitten. In ihr bietet die Erklarung 
der Phasengeschwindigkeit keine Schwierigkeit, die klassische Erklarung kann 
ohne weiteres tibernommen werden. Dagegen scheitert diese Theorie an der 
Energiettbertragung (Absorption, Streuung). Die Erklarung, die sie hierfiir gibt, 
steht im Widerspruch zu experimentellen Ergebnissen. 

Die andere Gruppe, die das Licht korpuskular auffaBt, hat keine Schwierig- 
keit mit der Absorption, wenn auch die klassische Deutung durch iitberlagerte 
Sekundarwellen entgegengesetzter Phase hinfallig wird. Die Schwierigkeit ist hier 
die Erklarung der Interferenz tiberhaupt, spezieller, soweit das Dispersions- 
problem beteiligt ist, die Bedeutung der Worte Phase, Phasengeschwindigkeit, 
der Zusammenhang zwischen Phasengeschwindigkeit und Brechung, d. h. das 
HuycGeEnssche Prinzip. Die Einwande, die gegen die Korpuskularanschauung zu 
erheben sind, richten-sich in der Tat gegen die Erklairungen, die sie fiir Inter- 
ferenzexperimente u. dgl. geben kann. Wir werden diese beiden Gruppen im 
folgenden, soweit ndétig, besprechen. 

Man kann nun zuerst versuchen, die Konstanten der Formeln in der Sprache 
der Quantentheorie auszudriicken, ohne eine speziellere Theorie fiir den Mechanis- 
mus vorauszusetzen. Das hat zuerst FUCHTBAUER!) auf eine Anregung von 
DEBYE hin fiir die Absorption getan. 

Wenn ein Lichtstrahl, dessen spektrale Helligkeit /(v)dv in der Umgebung 
der zu absorbierenden Spektrallinie der Frequenz vy von v wenig abhangt, durch 
eine diinne Schicht x des Mediums durchgeht, so ist die absorbierte Lichtmenge 
innerhalb der Grenzen dy nach der Definition des Absorptionskoeffizienten 


—-d4avnz 


(ili. 43) fir einen Querschnitt von { em? J()del4 —e 6 *}» Und wenn die 


Schicht diinn genug ist, 42-—-nzJ(v)dy-x. Im ganzen wird 


ry 
x-4a |= nx] (v)dy = sf tv) *" lynxdy 


absorbiert. Quantentheoretisch ist dies als Absorption von Quanten der Energie 
hy zu deuten, wie der Mechanismus dieser Absorption auch sein mag. Ist die 
Wabhrscheinlichkeit, daB ein Atom, mit der Intensitat J = 1 bestrahlt, ein Quan- 
tum absorbiert, 4, so absorbieren die Nx Atome unserer Schicht Nw«/(v)6 Quan- 
ten, also 

b= nae ip fenady = on . [naan (57) 
wenn der Absorptionsstreifen so schmal ist, dafB man » vor das Integral ziehen 
kann. 

Will man ferner statt der Absorptionswahrscheinlichkeit 6 bei der Strahlungs- 
intensitat J —1 die Absorptionswahrscheinlichkeit b bei der Strahlungsdichte 
o =1 einfiihren, so hat man zu beachten, dal 

d[v 
i alae 
bedeutet. Man kann die weitere Rechnung fiir die Spektrallinie als Ganzes, d. h. 
ohne Beriicksichtigung der Verteilung der Absorptionswahrscheinlichkeit tber 


J=0-w ist, wo 4 ) die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Energie 


1) Cur. FitcHTBAUER, Phys. ZS. Bd. 21, S. 322. 1920. 


¥ 
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eine breite Linie, nur durchfiihren, wenn man die Dichte so klein annimmt, 
daB man = c (d. h. m= 4) setzen dari: dann ist 


b=b-c, (58) 
4a [ 
= in| tear. (59) 


Setzen wir fiir die rechte Seite nun den klassischen Ausdruck ein, wobei wieder 
diinnes Gas (n — 1 <1) vorausgesetzt ist, so wird 


pe ee (60) 


D.h. bei einer Energiedichte von 0,1 erg/em? innerhalb einer Spektralbreite von 1 A 
bei 2 = 4000 A oder einer Strahlung von 300 Joule/cm? sec in diesem Spektral- 
gebiet (Avy ~ 2-1011, 9 ~ 1/2- 10> 1? erg/cm?) finden etwa 8,7 - 10’? Ubergange 
(Absorptionsprozesse) pro Atom und Sekunde statt, wenn die Spektrallinie eine 
solche Starke hat, daf man ihr nach der klassischen Theorie ein Elektron zu- 
schreiben wiirde. 


Umgekehrt, wenn wir ein Atom haben, das unter dem EinfluB der Energie- 
Bee 6b mal in der Sekunde vom 


Niveau 7 zum hoéheren Niveau & tibergeht, so ist die Absorption der gleich, die 
ein klassisches Atom mit £ = ee -b Elektronen geben wiirde. 

40. Die E:nsteinsche Gleichgewichtstiberlegung. Die Ausdrucksweise ist 
bei Anwendung der GréBen 6 etwas schwerfallig. Wir fithren andere quanten- 
theoretische Gr6éBen ein und miissen hierzu eine Uberlegung ErnstTeErns!) tiber das 
Gleichgewicht zwischen Materie und Strahlung einschalten. 

Es seien Atome in den Zustanden 7 und & gegeben, so daB E; < EF; ist. Die 
Verteilung der Atome im Gleichgewicht bei der Temperatur T ist bestimmt 


durch 


dichte 9 = 1 bei der Spektrallinie »,; = 


Er ii Ep- hj 


ie ! 
y a i k . 
NON == ee RP e ee beeen ORE (61) 


wo g, und g; die ,,a priori’ Gewichte der Zustande bedeuten, die fiir nichtent- 
ratete Zustande = 1, ftir entartete gleich der Anzahl der nichtentarteten Zu- 
stande sind, in die der entartete durch ein auBeres Feld iibergefithrt werden kann. 
Diese Verteilung darf nicht davon abhangen, ob die Ubergange praktisch 
nur z. B. durch St6Be ,,unerregbarer“’ Atome oder nur durch Strahlung statt- 
finden. Im letzteren Fall ist die Anzahl der Atome, die pro Zeiteinheit absor- 
bieren und von 7 nach k gehen, N;0;-,,@. Auch hier ist wieder eine im Bereich 
der Absorptionslinie kontinuierliche Lichtquelle vorausgesetzt. Dies ist der 
einfachste Ansatz; es sei hervorgehoben, daf} diese Anzahl proportional 0, der 
Dichte fiir 4» = 1, gesetzt ist. Wenn wir andererseits eine Anzahl N; Atome 
auf der héheren Quantenstufe k im praktisch strahlungsfreien Raum haben, so 
werden von diesen N; a, _,,;dt in der Zeit dt einen Ubergang nach 7 ausfiihren, 
wobei a, 5 ; von k und 7, aber weder von N; noch von der Zeit ¢ explizit abhiangt 
(Gesetz des radioaktiven Zerfalls). 
Die Zahl N; wiirde abnehmen nach dem Gesetz 
N,; = N63 ae (62) 


iA. EINSTEIN, Phys. ZS) Baris, sae tatolye 
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WO T>; = 


die ,,mittlere Lebensdauer eines Atoms im Zustand k wire. 
ki 


Auch die emitierte Strahlung wiirde nach dem Gesetz 
t 
J=Jo-e nae (63) 
abnehmen, weil die Zahl der emittierenden Partikel abnimmt. (Andererseits 
wurde klassisch die Intensitat des Lichts, das von N; in untereinander gleicher 
Weise erregten Oszillatoren ausgesandt wird, nach 
t 
T= Joe (64) 
abnehmen, wobei die Abnahme sich nicht auf die Zahl der leuchtenden Teilchen, 
sondern auf die Intensitat jedes einzelnen bezieht.) 

Bringt man nun die Atome in das Strahlungsfeld, das mit ihnen im Gleich- 
gewicht ist, so wollen wir zuerst annehmen, daB die Zahl der Ubergange k — 7 
dieselbe bleibt wie ohne Strahlung. Jetzt nimmt aber die Zahl der Atome N, 
nicht ab, da diejenigen, die k durch Emission verlassen, durch solche ersetzt 
werden, die nach Absorption aus 7 kommen. Es gilt 


ay +;-N,=0;,1,Ni0.- (65) 


Diese Gleichung fihrt aber zur WreENschen, statt zur PLANcKschen Strahlungs- 
formel. EINSTEIN nimmt daher an, da auch die Zahl der Emissionen im Strah- 
lungsfeld vermehrt wird, und zwar um 2;_,; N;@ (,-.; eine neue Konstante ahn- 
licher Definition wie };-,;,). Diese Annahme stiitzt sich auf das Korrespondenz- 
prinzip da auch klassisch die Emission durch auBere Strahlung vermehrt wird. 
Die Gleichgewichtsbedingung wird 


(Qp>i + Op +1 0) Ni = +4 Nic. (65’) 
Einsetzen von (61) und der PLANcKschen Strahlungsformel 


Sav? y hy 


Q - co hv 
ekT—j 
fihrt zu 
i Ose = be On: » 
, Sari, (66) 
Qi = Ps ee = + hy- diz. 


Es ist also die Haufigkeit a,_,,, mit der ein Atom spontan einen Quantensprung 
aus dem hodheren Zustand # in den niederen Zustand 7 vollfiihrt, und die gleich 
der reziproken Lebensdauer im #-ten Zustand ist, eindeutig durch die Wahrschein- 
lichkeit };;, bestimmt, mit der ein Atom im unteren Zustand 7 bei der Strahlungs- 
dichte 9 = 1 ein Quantum hy», absorbiert. 

Hat das Atom die Méglichkeit, aus dem Zustand k in mehrere niedrigere 


Zustande 7,7... iiberzugehen, so gilt fiir die wahre Lebensdauer im Zustand k 
natiirlich - 
Ne te (67) 


TK med hi 


u 


Auch das Abklingen der Intensitat wird fiir alle Linien bei festem & und beliebigem 
zt durch % bestimmt. 

41. Elektronenzahlen und mittlere Lebensdauer. Wir dricken nun mit 
LADENBURG!) die Absorptionsstirke der Linie durch die mittlere Lebensdauer 


1) R. LaDENBURG, ZS. f. Phys. Bd. 4, S. 451. 1921. 
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(evtl. die mittlere partielle Lebensdauer 7; bei mehreren 7) aus. Es ist nach 
(59) Ziff.39 und (66), Ziff. 40 

de Sores Savix 

iy wn OBE c 
Das heiBt: wenn die Spektrallinie, die in Absorption dem Ubergang 7 k ent- 
spricht, so stark absorbiert, daB man dies klassisch durch p Elektronen im Atom 
beschreiben wiirde, ist die mittlere (partielle) Lebensdauer des oberen Zustandes 
k gleich 7,,;. Fiir einen klassischen eindimensionalen Resonator, der ein Elektron 
hat und nur durch Ausstrahlung gedampft wird, ist 


hry 


4a ff , Saviz me? 
in| tay = = ae (68) 


1 8.27% e772 


=- — == 27" s 6 
Fe 3mc? klass. ( 9) 


Fiir einen Resonator mit der Ladung fe und der (schwingenden) Masse pm ist 
dies mit # zu multiplizieren. Folglich kann man schreiben 


1 3 8 
Se (70) 
Das heiBt: Es sei eine Spektrallinie »;, gegeben, deren Starke in Absorption so 
ist, da man sie klassisch durch # Elektronen beschreiben wiirde. Ein solcher 
klassischer Resonator hatte die Abklingungszeit 7;,/b. Die mittlere Lebensdauer 
T} des entsprechenden oberen Zustandes # ist dann 1/3 g;,/g;mal so groB, wobei 
der Faktor 3 von den drei méghchen Ausstrahlungsrichtungen herruhrt. 

Klassisch wiirde das Atom die gesamte absorbierte Energie wieder ausstrah- 
len, wenn die Dichte geniigend klein ist, um Zusammenst68e vernachlassigen zu 
kénnen, welche Schwingungsenergie in solche der fortschreitenden Bewegung 
verwandeln. Dasselbe findet quantentheoretisch statt, sobald man_ ,,StdBe 
zweiter Art“ vernachlassigen kann. Wenn daher ein quantentheoretisches und 
ein klassisches System gleich absorbieren, zerstreuen sie auch gleich, vorausgesetzt, 
daB St6Be unbeachtet bleiben kénnen. 

42. Anwendung auf die Dispersion. LADENBURG?) ist nun weitergegangen 
und hat diese Uberlegungen auch auf die Dispersion angewandt. Wir k6énnen 
dies vorderhand tun, ohne etwas iiber den Mechanismus zu sagen; wir postulieren 
einfach, da der klassische Zusammenhang zwischen Absorption und Dispersion 
auch hier besteht. Wir kénnen ihn fiir ein verdiinntes Gas in der Form schreiben 

y2 — y? (" 2Qv j 
~—1= RB Ser nudy-—~. (71) 
Darin ist ausgedriickt, da sich der Brechungsindex durch die Frequenz der Ab- 
sorptionslinie v), ihre Breite v’ und ihre Starke ausdriicken 1aBt. 

Wenn die Starke so ist, wie sie einer Lebensdauer im oberen Zustand der 
Absorptionslinie 1; entspricht, ist die Dispersion so groB, wie sie durch klassische 
Resonatoren der Elektronenzahl # eee wurde, wenn 


&& Th LKl y 
== = i 0) 
eae ay (70) 
ist. Man kann also schreiben, wenn man weit von dem Absorptionsstreifen ent- 
fernt ist, 


Noe N; Vie 
fe ae \ ae Ne Seti (72) 
2M amt Ei Nes ve, — 
i k 


1) R. LADENBURG, ZS. f. Phys. Bd. 4, S. 454. 1921; R. LADENBURG wu. F. REICHE, 
Naturwissensch. Bd. 11, S. 584. 1923. 
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wo die zweite Summe iiber alle & zu erstrecken ist, fiir die E, > E;. N; ist die 
Zahl der Atome im 7-ten Niveau pro cm’, /;,; eine Abkiirzung: 
go; Th 
fei = 3 a P= 5 (73) 
Hier tragt also jedes Atom zur Dispersion mit den Absorptionslinien bei, die 
von ihm ausgehen. 

43. Dispersion in kontinuierlichen Spektren. Neben den Absorptions- 
linien 1aBt die Quantentheorie das Auftreten einer besonderen Art kontinuier- 
licher Absorption erwarten (s. Ziff. 78). Solche kontinuierlichen Spektren sind 
anschlieBend an die (optische) Seriengrenze von Spektren (H, Na, K)*) gefunden 
worden (s. auch Ziff. 78) und spielen vor allem bei Réntgenstrahlen, wo sie an 
die Absorptionskanten anschlieBen, eine bedeutende Rolle. 

Die klassische Theorie kann sie nicht erklaren und daher auch nicht in 
die Dispersionstheorie einbeziehen. KRon1G?) hat, um die durch sie verursachte 
Dispersion zu erhalten, das in Ziff. 42 angedeutete und in Ziff. 14 auch schon 


benutzte Verfahren angewandt. Wir schreiben (fiir 7 — 4 klein), wenn Aen = 
der Absorptionskoeffizient bei der Frequenz » ist: 
oat aes re > ae dv, (74) 


indem wir die Wirkung der ganzen Absorption zusammensetzen aus den Wir- 
kungen von Linien der Breite dyv,, der Lage vy und der ,,Starke“ 
Ey e 


558 10) 4% = 5 Nidh =; 


Pe / 


ea 


0 
ot 


- 
2 
Fiir den speziellen Fall, daB 7 die Form hat 7’ = NC 24 c3/y3, wo Z die Ordnungs- 
zahl des Atoms ist, welche Formel fir R6ntgenstrahlen nahe gilt, erhalt man 


Nc*CZ4 at y? — ye 2 2 
n—14=— e* jin ("5") + 


Save y? ye 


44. Normale und anormale Streustrahlung. Wir haben bisher die For- 
meln der Absorption und Dispersion einfach formal in die Sprache der Quanten- 
theorie iibertragen. Wir kénnen dasselbe ebenso fiir die Streustrahlung tun. 
Allerdings entsteht dabei evtl. eine Schwierigkeit, wenn man mit Licht beleuchtet, 
dessen Frequenz gleich der einer Absorptionslinie ist (s. Ziff. 45, 46, 47, 48, 49). 

SMEKAL?*) hat darauf hingewiesen, daB neben Streulicht derselben Frequenz y 
wie die Primarstrahlung auch anderes auftreten muB. Fallt namlich die Pri- 
miarstrahlung » auf ein erregtes Atom der Energie E,,, das die Emissionslinie 


Ey, — E14 : ae ariets 
= ar — ausstrahlen kann, so kann es sein, daB erzwungene Emission (ent- 
L 


sprechend dem b,_,, in Ziff.40) eintritt. Dann kommt diesem Emissionsakt die 

Energie hy + E,, — E; und demnach die Frequenz » +- ee ; ae y+ vy¢ ZU. 
Wenn umgekehrt Licht der Frequenz v auf ein Atom im Zustand &;, fallt, 

das die Absorptionslinie »;_,) = 3 ta besitzt, so kann es sein, daB ein von 


1) R. W. Woop, Astroph. Journ. Bd. 29, S. 97. 1909; P. DeByr, Phys. ZS. Bd. 18, 
S. 428. 1917; J. HARTMANN, ebenda Bd. 18, S. 429, 1917; J. Hortsmark, Phys. Le odee 0, 
S. 88. 1919; G. R. Harrison, Proc. Nat. Acad. Wash. Bd. 8, S. 260. 1922; Phys. Rev. (2) 
Bd. 24, S. 466. 1924; R. W. Dirscupurn, Proc. Roy. Soc. (A) Bd. 117, S. 486. 1928. 

2) R. pE L. Kronic, Journ. Amer. Opt. Soc. Bd. 12, S. 547. 1926; H. KaALLMANN 
u. H. Mark, Naturwissensch. Bd. 14, S. 648. 1926; Ann. d. Phys. Bd. 82, S. 585. 1927; 
J. A. Prins, Physica Bd. 8, S. 68. 1928; ZS.f. Phys. Bd. 47, S. 479. 1928; R. pe L. Kronic 
u. H. A. Kramers, ZS. f. Phys. Bd. 48, S.174. 1928. 
3) A. SMEKAL, Naturwissensch. Bd. 11, 5. 873. 1923; Lop eltyss DAs j2 no. 24d O25. 
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der auBeren Strahlung gelieferter Betrag hy teilweise zur Erregung des Atoms 
dient und nur der Rest der Energie gestreut wird. Diese Streustrahlung hat 
dann die Frequenz 


Das geht natiirlich nur, wenn der Energiebetrag hy groB genug ist, d. h., wenn 
vy > ¥;,\. Man kann sich vorstellen, daB der ProzeB in zwei Stufen geht, erst 
Aufnahme des Quants unter Bildung eines ,,metastationaren“* Zustands, der 
nicht den Quantenbedingungen gehorcht, dann nach sehr kurzer Zeit Reemission. 

Nimmt man noch die kinetische Energie des ganzen Atoms dazu, so kann 


man den erlaubten Energiebetrag etwas variieren, E; + — b?. 


Man kann so auch der Impulsbedingung geniigen. Doch gibt das, wie 
SCHRODINGER!) gezeigt hat, nur den Dopplereffekt. 

45. Die Theorie von Bour-Kramers-Srater?). Um sowohl die Gebiete, die 
bisher allein wellentheoretisch erklart werden konnten, als auch die Gebiete, 
in denen die Quantentheorie alleinherrschend scheint, zu umfassen, machen die 
Autoren folgende Annahmen: Es gibt stationare Bahnen wie in der urspriing- 
lichen Bourschen Theorie. Zwischen diesen Bahnen sind Quantenspriinge még- 
lich, deren Energie nach den bisherigen Bourschen Prinzipien berechenbar ist. 
Das entspricht den alten Bourschen Annahmen. 

Dagegen wird die Strahlungsfreiheit in den stationaren Bahnen nur fir die 
(ungestorte) Grundbahn beibehalten. Alle Elektronen, die sich nicht in der 
Grundbahn befinden (sondern ,,erregt‘’ sind), strahlen kontinuierlich aus, und 
zwar im allgemeinen mehrere ,,Partialschwingungen“, d. h. Spektrallinien, 
gleichzeitig. Die Zahl dieser Spektrallinien ist gleich der Zahl der erlaubten 
Ubergiinge, die von dem betrachtcten Zustand zu Zustanden niedrigerer Energie 
fihren. Die Frequenzen dieser Spektrallinien sind gleich den Frequenzen, die 
nach der friiheren Bourschen Auffassung wihrend eines der méglichen Uber- 
gange gestrahlt wurden. D. h., wenn wir den Zustand 7 betrachten, von dem aus 


Ubergange nach den Zustanden 15 2... moglich sind, So daBlh =i ee. 
so strahlen die Elektronen im lee 2 die Linien 

, ea pe es 

lieg = ig 2 re 


usw. gleichzeitig aus. Die Intensitat der betreffenden Linie hangt mit der mecha- 
nischen Bewegung des Elektrons so zusammen, daf} die Helligkeit der Spektral- 
linie »;,, die einer Anderung der Quantenzahl n;— mn, zugeordnet ist, vom 
Quadrat der Amplitude der 1; — m,-ten Oberschwingung in de Bewegung im 
n-ten Zustand qualitativ bestimmt wird. 

Wahrend der Strahlung andert sich die Energie des Atoms nicht, so daB 
das Prinzip der Erhaltung der Energie (und des Impulses) verletzt ist. 

Von Zeit zu Zeit finde aber ein Ubergang zu niedrigeren Niveaus statt, 
der nun nicht von Strahlung begleitet ist. Zugleich hort das Atom auf, die Wellen- 
langen »,;,, k <7 zu strahlen; ist das Endniveau des Ubergangs die Grundbahn, 
so hort die Strahlung tberhaupt auf, andernfalls setzt Strahlung ein, die zu dem 
neuen Zustand als Ausgangszustand gehort. 

Die Haufigkeit der Uberginge ist im Durchschnitt so groB, daB im Mittel 
das Gesetz der Erhaltung der Energie gilt. D.h., wenn N; Atome im Zustande 
? vorhanden sind und die Energie, die jedes pro Zeiteinheit in der Wellenlange 

1) E. SCHRODINGER, Phys. ZS. Bd. 23, S. 304. 1922. 

2) IN: Bor) EA’ KRAMERS u, J. CG. SLATER Zo. 2. Phys, Bde 24) Se60m 4024 
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Vix, Mg, --. ausstrahlt, J;,, Jig,... ist, so finden im Mittel N;J;4/hy;, Uberginge 
in den Zustand 1, N;Jj9/hy;, Ubergiinge aus dem Zustand 7 in den Zustand 2 
statt. (Die Strahlung selbst verhilt sich vollkommen klassisch, so daB alle 
Interferenzversuche erklirbar sind, nur in bezug auf Dampfung und natiirliche 
Breite der Spektrallinien ist die Ubereinstimmung mit der klassischen Theorie 
ungeklart.) Fallt die Strahlung »;, auf ein Atom des Zustandes 1, so reagiert 
dieses hierauf erstens durch Aussendung von Sekundirwellen in klassischer Weise 
(Modifikation s. Ziff. 47). Diese Sekundiarwellen ergeben die Phasenverzogerung 
und eine evtl. Schwachung der Primarstrahlung genau wie in der klassischen 
Theorie, nur ist eine Schwachung der Primirstrahlung, d. h. Absorption, nicht 
unmittelbar mit einer entsprechenden Energiezunahme im Atom verkniipft. 
Aber von Zeit zu Zeit springt das Atom in den héheren Zustand 7, wobei die 
dazu notige Energie E; — FE, = hy;, nicht etwa aus der Strahlung stammt, 
sondern ,,entsteht*’. Nur im Mittel finden diese Spriinge unter dem EinfluB der 
Strahlung der Intensitat J/, so haufig statt, als wiirde ihre Energie aus der in 
der gleichen Zeit durch ,,Absorption, d. h. Schwachung der Primarstrahlung 
durch sekundare Strahlung, verschwundenen Energie stammen. (Man kann 
ebensogut von der Strahlung uiberhaupt absehen und sagen, daB im Mittel die 
Energie der Spriinge zu niederen Niveaus die Energie der umgekehrten Spriinge 
deckt. Die Strahlung hat dann nur die Bedeutung von Telegrammen, die den 
,absorbierenden’* Atomen angeben, wie oft sie springen miissen, um den von den 
,emittierenden® Atomen erlittenen Energieverlust zu decken). Man kann dem- 
nach das Verhalten der Atome so beschreiben, als ob sie auBer den springenden 
Elektronen, die die Energie bestimmen, noch ,,virtuelle Resonatoren“ enthielten, 
deren Eigenschaften (Zahl, Frequenz usw.) sich mit dem Zustand andern, die 
klassisch strahlen und klassisch auf Strahlung reagieren, deren Amplitude (oder 
vielleicht in manchen Fallen die Anderungsgeschwindigkeit der Amplitude, da 
im Absorptionsprozefi klassisch bei starker Dampfung kein stationarer Zustand 
erreicht wird) fiir die Haufigkeit der Spriinge maBgebend ist, deren ,,Schwingungs- 
energie‘ aber nicht als Energie des Atoms zu rechnen ist. Die Versuche von 
GEIGER und BoTHeE?) haben aber der ganzen Theorie den Boden entzogen, indem 
sie zeigten, daB der Strahlungs- und der SprungprozeB, wenigstens soweit der 
Sprung zu einem freien, schnell bewegten Elektron fihrt, zeitlich verkniipft sind. 
Ebenso haben Compton und Simon?) gezeigt, daB in diesem Fall der Impuls 
in jedem einzelnen Fall sich so verhalt, wie es die Korpuskulartheorie fordert. 
Trotzdem also die Vorstellung iiber den Mechanismus offenbar falsch ist, sind 
die auf Grund des Korrespondenzprinzips im folgenden abgeleiteten Formeln 
richtig. 

46. Anwendung auf die Dispersion und Streuung nach Lapensure und 
Reicue. Noch vor der Arbeit von BOHR-KRAMERS-SLATER haben LADEN- 
BURG und REICHE ihnliche Gedanken entwickelt, wenn auch nicht so im ein- 
zelnen ausgefiihrt, und auf die Umdeutung der Dispersionsformeln (Ziff. 42) an- 
gewandt*). Danach kommt also die Dispersion genau so zustande wie in der 
klassischen Theorie, namlich durch die Emission von Sekundarwellen, die mit 
den Primarwellen (und daher fiir verschiedene gleichzeitig bestrahlte Atome auch 
untereinander) kohirent sind. Ihre Emission hért auf, sobald das Atom in einen 
andern Zustand itbergeht, was natiirlich im Grundzustand nur durch StoBe 
oder durch die Anwesenheit von Licht, dessen Frequenz mit der einer Absorptions- 


1) W. BorHE u. H. Getcrer, ZS, f. Phys. Bd. 32, S. 639. 1925. 

2) A, H. Compron u. A. W. Srmon, Phys. Rev. (2) Bd. 26, S. 289. 1925. 

3) In der zitierten Arbeit sind diese beiden Gesichtspunkte nicht getrennt (formale 
Anwendung der Formeln und Deutung durch Sekundarwellen). 
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linie ubereinstimmt, neben dem auf seine Dispersion untersuchten Licht ver- 
ursacht werden kann. Die Starke der durch diese Sekundarwellen gestreuten 
Energie hangt mit der Dispersion quantitativ ebenso zusammen wie in der klassi- 
schen Theorie bei Anwesenheit von ,,Ersatzoszillatoren‘‘ der Ladung fe und 
Masse pm. 

Sobald man aber mit Licht einer Spektrallinie selbst bestrahlt, ergibt sich 
ein Unterschied, der dem Referenten fiir die Theorie in der ihr von LADENBURG- 
REICHE und BOHR-KRAMERS-SLATER gegebenen Form bedenklich erscheint, wah- 
rend in einer modifizierten Darstellung von SLATER (Ziff. 46, 49) und BECKER 
(Ziff. 48) diese Schwierigkeit vermieden ist. 

Man hat dann namlich zwei Arten von Streustrahlung zu unterscheiden, die 
koharente und die inkoharente. Um prazis sprechen zu kénnen, nehmen wir an, 
wir bestrahlen unter normalen Umstainden Natriumdampf mit (nicht wber- 
starkem) Licht der D,-Linie, das dem Ubergang 1s 2, entspricht. 

Die Uberzahl der Atome wird in 1s sein und ,,kohirentes‘‘ Streulicht aus- 
senden, das die Primarstrahlung schwacht, und zwar so, da diese Schwachung 
genau in der klassischen Beziehung zur Dispersion steht. AuBerdem sind aber Ny 
Atome im Zustand 24), deren Zahl sich aus der Bedingung der Stationaritat 


berechnet. 

Diese Atome strahlen nach BOHR-KRAMERS-SLATER im oberen Zustand in- 
koharent mit der Primarwelle die D,-Linie aus, entsprechend dem, was man 
friiher ,,Resonanzstrahlung“‘ nannte, und zwar in der Starke, daB die hierdurch 
im Mittel ausgestrahlte Energie der Energie der Quantenspriinge entspricht, 
also 
Nee iis: 

T2>1 
Hierbei ist vorausgesetzt, daB diese Strahlung durch die Anwesenheit der Primar- 
strahlung nicht beeinfluBt wird. AuBerdem strahlen die Atome Ng, noch ko- 
harent, entsprechend den zu ihnen gehdrigen Absorptionslinien (z. B. 24) — 34), 
doch ist dieser Anteil zu vernachlassigen. 

Das ersterwahnte Verhaltnis von koharent gestreuter Strahlung zur klassisch 
berechneten, oder genauer gesagt, die Winkelverteilung der koharenten Streu- 
strahlung hat zur Folge, daB die aus der ebenen Primarwelle absorbierte Energie 
genau gleich der gestreuten ist, so wie in der klassischen Theorie bei reiner 
Strahlungsdimpfung, denn die absorbierte Energie wird ja durch die Starke der- 
jenigen Sekundarwellen bestimmt, die in die Primdrrichtung gehen. Es bleibt 
also gar keine Energie ubrig, die im Zeitmittel die Energie kompensieren kann, 
die durch das ,,Hinaufspringen“™ der Elektronen verbraucht wird. Die Energie, 
die durch das spatere Herabfallen wieder frei wird, soll ja im Mittel.in die un- 
koharente Resonanzstrahlung gehen, die von erregten Atomen ausgestrahlt 
wird oder anders gesagt, die gestreute Strahlung (koharente + inkohiarente) 
ist grO8er als die absorbierte. 

Das einzige Mittel, diese Schwierigkeit zu vermeiden, wiirde darin bestehen, 
daB man innerhalb der Spektrallinie auf den klassischen Zusammenhang zwischen 
koharenter Streustrahlung und Dispersion, wie er bei reiner Strahlungsdampfung 
herrscht, verzichtet. Wenn man z. B. eine gréBere Dampfung annimmt, was be- 
deutet, dal die Phase und Amplitude der Sekundarwellen auBerhalb der Spektral- 
linien praktisch unverandert bleibt, innerhalb aber so gedndert wird, daB trotz 
gleicher Gesamtschwachung des Primiarstrahles die nach allen Seiten gestreute 
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Strahlung schwacher wird, dann bleibt in gréBerer Entfernung von der Spektral- 
linie der Zusammenhang zwischen Dispersion, Streustrahlung bei dieser Wellen- 
lange und Gesamtabsorption in der Spektrallinie unverdindert gewahrt. Von 
dieser Gesamtabsorption wird aber nur ein Teil durch koharente Streustrahlung 
verbraucht, der Rest dient zur Deckung der ,,wahren Absorption", d. h. im Mittel 
zur Erregung der Atome, und wird dann als inkohaérente Resonanzstrahlung von 
den erregten Atomen ausgesandt. Dann ist es aber nicht richtig, die Ubergangs- 
wahrscheinlichkeiten @ und 0, die nur fiir die wahre Absorption bzw. die inko- 
harente Strahlung maBgebend sind, in die Dispersionsformeln einzusetzen, die 
durch die Gesamtabsorption bestimmt werden. Diesen Ausweg hat BECKER!) 
beschritten (s. Ziff. 48). SLATER?) tiberwindet die Schwierigkeit dadurch, daB 
er die Annahme fallen laBt, die im erregten Zustand (2) ausgesandte, inkohdrente 
Resonanzstrahlung der Frequenz 1, sei stets in gleichem Ausmaf vorhanden. 
Er nimmt an, da8, im Fall die Erregung durch Absorption von Licht der Frequenz 
¥y, hervorgebracht ist, im erregten Zustand kein inkoharentes, sondern nur ko- 
harentes Licht »,,, entsprechend einem klassischen Ersatzoszillator, ausgesandt 
wird (genauere Formulierung s. Ziff. 49). 

47. Die Dispersionsformel von Kramers. KRAMERS®) hat gezeigt, daB die 
konsequente Anwendung der BOHR-KRAMERS-SLATERSchen Theorie nur fiir die 
unangeregten Zustande zur klassischen Dispersionsformel (16) Ziff. 13, fiihrt. 

Betrachtet man aber ein Atom im angeregten Zustande, das auBer den Ab- 
sorptionslinien mit den Frequenzen y, und den ,,Starken‘ 7, noch Emissions- 


linien %,, /; entsprechend Elektroneniibergainge zu niederem Niveau besitzt, so 
tragt es zum Ausdruck  — 1 den Anteil bei (die g = 1 gesetBt) 


ae laf fe fi a 
22m 3 | pie — y oo py? — 7] ; (75) 


Der Beweis wird von KrAMERS und HEISENBERG*) korrespondenzmaBig gegeben. 
Sie beschreiben das fiir die Strahlung maBgebende elektrische Moment des 
Modells durch eine mehrfache Fourriereihe 


p (t) => 3 ‘ ie e27(rwit...TyWs) (76) 


ty...t§ 


WO Ws = vgt + dg die kanonischen Winkelvariable ist, die zum S-ten Frei- 
heitsgrad gehort, die 7, alle ganzen Zahlen unabhangig voneinander durchlaufen 
und die C Vektoren sind, d e noch von den Wirkungsvariabeln J, ... Js und den 
t abhangen. 

Bringt man nun durch ein duBeres elektrisches Feld © = Gy - e?"'”* eine 
Stérungsfunktion (Anderung der potentiellen Energie) an*), so kann man formal 
(76) noch immer als Lésung der Bewegungsgleichung ansehen, nur sind jetzt die 
w, J nicht mehr Winkelvariable der gestérten Bewegung, d.h., die J sind nicht 
mehr konstant, die w nicht mehr linear in der Zeit. Wenn aber die Storung 
klein ist, so unterscheiden sich die fiir die neue Bewegung als Winkelvariable 


Ly It. BECKER, Zo. tf. Ehys. Bd. 27, 5.173: 1924. 

2) JC, SLATER, Phys. Rev. (2) Bd. 25, S. 395. 1925. 

3) H. A. Kramers, Nature Bd. 113, S. 673. 1924; Bd. 114, S. 310. 1924; M. Born, 
Zook. Ehys, Bd. 26, 5: 3792 1924: 

4) H. A. KRAMERS u. W. HEISENBERG, ZS. f. Phys. Bd. 31, S. 681. 1925; J. H. v. VLEck, 
Phys. Rev. (2) Bd. 24, S. 330. 1924. 

5) Naheres s. M. Born, Atomdynamik. Berlin 1924. Ferner Handb. Bd. 5, Kap. 4. 
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dienenden Funktionen J*, w* nur wenig von den alten. Man findet 


oS x 1 OReell (GC) Sn ee ear aoe 
ie me ea: = re ee eo 
ae (77) 
VE 


x , 1 OReell 
Jas 2 dw* ‘ 
wobei jetzt die J* zeitunabhangig und die w¥ = v,¢ + 6* sind. (77) hat man in 
(76) einzusetzen und nach der Stérung zu entwickeln, um wieder eine mehrfache 
Fourierreihe, jetzt in w*, zu erhalten. Man bekommt dann zum elektrischen 
Moment des ungestérten Atoms folgenden Zusatz: 


aa Paes OCs 
aCe rea { >’ >" (1 emcee Sess) eoatanct rar 
Ss 


MTy TMT, 


(Go M 67a A) RUG ean aan? C FA Pe 
Ty PUSS 1 AUB OSCTS 
te) 4 G-Cu...2% 
aie C a irae ie ( 0* re 7%)  Q2HE(T 4 Ho Ty G+) E 
eye © OF 3} 1% -ts¥s-+ ¥ J 


Man multipliziert aus und faBt alle Produkte zusammen, die denselben Expo- 
nenten haben und erhalt so 


a 
p, (2) == < Reell >'e2* (tot Ty M+) > (c 1 — 1) oF Sai (t3— TS) ayer aaa ce | 
; Ty ty Ty ty (78) 
cA ote sein) Co. || ares Hy 
(T= 21) Pat oc * (7s 48) Beer © pe Ee in OJ s} \(%— 2) "1+ +++ (tg — 18) ¥3 + 

Wir haben also in der Streustrahlung alle Frequenzen 1,7, + ---tgyg +, nicht 
nur die auffallende Frequenz ». Das ist dem Dopplereffekt zuzuschreiben, der 
infolge der periodisch wechselnden Geschwindigkeit des Elektrons auftritt und 
daher selbst die Perioden 1, 7,...tg vg hat. 

Nun haben wir gema8 dem Korrespondenzprinzip von den klassischen For- 
meln zu entsprechenden Quantenformeln tiberzugehen, d. h., das Moment durch 
eine Reihe 


Pau eee > Mec, CE, bonis (78) 
darzustellen. 

Die Quantenfrequenz ¥;,__.z,, die der klassischen Frequenz 1,7, + ... tT 7g 
entspricht, gehdért dabei zu einem Ubergang, bei dem sich die Quantenzahlen 
des betreffenden Zustandes n,...mg um 1, ...tg andern, d.h., es ist 

, — E(t + G, Me 1 te. Mg ty) — EB (ys Ma. . M8) 
Cathey pe tihep h -_ 


wahrend die korrespondierende ,,klassische“‘ Frequenz 
1 OE OE 
Vy T Tia) == — fi = | sie Fic ——— 
ft Ries h (x Lon, | . oa 


ist. Die %{ bestimmen die Starke in der Weise, da8 das E1nstTEInsche a 


a) (1, 


‘ 


5 (227, ate 
bg 308 


Oe, ty WP. 


aD era) a (79) 


ist (der Strich bedeutet die konjugiert komplexe GréBe). 
Die Differentialquotienten der klassischen Reihe (78) 


NI e) Siz a) 
Ti = ee es, 
1B, alah On, 

7 
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werden nun durch die Differenzen 


1 | 
aa (a, + t,...mg + ts) — “sy (u, — T,...%g — Ts) 


ersetzt. 
Nun wollen wir zuerst den Anteil der Summe (78) nehmen, dessen Frequenz 
gleich der des auffallenden Lichtes ist, d. h. in (78) den Anteil mit 7, = --- ty = 0 


(bei dem also das ungestérte Elektron als ruhend angenommen ist). Er gibt 


ek [ Safae(E MH) , We(G XW) ICH), (CoH) Il ov eve 
Pau = 4h Reell >| m—Y at mer -> v9 si v,+y : » (80) 
t J 


wo sich wie in (75) « auf die Absorptionslinien, 7 und das Zeichen ~ auf Emission s- 
linien, die von dem betrachteten Zustand ausgehen, bezieht. 
Setzt man wieder wie in Ziff. 41 und 42 
i 303m 


a= > = ss 
Tz kt 82% ce? y? 


(nichtentartetes System, g = 1), 


nimmt ferner % = A '|€, so wird 


Seas ; ‘ oS h 
= {s 45 
Dou Com ( eS ee — cos2zvt, (81) 
¢ j 


was zur KRAMERSschen Dispersionsformel (75) fiihrt (natiirlich gilt die Formel in 
der Linie selbst wegen Vernachliassigung der Dampfung nicht. Dies bezieht sich 
auch auf das Folgende). 

Wir gehen nun zu den folgenden Gliedern der Summe (78) iiber und nehmen 
den folgenden Summanden heraus: 


[ 4] 4 G - Cr -v Eeot 
e271 + vse tgry+v)t{ T—T ose Ty—Ts aC es (Co ee ea 
| ( 1 1) a. . ( Ss Jer, Tree ty (¢,=—Z)ny4-.tg target 
é ee ies Perens a) 
Cs ee aes | tg 5] ams ie A Boca | re 
T) TS | tay. i Ss Oss (r, = v.) yy ms (Gy Pelns a2 A 


Die korrespondierende Frequenz ist quantenmabig 


1 : 
ae [E(n, +1,...mg +s) — E(n,...ms)) +¥. (82) 
Fir die Amplituden setzen wir, wenn wir mit 7) "°° "*" die fiir den 
Ubergang von 1,...”g zu nm, + 71,... %g + 71g nach (79) charakteristische GréBe 
bezeichnen 
1 > ge , / 
rath Mts (co Fmt... Ngtts My +7, 16. Ngtty [ — —oMtt] --.NgstTys 
a ... 1g & am tent hase UL, +7! ... ns t+% & YL, . Ne 
' Reell ae o4+—— : a (83) 
4h Mm+T, ...NgtTsy mt... mstts | a? 
*m +t ete te. "ahs cas tig at 


Um die Amplitude des Streulichts?) zu erhalten, das die Frequenz (82) hat, 
ist die Summe der Amplituden (83) fiir alle mdglichen Arten von Ubergingen 


zwischen ”,...% und m,+7,... ”,-+7, zu bilden, die eine Zwischenstufe 
m,+t,...M%,+1; haben, wobei alle benutzten Teiliibergiange (nm, ... u,> ny, 
+r...%,+1%>n,+7,..., + 1,) spontan méglich sein miissen (2 = 0). 


1\ A, SMEKAL, Naturwissensch. Bd. 11, S. 873. 1923. 
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Hierbei ist noch folgendes zu beachten. In Formel (83) soll 
yi th — TE (nt...) — E(t... 15)] 


NI = NS 
bedeuten. Ist E (nj...) << E(n,...mg) (Emissionslinie), so ist der Wert von y 
mit dem resultierenden Vorzeichen, d.h. als negative Zahl, einzusetzen. AuBer- 
dem ist dann das zugehorige 2{ durch 2 zu ersetzen. 
Wenn im letzteren Fall auBerdem das auffallende Licht so langwellig ist, daB 


hy <E(n,...ng) —E(my +1,...%s3 + ts), (Emission!) 


so tritt neben dem Streulicht von der Frequenz (82) ce y+ is iSES 4) auch 
noch Licht von der Frequenz 


+ [E(nm,...ns) —E(my + 1,...u3 +Ts)] —v = DN ge ce 25) 
auf, dessen Amplitude wieder durch (83) gegeben ist, wenn man dort erstens 
wieder die »”” mit dem richtigen Zeichen einsetzt, zudem aber vy mit — y und YF 
mit 2 vertauscht. Wenn ym*7---"8*78 > Qist (Absorption),so muB y > yt nehes 
sein, wenn die Streustrahlung der Frequenz (82) gema8 Formel (83) auftreten 
soll, sonst tritt nur solche des Frequenz y nach (80) auf. 

Auf die Moglichkeit dieser andersfarbigen Streustrahlung hat zuerst SMEKAL 
(s. Ziff. 44) hingewiesen und ihr vom Standpunkt der ,,extremen Quanten- 
theorie’ eine anschauliche Deutung gegeben. 

Sie soll besonders stark in bestimmten Wellenlangen werden, wenn die 
Nenner in (83) klein werden (genau Null werden sie nicht, weil sich dann die 
bisher vernachlassigte Dampfung bemerkbar macht). Das tritt dann ein, wenn 


ie, 1B 


NAAT, «0 Mst Ts Ss Vee “Ng tTs 


eras: 
y Viany es N1++-Ns 


In diesem Fall verhalt sich eine gréBere Menge von Atomen genau so, wie 
man es nach der (alteren) BoHRschen Aa ttacesstay der Res sonanzstrahlung erwarten 


sollte. Es werden dann Atome aus dem Zustand 1, . . . 7, in den erregten Zustand 
Nm +... +, gebracht werden und von dort unter Aussendung der Reso- 
nanzstrahlung 
plat T+ “Ast vs = pis ptTy +++ Ng tts yhtt - s-hte = HAT Oe “NstTs __ y 
MT, «--NstTs Ny. +. Ns ee Ny +--+ Ns 
zuriickfallen. 


Aber auch wenn 


— qiti---NstTs aie: 16 NstT% Ny tT. ++ NgtTs ote Se 
VV yee Dai en, < 0 (Emission) 


wird, soll starke Se eenine der Frequenz 


My +T1 2+. Ngtty __ parry see MTT, | 
Nyc ls pee o tie | 


a 
auftreten, und hier ist die obige Deutung nicht zulassig (Abweichung von der 
StokEsschen Regel). 

KRAMERS und HEISENBERG weisen aber darauf hin, daB dies unméglich eine 
erhéhte Energieausstrahlung bedeuten kann, da sich sonst bei diesem Frequenz- 
wert » auch erhdhte Absorption zeigen muBte. Zur Erklarung erinnern sie daran, 
daB die Frequenz 1" ;--™*™ auch spontan emittiert wird (negatives Vor- 
zeichen!) Wenn man nun eine geeignete Phasenbezichung zwischen der spontan 
emittierten und der durch das Licht der Frequenz y induzierten, eben besproche- 
nen Welle der Frequenz 7"! 1 ---™*+™ annimmt, kann es sein, daB keine verstirkte 


-Ns 
Ausstrahlung eintritt. 
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Experimentell ist iiber dieses andersfarbige Streulicht nichts bekannt?), es 
sei denn, daB man in den Fallen, die man bisher ausschlieBlich als Resonanzlicht 
von erregten Zustinden gedeutet hat, wenigstens einen Teil des andersfarbigen 
Lichtes als vom unerregten Atom ausgehend deuten wiirde. 

Brett’) hat eine etwas andere korrespondenzmibige Zuordnung als die nach 
(79) erwahnte vorgeschlagen, wobei das negative Glied in (80) vermieden wird. 

48. Becxers Theorie’). BECKER hat Formeln abgeleitet, welche von den 
in Ziff. 46 gemachten Einwanden frei sind. Um iiberhaupt eine merkliche Ab- 
sorption zu erhalten, und um von endlichen Wellenziigen reden zu kénnen, 
nimmt er an, dah die gequantelten Energiezustande nicht ganz scharf sind. Be- 
zeichnet man die Energieabweichung vom ,,scharfen‘‘ Quantenwert E, mit 7,, 
so daB die Energie eines Atoms 

Ea Bt (84) 


ist, so soll die Zahl der Atome, deren Abweichung 1), betragt, proportional g,(7,) d7, 
sein, wobei g so bestimmt ist, daB 

fala) ane = & (85) 
(g, Gewicht des ganzen «-ten Zustandes) und die Unscharfe nicht sehr groB ist, 
d. h. g<1 auBer fiir 7/E <1. BECKER fithrt dann die EINsTErINsche Gleichge- 
wichtsiiberlegung fiir jede Stelle in der Spektrallinie durch und erhalt in leicht 
verstandlicher Bezeichnung in Analogie zu Gleichung (66) Ziff. 40 


81 (93) Oy, > mn. = Ba (Mo) On, mn» (60’) 
Srhy?, ve 
ay. >, — On. > m 68 a (66 ) 
Nimmt man an, daB b auBer von der Spektrallinie selbst, d.h. von 5 = Bs = =| 
nur von dem 7 der betreffenden Endlage abhangt (),,-,,, nur von 7»), so wird 
Bo (No) 
eae arn rere | (86) 
by +n, = 2 no, _,,. (86’) 
12 {pt £1 = 


Fiir die Gesamtabsorptionen und Emissionen sind dann die GréBen 
TCO fo) 


| &1 (11) dn, | by, +79, 4p = by >28) 


— oo 0 


und entsprechend fiir b,_,, sowie 


| (12) 42 | Ay, > 4, AV = Bo p->y 
~¢o 0 


maBgebend, wobei die a und /} untereinander durch die E1nstE1Nsche Beziehung 
(66) Ziff. 40 verbunden sind. 


1) Anm. bei der Korrektur: s. jedoch C. V. Ramann und K. S. KrisHnan, Nature 
Bd. 121, S. 501 und 711. 1928; Ind. Journ. of Phys. Bd. 2, S. 399. 1928; C. V. Raman, 
ebenda Bd. 2, S. 387. 1928. Zusammenfassung durch P. PrriNGSHEIM in Naturwiss. Bd. 16, 
S. 597. 1928; s. ferner A. SMEKAL, ebenda Bd. 16, S. 612. 1928. 

2) G. Breit, Nature Bd. 114, S. 310. 1924. 

3) R. Becker, ZS: £. Phys. Bd. 27, S. 173. 1924. 
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Jedes Atom soll nun eine koharente Kugelwelle emittieren, deren Ampli- 
tude mal so groB als die von einem Elektron entsandte und deren »’ omal 
so groB als das klassische bei reiner Strahlungsdampfung vorhandene ist. 


4e?r2 
ee I Mea . (87) 


Es ist demnach die sekundlich von einem Atom gestreute Energie dividiert 


durch o(v)dv = 2 - G2 im Intervall dy 


8a e pyt 
io mc? (72 ES yr)? oz? pee (88) 
die pro Atom wirklich absorbierte Energie, dividiert durch ody 
8a e yt 
9 mec? (v2 — )2 + 023 aP (o — p). (89) 


Wenn wir annehmen, da8 das betrachtete ,,absorbierende‘‘ Atom eine Abweichung 
n, hat, so setzt BECKER fiir seine ,,Grundfrequenz‘ 


und erhalt fir » = ») + (t=) im Tnnern der Spektrallinie mit den wblichen 


I 
Naherungen 
Die O we 
On, > = 9 m2 c3 h? = S plo re p) : (89) 
nat rid Bee Me 


Die linke Seite ist aber nach (86) 
1 1 
7, 82 (Ma) Or +2- 
2 
BECKER teilt nun (89) so in Faktoren, daB er setzt 
Ba(%s) _ 1 hv 


= 5 = 
2 ARE: 
(sore DCR) 


82 2a 
(90) 

re ee ee eee 
ia 3m py (1 es) 


wo /;, 6;, dem Zustand 1 zugeordnet und also von 7, praktisch unabhangig an- 
genommen sind. 
Pur d@,-5, ereibt sich 


8 nre2y? \ 
ap oe p,(1 a > 
3mc' oy 


in der Dispersionsformel (72, 73) Ziff. 42 ist statt a =— der Ausdruck 


a ! Pi 
(eee ee (91) 


07 


einzusetzen. 

Jetzt ist die in Ziff. 46 erwaéhnte Schwierigkeit vermieden, da die in der 
Dispersionsformel auftretende, die Gesamtabsorption bestimmende GréBe ——~—— 
a 1 ca Pr/o% 

~ ist fiir 
a 


die Entstehung erregter Zustainde verantwortlich, deren Energie entweder als in- 


ist, wahrend die wahre Absorption durch a gemessen wird. a < - 
‘ 
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koharentes Resonanzlicht wieder ausgestrahlt oder durch St68e zweiter Art in 
andere Energie umgewandelt werden kann. Das kohirente Resonanzlicht ist 
durch 


a 7 
<— 
{ — ss i P 
Oo oO 
gemessen. (E, —E,) 


Wenn die Welle vy ~** - 


tritt hier an Stelle der Absorption von Energie eine ,,induzierte Emission“. Man 


erhilt so fir b,,,,,, eine (90) analoge Gleichung mit entgegengesetztem Vorzeichen 
und daher 


auf ein erregtes Atom (im Zustand 2) fallt, so 


SAGA sees Seen a) pee / 
bos — 5-5 p(t — 2), (90') 
woraus mit (66) (unabhangig von der Annahme 7 eae 0} folgt 
\ a 
pi\ _ ; bs) 
P;(1 = : 
7 tered ae 2 et 


Eine Strahlungsdampfung, die zu # Elektronen klassisch gehéren wiirde, ist 
pb = o; da die Linien stets breit dagegen sind, ist o > p; also pf. ~ p, entsprechend 
der Formel von KRAMERS. 

LaNDE!) hat die Theorie insofern abgeadndert, als er annimmt: Ein Atom, 
das einen Quanteniibergang ausfiihrt, tut das nicht so, da es irgendeinen schar- 
fen Ubergang innerhalb der Grenzen (84) ausfiihrt, wobei die endliche Breite der 
Spektrallinie durch das Zusammenwirken vieler Atome mit etwas verschiedenen 
Ubergangen entsteht: Sondern jedes Atom andert wahrend der endlichen Dauer 
der Emission seinen Zustand dauernd sehr schnell so, daB das Einzelatom eine 
endliche Breite der Spektrallinie ergibt. Wenn 7, die Abklingungszeit ist, dann 
ist die relative Zeit, wahrend deren das Atom die Frequenz y aussendet, und da- 
mit auch die relative Intensitat dieser Frequenz 


1 wast (02) 


9 2 
4m" t5 


gz er =, 
27" To 


Ebenso hat man nach LANDEF bei Bestrahlung in jedem Atom eine nach (90) 
verteilte Menge von virtuellen Oszillatoren anzunehmen. Anders kénne man die 
Tatsache der beschrankten Interferenzfahigkeit nicht erklaren. 

49. S.iaters Abanderung der Bour-Kramers-Sraterschen Formeln. Wie 
schon in Ziff. 46 erwahnt, hat SLATER?) die urspriingliche Theorie modifiziert, 
um die Schwierigkeiten mit der inkohérenten Resonanzstrahlung zu vermeiden 
und gleichzeitig die klassische Verkniipfung von Linienbreite und endlicher Lange 
der Wellenziige herzustellen. 

Er iibernimmt zuerst die Uberlegung beziiglich der Ubergangswahrschein- 
lichkeiten nach ErnstTein, Ziff. 40 mit der Modifikation, daB er im Fall einer 
stark mit der Frequenz sich andernden Intensitat 

Bee O17) durch [b' (rv) o(v) dy, [O'(v)dy = b 


ersetzt (s. auch Ziff. 46, 53) und entsprechend fiir b,,,.. Ferner kann ein Ubergang 
auch durch StoB erzwungen werden; die entsprechende Gr6Be ist k,;. 


i) A. LAND, Zo. f. Phys, Bd. 35, S. 317. 1926. 
2) J.C. SLATER, Phys. Rev. (2) Bd. 25, S. 395. 1925. 


558 Kap. 10. K.L. Worr und KF. HERZFELD: Absorption und Dispersion, Ziff. 49. 


Der erregte Zustand »% hat im Strahlungsfeld eine Lebensdauer 
1 it 
ay 
a 


[s. die entsprechende Gleichung (67) Ziff. 40] mit 
1 p 
=e = Ani t hyo. + fb. s.() 0) dr, (93) 


T 

wobei a,, wegfallt, wenn das Energieniveau 7 hoher ist als das von x. 

vt’ bedeutet die wirkliche Lebensdauer unter den gegebenen Bedingungen, 
t die ,,spontane“ Lebensdauer. Im Zustand x strahlt das Atom spontan die Fre- 
quenzen v,, fiir alle diejenigen 1, die Emissionslinien entsprechen wie in Ziff. 45. 
Es wird aber jetzt neu angenommen, da es wahrend dieser Zeit vorkommen 
kann, daB die Phase einer solchen Schwingung plotzlich wechselt. Es wird an- 
genommen, da die Wahrscheinlichkeit hierfiir 1/z/ ist. Demnach ist die Lange 
eines ungestdérten Wellenzuges 


: = £ i ? (94) 


Tt 


a7 
T T 
“>t x ‘ 


da die Stérung entweder ein vollstandiges Verlassen des Zustandes oder eine 
Phasenanderung sein kann. Wenn eine auf ere Lichtwelle vorhanden ist, so er- 
regt diese erzwungene Schwingungen, wie in Ziff. 46, die aber ebenfalls den vor- 
erwahnten Unterbrechungen (beim Quantensprung) und Phasenanderungen 
unterworfen sind. Dieses auBere Feld beeinfluBt aber auch, wie schon in Ziff. 46 
erwahnt, die gleichzeitig vorhandene spontane Emission. 

Die spontane, also inkoharente Strahlung y,, soll namlich entfallen, wenn die 
Erregung dadurch hervorgerufen wurde, daB das Atom im Zustand ¢ ein Quantum 
hy,,,absorbiert hat und die jetzt erzwungene, koharente Strahlung y,,, noch keine 
sprunghafte Phasenanderung erlitten hat. Zweitens soll sie fehlen, wenn im Zu- 
stand x die letzte Unterbrechung (Phasenanderung) durch den Anteil fo.+20(r) dy 
in 1/t, hervorgerufen wurde. 

Durch diese Annahmen wird erreicht, da bei Atomen, die durch St6Be oder 
durch Herabfallen aus noch hodheren Energieniveaus erregt sind, Resonanz- 
strahlung vorhanden ist, wahrend im Lichtfeld nur koharentes Streulicht auf- 
tritt, auBer der spontanen Strahlung nach Unterbrechungen, die der Verminderung 
der Koharenz durch vergr6Berte Linienbreite entsprechen. Hat die Primarstrah- 
lung die Form 


E = [ G(r) cos 2uv[t — f(r) ]dy 


und setzt man die erzwungene Strahlung des zu y,, gehdrigen Oszillators so an, 
daB die Amplitude zur Zeit ¢) der letzten Unterbrechung 0 ist, so wird das Moment 


2 ( Sol” / ; 
e xt [ Sa®) fcosazy[t — U(0)] — cos2a[ rn ( t) —((») —4)) Jd. (95) 


a => . 
Pre at NAO LC he 
¢ 


Der zweite Term in (95) entspricht klassisch der beim ,,Einschwingen“ auf- 
tretenden freien Schwingung. Mittelt man iiber f), d. h. tiber viele Atome, so 
ergibt sich 
; eee aie 1 : 

i, = oe a {0 — v) & (v)cos2av[t — t(v)] | 


AN Fas v) =p = 


A (96) 
=F 7, ©y(v) sin2ay[t — roy] dy. | 


Diaiieey, 


Ziff. 50. Andere Korrespondenzbetrachtung (WENTZEL). $59 


In (95) und (96) ist das positive Vorzeichen zu nehmen, wenn y,, eine Ab- 
sorptionslinie ist, das negative bei einer Emissionslinie. 
Aus dieser Formel folgt angenahert (v,,— » < y) die Kramerssche 


Dispersionsformel mit »” = —, . Man bemerke, daf8 diese GréBe nach (93) (94) 
von o abhingt. arts 
Weiter wird in Ubereinstimmung mit der klassischen Absorptionsformel 
angenahert 1 
bee re 


be) = 
— — 9)" + 


Die Linienverbreiterung durch StoB steckt in dem Zusammenhang zwischen 
t,, und k,,. 

50. Andere Korrespondenzbetrachtung (WenrzeL). Eine andere Art der 
Korrespondenz hat G. WENTZEL!) verwendet. Auch er behalt (fiir ein verdiinntes 
Gas) die Beziehung bei 


Serer a 
42° Tx 


7 9 


n=1—20N2. (97) 


Hier soll man aber als fiir den Brechungsindex maBgebendes elektrisches 
Moment nicht das wirkliche elektrische Moment p’ einsetzen, das man aus der 
mechanischen Bewegung des Modells berechnet, sondern eine GréBe, die mit p’ 
folgendermaBen zusammenhiangt?): 


= [di | dw’ (w) 2mrt-im, (98) 
—o 0 


Hierin ist w die Winkelvariable der Bewegung, die p’ bestimmt; die Bewegung 
ist hierbei also zuerst iiber eine Bahn zu mitteln, d. h. wtber w (es ist nur ein Frei- 
heitsgrad vorausgesetzt). 

Dann ist iiber die Bahnen zu mitteln, die durch 7 gemessen werden, und 
zwar iiber alle (Quanten- und Nichtquanten)-Bahnen; 7 miBt den Quantensprung, 
ausgehend von einer bestimmten Ausgangsbahn, 


(ipa Ads (99) 
y ist die bei dem betreffenden gedachten Ubergang 7 ausgestrahlte Frequenz, 
namlich AE 

T= (99) 


h- 

Diese kontinuierliche, nicht nur ganzzahlige Variation von 7 ist notig, um 
zu verstehen, daB das Atom auf jedes y reagiert. Nun tragt zum Brechungsindex 
fiir die Frequenz y nur der Teil von p bei, der selbst die Frequenz yv hat. (98) 
14Bt sich aber schreiben 


p — oda (ee, e2re(vt—-jw) 
J 44, 
—0o 0 


Die Komponente der Frequenz y ist daher 
== gewint ay ay tat hea —-27t7w 
f= 2 = [dwp (w) € iu (100) 
0 
Die Frage ist nun, welcher Wert von p’ angemessen ist. 


1) G. WENTZEL, ZS. f. Phys. Bd. 29, S. 306. 1924. 
*) (G. WENTZED, Zo. t. Phys: d.27, 5.279. 1924. 
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Hierzu bemerken wir, da8 wir Formel (100) auch fiir einen harmonischen Os- 
zillator im klassischen Fall anwenden kénnen, wenn wir fiir p’ eine gedampfte 
Schwingung setzen: 


roy" 


eG (vr). ew 
/ = © 80") inanwe Om . Di Vet 


Pu = 2M 
und ferner dy/d7 durch vy (klassisch), 7w = 7 9¢ durch yt ersetzen. Dann erhalt 


man den klassischen Ausdruck fiir (100). Die Berechtigung hierfiir findet man 


darin, daB man nach (99) (99) 3 dy _ GE echreiben kann, welcher Ausdruck fiir 


re AE AE 
den harmonischen Oszillator asec =v, ist. Andererseits ist 779 =] | [7 re 
Im allgemeinen Fall wird man_ klassisch Oberschwingungen, quantentheore- 
tisch Spriinge um mehr als 7 = 1 mitberiicksichtigen miissen. Man erweitert da- 
her (100) durch Summation iiber Oberschwingungen der Starke # und schreibt 
das in Umkehrung des soeben durchgefithrten Prozesses in Quantenschreibweise. 
Das ergibt 


OK 


2 ) = 0 
ea, ae —- -sin2akwe ae (101) 
i 


22m — 


In (97, 100) eingesetzt, ergibt dies fiir den Brechungsindex der Atome einer 
bestimmten Quantenzahl 


‘4 — eee (102) 


2am WHO? 3 - : 
abr) ieee 


Hier ist & die (ganze) Zahl, die angibt, wie gro8 der Quantensprung ist, den das 
Atom bei der Absorption der k-ten Linie ausfithrt. 7 ist eine GroBe, die aussagt, 
um wieviel sich die Quantenzahl andern mite, wenn das Atom das auffallende 
Licht » absorbieren wiirde, d. h., wenn seine Energie um hy vermehrt wiirde, 
und ist im allgemeinen eine gebrochene Zahl. Nun ist fiir Wellenlangen, die 
viel langer als die einer Absorptionslinie sind, 7 <1. Dann kann man schreiben 


av. 
aad ye 
Mit der Abkirzung 
dy k - 
a 
wird dann (102) 
P a Ne? Ps 
2am vy, — 


also die iibliche Form, aber mit », ++ », der wahren Absorptionslinie. Andererseits 
hat, wenn y nahe »; ist, (102). sein Maximum am Ort der wahren APSORD Hens 
v,. Dazwischen muB ein Ubergangsgebiet vorhanden sein. 

51. Die Theorie von Darwin. DARWIN!) hat schon vor BourR- ee 
SLATER eine Theorie entwickelt, die sich enger an die urspriingliche (1912) Bour- 
sche Theorie anschlieBt, insofern ein Atom nur Wellen aussenden kann, die 
seinen eigenen Quantenzustanden entsprechen, namlich solche von der Frequenz’ 

een 


as “, nicht solche von der auffallenden Frequenz ». AuBerhalb der 


Materie verhalten sich die Wellen gema8 der klassischen Theorie. 


*) C. G. Darwin, Proc. Nat. Acad. Wash. Bd. 9, S. 25. 1923; Nature Bd. 110, S. 841. 
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Mit der BoHR-KRAMERS-SLATERSchen Theorie hat die von DARWIN gemein- 
sam, daB der Energiesatz nicht in jedem einzelnen Moment, sondern nur im 
Mittel gilt. 

Wenn nun eine ebene Welle von der Frequenz y auf ein Atom auftrifft, so 
soll dieses Atom imstande sein, Kugelwellen von der ihm zukommenden Frequenz 
y.,; auszusenden; nicht wie bei BOHR-KRAMERS-SLATER, da diese Aussendung 
durch die auffallende Strahlung erzwungen wird, sondern so, da die auffallende 
. Strahlung als eine Art ,,Anregung‘‘ wirkt, die das Atom in die Lage versetzt, 
irgendwann plétzlich mit der Aussendung einer gedimpften Kugelwelle der 
Frequenz »,; zu beginnen. Um aber Absorption und Dispersion hervorrufen zu 
kénnen, mu8 die Strahlung, die auf dieses Weise in einer gréBeren Gruppe von 
Atomen erregt wird, eine Periodizitat der Frequenz » aufgedriickt erhalten. 

Dies erreicht Darwin durch folgende Annahmen: 

a) Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein Atom bei Anwesenheit einer 


auBeren Welle von der Form © = ©, cos2zv# in einem gegebenen Augenblick 
ae 4 

: mal aussendet, ist gegeben durch — A gf 
(wobei 4A von y,;, aber weder von ©, noch von y abhangt). Wenn wir daher eine 
groBe Anzahl NV von Atomen haben, so wird die Zahl derjenigen, die unter dem 
Einflu8 dieser 4uBeren Welle wahrend der Zeit d¢ zu emittieren beginnen, gleich 


eine Kugelwelle der Frequenz »,; = 


a ; 
—NA - = NA 2nvG,sin2art- dt, (103) 


b) Die emittierte Kugelwelle ist so polarisiert, wie es die klassische Theorie 
von einem parallel © schwingenden Elektron verlangen wiirde. Ihre Intensitat, 
Dampfung (und Frequenz) hangt nur von dem emittierenden Atom ab. Im 
Augenblick des Beginns der Emission hat das zugehérige elektrische Feld ©’ 
der Kugelwelle den héchsten Wert, d.h., wenn die Emission zur Zeit ?¢’ einsetzt, 
so hat © in der Entfernung ry vom Atom die Form 

‘f 


a 
—xy'|t-t’ - — 
C’= Ge ( 5 Pe (i —f— Fe lis (104) 


Alle Atome, die zu gleicher Zeit zu strahlen beginnen, haben daher die 
gleiche Phase. 

Die gesamte Sekundarstrahlung von einer Gruppe von N Atomen, die zu 
einer Zeit ¢ an einem Punkt in der Entfernung 7 anlangt, rithrt daher von all 
den Atomen her, die in irgendeinem Augenblick ¢’, der frither als ¢ — ~ ist, zu 
strahlen begonnen haben, und ist 


ae 
c 


” é ete r 
NE, A & fe - ( 3) cos 2z¥,;(¢ — — = |. 2av-sin2ayvt’dt’. (105) 
Dieses Integral wird 
2 \ 
NE,AG- — cosa (t — =, (106) 


0.2 
Fed \ 
of ae : : 4 : 
wenn gegen 1 vernachlassigt werden kann, Die Periode y in der Amph- 
Mi te 


tude hat sich daher der resultierenden Welle aufgepragt. 
Wenn wir nun ansetzen 


9 


GA=—-p 


VW 
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erhalten wir fiir die gestreute Welle genau das gleiche Resultat wie in der klassi- 
schen Theorie und kénnen die Uberlegungen der Ziff. 33 fiir den Zusammenhang 
zwischen sekundarer Kugelwelle und Dispersion sofort anwenden. 

Darwin betont, daB die erhéhte Streuung (und Absorption) bei Annaherung 
an die Eigenfrequenz nicht durch eine Erhéhung der Haufigkeit der Einzel- 
emission, sondern nur dadurch bedingt ist, da8 infolge der Annaherung in den 
Perioden von Einzelwelle und Amplitudenschwankung die Einzelwellen sich 
besser unterstiitzen. (Fiir y nahe »,; gilt die angenaherte Auswertung des Integrals 
nicht mehr.) 

Hierbei ist aber zu bemerken, da wir bei der Ausrechnung von (105) voraus- 
gesetzt haben, daB alle Molekiile, die bei der Erzeugung der Welle mit der Frequenz 
y zusammenwirken, dieselbe Phase, d.h. dasselbe 7 haben. Das bedeutet, daB 
innerhalb des Wellenlangenkubus viele Molekiile liegen miissen. Fiir feste K6orper 
ist das der Fall, nicht aber in Gasen. Nun macht das fiir die Dispersion nichts 
aus, da das in der Richtung der Primarwelle gestreute Licht in seiner Phase un- 
abhangig von der Lage des streuenden Molekiils ist, so daB man fiir die ebene Se- 
kundarwelle, die Absorption und Dispersion lefert, auch hier die Frequenz » 
erhalt. Dagegen ist das senkrecht gestreute (und das reflektierte) Licht im all- 
gemeinen nicht mehr von der Frequenz v; die Rechnung ist nicht durchgefihrt, 
diirfte aber ein breites Frequenzintervall liefern. Auch mit der Intensitat diirfte 
es Schwierigkeiten geben?). 

52. Korpuskulartheorie der Interferenz. Die Anwendung der extremen 
Korpuskulartheorie”) auf optische Erscheinungen ist zuerst von WENTZEL syste- 
matisch entwickelt worden. Nach ihr findet die Emission des Linienquants hy 
so statt, da die Energie wie ein Geschob auf engen Raum zusammengedrangt 
und unteilbar, solange die Frequenz ungedndert bleibt, fortgeschleudert wird. 
Die Richtung dieser Emission wechselt nach Wahrscheinlichkeitsgesetzen. Das 
Quantum hat parallel seiner Flugrichtung (Lichtstrahl) die Bewegungsgr6Be hy/c. 
Diese Auffassung erklart alle mit der Emission und Absorption verkniipften 
energetischen und mechanischen Verhialtnisse (RickstoB, Tatsache, daB die 

Emission von Photoelektronen ohne Wartezeit sofort 

beginnt). Dagegen sind die allgemeinen Interferenz- 

i erscheinungen sehr schwierig zu erklaren. Man be- 

trachte als einfachstes einen abgednderten Versuch 

nach FRESNEL (s. Abb. 15). Die Interferenzstreifen 

8 sind abwechselnd helle und dunkle, senkrecht auf der 

i \h Zeichenebene stehende Schichten. In einer hellen 

Schicht hat man nach der klassischen Theorie in- 

homogene ebene Wellen, die langs der Schicht mit der 

Abb. 15. Geschwindigkeit c+ cos a fortschreiten. Die Deutung 

durch Quanten scheint schwierig. Entweder das Quan- 

tum mui, von einem der Spiegel kommend (z. B. A) erst in der Richtung AB 

fliegen, dann plotzlich umbiegen und mit verminderter Geschwindigkeit ‘lings 

BC fliegen, oder es kénnte auch, zwischen dunklen Raumen, die die Schicht BC 

begrenzen, hin und herreflektiert, im Zickzack langs BC wandern. Aber wie 

sollte man in beiden Fallen die Richtungsanderung der BewegungsgréBe er- 

klaren? Andererseits wiirde ein geradliniger Flug von A nach C eine Durch 

querung der dunklen Interferenzschichten links von BC bedeuten, also eine 
Erleuchtung derselben. 

1) Fir den Hinweis bin ich Herrn Dr. R. pE L. KroniG zu Dank verpflichtet. 

#) A. EINSTEIN, Ann. d. Phys. Bd. 17, S. 132. 1905; Phys. ZS: Bd. 40, S. 185. 1900: 
Bd. 18, S. 121. 1917; J. StarK, ebenda Bd. 10, S. 579 u. 902. 1909; Bd. 44, S. 24. 1910. 
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Der einzige Weg, diese Schwierigkeit zu umgehen, scheint der von WENTZEL}) 
im Anschlu8 an Gedanken von SMEKAL?) und ScHoTTKy®>) beschrittene zu sein, 
der drastisch folgendermaben beschrieben werden kann: Wenn wir konstatieren 
wollen, da8 an einer Stelle Energie strémt (ein Lichtstrahl vorhanden ist), miissen 
wir an diese Stelle Atome oder wenigstens ein Atom bringen, entweder um einen 
Teil des Lichts zu absorbieren (photographische Platte, Netzhaut des Auges, 
Thermoelement, Photozelle) oder abzulenken (Spiegel, Staub zur Erzeugung 
eines Tyndallkegels). Wenn wir sagen, die Bahn des Lichtstrahles sei ABC, 
so meinen wir damit, daB ein lings dieser Bahn bewegter Empfanger itberall 
Licht anzeigt. Wir haben aber kein Mittel, zu beweisen da durch B Licht 
str6mt, wenn der Empfanger in C steht und in B kein (zerstreuendes oder absor- 
bierendes) Atom sich befindet. 

Es geniigt daher, die Theorie so einzurichten, da ein als Empfanger dienendes 
Atom immer dann und nur dann, wenn es nach der ‘Vellentheorie in einer er- 
leuchteten Stelle sitzt, Quanten zugeschickt bekommt. Dazu ist folgendes nétig: 

Das emittierende Atom ,,weiB‘‘ in jedem Augenblick, wo sich alle Atome 
befinden, die als Empfanger in Betracht kommen. Es kennt ferner alle Wege, 
die von seinem Platze aus zu diesem Empfanger fihren. Es ,,rechnet“ die Hellig- 
keit aus, die all diese méglichen Wege zusammengenommen am Ort des Emp- 
fangers auf Grund der Wellenoptik liefern wiirden. Dann schieBt es seine Quanten 
»gezielt’’ auf die Empfangsatome los, und zwar in solcher Verteilung, daB die- 
selbe Helligkeit im Zeitmittel herauskommt wie es die Wellentheorie verlangt. 

Wir miissen nun trachten, als GréBen, die die Helligkeit bestimmen, solche 
zu wahlen, die fiir das Quantum von Bedeutung sind. Wir beginnen mit Licht- 
wegen 1m Vakuum, 2 = 1. Klassisch wird das Verhalten eines Strahls durch 
seine Phase nach dem Durchlaufen eines bestimmten Weges geregelt, namlich 


durch die GréBe 
‘ds 
g= | (106) 
Quantentheoretisch gibt es keine ,,Wellenlange’’. Das Quantum hat eine be- 
stimmte Energie ¢ und den zugehdérigen Impuls e/c. Ferner miissen wir noch eine 
Richtung senkrecht zu seiner Bahn als ,,Polarisationsrichtung“’ auszeichnen. Die 
wichtigste GroéBe ist nach den allgemeinen Quantenregeln die ,,Quantenzahl* 


, [b49- (107) 


Nun ist die Koordinate die Entfernung langs des Weges s, der Impuls ist p = e/c. 
Folglich wird die Quantenzahl . 
|,-ds. (107) 


he 


Wir wollen nun eine Grobe y einfiihren, ,,Frequenz‘‘ nennen und so definieren: 
y =e/h, ferner eine Grobe ,,Wellenlinge™ 


fa, (108) 


Substituieren wir (108) in (107), so sehen wir: Wenn die Quantenzahl die Helligkeit 
genau so bestimmt wie die Phase in der klassischen Theorie, so erhaJt man die 
in (108) definierte Wellenlange einer Lichtart genau so aus Interferenzmessungen 
wie in der klassischen Theorie. 


1) G. WENTZEL, ZS. f. Phys. Bd. 22, S. 193. 1924. 
) A. SMEKAL, Wien. Anz. 1922, S. 79; Naturwissensch. Bd. 11, S. 411. 1923. 
3) W. Scuotrky, Naturwissensch. Bd.-9, S. 492 wu. 506. 1921; Sr 0} oy O62. 11022 
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Die Definition (108) stimmt mit den Formeln iiberein, die das Experiment fir 
das Verhiltnis der aus Interferenzmessungen ermittelten ,,Wellenlange” und 
Energie und Impuls der Quanten geliefert hat. 

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein Atom e einem andern Atom a ein 
Lichtquantum zusendet, ist dann gegeben durch 


sr (LE-eme) ee eae (109) 
Die Summen sind iiber alle m6églichen Lichtwege zu erstrecken, die vom emittie- 
renden zum absorbierenden Atom fithren, die q; sind die Phasen (106), (107’) auf 
dem Weg j, die &? die zugehérigen vektoriell gerechneten klassischen Amplituden. 
Dieser Ausdruck. ist so angesetzt, daB die klassisch berechneten Intensitaten 
herauskommen. Auf weitere Folgerungen WENTZELS beziiglich des Zusammen- 
hanges mit dem Korrespondenzprinzip sei hier nicht Sut oie: 

Die oben besprochenen Annahmen klingen etwas antropomorph. Sie schei- 
nen aber die einzigen, die mit einer extremen Quantentheorie eine Erklarung 
der Interferenz liefern. Sie kénnen durch folgende Uberlegung WENTZELs mathe- 
matisch plausibel gemacht werden. Man fasse zwei Wege, die von e ausgehend 
in @ endigen und durch Interferenz zusammenwirken, als eine geschlossene Bahn 
auf. Dann muB fir maximale Helligkeit 


P1 — Po = | Pag (110) 
ganzzahlig sein, erstreckt tiber die geschlossene Bahn e—Bahn 1 — a— Bahn 
2—e. Da’ das Atom diese Bedingung kennt, ist im Prinzip nicht erstaunlicher 
als bei andern Quantenbahnlinien, nur ist diese 
Quantenbahn besonders groB. Gerade hiergegen 
wendet sich ein Einwand von LANnDE}). 

Man denke sich einen riesigen JAMINschen 
Apparat aufgebaut, so daB die Seite jedes Qua- 
drates z. B. 10 Lichtjahren entspricht (s. Abb. 16). 
Trotzdem ist Interferenz méglich, wenn die Diffe- 
renzen der Wege klein sind. Nun richte man die 
Wege so ein, daB die Gangdifferenzen 4/2 sind, also 
in A Dunkelheit herrscht. Dann schiebe man in 
den einen Lichtweg plétzlich eine undurchsichtige 
Platte ein. 

Nach der klassischen Theorie wird in A zehn 
weitere Jahre Dunkelheit sein, bis die Wellen, die 
im Augenblick des Einschiebens der Platte in B 
waren, vorbeigestrichen sind; von da an wirkt nur das tiber den Weg II kom- 
mende Licht und gibt Helligkeit. Nach der hier entwickelten Theorie miiBte 
die Lichtquelle aber zehn Jahre vor dem Einschieben der Platte beginnen, Licht- 
quanten nach A zu schicken, wenn dort die Beleuchtung zehn Jahre nach Ein- 
schieben der Platte beginnen soll. 

Doch scheint dieses Argument nicht zwingend, da die vor Einschieben von 
B langs I und II stromende Energie auch fee der klassischen Theorie irgendwo 
hinstrémen mu und tatsachlich durch D abstrémt. Das Einschieben der Platte 
muf also nur nach zehn Jahren dem halbdurchlassigen Spiegel C ,,bekannt 
werden", damit er den Quantenstrom so ablenkt, da jetzt nur ein Teil nach 1D), 
ein anderer Teil nach A geht. 


I. (10) 


1) A. LANDE, Zo, f. Phys. Bd, 35, S. 317, 1026. 
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_ Wir wollen nun die Formel (107) in etwas anderer Weise betrachten, indem 
wir sie statt auf das Licht auf das absorbierende und emittierende Atom anwenden. 


Wir schreiben also jetzt 
, q i 1 
iS h > ‘ Bide (107 ) 


wobei die Summe iiber alle Koordinaten und kanonisch zugehérigen Impulse 
beider Atome zu erstrecken ist. 

Man kann nun allgemein bei mechanischen Systemen die kanonischen Va- 
riabeln so wahlen, daB als erstes Paar die Zeit ¢ und die Gesamtenergie (beider 
Atome) E, als weitere Paare GréBen fy, a2... fs, Ws dienen, die konstant sind, 
solange die Bewegung ohne Stérung gemif8 den mechanischen Bewegungs- 
gleichungen erfolgt. 

Hierbei kann man die #, « so wihlen, daB die f die Bedeutung von Phasen- 
konstanten, die « die von Impulsen haben, wenn die Bewegung bedingt perio- 
disch ist. (107”) wird dann: 


: : t=8 z 
p= fae +t > fp.do.. (111) 
. t=2 ~ 


Betrachten wir das erste Integral, so ist dE gleich Null, solange die Energiezu- 
stande der Atome unverandert sind. Emittiert das Atom e zur Zeit t,, so ver- 
schwindet die Energie AE aus dem System der beiden Atome, um zur Zeit ft, 
der Absorption wieder aufzutauchen. 

Das Integral (111) wird daher 


y= + AE (ty am) t,) = Fay [Beda (Auta?) 


Der erste Teil stimmt mit dem Integral (107’), das fiir das Licht, statt fiir die 
Atome berechnet wird, iiberein. Die in (111’) folgende Summe wire 0, wenn alles 
entsprechend den mechanischen Bewegungsgleichungen vor sich geht. Bei 
Emissionen und Absorptionen andern sich einzelne der a, des emittierenden und 
absorbierenden Atoms um Gréfen th. Nun macht WENTZEL die Annahme, dai 
wahrend eines Emissions- oder Absorptionsprozesses die zugehérige Bewegungs- 
phase # ungedndert bleibt, so daB die Summe in (111’) wird 


Dar (ie. 7 figa) ° 


Setzt man in der Wahrscheinlichkeitsformel (109) die m’ statt der @ ein, so ist dann 
noch eine Mittelung iiber die f einzufithren, so da die Endformel wieder gleich 
(109) wird. Dabei kann bewiesen werden, daB da = th, 7 ganzzahlig, ist. 

Hat man auf der Lichtbahn auBer dem emittierenden und absorbierenden 
Atom noch andere (streuende oder dispergierende) Atome, so tragen auch diese 
eine Summe 

> faa 

bei. Setzt man auch jetzt die optische Phase gleich (111), so wird 


= 75 i> |b dot, . 


Auch fiir die Endlichkeit der ,, Kohiarenzlange“ ]aBt sich ein Grund angeben. Un- 
abhangig von WENTZEL hat auch G. N. Lewis?) eine ahnliche Theorie entwickelt. 

1) G.N. Lewis, Proc. Nat. Acad. Amer. Bd.12, S. 22 und 439. 1926; s. auch 
R.C. TotmMan u. S. SMITH, ebenda Bd. 12, S. 343 und 508. 1926. 
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53. Dispersionstheorie. HERZFELD*) hat versucht, unter den WENTZELschen 
Annahmen Genaueres itber den Mechanismus zu erfahren, der die Erscheinungen 
der Dispersion bewirkt. Man muB iiber die Erscheinungen Rechenschaft geben: 


5 : VL 
Verainderung der Phase; auf der Strecke dz dndert sie sich um di statt 
um —- dz. 
c 


Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Energie: Die Energie braucht fir die 
Strecke dz die Zeit 


dz dv az n =( an 
SMA Se eA ead 
C a( C ee x2 dn C dy 
nN n ay 
@1 bee d 
wenn“ klein ist] statt % . 
dlny é 


Es wird in dz Licht gestreut bzw. absorbiert. 

Um nun irgendeine Einwirkung beliebiger Quanten hy auf Atome zu er- 
klaren, wird angenommen, daB auch solche, deren Frequenz nicht paBt, d. h. 
fiir die hy + E, — E, ist, fiir kurze Zeit von einem Atom aufgenommen werden 
kénnen (s. auch Ziff. 44). Nach einiger Zeit werden sie dann wieder abgegeben. 
Die Bourschen erlaubten Bahnen zeichnen sich vor ,,unerlaubten“ nur dadurch 
aus, daB sie ihr Quantum viel langer behalten, im optischen etwa 1078 sec, wah- 
rend die Zwischenbahnen nur eine Lebensdauer ~ 107 sec haben. Die in 
ihnen aufgespeicherte Energie ist daher vernachlassigbar klein. 

Wahrend der Zeit seines Aufenthalts im Atom kann das Quantum durch 
einen StoB in andere Energie verwandelt werden (wahre Absorption). Wenn das 
nicht passiert, fliegt es am Ende seines Aufenthalts weiter. Fliegt es in der ur- 
spriinglichen Richtung weiter, so bildet es einen Teil des regularen Lichtstrahls, 
in dem aber die Energiefortpflanzung infolge des Aufenthalts verzogert ist. Zu- 
gleich ist infolge der unmechanischen Veranderungen im Atom auch die Phase 
verandert. Fhegt es nicht in der urspriinglichen Richtung, so bildet es Streu- 

- Strahlung. 

Es wird angenommen, daB die Wahrscheinlichkeit des Quantums, in der 
urspriinglichen Richtung zu fliegen, sein ,,Gedachtnis“ fiir die urspriingliche 
Richtung, mit steigender Aufenthaltsdauer abnimmt. 

Wenn daher die Quantenfrequenz mit der Mitte einer Absorptionslinie iiber- 
einstimmt, das Quantum sich also sehr lange im Atom aufhalt, werden praktisch 
alle Quanten gestreut, die Streustrahlung (Resonanzstrahlung) ist stark, die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit c, da praktisch keine Quanten, die iiberhaupt 
festgehalten worden sind, in die urspriingliche Richtung fliegen. 

Fur die Streuung und den Brechungsindex werden die klassischen Formeln 
Ziff. 33 fir ein verdiinntes Gas benutzt (mit »’ unabhangig von yr), fiir die Energie- 
fortpflanzungsgeschwindigkeit die annahernd richtige?) 

c c ; 
e=N (vg + v?) (vg — v?)? — ar" (112) 
22m [2 — y2)2 yf 2272 


Bezeichnet man dann die Zahl der Quanten, die von N Atomen in { cm? 
pro Sekunde absorbiert werden, wenn die Intensitat der Strahlung fy ist; d.h. 
wenn 4 Quantum in 1 sec durch 1 cm? geht, mit Ng, so kann man q als eine 


Sy AG Ie lehoreAnioney, SS. 4m 1mm, Jetel, 2S), Sy Sl, stopnh, 


*) Siehe A. SOMMERFELD, Ann. d. Phys. Bd. 44, S.177. 1914; L. BRILLOUIN, ebenda 
S203): 
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Art ,,absorbierenden Querschnitt'’ des Atoms (oder des Quantums) auffassen. 
Der Zusammenhang mit der GréBe b von Ziff. 39 ist 


Es sei ferner die mittlere Aufenthaltszeit eines Quantums, das von einem 
Molekul aufgenommen worden ist, t, die zugehérige Phasenverschiebung 4. 
Von den aufgenommenen Quanten gehe der Bruchteil w, in der urspriinglichen 
Richtung weiter, der Teil 1 — w, werde seitlich gestreut oder absorbiert. Die 
mittlere Aufenthaltszeit fiir die Quanten, die in die urspriingliche Richtung 
emittiert werden, sei r,, die fiir absorbierte oder gestreute 1,. 

Dann berechnen sich diese Gré8en aus experimentellen GréBen folgender- 
maBen: 


—(n — 1) =qNvw, 49, (113) 


n’ —1 
fo 


= qNwu,t. (114) 


S = Bruchteil der gestreuten und absorbierten Energie = gN (1 — w,). 

Man hat also drei Gleichungen mit vier Unbekannten und kann eine GréBe 
wahlen. Wir!) wahlen 4 als irgendeine GréBe zwischen — 1 und + 41. Hierbei 
muB8B Aq fiir » < vy positiv, fiir y > v9 negativ sein. 

Ferner erhalt man 
n’—1 1 


i AP re. (115) 
Ww, Shel 
1—w. eGAg. 3 (116) 
yn—i 3 
oe a (117) 


Die letzte Gleichung sagt einfach aus, da8 alle aufgenommenen Quanten 
entweder zur Dispersion beitragen oder zu S. 


Durch Einsetzen der Werte fiir S,... erhalt man 
_ |Ae| (% +») [oh — >| , 
i y (v2 = ye 4. y2y/2? (115 ) 
ge ove = vy] +4a vv |A@| 


een 2amc P |4¢@| (v2 — v2)? + y2y/? (117 ) 


Fir » = v, wird das —_ =. Setzt man fiir »’ den Wert der klassischen 
Strahlungsdampfung ein, so wird dies 3/22 - pA*, also wesentlich gr6Ber als der 
Atomquerschnitt (s. Ziff.54). Fiir » + v9 findet man 


es 2, G44 = 4 c AP 


9 
e” y 
aame ? [re — || 4p de] DR] 


(0 


ein Ausdruck, der kleiner ist als der Atomquerschnitt. 
Um die iibrigen auftretenden GréBen zu berechnen, wird angesetzt: 
Von einer Gruppe gleichzeitig erregter Atome ist zur Zeit ¢ noch der Bruch- 
t 
teile 7” erregt. Von den zur Zeit ¢ emittierenden Atomen dieser Gruppe emittiert 
der Bruchteil e-”¢ nach vorn, so daB 1/y das ,,Gedachtnis“ mibt. 


1) L.c. S. 353 ist irrtiimlich gesagt 0 und 22. 
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Man findet leicht 


E th 
i 11 
ie (oye (5) 
ae a ae ue 
1 We ne ( ) 
4 ; 
t= tl ok (118) 
Das ergibt 
|v — | 4+ 42’ |Ap| 8+ 
C= (2 = y2)2 py’? ss Aq. (118’) 
inl Ay Sil sa NE 
Also weit weg von der Spektrallinie = 3 40-15, innerhal ole candice 


von der GréBenordnung 1/y’ sein muB, kann |4q| nicht sehr one sein. Die Auf- 
enthaltsdauer der eae und absorbierten Quanten 


Hedy ee ea aus 
d.h. innerhalb der Seti ot (da hier alle Quanten gestreut oder absor- 
biert werden), auBerhalb ~ 2. / 
Es laBt sich fiir das thermische Gleichgewicht fir 4@, = 
eine ahnliche Beziehung ausarbeiten wie bei BECKER noe 


ty = 2- 


und die Gewichte 


8.24 - Pin|Apix| -P" [1 + |4g.n|- 27] = Bn. (119) 

Eine gewisse Schwierigkeit tritt auf, wenn die Strahlungsintensitat so hoch 
ist, daB das PLancxksche statt des WreNschen Gesetzes gilt. Dann mu man 
namlich in Analogie zu EINSTEINS Uberlegung Ziff. 40 durch die Strahlung er- 
zwungene Uberginge annehmen und hat noch etwas die Wahl, welche GroBe 
man Soot tnestn laBt. Je nachdem wird die Streuung auBerhalb der Linie, »’ 
oder der Brechungsindex geaindert. Die Veranderung von »’ findet sich auch 
in SLATERS Theorie (Ziff. 49). 

54. Die Uberlegungen von Ornstein und Burcer. ORNSTEIN und BURGER!) 
haben eine skizzenhafte Ableitung einer Dispersionsformel, oder genauer gesagt, 
einer Formel fiir die Gr6éBe n’ (112) Ziff. 53, die die Energiefortpflanzungsgeschwin- 
digkeit miBt, gegeben. 

Sie betrachten ein Quantum als ein Gebilde, in welchem elektrische Felder 
herrschen und dessen Querschnitt *) von der GréBenordnung 4? ist. Diese letztere 
Tatsache erhalten sie durch prinzipiell ahnliche Betrachtungen, wie sie zu 114 
Ziff. 53 gefihrt haben. Im Grunde beruhen diese auf einem sehr allgemeinen 
Lehrsatz der Wellentheorie®) (,,Tiefempfang*‘). 

Als Lange des Quants wird ebenfalls etwa ~A angenommen. 

Es wird nun angenommen, daf8 das Quantum beim Uberstreichen eines Atoms 
eine Kraft § erfahrt, die seine Geschwindigkeit » verandert nach der Gleichung 

G=8, ‘ (120) 


hy 


wo @ der Impuls ist. Fiir & wird angesetzt © = res 
betrachtet. Also ist 


und y als unverandert 


x : 4 
— sb=8. (120’) 
My by, reo ORNsiEiy ue Eiv@, BURGER) Zo, t.Phys. Bd 30" S) 25351924. Bde sonouo 7G. 
1925. 
2) L. S. ORNSTEIN u. H.C. Burger, ZS. f. Phys. Bd. 20, S. 345. 1923. 
6) W. SCHOTTKY, ZS. f. Phys. Bd. 36, S. 689. 1926; Ann. d. Physw Bde 7Omou5 Semel oOoor 
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v ist vor dem StoB c, wird dann (etwas) kleiner und ist nach dem StoB 
wieder c. Also ist die Zeitdifferenz, die durch das Uberstreichen eines Atoms 
hervorgerufen wird, 


At ={(G ; )ds =|% — dt — 4 fatfoat ~ jf at{ sat. 


Nun ist die Dauer des StoBes etwa A/c und daher, wenn |St| ein geeigneter Mittel- 
wert liber den Betrag von § ist, 


Die Zahl der auf 1 cm angetroffenen Atome ist NA? (N Atomzahl in 1 cm’) 
und daher 


n'—1 = NRAt=N 3,19 |fil. (121) 


Die Kraft §&) ergibt sich als Produkt von V © innerhalb des Quantums 
multipliziert mit dem durch © im Atom induzierten Moment. 
Das letztere wird so berechnet: Es gilt fiir das Moment des Atoms 


mp + m4n2rvyp = eC, 


wo 7; eine Konstante ist, die hier nicht als Schwingungszahl gedeutet werden 
muB. 


 m4n?y? \ 


er ( mp 

e 4 5 
lb] 
: ; |p| 
~ umgekehrt proportional dem Quadrat der Zeit gesetzt, die das Quantum zum 
* 2 . 
Uberstreichen des Atoms braucht, d.h. ~f a mit # von der GréBenordnung 1. 
Fir p wird hier die erste Naherung gesetzt, ~ 


Das zweite Klammerglied wird als Korrektur betrachtet und in ihm 


~ m4an% v2 * 
Ferner wird 
5 
VE oo 
A 
gesetzt, also 
ZI ene ee ef eet te 1 eG? 
Rin - . ; ( pu z z) ——— i aL 
ie) A m4i2*V7, A47° VG h my, 42°75 ii c* 
wie Ae 
Bedenkt man noch, daf im Quantum 
hy ach 


Cw a 


i as 


ist (« eine numerische Konstante), so erhalt man zum Schlub 


‘ N ,. ach e? 1 1 
SN eh a ee By? 
co*h om Bp (4c7vE 4 lige 
Cr te, 
bei der Wahl 6 = —4zx? und geeigneter Wahl von « wird daraus die klassi- 


sche Form weit weg von Absorption. 
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c) Die neue Quantenmechanik. 


55. Allgemeine Ubersicht. In neuester Zeit sind zwei Theorien entwickelt 
worden, die in ihren mathematischen Resultaten iibereinstimmen und die Lésung 
der Schwierigkeiten erwarten lassen. Sie werden als Wellenmechanik, neue 
Quantentheorie oder einfach als Quantenmechanik bezeichnet. Da Bd. XXIII 
vor ihrer Ausarbeitung erschienen ist, mag es zweckmafBig sein, hier eine Uber- 
sicht zu geben, bevor wir zur speziellen Anwendung auf die Dispersion titbergehen 

Die wesentlichen Unterschiede gegen die ,,alte Quantentheorie“ sind: 
a) Es werden nicht erst ,,klassische“ Bewegungsgleichungen aufgestellt und in- 
tegriert und dann durch einen davon vollstandig verschiedenen ProzeB bestimmte 
Lésungen als durch die Qantenbedingungen allein erlaubt herausgesucht, son- 
dern Bewegungsgleichungen und Quantenbedingungen bilden ein einheitliches 
Ganzes, das nebenbei in vielen Einzelproblemen richtigere Resultate liefert als 
die alte Theorie (halbzahlige Quanten beim Wasserstoffatom und vielen Banden- 
spektren, Mehrelektronensysteme). 

b) Es ist kein eigenes Korrespondenzprinzip notig, die Losung liefert gleich- 
zeitig die Intensitaten, Polarisationen u. dgl. 

Soweit es sich im besonderen um das Dispersionsproblem handelt, fithren die 
neuen Theorien zur KrAmeErRsschen Dispersionsformel (75) und zur KRAMERS- 
HEISENBERGschen Formel fiir die Streustrahlung, aber sie fithren dazu in ahn- 
licher Weise wie die klassische Behandlung auf direktem Wege, ohne erst, wie 
bei HEISENBERG-KRAMERS, eine Korrespondenzbetrachtung fiir den Ubergang 
von 78 zu 78 zu benotigen. Zugleich erlauben sie (wenigstens prinzipiell) auch 
die Bestimmung der Starken / 

Dagegen mu betont werden, daB die neue Quantenmechanik die Haupt- 
schwierigkeit der alten noch nicht gelést hat, ndmlich das Problem der Strahlung, 
die Frage, was Energiefortpflanzung im Raum bedeutet und wie die Interferenz- 
erscheinungen mit der scheinbaren Energiekonzentration in Punkten zu verein- 
baren sind (siehe jedoch Ziff. 63). 

56. Die Scuropincersche Wellenmechanik. Physikalische Grundtiber- 
legungen. ScHRODINGERs Uberlegungen!) sind angeregt durch eine Arbeit DE 
Broc igs”), der zeigt, daB man sich mit einem Elektron ,,Phasenwellen“ standig 
verknipft denken kann, sowie durch Bemerkungen EINSTEINS®) zur neuen Sta- 
tistik BosrEs*), in welchen EINSTEIN Elektronen so behandelt wie BosE Hohl- 
raumeigenschwingungen. 

De Broc tie hat zuerst zur Erklarung der frither erwahnten Dualitat an- 
genommen, dai die Materie, insbesondere die Elektronen, mit ,,Phasenwellen‘‘ 
verkntipft sind. Mit groBer Kiihnheit hat er fiir diese, auf die Deutung als 
elektromagnetische Erscheinung verzichtend, nicht die Lichtgeschwindigkeit, 
sondern eine wesentlich héhere (123) als Phasengeschwindigkeit angenommen. 
Mit Hilfe der relativistischen Mechanik der Teilchen und des Ansatzes E = hy 


1) E. SCHRODINGER, Ann. d. Phys. Bd. 79, S. 361, 489 u. 734. 1926; Bd, 80, S. 437. 
1926; Bd. 81, S. 109. 1927; Naturwissensch. Bd. 14, S. 664. 1926. Diese Abhandlungen sind 
auch separat erschienen als ,,Abhandlungen zur Wellenmechanik‘. Leipzig 1927, 2. Aufl. 
1928. Ferner Ann. d. Phys. Bd. 82, 5S. 257 u. 265. 1927. Zusammenfassend L. Flamm, 
Naturwissensch. Bd. 15, S. 569. 1927; Phys. ZS. Bd. 27, S. 600. 1926; C. G. Darwin, Nature 
Bd. 119, S. 282. 1927. A. E. Haas, Materiewellen und Quantenmechanik, Leipzig, 1928, 
G. BirtTWIstLeE, The new Quantum Mechanics, Cambridge 1928; A. SOMMERFELD, Atombau 
und Spektrallinien. Wellenmechanischer Erganzungsband, Braunschweig 1928. 

2) L. DE BRoGLIE, Theses. Paris 1924; Ann. de phys. (10) Bd. 3, S. 22. 1925; Deutsch: 
Untersuchungen zur Quantentheorie. Leipzig 1928. 

3) A. EINSTEIN, Berl. Ber. 1925, S. 18. 

Sl) Sn ING Waxes, ZOS) ti, Tons, Ith, 2G, S. ays. MODAL 
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hat er dann die Gruppengeschwindigkeit nach (124) als gleich der Teilchen- 
geschwindigkeit erkannt. Der (von den spiteren Theorien wieder aufgegebene) 
Zusammenhang mit den Quantenbedingungen besteht darin, daB die Linge 
einer erlaubten Quantenbahn gleich einer ganzen Anzahl Wellenlangen der zu- 
gehérigen Phasenwellen ist. 

Die allgemeinen Betrachtungen, die SCHRODINGER zu seinen Gleichungen 
fuhrten, sind folgende: Nach Hamitton besteht eine sehr enge Verkniipfung 
zwischen geometrischer Optik und Mechanik (s. Bd. III), insofern man zu jeder 
gegebenen Bahn eines Teilchens in einem mechanischen Problem einen ent- 
sprechend laufenden Lichtstrahl finden kann, wenn man nur den Brechungs- 
index des Mediums geeignet mit dem Ort variieren laBt. Die Bahn des Teilchens 
sowohl als die Bahn des Lichtstrahls werden (auBer mit der Natur des Problems, 
dem Anfangspunkt usw.) noch mit der Anfangsrichtung variieren. Nimmt 
man bei gegebener Energie und gegebenem Anfangspunkt alle méglichen Anfangs- 
richtungen in Betracht, so erhalt man ein Biindel von Bahnen. Diesem entspricht 
ein Bindel von Lichtstrahlen in einem Medium, dessen ,,Brechungsindex“ durch 


j2(E —V)m 
cE 
gegeben ist, wo E die Energie des entsprechenden mechanischen Teilchens, V 
seine potentielle Energie fiir diejenigen Koordinatenwerte des mechanischen 
Problems ist, welche an der Stelle herrschen, wo man den ,,Brechungsindex“ 
bestimmen will. 

An Stelle des Biindels von Strahlen kann man nun die zugehérigen Wellen- 
flachen betrachten, die in geometrischer Beziehung daher vollkommen die mecha- 
nische Bewegung zu beschreiben gestatten. 

SCHRODINGER macht nun mit dieser Beschreibung ernst, indem er die Wellen 
als das Reale ansieht und so, wie er sagt, den Ubergang von der ,,geometri- 
schen Optik“ zur ,,Wellenoptik“ vollzieht. Das hat z. B. zur Folge, da ein 
Schirm, der eingefiihrt wird, nicht nur, wie es der geometrischen Optik entspricht, 
einen scharfen Schatten wirft, d.h. die Lichtstrahlen abschneidet, die auf ihn 
fallen, d.h. die mechanischen Bahnen beeinfluBt, die auf ihn stoBen, sondern 
zugleich (durch Beugung) auch diejenigen etwas verandert, die nahe an ihm 
vorbeigehen. 

Das Elektron wird dann z. B. nach SCHRODINGER, solange es angendhert 
frei ist (d. h. nicht zu starken Beschleunigungen oder Bahnkrimmungen unter- 
worfen), aus ebenen Wellen aufgebaut, deren Richtungen und Phasen so ab- 
gestimmt sind, daB sie sich praktisch iiberall vernichten mit Ausnahme eines 
kleinen Raumes (Wellenpaket), wo sie sich verstaérken und eben das Elektron 
darstellen. Dieses Wellenpaket bewegt sich nicht mit der ,, Phasengeschwindigkeit™ 

(aS (123) 
V2m(E — V) 
sondern mit der ,,Gruppengeschwindigkeit" ; setzt!) man die Frequenz der Wellen 
proportional £, so wird diese 


(122) 


ere (124) 


mW 
Diese ist also gleich der Geschwindigkeit v des Elektrons. Es mége betont werden, 
daB E nichts mit der Energie der Wellen zu tun hat, sondern definiert ist als 
E=tmv?4+V=4muv?+V. 


1) Siehe DE Broctig, l.c.; F. D. MurNaGHAN u. K. F. HERZFELD, Proc. Nat. Acad. 
Amer, Bd. 13, S. 330. 1927; A. Haas, Phys. ZS. Bd. 28, S. 632 u. 707. 1927. 
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Kommt das Elektron dagegen unter den Einflu8 von Kraften, die zu sehr 
groBen Kriimmungen Anlaf geben, so bleibt das Wellenpaket nicht beisammen 
(s. jedoch Ziff. 63), so wie bei Beugung die Form der Wellen nahe am Schirm 
geandert wird. 

Wird z. B. das Elektron von einem Kern ,,eingefangen‘’ — ein ProzeB, von 
dessen Verlauf die Theorie noch keine genauere Rechenschaft gibt —, so verflieBt 
und verschmiert sich das Elektron in der Umgebung des Kerns. Die Schwingung 
umgibt dann den Kern, kann aber noch {je nach den ,,Quantenzahlen“) verschie- 
dene Formen annehmen. Wir wollen die Grofe, die (als Funktion von Ort und 
Zeit) den Schwingungszustand beschreibt, y nennen. Nach SCHRODINGER ist y 
nicht beobachtbar, die w-Schwingung ist also nicht etwa eine elektromagnetische 
Schwingung. Dagegen hat wy (y ist die zu y konjugiert komplexe GréBe) die 
Bedeutung der elektrischen Ladungsdichte. Fir diesen Ausdruck gilt eine Kon- 
tinuitatsgleichung (er andert sich nur durch ,,Konvektion“). Demnach ist die 
Ladung eines Elektrons (mit sehr rasch fiir groBe Entfernungen abnehmender 
Dichte) kontinuierlich im ganzen Raum verteilt. 

57. Scuropincersche Wellenmechanik. Mathematische Darstellung. Ganz 
unabhangig von dieser Deutung seiner Gleichungen ist nun aber die SCHRODINGER- 
sche Rechenvorschrift, die man axiomatisch etwa folgendermaff§en beschreiben 
kann. 

Wir beschranken uns zuerst auf ein einziges Elektron. Dasselbe habe in 
einem beliebigen Koordinatensystem an der Stelle q,, %2, g3 nach der klassischen 
Theorie eine potentielle Energie V (91, dz, g3). Diese ware z. B. im Wasserstoff- 
atom mit Starkeffekt 


Vo ~ + e,rcos?. 


Die kinetische Energie habe die Form 


zeTP +e. (125) 
Dann schreibt man folgende Differentialgleichung fiir wy hin: 
822m 4num Ow 
Ay — ar Vy — rae pe Ok (126) 


Die konjugiert komplexe GroBe w geniigt dann der entsprechenden Gleichung 
mit —t. 

Die Randbedingung lautet: wy und yw tiberall endlich, was bei den durchge- 
rechneten Beispielen Verschwinden im Unendlichen bedeutet. Macht man den 
Ansatz 


y == Ye? Trapt (126’) 
so wird (126) 
AV + ==" (nh — V) ¥=0. i (4277) 


Diese Gleichung ist von dem Charakter einer Schwingungsgleichung, z. B. 
in der Hydrodynamik?) mit vom Ort und der Frequenz abhingiger ,,Phasen- 
geschwindigkeit“ U 

“5 8a*m , 4 
US ag (vy»ph— V). 


') Siehe fiir eine hydrodynamische Deutung E. MapELunG, ZS. f. Phys. Bd. 40, S. 322. 
1927. 
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In einem hydrodynamischen Problem, bei welchem die Begrenzung z. B. 
eine Kugel ist, sind dann nur abzihlbar (nicht kontinuierlich) viele Schwingungen 
moglich. Jede Schwingung ist durch drei ganze Zahlen zu charakterisieren, 
welche z, B. angeben, wieviel Knotenflichen bei dem speziellen Schwingungs- 
zustand in jeder der drei Gruppen von Knotenflichen auftreten. Bei Problemen 
auf der Kugel sind z. B. die Knotenflichen: , Meridianebenen im Abstand 
22/n, entsprechend den Faktoren sinn, 7, ”, Ebenen durch die Breitenkreise 
entsprechend den Faktoren P¥,,,. (cos #) und n, konzentrische Kugelflachen. 

Fur jedes Zahlentripel m,, m,, mz ist dann durch die Grenzbedingung die 
Frequenz (Eigenschwingungszahl, Eigenwert der Differentialgleichung) und die 
Schwingungsform [d.h. wy (x, y. 2), die Eigenfunktion] eindeutig bestimmt. 

Ganz ahnlich liegen die Verhaltnisse hier. Wir kénnen eine Eigenfunktion 
(Schwingungsform) durch drei ganze Zahlen charakterisieren, die die drei Arten 
der Knotenflachen zahlen und die Rolle der Quantenzahlen spielen. 

Um die Ubereinstimmung klar zu machen, mégen zuerst die iiblichen Be- 
zeichnungen der Quantenzahlen besprochen werden. In der urspriinglichen 
SOMMERFELDschen Theorie konnte das Wasserstoffatom durch eine radiale 
Quantenzahl #/ beschrieben werden, die den Bereich 0,1...0o durchlief, und 
eine azimutale m,, die die Werte 1,2...0 annahm. Die Summe, die Haupt- 
quantenzahl = n+ n,, geht daher von 1...00. n, konnte wieder in zwei 
GréBen aufgespalten werden, 1, =n), + ng, wo n',, die 4quatoriale oder magne- 
tische Quantenzahl, die Werte 1...%,, m9, die polare, die Werte n, — n’, von 
0 anfangend, annahm. Die neue Entwicklung der Seriensystematik hat nun den 
Bereich der Hauptquantenzahl » unverdndert zu 1...co gelassen, dagegen an 
Stelle der azimutalen Quantenzahl n,, eine GréBe k gesetzt, die von 0 bis co (bzw. bis 
n — 1) geht. Dementsprechend geht jetzt die radiale Quantenzahl n, =n —k 
von 1 an. & kann wie friiher in eine d4quatoriale oder magnetische Quanten- 
zahl n, aufgeteilt werden mit einem Bereich von 0 bis & und in eine polare 
ny = k —n, von O anfangend. 

Ganz genau entsprechend sind beim SCHRODINGERschen Modell des Wasser- 
stoffatoms ohne duBeres Feld, in welchem die potentielle Energie V Kugelsym- 
metrie hat, die geeigneten Zahlen zur Charakterisierung des Schwingungszustandes 
durch Knotenflachen die folgenden: 

Eine Zahl n,, die der Zahl der Knotenflachen entspricht, die als Kugel- 
schalen auftreten (einschlieBlich des Mittelpunkts) und die genau gleich der 
,radialen Quantenzahl‘‘ nu, der SOMMERFELDschen Theorie in neuer Zah- 
lung ist. 

Eine Quantenzahl n,, die den Meridianebenen zukommt und der SOMMER- 
FELDschen polaren Quantenzahl my in neuer Zahlung analog ist, 

Eine Quantenzahl n,, die die Zahl der als Knotenflachen auftretenden 
Parallelkreise angibt und die Rolle der dquatorialen oder magnetischen 
Quantenzahl n, spielt. 

emnach ist die Gesamtzahl der auf einer Kugelflache liegenden Knoten- 
linien m, +, gleich der azimutalen Quantenzahl k (bel SCHRODINGER n ge- 
schrieben), die Gesamtzahl der Knotenflachen ,-+ 1, + 1, gleich der Haupt- 
quantenzahl 1 (bei SCHRODINGER / genannt). 

Die Entartung auBert sich darin, daB weder die Achse der Kugelfunktionen 
noch die Ebene, von der aus die Meridianebenen m bestimmt sind, festgelegt ist. 

Wie im hydrodynamischen Problem ist dann auch hier durch die Schwin- 
gungsgleichung und Randbedingung fiir ein bestimmtes Zahlentripel 7, m2, 13 der 


Werte von v, oder genauer gesagt von v,, — + V (co) festgelegt. 
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Die spezielle Lésung, die man so erhalt, sei als die Eigenfunktion u; be- 
zeichnet, wo 7 fiir die (drei) Quantenzahlen steht. Die w haben allgemein?) die 
Eigenschaft, orthogonal zu sein. 

Es ergibt sich, daB hy, — Vx genau [bis auf eine, dem magnetischen Elek- 
tron nach GOUDSMIT-UHLENBECK entsprechende Korrektur?) *)| mit den BOHR- 
schen Wasserstofftermwerten tibereinstimmt. Die allgemeine Losung lautet dann 

y =, EA gt ys , (128) 
j 
wo die 7, wie erwahnt, eigentlich Zahlentripel sind und die A; angeben, wie 
stark jede einzelne ingle eyatammilsat angeregt ist. Die A; sind nicht ganz unabhangig ; 
wir wollen es namlich so einrichten, da die Gesamtladung e ist. Daraus folgt 
nach (130) 
[ppdxdydz=>Ai=1. (129) 
Als Ladungsdichte wird dann angesetzt 

eo =epyp =e>) > A, Ay ujuy cos 20 (vy; — Vy) t (130) 

OE 

Das elektrische Moment, das fiir die Strahlung verantwortlich ist, hat z. B. 
in der x-Achse die Komponente 


Pz = >) >) CoS 2H (Hy jy — Vyy) t Ap Ay [| x ujuy dx dy dz. (131) 

mee 
Die Strahlung wird daher aus einer Reihe von Komponenten bestehen, deren 
jeder durch zwei Indizes 77’ zu bezeichnen ist. Die Frequenz 1; = vy3 — vy,4 ist 


die Differenz zweier (durch hf dividierter) Bonrscher Termwerte, V(oo) fallt 
heraus. Wenn V (oc) einen groBen Wert hat, kann demnach die sichtbare Frequenz 
eine relativ kleine Differenz zwischen zwei groBen v,,-Werten sein. Die Intensitat 
ist proportional einem charakteristischen Faktor [xu uy dx dy dz, der der BouR- 
schen Ubergangswahrscheinlichkeit entspricht und in Ausgangs- und Endzu- 
stand (in der alten Ausdrucksweise) symmetrisch ist, und dem Produkt der An- 
regungsstarken. Ist nur ein Zustand, z. B. der Grundzustand, angeregt, so findet 
keine Ausstrahlung statt. 

Unsere Darstellung ist aber noch nicht vollstandig. Es gibt namlich auBer 
dem diskontinuierlichen ,,Linienspektrum“ der obenerwahnten diskreten Vay- 
Werte noch ein kontinuierliches ,,Streckenspektrum“, in dem alle vy-Werte zu- 
lassig sind, fir die hyy — V(cv) positiv ist. Es gibt dann fiir jeden dieser konti- 
nuierlichen v,,-Werte eine (oder mehrere) Losungen ,, die den Bourschen nicht- 
gequantelten Hyperbelbahnen entsprechen und zu der allgemeinen Lésung 
einen Beitrag lefern 

= [Alr) u, 27 "dy, (132) 


der sich zu (128) verhalt wie ein Fourierintegral zu einer Fourierreihe. Auch zu (131) 
kommen weitere Beitrage, die das kontinuierliche Spektrum liefern, das an die 
Seriengrenze anschhieBt (s. Ziff. 78). Fur Mehrkorperprobleme ist statt des einfachen 
dreidimensionalen Raums ein ,,Konfigurationsraum* aller Koordinaten Oped Os 


1) Siehe z. B. CoURANT-HILBERT, Methoden der math, Physik. Berlin 1924. 

") G. E, UHLENBECK u. S. GoupsmiT, Naturwissensch. Bd. 13, S. 953. 1925; Nature 
Bd 4147, S. 264. 1926; EF. R. BichowsKy u. Hie @) Urey, Proc. Nat. Acad. Amer, Bd 12" 
S. 80. 1926; L. H. THomas, Nature Bd. 117, S. 514. 1926; J.C. Statrer, Proc. Nat. Acad. Amer. 
3d. 11, S. 732. 1925; Nature Bd. 117, S. 587. 1926; A. SOMMERFELD u. A. UNSOLD, ZS. 
i Telmnyeyy lekaly si6y, “Sip De, stevie S, Slanavellay, cl, Ilya. Istaly NOUIUMIS So oes. 

3) Einfiigung in die Wellenmechanik s. C. G. DARWIN, Proc. Roy.-Soc. London Bd. 116, 
©. 227. 1927; P. Dirac, ebenda Bd 417, S. 640) 1928. 
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zu wahlen, und es ist dieser Raum, in welchem die y-Schwingung stattfindet. 
Dieser Umstand macht es allerdings schwieriger, ihr physikalische Tatséchlich- 
keit zuzuschreiben. Im allgemeinen Fall wird die kinetische Energie nicht mehr 
die einfache Form (125) haben, sondern wird allgemein T(f;, g;) sein, allerdings 
quadratisch in #;. Wir bezeichnen mit T,,; die Funktion Bb, T, ferner mit 4 
die Diskriminante der quadratischen Form T. Dann lautet die Schwingungs- 
gleichung 


e 1 Cw Sa 4 Q ; 
Dae Ap T» i a) — =" Vig)w om t= 0 (126’) 


als Ergebnis der Forderung, da ein ,,HAmIttTonsches Integral‘‘ der Form . 
Cw 40°m _, 1 
{rs gi) + Soe Vl dq... das 
yA 
ein Minimum sein soll mit der Nebenbedingung 


Slew! 
[vag ah 498 = ss 


4a2im 


Hierbei dient der Operator + ar ae ss als ,,unbestimmter Multiplikator“. In 


diesem allgemeinen Fall hat man in den Integralen (129), (1314) wirklich das Volum- 


element, d. h. nicht einfach das Produkt dq,...dq,, sondern 7 aa AG 


= dx,...dz,, z. B. fir Polarkoordinaten r* sin’? drdidy zu schreiben. 

58. Storungstheorie, Streustrahlung und Dispersion bei Scuropincer. 
SCHRODINGER hat eine Stdérungstheorie analog derjenigen in der klassischen 
Mechanik entwickelt!). Es sei z. B. die Gleichung (126) (jetzt alle GréBen mit 
oberem Index 0 bezeichnet) gelést. Das gestérte Problem lautet dann 


Ay + 


a 0 . = 
“Ge (baa ap — V°— EV'w =o, (133) 
wo © eine kleine GréBe erster Ordnung ist. 

Es werden jetzt im allgemeinen sowohl die Eigenwerte v,, als auch die Eigen- 
funktionen abgedindert werden. In dem uns speziell interessierenden Fall einer 
periodischen St6rung (primares Licht), deren Periode nicht mit der einer Eigen- 
funktion iibereinstimmt, bleiben aber die Eigenwerte wenigstens in erster 
Naherung ungedndert. Setzt man dann 


y= + Gy’, (134) 

so wird ° 

Peer | he ; / 8a*m a) 
Ay Te (=~ ot } aaa h? yet : (135) 
Da nun fiir wy, (128) gilt, wird sich infolge der Linearitat auch w’ aus einer 
entsprechenden Summe zusammensetzen. Zu jeder Eigenfunktion gehort also 
eine Stérung (oder mehrere), die proportional ist der GréBe A;, mit der die ur- 
spriingliche Eigenfunktion u; angeregt war, und die dieselbe Frequenz v,,; hat, 
wenn V’ zeitlich konstant ist, oder, wenn 

es Paes, (136) 


die Frequenz v,;-+¥ hat. Also ist p’= >) A;yj. 


1) S. auch J. Water, Phil. Mag. (7) Bd. 4, S. 1228. 1927. 
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Da die linke Seite von (135) mit (126) identisch ist, wird man versuchen, wy 
als Summe (mit vorderhand unbestimmten Koeffizienten) der ungestorten Eigen- 
schwingungen zu schreiben 


iy 


Wy D> Vint ew)", 
n 


Nun entwickelt man jedes Glied der rechten Seite in eine Reihe von Eigen- 
funktionen Vi yo = 2% Cyst”)! S Cin Un (137) 


Einsetzen in (135) und Beachten von (126) liefert durch Koeffizientenver- 
gleich die vollstandige Losung 


200 ( (Ppt Cin Un 
y rae e€ pitr)t Degas: (138) 


Man erhalt dann als elektrische Dichte e| py dxdydz. Da in Wirklichkeit 
V’ (136) reell ist, schreibt man V’ = 4V’ (e27'"! + e-21*t), Fiir die é-Kompo- 
nente der elektrischen Polarisation erhalt man: 


G.=of=e Daa AES! COS27 (Vy 7 — Vy j) tM; Uy E 


sant! > Aj - a Uj Up ees FAA 
E (Mp ae Vy aE — y2 (139) 


N S Gr 
jn = 
a : pes A; An COS 27(¥ yj; — Pum =e v) t- ae UnUms 
j n 


Wir diskutieren der Reihe nach die drei Glieder. Das erste ist die ,,un- 
gestérte Polarisation, die zur ungestérten, freien Ausstrahlung der Frequenzen 
'yj —Vy; fahrt, wenn die beiden Eigenschwingungen 7 und 7’ mit den 
Starken A; und 4; angeregt sind’), oder konstant ist, wenn nur eine angeregt ist. 

Das Zw eite Glied liefert eine Strahlung, die mit der Storungsenergie gleiche 
Periode hat und koharent ist. Dieser Teil kann daher mit auffallendem Licht 
interferieren und zu Absorption und Dispersion AnlaB geben. Der Ausdruck be- 
steht aus Summanden, die den Absorptions- und Emissionslinien zugeordnet 
sind. Ist nur ein Zustand (Grundzustand) ue so tritt nur 


Cy ro 
A? a: *~ Uy Un & =—"— 
Vin ae h, 


auf, d.h. Maxima bei allen vom Grundzustand ausgehenden Absorptionslinien 
mit einer Dispersionsformel, die (mit Ausnahme des Bereiches innerhalb der Linie 
selbst) mit der klassischen ubereinstimmt, wobei ttber den Zahlenwert des Fak- 
tors c,,, der die ,,Starke oder Elektronenzahl der Linie bestimmt, noch zu 
sprechen sein wird. Das Verhalten innerhalb der Linie kann in der klassischen 
Theorie nur durch Einfithrung der Dampfung beschrieben werden, fiir die hier 
noch die Theorie fehlt. i 
Sind noch hohere Eigenschwingungen angeregt (noch andere A + 0), so 
auBern sich auch ,,von anderen Niveaus ausgehende“ Absorptionslinien, ferner 
ist A, infolge der Gesamtnormierung von w geschwacht (in der Bourschen Ter- 
minologie: es ist die Zahl der Atome im Grundzustand vermindert), auSerdem 


Vpji — Vpn 


Ops — Vpn) 


2° 


9 Vo ; 
aber treten auBer den Gliedern A? "12 noch solche A A AD 
oi ea sy =) i 


auf, d.h. die negativen Dispersionsglieder der KRAmMERSschen Formel, mit der 
der mittlere Ausdruck von (139) in der Tat identisch ist. 


Pai5 


a) che dagegen den neuen Gesichtspunkt in Ziff, 63 z. B. 180. 
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Das letzte Drittel des Ausdrucks entspricht der von KRAMERS-HEISENBERG- 
SMEKAL theoretisch abgeleiteten Erscheinung, daB Licht mit Kombinations- 
frequenzen ;,,-+ » emittiert wird, falls sowohl 7 als m erregt sind, und zwar be- 
sonders stark, wenn » = »¥;, ist, also gleich der Frequenz einer Absorptionslinie, 
die einen Term mit »;,, gemeinsam hat und gewisse Auswahlbedingungen erfuillt. 
Das emittierte Licht hat dann die Frequenz »,,,,, und der Effekt ist eine Erhohung 
der Spontanemission dieser Linie. In der Tat stimmt der Ausdruck (139) mit 
dem durch Korrespondenz abgeleiteten von KrRAMERS-HEISENBERG iiberein und 
die Diskussion ist identisch Ziff. 47. Wir haben nun noch iiber dic Koeffizienten 
(Linienstarken, ene) zu sprechen. Der Gesamtbeitrag der Ab- 
sorptionslinie »;, zur ¢-Komponente des Moments des Atoms fiir den kohirenten 
Teil ist (€ irgendeine Richtung) 


y 


” sa Stndedy ds (140) 


2e(A; — A} 2)“ iF 
e| Eu; u,axdydz ist aber die ee des Moments der Frequenz Vins das 
fur deren Spontanemission (Ubergangswahrscheinlichkeit) bestimmend ist. Ist 
die Stérung einfallendes Licht der Polarisationsrichtung 7, so ist V’ = ey und 
Cy, mM (140) nach den allgemeinen Entwicklungsformeln von Normalfunktionen 


[= e | nuju,dxdydz. (140’) 


Man kann daher den Anteil, der zur Absorptionslinie »,;, gehért, schreiben 


2(A? — A2) of") of) ; Eee cos2avt. (1407) 
Dabei sind die c? den LADENBURGschen spontanen Ubergangswahrscheinlichkeiten 
4;,, proportional. 

Wir haben nun noch den KUHN-REICHE-THomasschen Summensatz (Ziff. 77) 
zu beweisen?). 

Zu diesem Zweck gehen wir zu sehr groBen y itber, so daB im Nenner 7%, 
gegen v? vernachlassigt werden kann. Der koharente Teil des Moments wird dann 
nach (131), wenn bloB die 7-te Eigenschwingung angeregt ist (A; = 1, A, = 0 fiir 


t+ 4), 


oe > : 
ses er > Yyn| EUjUy dx dy dz | uju,dx dydz. 


n 
Lonpon verallgemeinert diese Formel fiir Z Elektronen, die durch den 
oberen Index an ihren Koordinaten & unterschieden werden modgen. Zugleich 
ist nach Ziff.57 der Koordinatenraum nicht mehr dreidimensional, sondern wird 
ein 3Z dimensionaler Konfigurationsraum, dessen Element dr heibe. Ebenso 
sind die u jetzt Funktionen von 3 Z Koordinaten. Der obige Ausdruck wird dann 
2 

ya = ~~ ~~ (E 

ta py a 

n 8 oe] 

LonpDoN beweist nun erstens, daB fiir € | 1 der Ausdruck Null ist, d. h., daB fiir so 
schnelle Schwingungen, daf innere Koppelungen nicht in Betracht kommen, 
das Resonanzlicht keine Polarisationskomponente senkrecht zur Polarisation des 


: ; oe ees ; Te UE ; 
erregenden Lichts hat, zweitens, daB fiir E\|n7 der Ausdruck gleich = 2 wird, 


wie zu erwarten ist. Zu diesem Zweck haben wir zwei wichtige mathematische 


— E,) | *u, tp dr |x? Uj Up, At . 


1) F. Lonpon, ZS. f. Phys. Bd. 39, S. 322. 1926. Dieser Abschnitt gehdrte eigentlich 
“aeeeloy SA bitin, F970 
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Hilfsmittel zu gebrauchen, das ,,Walzen“‘, das durch partielle Integration von 
[ gAfdt ma — | fAgdr fihrt?) (/, g zwei beliebige Funktionen) und die ,,Voll- 
stindigkeitsrelation‘’ fiir Normalfunktionen2) w, die lautet 


DiJiinde [Btn de = [fedr. 


Benutzung der Grundgleichung (126) fiihrt unsern Ausdruck uber in 


stat | Dy En diy — Amy) ae] [SP ya, 
nN s o 


was durch ace (partielle Integration) im ersten Integral zu 


=o 72, Pa Au; — A(E u;)] ee 
~ Aa am ae a ac | 1 win dt = — ase 4a? my? mela ose d 


fiihrt, das letztere durch Anwendung der Vollstandigkeitsrelation ait die linke 
Seite. Infolge des Umstandes, da u? positiv ist und und 7 ebensoviel positive 
als negative Werte annehmen, verschwindet dieses rear wenn nicht s =o 
ist und gleichzeitig 1 eine Komponente || & hat, was die erste Hialfte der Be- 
hauptung beweist. Fir 7* = & 1aBt der Ausdruck nochmals partiell integrieren 


Ou? on Be + 
ee ee MG) fee Cf 5 Stee 2 
ea mo? , pa: on @ ee mr Dae netid t= Forme > [ide 


8 
e 
4am? 


was zu beweisen war. 
Sind mehrere uc angeregt, so erhalt man einfach in der letzten 


Hossuiel 7a ra os 2 | u;dt, und das gibt infolge (129) wieder das vorige 


Resultat. Der inkoharente Teil liefert statt ui: u;u,, was die Integrale infolge 
der Normierung zum Verschwinden bringt. 

59. Matrizenmechanik. Physikalische Grundlegungen. Schon vor 
SCHRODINGERS Arbeiten hat HEISENBERG die physikalischen Vorstellungen ent- 
wickelt, die der zweiten neuen Theorie zugrunde legen. Ihre Ausarbeitung ist 
mit den Namen M. Born, W. HEISENBERG, P. JORDAN, P. Dirac verkniipft?). 

Die physikalische Idee ist folgende: Was wir von atomistischen Vorgangen 
beobachten, sind im ailgemeinen die Lichtwellen, die von einer groBen Gruppe 


1) Aist der Operator, der durch partielle Integration aus A folgt. Fiir A = 
ist A=. 

) Siehe CoURANT-HILBERT, Methoden der mathem. Physik. S. 36. ae 1925. 

3) W. HEISENBERG, ZS. f. Phys. Bd. 33, S. 879. 1925; Bd. 38, S. 411. 1926; Bd. 39, 
S. 499. 1926; Bd. 40, S. 501. 1927; Bd. 41, S. 239. 1927; Bd. 43, S. 172. 1927; M. Born, 
ebenda Bd. 37, S. 863. 1926; Bd. 38, S. 803. 1926; Bd. 40, S. 167. 1927; M. Born u. P. Jor- 
DAN, ebenda Bd. 34, S. 858. 1925; M. Born ,W. HEISENBERG u. P. Jordan, ebenda Bd. 35 
©. 557. 1926; P. Dirac. Proc. Roy. Soc. London Bd. 109—117 (s. § 12); P. Jorpan, ZS. f. 
Phys. Bd. 37, S. 376 u. 383. 1926; Bd. 38, S. 513. 1926; Bd. 40, S. 661 u. 809. 1926; Bd. 41, 
S. 797. 1927; Bd. 44, S.41. 292 u. 473. 1927; Bd. 45, S. 766. 1927 und zahlreiche andere 
Arbeiten. Zusammenfassende Darstellung M. Born, Probleme der Atomdynamik. Berlin 1926, 
urspriinglich englisch: Problems of Atomdynamics. Cambridge. Mass. 1926; P. JORDAN, Natur- 
wissensch. Bd. 15, S. 105, 614 u. 636. 1927; Nature Bd. 119, S. 566. 1927; A. LAnp&, Natur- 
wissensch. Bd. 14, S. 455. 1928. 
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von Atomen ausgehen (wobei vorderhand von Experimenten wie den C. T. R, 
Witsonschen abgesehen sei). Wir haben kein Mittel, Lage oder Geschwindigkeit 
eines Elektrons in einem Augenblick scharf zu beobachten. Wenn wir uns daher 
darauf beschranken, nur direkt beobachtbare GréBen in unsere Beschreibung 
aufzunehmen, ist es besser, die Bewegung durch die ausgesandten Lichtwellen 
zu beschreiben. Dabei wird die Terminologie der Bourschen Quantentheorie in 
gewissem Sinne beibehalten, insofern, als eine Lichtemission einem Ubergang 
zwischen zwei Zustanden zugeordnet wird. HEISENBERG bezweifelt aber, ob es 
Sinn hat, im allgemeinen von Gesetzen zu sprechen, die vorschreiben, da8 ein 
bestimmter Ubergang in einem bestimmten Augenblick stattfindet. Die hier zu 
besprechende Theorie ist der Auffassung, da nur die statistischen Haufig- 
keiten, d.h. die Intensitaten des von einer gréBeren Gruppe von Atomen aus- 
gesandten Lichtes, berechenbar sind; sie gibt in gewissem Sinn die determini- 
stische Kausalitat der Mechanik, wie sie das 18. Jahrhundert hervorgebracht hat, 
auf (s. jedoch Ziff. 63). 

60. Mathematische Formulierung der Matrizenmechanik. Wir wollen 
nun zur quantitativen Ausfithrung der in der ersten Halfte der vorigen Ziffer 
dargestellten Uberlegungen iibergehen. 

In der klassischen Theorie kann man die Bewegung eines Systems mit einem 
Freiheitsgrad bei einer ,,Librationsbewegung“ (periodischen Bewegung) durch 
eine Fourierreihe darstellen. Bezeichnet man die Koordinate mit « (+ kann aber 
z. B. bei der Keplerbewegung ebensogut 7 oder ¢ sein), so gilt 


% = Dignermirnt, (144) 
n 
Diese Darstellung von x als Funktion der Zeit bestimmt gleichzeitig eindeutig 
die Strahlung. 
In der Quantenmechanik sind hieran zwei Anderungen anzubringen: Erstens 
sind die ,,Oberschwingungen“ nicht mehr harmonisch, auBer im Fall des harmo- 
nischen Oszillators mit quasielastischen Kraften 


My = mY, (142) 


sondern miissen allgemein durch zwei Indizes gekennzeichnet werden, », ,,. 
Allerdings lassen sich die y als Differenzen darstellen, die wir vorderhand formal 


(143) 


schreiben wollen. Das allein wiirde aber nur eine Anderung der Darstellung von 
x als Funktion von ¢ in die Form einer Doppelsumme bedingen 


on, Wn-Wm, : 
= Dey a i 3. (144) 
Das Entscheidende ist aber, daB wir zweitens nicht die Bewegung des Elek- 
trons mit ihren Phasenbeziehungen selbst beobachten, sondern das ausgesandte 
Licht, und daB wir dieses in einem Spektralapparat analysieren. Das bedeutet, 
daB wir kein Recht haben, in (144) die Summation auszufiihren, sondern daB 
wir als charakteristisch fiir das Verhalten von x die Gesamtheit der einzelnen 
Summanden in (144) getrennt betrachten miissen. Diese Gesamtheit beschreibt 
im Bourschen Sinn nicht das, was in einem Augenblick wirklich geschieht, 
sondern das, was iiberhaupt geschehen kann oder das, was als statistisches Re- 
sultat in einer groBen Summe von Atomen geschieht. 


Sis 
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Die einzelnen Summanden, deren Gesamtheit das Verhalten von x beschreibt, 
k6nnen wir zweckmabig in folgendes (unendliche) quadratische Schema einordnen, 
das ein Viertel der unendlichen Ebene fiillt: 


2 tv t QFE LY ot Qige UMa3t 
Unita Jyge VO" 3 x 
ONAN Ty BOT J RAUL! NR Ni (145) 


Hierbei stellt allgemein ¢,,¢77'’™! die Welle dar, die mit der Frequenz 
Ynm ausgesandt (W, > W,,) oder absorbiert (W,, < W,,) wird, wenn der Uber- 
gang 2 > m erfolgt, und zwar nach Frequenz, Amplitude (Absolutwert von qm) 
und Phase (Phasenfaktor). Man nennt eine solche Anordnung eine Matrix 
(wohl zu unterscheiden von einer Determinante, die aus der Matrix hervorgeht, 
indem aus der Gesamtheit der Glieder, die in der Matrix individuell beizubehalten 
sind, nach einer bestimmten Vorschrift eine Zahl, der Wert der Determinante, 
berechnet wird). 

Wir wollen ferner annehmen, um gewissen Realitatsbedingungen zu gentgen, 
daB gym und J», konjugiert komplex sind (HERMITEsche Matrix). 

Die Betrachtung von (143) und (145) lehrt, da8 »,,, = Oist, daher die ,,Diago- 
nalglieder“ nicht von der Zeit abhangen. Wenn alle W voneinander verschieden 
sind (nicht-entartetes System), hangen dagegen alle anderen Glieder von der 
Zeit ab, es sei denn, ihre Amplitude q,,, verschwande. Eine Matrix, die nur 
Diagonalglieder hat: 


ues OenO (145’) 


heiBt Diagonalmatrix und ist von der Zeit unabhangig. Umgekehrt ist bei nicht- 
entarteten Systemen nur eine Diagonalmatrix von der Zeit unabhangig. 

Was soll nun weiter geschehen, um die Gesetze zu erforschen, nach denen 
sich eine solche durch eine Matrix charakterisierte Koordinate verhalt? Im klassi- 
schen Fall besteht die Aufgabe aus zwei Teilen: Erstens stellt man eine Funktion 
von p und g auf, die das spezielle Problem charakterisiert, z. B. die HAMILTON- 


2 
sche Funktion. Ein harmonischer Oszillator ist durch F + Aq?* charakterisiert 


usw. Zweitens wendet man auf diese Funktion allgemeine Rechenoperationen 
an, um # und g als Funktion von ¢ zu finden, d.h., man bildet die HAMILTON- 
schen Gleichungen und integriert sie, bzw. man setzt nach BoHr auBerdem 
Quantenbedingungen an. 

Genau so werden wir hier vorgehen. Wir charakterisieren das spezielle 
Problem durch Angabe einer bestimmten Funktion H(f, g), und zwar wahlen 
wir, um moglichst genauen AnschluB an die alte Theorie zu haben, dieselbe 
Funktionsform, die diesem Problem klassisch zukame, z. B. fiir den harmonischen 


Oszillator wie oben H = as + Aq?. i 


2m 
Zweitens wahlen wir auch fiir die Bewegungsgleichungen formal die HAmIL- 
TONschen. 
Der wesentliche Unterschied besteht nun aber darin, daB wir jetzt gar nicht , 
mehr erwarten, unser #, g bzw. x als eine Funktion der Zeit im gewohnlichen Sinn 
zu bekommen, sondern als Matrix. Was meinen wir dann bec haupe wenn wit 


sagen, 7 == + Aq®, wenn weder p noch g in einem gegebenen Augenblick 


Zahlen sind, sondern — fiir den ganzen ProzeBablauf — Matrizen? Wir miissen 
daher festlegen, was die formalen Rechenvorschriften, die, auf Zahlen angewandt, 
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wie das klassische /, g, eine Zahl H ergeben, bedeuten, wenn man sie auf Matrizen 
anwendet. Zur Vereinfachung wollen wir annehmen, daf H (formal) eine Potenz- 
reihe ist, so da8 wir mit Definitionen von Addition, Multiplikation und Differen- 
tiation auskommen. Ferner sei ausgemacht, da Gleichheit zweier Matrizen 
Gleichheit allerentsprechenden Glieder bedeutet. Die einfachsten Operationen sind: 

a) die Addition: Die Summe zweier Matrizen ist die Matrix, deren jedes 
Ghed die Summe der entsprechenden Glieder der Summanden ist. 

O = O' + O” bedeutet daher: 


Qu Qi Qis - + Cut On Vis+ Oe... Qi Giz --- 
Qe: Qa2 Qos es (0; + Q% Qo + Qe...) = m1 Qe . 


Qn Oe Om ..- 


b) Man erhalt den Differentialquotienten einer Matrix nach der Zeit, indem 
man jedes Glied nach der Zeit differentiert: 


0 27170019 271743013 
aS ZL. O., 0 Peta sO PRN eee (147) 
os 2HI¥s, 0, 226V 9059 0 ee 


c) Multiplikation. Wenn Q = Q’Q” sein soll, so heiBt das 
On = > Ong Qim : (4 48) 
J 


Aus dieser Regel folgt sofort, daB die Multiplikation nicht kommutativ ist, d. h. 
Q* = QO’ ist von QO verschieden, denn das Glied mm von Q? heibt 


: a > Oni in (148’) 
J 


und ist im allgemeinen nicht gleich (148). 

Wenn man aber nach (148) Potenzen derselben GréBe schrittweise aufbaut, 
kommt das nicht in Frage, d.h. Q? = @Q?=Q?Q. Wenn wir wiinschen, 
da8 in Q@* nur dieselben Frequenzen auftreten wie in Q (wie das 
klassisch auch der Fall ist), so folgt aus (148) 

Lam — Vnj sw Vim , (149) 
d.h., das Ritzsche Kombinationsprinzip oder Formel (143). 

Die GréBe 0’ QO” — OO’ charakterisiert die Abweichung vom klassischen 
Verhalten (fir Q’ = Q” ist sie Null). 

Die fiir BoORN-HEISENBERG charakteristische Annahme ist nun, daB fiir 
zusammengeh6rige Koordinaten und Impulse stets gelten soll (s. jedoch Ziff. 66). 


h 
1 ia 6 Seog (150) 
fiir die Diagonalelemente und 0 fiir alle andern, d. h. 
Does , 
> (Ons Gn — nj Pin) = a tir alle 1 (150’) 
7 


> Gu Yjm — Ing Pim) = O fiir alle w und alle m+n (150%) 


Z 
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d) Differentiation nach einer Matrix 


Iyt® Ne W13--- | 
Wie ) 921 Yoo + &% og (151) 
Y31 732 Y33 + & 


Hat man mehrere Variable, so andert das nichts Prinzipielles, nur bezieht 
sich jetzt (150) auf zusammengehorige allein, wahrend fiir nicht zuasammen- 
gehorige GrdoBen gelten soll 


[ p') q(F) — qh) pO =0 
gD) g9) — gq = Olga. (150) 
pF pF) = pF?) pV) =0 
Solche GréBen heiBen vertauschbar. 
Dann werden formal die Hamittronschen Gleichungen hingeschrieben 


° © (k OH 
po) = — ea (oe ape? (152) 
wobei der Punkt Differentiation nach der Zeit bedeutet, die in b) erklart ist, 
wahrend die Bedeutung der rechten Seiten aus c) und d) folgt. 

Born, HEISENBERG und JORDAN zeigen dann: 

Der Energiesatz ist erfillt, d.h., H ergibt sich als Diagonalmatrix. 

Die Werte W,, in (143) sind identisch mit den Werten dieser Diagonalglieder 


Wr = lah. (153) 


(Bisher war noch nicht ausgesagt worden, daB die Konstanten W in Beziehung 
zur Energie stehen.) 

Der Satz von der Erhaltung des Drehimpulses ist erfiillt. In den durch- 
gerechneten Fallen sind die Resultate in Ubereinstimmung mit denen der Bour- 
schen Theorie bzw. bei Abweichung von dieser in Ubereinstimmung mit der Er- 
fahrung (halbzahlige Quantenzahlen, wie bei SCHRODINGER, s. Ziff. 57). 

Was die Integration der Hamittonschen Gleichungen betrifft, so laBt sich 
zeigen: 

Nehmen wir an, es seien zwei Matrizen p und q gegeben, die die Beziehung 
(150) erfullen. Ihre Frequenzen (in beiden dieselben) sind nach (143) durch GréBen 
W,, bestimmt. Wir wollen von der GosSoiien: dieser W als der apse eine lares 
Wesprechen, doh: 7, == Was Wig Os nem. 


Wenn nun die p,q in die gegebene Pawietoneete Funktion H ein- 
gesetzt das Resultat ergeben 


H=W, (154) 
d. h. H zu einer Diagonalmatrix machen, deren Glieder = W,, sind, oder zu 
Ann = Wr, Hnm=0, » +m fihren, so genitigen p und q den HAmILTON- 


schen Bewegungsgleichungen. 
Die Integration der Bewegungsgleichungen ist daher auf die Suche nach 
solchen, (150) geniigenden p, q zuriickgefiihrt, die zu H = W fiihren. 
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61. Storungstheorie, Streustrahlung und Dispersion. Bevor wir weiter- 
gehen, haben wir den Begriff der inversen Matrix einzufihren. Wir definieren 
die zur Matrix S inverse S~} dadurch, daB 


SSt=1, (155) 


1 ist hier die sog. Einheitsmatrix, d.h. die Diagonalmatrix 
Gab AON OV ore 
[° dior lareace: ‘l (156) 
Onna Oe Larrea. 


> Sapo Oo fdr allen und we (155) 


jm 


(155) bedeutet daher 
Sap Siece kd far alle: 0; > 
? i 
Ist insbesondere © eine kleine Zahl und 
S=1+6S'+ @S’+---, (157) 
so wird 
S-1=1— €S’+ @(S2-— 8”) —... (157) 
Nun 1aBt sich folgendes zeigen: Seien p, q irgend zwei Matrizen und f(p, q) 
irgendeine Funktion derselben, so gilt 
St(p, )S-'=f(Sps~', SqS~"). (158) 
Hieraus ergibt sich folgendes Verfahren fiir die Integration der Bewegungs- 
gleichungen. Seien p, q irgend zwei Matrizen (mit denselben Frequenzen), die 
kanonisch zugeordnet sind, d.h. der Beziehung (150) geniigen. Dann werden sie 
im allgemeinen nicht auch schon Loésungen einer vorgegebenen Bewegungs- 
gleichung sein, d.h., es wird nicht 
H(p,q) =W 
sein. Wenn es aber gelingt, eine Matrix S so zu finden, daB 
SH(p, q)S-1=W (159) 
ist, dann ist nach dem Vorhergehenden auch 
H(SpS-!, SqS-Y=w, 
d.h. P= Sp S71, @=SqS~! sind Lésungen der Bewegungsgleichungen, da 
sie die HAmirtonsche Funktion zur richtigen Diagonalmatrix machen und 
gleichzeitig nach derselben Formel (158) der Gleichung 
h 


2t 


Ei OR = 
geniigen, also kanonisch zugeordnet sind. 
Sei nun ein ungestértes Problem integriert d.h. wir wissen, dab 
HH (p, q).= w®, 
Fihrt man nun eine Stérungsfunktion €H’, ein so hat man etwas gedinderte 
Koordinaten zu suchen, welche die neue gestérte HAmiLtonsche Funktion zu 
einer etwas abgeanderten Diagonalmatrix machen, d. h. 


H°(P,Q)+ GH'(P, Q)=W. 
Zu diesem Zweck suchen wir eine Transformationsmatrix § so, daB 
S(H° + €f')S-1=w®+ €W4+ Cw" + ---, 
wo W die den gestérten Frequenzen entsprechende Diagonalmatrix und § von 
der Form (157) ist. 
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Setzt man die Faktoren gleicher Koeffizienten von © gleich und beachtet, 
da8 H® = W° ist, so findet man 
S’wW°—_W°S’+ H=W', 
S’W° WS" + W°S? — S’WS’ + S'H' — H'S’= W". 
Bildet man die Diagonalelemente (klassisch: Zeitmittelwert) zuerst, so folgt 
IU a Sa); (160°) 
Wie = DW% — W5) Sis Shu + Sas Hn — Has Sih (160”) 


(160) 


Falls, wie bel einer rein periodischen Stérung (Lichtwelle), der klassische 
Mittelwert 0 ist, fehlen die konstanten Diagonalglieder in H’ und W’ verschwindet, 
d.h. in erster Ordnung ist die Energie ungeandert, wie klassisch, entsprechend 
der Tatsache, daB bei SCHRODINGER in diesem Fall die Eigenwerte v,, in erster 
Naherung ungeandert sind (Ziff. 58). 


Die Elemente mit ungleichen Indizes in (160) geben 
Hele n ds 
See ea m= nN, hymn i Wn a Wr (160 ) 


hn n 


Die Lésung fiir S’”,, interessiert uns nicht weiter. 
(160’”’) in (160”) eingesetzt, ergibt 


(0 Hi, aig Abn III 
Cai > Gaal (160””) 


Mv; 


als Anderung der Energiewerte. Die Lésungen der Bewegungsgleichungen er- 
geben sich aus 


Pip - CS pps). ss: 
Wir konnen allerdings diese allgemeinen Resultate nicht direkt auf die 
Dispersion anwenden, da hier H’ explizit die Zeit enthalt, namlich proportional 
cos 2ayvt ist, und daher nicht direkt auf einen konstanten Wert gebracht werden 
kann. Um doch weiterzukommen, wird ein neuer Freiheitsgrad q*, p* ein- 
gefiihrt, so da g* proportional cos 2avt ist und demnach H’ formal durch q, 
Pp, Y p* ausgedriickt werden kann?). Das Endresultat ist, daB in (160) die Matrix 
Ss”) Ww? — ws), deren allgemeines Glied Ay,,,S‘”, ist, allgemeiner durch 
— = iS S© ersetzt wird?). 
Setzt man dann fiir die Lichtwelle?) 


ef 
oe 


Bae VE ta 


6° H’ — (eau aL EAM emt) ay (162) 


1) S. auch das im § 64 besprochene Verfahren von P. Dirac, in dem das stérende 
System eingefiihrt ist. ‘ 

*) Bei Born und HEISENBERG findet sich ein anderer Ausdruck, der mir aber irrtiimlich 
scheint. 

8) Mir scheint bei Anwendung dieser Formeln das im Anfang eingefiihrte Prinzip aut- 
gegeben, nach welchem alle in einer Rechnung vorkommenden aes dieselbe Zeit- , 
abhangigkeit haben sollen, ndamlich fiir das mnute Glied den Faktor e *— em at Nur 
dann andert Multiplikation von Matrizen an dieser Zeitabhangigkeit nichts und nur dann 
ist der benutzte Satz richtig, daB die Diagonalglieder nicht von der Zeit abhangen, Diagonal- 
matrizen also zeitlich konstant sind. Wahrscheinlich laBt sich diese Schwierigkeit durch 
formale Einfithrung einer Hilfsvariabeln umgehen, die auch beim Beweis von (163) benutzt 
ist, doch ist mir das nicht unmittelbar ersichtlich. 
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und spricht vorderhand nur von dem einen Exponenten, so werden die Diago- 
nalglieder der ersten Gleichung (160) 


_ A aa 42g tart — (163) 
2Qat oi~" 2 Inn ae ne b 

Daraus folgt 
Shy = fam eemert, Wh = 0, (163’) 


Fur die andern Glieder erhalt man entsprechend 


IN tel od Inm 2: uy 
aan aces Dh nm raze TEYnmtv) t (163 ) 


Da Formel (161) unverandert ist, ergibt sich als resultierendes Moment, das zu 
einem evtl. vorhandenen ungestérten hinzukommt, 
Oo — 2 Oe He Gin Imi Gin\ ,o20(omntr)t 
e(Q "ie ed 2h : toe % a Vin am *) e a (164) 
7 
Diese Formel ist mit der SCHRODINGERSchen und KRAMERS-HEISENBERG- 
schen identisch. 
Insbesondere geben die Diagonalglieder 1 = m 


26 $1 dns din 
€(0 — gan = >) PLE, mns cos2¥8 (164’) 
nj 


die fiir die Dispersion maBgebenden Glieder, die fiir ,,Emissionslinien“ negativ 
sind (v,; <0). Fur groBe Frequenzen, oder wenn nur eine einzige vom Grund- 
zustand ausgehende Linie merklich in Betracht kommt, erhalt man das klassische 
Resultat, wie es KUHN-REICHE-THOMAS nach der alten Quantentheorie gezeigt 
haben (Ziff. 77). Hat man namlich nur einen Freiheitsgrad, so ist (m Elek- 
tronenmasse) 


p=mq 


und (150) wird fiir die Diagonalglieder 
h 
> | Fai Zin if — oa? (165) 
j 


was in (164’) eingesetzt den klassischen Wert fiir ein Elektron ergibt. Die Glieder 
von (164), fiir die m + m ist, ergeben dann die HEISENBERG-KRAMERSsche Streu- 
strahlung. 

Man kann hier zum erstenmal einen Zusammenhang ableiten, der fir die 
klassische Theorie charakteristisch war, aber in der alten Quantentheorie etwas 
verlorengegangen ist. In der klassischen Theorie erhalt man aus der Dispersions- 
formel beim Ubergang zur Frequenz 0 die Dielektrizitaétskonstante, so daB die 
letztere implizit ein Produkt aus der ,,Starke der Absorptionslinien™ und dem 
reziproken Quadrat der Frequenz der Absorptionslinien enthielt. Multipliziert 
man das Moment mit der halben Feldstirke, so erhalt man die Energie?) e€2/2. 
Andererseits ist dieser Energiebetrag auch als Starkeffekt berechenbar?®), [und zwar 
als quadratischer®)]. 


en- = BW”. (166) 


1) Siehe W, Pauti, Handb. d. Phys. Bd. XXIII, S. 95. 

2) Zuerst betont von J. E. (LENNARD-) IonEs, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 105, 
S. 650. 1924. 

3), RO BECKER, ZS. cf. Phys. Bd 9, S. 332. 1922: 
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In diesem Starkeffekt kommen aber nicht die Absorptionsfrequenzen vor, 
sondern die mechanischen Bewegungsfrequenzen. Mit andern Worten: Die 
Gleichung (166) ist auch in der Bourschen Theorie richtig und wird tatsachlich 
zur Berechnung von W’’ nach der Bourschen Stérungsmethode benutzt. Das 
in ihr eingehende z (in unserer Bezeichnung Q — gq) ist das aus den mechanischen 
Gleichungen direkt berechnete. Fiir die Dispersion mu8 man aber ein anderes, 
daraus durch Korrespondenzbetrachtungen erhaltenes, benutzen (s. Ziff. 47), 
fiir das (166) nicht mehr gilt, wenn man links das Dispersions-z, rechts das alte 
W” nimmt. In der neuen Theorie gilt (166) wieder), denn jetzt ist auch das 
mechanische z gleich dem Dispersions-z, wahrend gleichzeitig das mechanische 
W”, der quadratische Starkeffekt, ein anderer®) ist als nach Bour, namlich dem 
Dispersions-z angepaBt. Dies folgt sofort, wenn man den mit ©/2 multiplizierten 
Ausdruck (164’) fiir » = 0 hinschreibt 


& ==. ez 6? Inj qj n 
s BD (2 — Man = h Vn 


und mit (160”’) vergleicht, nachdem man beachtet hat, daB 


: i; = €Onj 
ist. 

62. Vergleich der neuen Mechanik mit der Bourschen und Vergleich der 
beiden neuen Theorien untereinander. Wie schon erwahnt, liefert die neue 
Theorie haufig Resultate, die mit der Bourschen wbereinstimmen. Der formale 
Zusammenhang kommt am besten in einer Arbeit WENTZELs?) zum Ausdruck. 
Machen wir in SCHRODINGERS Wellengleichung (zur Vereinfachung in einem 
eindimensionalen Problem) 


CPE  82?m , 
apa ga (eC LE OS is (167) 
die Substitution 
Qe as , 
WZ 0 da y 
so wird (167) 
h Oh HOES. 1 /(adS\2 4, 
eerie Ue er ee 


Fir h=0 geht das in-die klassische HAMILTON-JAcoBische Differential- 
gleichung der Mechanik itber. Die wellenmechanische Lésung kann also in eine 
Potenzserie nach h* entwickelt werden und liefert, wenn Sp die klassische Lésung 
bedeutet 

d2S, 
dS dSo Do ORE h \2 
ai dy SAeedoe (=| ee 


ax 


‘ 

Der Zusammenhang der Bourschen Quantenbedingungen mit der Regulari- 
tatsbedingung SCHRODINGERs besteht nun darin, daB wir eine Lésung suchen, 
die in den singuléren Punkten der Differentialgleichung beschrankt bleibt, was 
festlegt, welche Lésung der klassischen Gleichung und damit von (167’) man 


) Wie zuerst UNSGLD hervorgehoben hat; A. UNns6Lp, Ann. d. IA, lex6l beh Sy, BSS 
(spez. 381) 1927; s. F. L. PAuLinG, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 114, S. 181. 1927. 

2) G. WENTZEL, ZS. f. Phys. Bd. 38, S. 518. 1926; J. WALLER, ebenda S. 635. 1926; 
P. EpstEIn, Phys. Rev. Bd. 28, S. 695. 1926. 

3) G, WENTZEL, ZS. f. Phys. Bd. 38, S. 518. 1926. 
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ye 27k AS 


wahlt. Da in den Knotenstellen 5 Laas kee einfache Pole hat, mu’ nach dem 
Caucuyschen Satz bei Integration im Komplexen um alle Pole +. | oe dx eine 


ganze Zahl sein, was mit den BoHR-SOMMERFELDschen Quantenbedingungen 
identisch ist. 

Die mathematische Gleichwertigkeit der Wellen- und der Matrizenmechanik 
1aBt sich nach SCHRODINGER?) durch folgenden Gedankengang beweisen: Zuerst 
zeigt man, daB es méglich ist zu allen #, g Matrizen zu konstruieren, die kanonisch 
konjugiert sind [d. h. (150) gehorchen], sonst aber noch unbestimmt sind und 
dementsprechend ein System willkiirlicher Eigenfunktionen U, enthalten. Wiinscht 
man, da8 die Matrizen einer bestimmten Gruppe von Hamittonschen Bewegungs- 
gleichungen gehorchen, die zu einem gegebenen Problem gehéren, so hat man als 
U,, diejenigen zu wahlen, die Lésungen jener SCHRGDINGERschen Wellengleichung 
sind, die zum selben Problem gehért. Die Eigenwerte und Intensitaten werden 
dann identisch fiir beide Darstellungen. 

Wir wollen zur Vereinfachung den Beweis fiir ein eindimensionales System 
fihren. Zuerst definieren wir zu jeder (als Potenzreihe von f darstellbaren) 
, wohlgeordneten‘*) Funktion F 


Pe an OP Pte OF: 


Ty 22 Tt 
(wo die 7 beliebige Funktionen von q sind), einen Operator [F,...], der, auf eine 
beliebige Funktion U(g) angewandt, ergibt 
= = 1 ff h Tht oe +H, - Ars Pa Ar, (Ue 
F.U)= > (=) An cnt on @ gon En (@ Gor - 


— 221 TEE Tye V4 


Tyna oft 


Ist dann U,, ein vollstandiges System beliebiger, normierter Eigenfunktionen mit 
den Eigenwerten W,, so definiert man als zu der ,,Matrizenfunktion F“ ge- 
hérig die Matrix, deren Element 


Frag = Px 4Wa-Wa)t (Un [F, Uplde (168) 


ist. dr ist das wahre Volumelement (d. h. hier dq, evtl. mit einer Dichtefunktion 
multipliziert, s. Ziff. 57). Es ist leicht zu ze gen, daB die GroBen F”" wirklich 
den in Ziff. 60 entwickelten Regeln fiir das Rechnen mit Matrizen geniigen 


(F = fg ae = Pa I Peas (PEF) os Do mE Gn (148”) 
) 


Es ist also 


Imn = paaHiin'= Wat 1d U,, dt / | 
ae 169 
bn = PAW m- Wait (UT h ov Fe (169) 
mn : Mm ant og \ 


Damit beweist man die Giiltigkeit von (150). Hiermit ist die erste Aufgabe ge- 
lost, allgemeine Matrizen zu finden, die kanonisch konjugiert sind. Die nachste 
Aufgabe ist die, solche U zu finden, daB die g, £ gegebenen HAmittonschen Be- 
wegungsgleichungen geniigen, d. h. 


3 of ‘ 0 
Imn = ( )h, n Pmn = ae 


1) E. ScHRODINGER, Ann. d. Phys. Bd. 79, S. 734. 1926; C. EckarpT, Phys. Rev. Bd. 28, 
S, 744. 1926. 
2) In der Matrizenrechnung ist die Aufeinanderfolge von Faktoren von Bedeutung! 
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Dazu haben wir zuerst nachzusehen, was den Differentiationen entspricht. 
Fur die Differentiation nach der Zeit folgt wie bei BorN 
Gian = 27(W oy o W,) Imn- 
Fir die partiellen Differentiationen ergibt sich: Ist F eine Matrixfunktion, 


der der Operator [/’,...] entspricht, so gehért zur Matrixfunktion oe der Operator 


0 
a |- ie [pF — Fp,...], zur Matrixfunktion oe der Operator 
OF ] Qt 
[ape |= Pea 8. a 
Diese Rechenregeln stimmen iiberein mit den von BorRN und HEISENBERG 
aufgestellten. 


Demnach werden den rechten Seiten der Hamirtonschen Bewegungs- 
gleichungen Matrizen zugeordnet von der Form 


I 


OH ee Wat Qn i" 
——_— h ra 
( a =e ; { UmlHg — 9H, Uz] at, 


q) Ww m—- Wn) TTL 
~ (52 ae kee 2m | UalbH Hp, U,] dt. 
Cd /mn 
Nach Rechenregel (148”) kann man aber dafiir schreiben 


9 
= Wn Wale 


(Fl. 8 ae Ju ,LH, Uj]dx | U;qU, de 


— [U,qU;ae | UsLE, Un) ar| 


und entsprechend fiir die zweite Gleichung. Das wird nach (169) 


OH en AN oe 5) ; ' 
bal ae ae = a {| Um [H, Uj; jdt 11h = (Pl U; [H, Un] ax} (170) 
J 


Um nun der Bewegungsgleichung zu geniigen, nehmen wir jenes System von 
Eigenfunktionen, das der Differentialgleichung genugt 


[H, Uj] = W; U; (171) 


und nennen es u;. Dann wird der in (170) auftretende Ausdruck 


| Om H, Uj\dt = fu tm |H, uj|dt = W; j { Um uj at = i ie 
Daher ist 
OH ae Wn W n)t 2 . 
laa ‘ — ies == (iin = W,,) Imn = YImn> 


‘ 
und der einen Bewegungsgleichung ist geniigt, ebenso beweist man, daB auch 
die andere erfiillt ist (171) ist aber mit der ScHRODINGERschen Schwingungs- 
gleichung (127) identisch, wenn nur die HamiLtonsche Matrizenfunktion H gecignet 
symmetrisch gemacht ist. Die « sind demnach die nach SCHRODINGER zu dem 
betreffenden Problem gehorigen Eigenfunktionen, die W die nach SCHRODINGER 
dazu gehorigen Eigenwerte /y,,, so daB die Frequenz der beobachtbaren Schwin- 
gungen nach beiden Theorien ttbereinstimmt. Endlich stimmen auch die In- 
tensitaten uberein, die nach BoRN-HEISENBERG den (mit e? multiplizierten) 
Quadraten der Matrizenglieder q,,,, nach SCHRODINGER den Quadraten der 
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Glieder des elektrischen Moments proportional s nd. Vergleich von (131) und (169) 
zeigt aber die Identitat der beiden Ausdriicke. 

Die Uberlegung kann ahnlich fiir mehrere Variable gefiihrt werden. 

63. Weiterentwicklung des physikalischen Gesichtspunktes. Eine wesent- 
liche Anderung des urspriinglichen physikalischen Gesichtspunktes HEISEN- 
BERGs (Ziff. 50) ist, veranlaBt durch den Aquivalenzbeweis, von Born), Dirac’), 
JORDAN®) und DE BROGLIE*) ausgegangen. Nach der neuen Auffassung hat die 
SCHRODINGERsche Lésung folgende Bedeutung: Es sei eine Gesamtheit von N 
gleichen (nicht aufeinander einwirkenden) Atomen gegeben, fiir welche (128) die 
Lésung der ScHROpINGERschen Gleichung ist: Dann sollen die A,;, die nach 
SCHRODINGER die Starke der Anregung der 7-ten Eigenschwingung messen, nach 
Born die Zahl der Atome messen, die im j-ten Zustand sind, so daB 


9 N; 
Aj == - (172) 
Die Normierung : 
Jpypdxdydz= >A} =1 (129’) 


bedeutet dann die Erhaltung der Gesamtzahl der Atome. wy miBt also die Wahr- 
scheinlichkeit eines Zustandes des Elektrons (auch im Raum). Im Speziellen miBt 
w= (xyz) dx dydz die Wahrscheinlichkeit, daB ein Elektron des n-ten Quanten- 
zustandes in dx dy dz liegt®). Die BorNsche Auffassung kombiniert so die Dis- 
kretheit der einzelnen Bourschen Zustaénde mit der aus einer partiellen Diffe- 
rentialgleichung abgeleiteten kontinuierlichen Wahrscheinlichkeitsfunktion. 
Die wesentliche Bedeutung dieser Auffassung beruht auf folgendem: 
Es sei ein System urspriinglich durch (128) gegeben, also mit Teilchenzahlen 
A. Nun fiihre man eine Stérung ein. Nach den Stérungsrechnungen (Ziff. 58) 
wird dann die Lésung lauten 
y= > Anernernt (Uy + Pa b,j Mj) - (173) 
n 
Jetzt ist der Koeffizient von u,, der die Zahl ae jetzt im -ten Zustand befind- 
lichen Teilchen miBbt 
Ay = AD + ©, Aderzies—a)t 


y] 


oder mit b,, =1+ €Y,,,, Di, == ais er Teg ralt 1 +n, 
aa a bj» A; (174) 
N n = N A = (> >" Din AY)? F: (174’) 


J 
Die },; messen daher in gewissem Sinn die Ubergangswahrscheinlichkeiten. 
Dadurch, daB die Gleichungen in y linear sind, fiir die Wahrscheinlichkeit 
aber wy? maBgebend ist, sind die einzelnen Ereignisse nicht mehr statistisch un- 
abhangig (Interferenz der Wahrscheinlichkeiten), was diese neue Auffassung nun 
aufs engste mit der neuen Statistik®) verkniipft. In der Tat hatte LAND&”) diese 
neue Statistik schon frither als eine Interferenz der ,,Lichtquantenamplituden™ 


1) M. Born, ZS. f. Phys. Bd. 37, S. 863. 1926; Bd. 38, S. 803. 1926; Bd. 40, S. 167. 1927. 
4\"P. DiRAc; Proc. Koy. Soc. Bd’ 112, S: 661: 1926. 
3) P. Jordan, ZS. f. Phys. Bd. 40, S. 661, 809. 1927; Bd. 41, S. 797. 1927. 
4) L. DE BroGLiz Journ. d. Phys. (VI) Bd. 8, S.225. 1927. 
S WeePsuULi Zo... bigs, Bd) S84. 1926: 
8) S. N. Bose, ZS. f. Phys. Bd. 27, S. 384. 1924; A. EINSTEIN, Berl. Ber. 1924, S. 261 u. 
1025, 9.3 taio, BE. Fermi, ZS) f. Phys. Bd. 36, 5. 902. 1926. 
i) ASIAN DE Zoeria bys. 8d) 33, 9.574. 1925. 
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gedeutet. Wir werden die Diskussion von (174) in Ziff. 64 aufnehmen und hier, 
in der allgemeinen Diskussion fortfahrend, betonen, daB demnach die y-Phasen- 
welle als ,,Gespensterfeld‘‘ die Wahrscheinlichkeitsverteilung der materiellen 
Teilchen angibt bzw. sie ihnen vorschreibt. Born (l. c.) behandelt z. B. den StoB 
eines Elektronenstroms auf ein Atom so, daB er die die Verteilung der ankommen- 
den, parallel fliegenden Teilchen reprasentierende ebene y-Welle am Teilchen 
streuen lat und aus der (nach allen Richtungen) gestreuten w-Welle die Wahr- 
scheinlichkeitsverteilung der gestreuten Teilchen berechnet. 

Dieselbe Auffassung, da das optische Lichtwellenfeld als ,,Gespensterfeld‘ 
nicht selbst Energie tragt, sondern den mit Energie und Impuls begabten kor- 
puskelhaften Lichtquanten nur die Wahrscheinlichkeitsverteilung ihrer Flug- 
bahnen angibt und so die mittlere Intensitaétsverteilung vorschreibt, wird von 
DE BrRoGLIE!), BECK?) und JORDAN) vertreten. Das ist aber gar nichts anderes 
als die WENTzELsche Theorie*), nach der das Lichtquant seine Bahn wahrschein- 
lichkeitstheoretisch vorausberechnet (Ziff. 52) und der gegen diese erhobene Ein- 
wand von LANDE®5) scheint auch hier zu gelten. 

Neuerdings hat HEISENBERG*) diese Anschauungen wesentlich prazisiert 
(und damit seine urspriingliche Auffassung teilweise gedndert). Seine Uber- 
legungen machen die Bedeutung des SCHRODINGERschen Wellenpakets, das nur 
in speziellen Fallen dauernd zusammenhalte, in der Deutung der y als im Raum 
kontinuierlich ausgebreitete Wahrscheinlichkeitsfunktion deutlich. Er betont, 
daB alle physikalisch meSbaren Gr6Ben sich zu Paaren anordnen lassen, z. B. 
Ort g und Geschwindigkeit bzw. Moment #, Energie und Zeit bzw. Phase, Im- 
pulswert J und Wirkungsvariable w, so daB sich bei geeigneter Anordnung die 
eine Gr6Be des Paares mit beliebiger Genauigkeit messen ]aBt, daB aber durch 
diese Messung die andere GroBe derart gestért wird, da sie nur mit desto gréBerer 
Ungenauigkeit bekannt ist. Und zwar stehen diese Genauigkeiten in der Be- 
ziehung z. B. 


Ap Agqeh. (175) 


Hat man z. B. den Ort eines Elektrons zu bestimmen, so kann man das mit 
(im Prinzip) beliebiger Genauigkeit mit Hilfe eines ,,y-Strahl-Mikroskopes“ tun, 
wenn man nur die Wellenlange geniigend klein macht. Dann wird aber diese 
y-Strahlung infolge des Comptoneffekts den Geschwindigkeitswert des Elektrons 
andern, und zwar um so mehr, je kurzwelliger die y-Strahlung, je genauer also 
die Ortsbestimmung ist. Infolge des notwendigen Offnungswinkels’) im y-Strahl- 
mikroskop kann man aber nicht aus der Bewegung nach dem ComptonprozeB 
auf die Geschwindigkeit vor demselben mit Scharfe zuriickschlieBen. Umgekehrt 
kann man die Geschwindigkeit des Elektrons durch den Dopplereffekt des ge- 
streuten Lichts finden. Will man aber den Comptoneffekt moglichst wirkungslos 
machen, so hat man moglichst langwelliges Licht zu nehmen, was nach dem 
Obigen eine gleichzeitige Ortsbestimmung ungenau macht. 

Entsprechend gibt es bei einer genauen Messung der Energie(etwa bei 
StoBmessungen) keine Méglichkeit, gleichzeitig die Phase, den Elektronenort, 
genau zu bestimmen. 


1) L. DE BroGriz, Journ. de phys. (VI) Bd. 8, 5S. 225. 1927. 

2) (Gn tersene, WAS, si, ys, Jetcl 413, Soe, Wewy 

3) P. JoRDAN, Naturwissensch. Bd. 15, S. 636. 1927. 

4) (G. WENTZEL, Zs. f, Phys. Bdy225 5,193. 1924: 

5) AC LaNDEY Zoot Phys. bdesineom slam O20, 

8) W. HEISENBERG, ZS. f. Phys. Bd. 43, S. 172, 1927; s. auch z. B. N. R. CAMPBELL, 
Phil; Mag. (7) Bd.4, Si 4106. 40262) Nature Bd iOS? 77/9. 11926. 

7) Apertur! 
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Ahnlich steht es mit dem Begriff der Bahn eines Elektrons. Verstehen wir 
darunter die Reihenfolge der \,Orte‘‘, die ein Elektron im Laufe der Zeit ein- 
nimmt, so ware zu ihrer Beobachtung z. B. Licht von wesentlich kiirzerer Wellen- 
lange als 10~§ cm erforderlich. Da aber ein einziges Quant so kurzwelligen Lichts 
genugt, das Elektron vollkommen aus seiner Bahn zu werfen, ist die Beobachtung 
einer vollstandigen individuellen Bahn unméglich, 

Dagegen ist es im Prinzip méglich, an einer groBen Zahl von Atomen, die 
sich im selben Quantenzustand befinden, die Verteilung der Elektronen im Raum 
in einem gegebenen Augenblick zu bestimmen und so eine Wahrscheinlichkeits- 
funktion fiir die Verteilung der Elektronenorte im Raum zu geben. 

Fur den Rest zitieren wir am besten 3 Stellen aus HEISENBERGS Arbeit: 
»Darin, daB in der Quantentheorie in einem bestimmten Zustand, z. B. 1S, 
nur die Wahrscheinlichkeitsfunktion des Elektronenorts angegeben werden kann, 
mag man mit BoRN und JORDAN einen charakteristisch-statistischen Zug der 
Quantentheorie im Gegensatz zur klassischen Theorie erblicken. Man kann aber, 
wenn man will, mit Dirac auch sagen, daB die Statistik durch unsere Experimente 
hereingebracht sei. Denn offenbar ware auch in der klassischen Theorie nur die 
Wahrscheinlichkeit einer bestimmten Elektronenorts angebbar, solange wir die 
Phasen nicht kennen, Der Unterschied zwischen klassischer und Quanten- 
mechanik besteht vielmehr darin: klassisch k6nnen wir uns durch vorausgesetzte 
Experimente immer die Phase bestimmt denken. In Wirklichkeit ist dies aber 
unmdéglich, weil jedes Experiment zur Bestimmung der Phase das Atom zerstért 
bzw. verandert.“ (S. 177.) 

»Es liegt nahe, hier die Quantentheorie mit der speziellen Relativitats- 
theorie zu vergleichen. Nach der Relativitatstheorie laBt sich das Wort ,gleich- 
zeitig’ nicht anders definieren als durch Experimente, in welche die Ausbreitungs- 
geschwindigkeit des Lichts wesentlich eingeht. Gabe es eine scharfere Definition 
der Gleichzeitigkeit, also z. B. Signale, die sich unendlich schnell fortpflanzen, 
so ware die Relativitatstheorie unméglich ... Ahnlich steht es mit der Definition 
der Begriffe: ,Elektronenort, Geschwindigkeit‘ in der Quantentheorie ... Gabe 
es Experimente, die gleichzeitig eine scharfere Bestimmung von # und q ermég- 
lichen, als es der Gleichung (175) entspricht, so ware die Quantentheorie unmég- 
lich.“ (S.179, 180.) 

, Ich glaube, daB man die Entstehung der klassischen ,Bahn‘ [in der Makro- 
mechanik) pragnant so formulieren kann: Die Bahn entsteht erst dadurch, daB 
wir sie beobachten. Seiz. B. ein Atom im 1000. Anregungszustand gegeben. Die 
Bahndimensionen sind hier schon relativ groB, so daB es im Sinn von S. 591 ge- 
niigt, die Bestimmung des Elektronenortes mit verhaltnismaBig langwelligem 
Licht vorzunehmen. Wenn die Bestimmung des Ortes nicht allzu ungenau sein 
soll, so wird der ComptonriickstoB zur Folge haben, daB das Atom sich nach dem 
StoB n irgendeinem Zustand zwischen, sagen wir dem 950. und 1050., befindet ; 
gleichzeitig kann der Impuls des Elektrons mit einer aus (175) bestimmbaren Ge- 
nauigkeit aus dem Dopplereffekt geschlossen werden. Das so gegebene experi- 
mentelle Faktum kann man durch ein Wellenpaket!) — besser Wahrscheinlich- 
keitspaket — im qg-Raum, von einer durch die Wellenlange des benutzten Lichts 
gegebenen GroBe, zusammengesetzt im wesentlichen aus Eigenfunktionen 
zwischen der 950. und 1050. Eigenfunktion, und durch ein entsprechendes 
Paket im #-Raum charakterisieren. Nach einiger Zeit werde eine neue Ortsbe- 
bestimmung mit der gleichen Genauigkeit ausgefiihrt. Thr Resultat laBt sich ... 
nur statistisch angeben, als wahrscheinliche Orte kommen alle innerhalb des nun 


1) Siehe Ziff. 56. C.G. Darwin, Proc. Roy. Soc. Bd. 117, S. 258. 1927; P. EHRENFEST, 
ZS. {. Phys. Bd. 45, 5. 455, 1927. 
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schon verbreiterten Wellenpakets mit berechenbarer Wahrscheinlichkeit in Be- 
tracht. Dies ware in der klassischen Theorie keineswegs anders, denn auch in der 
klassischen Theorie ware das Resultat der zweiten Ortsbestimmung wegen der 
Unsicherheit der ersten Bestimmung nur statistisch angebbar; auch die System- 
bahnen der klassischen Theorie wiirden sich ahnlich ausbreiten wie das Wellen- 
paket. Allerdings sind die statistischen Gesetze selbst in der Quantumsmechanik 
und in der klassischen Mechanik verschieden. Die zweite Ortsbestimmung wahlt 
aus der Fille der Méglichkeiten eine bestimmte ,g‘ aus und beschrankt fiir alle 
folgenden die Méglichkeiten. Nach der zweiten Ortsbestimmung kénnen die Re- 
sultate spaterer Messungen nun berechnet werden, indem man dem Elektron 
wieder ein ,kleineres‘ Wellenpaket der GréBe 4 (Wellenlange des zur Beobachtung 
benutzten Lichtes) zuordnet. Jede Ortsbestimmung reduziert also das Wellen- 
paket wieder auf seine urspriingliche GréBe 2." (S. 186) 4). 

64. Anderung der Verteilung, Ubergangswahrscheinlichkeiten. Linien- 
starken. HEISENBERG hatte (Ziff.60) angenommen, daB die Quadrate der 
Matrixelemente ein Ma®& fiir die betreffenden Intensitaten sind, SCHRODINGER 
(Ziff. 57) hatte als solches die Quadrate der damit identischen Dipolmomente 
angesehen. Die hier darzustellenden Uberlegungen sollen diese Ans&tze aus den 
Grundlagen der Theorie ableiten, bzw. Abanderungen von diesen Ansatzen 
liefern. Da die Starke der Linien sich einerseits in Ernstetns Ubergangswahr- 
scheinlichkeiten ausdriicken 1a8t (Ziff. 41), andererseits in die dispersionstheore- 
tischen Elektronenzahlen eingeht, so liefern die Uberlegungen dieser Ziffer die 
quantitative Theorie dieser GréBen. Zu diesem Zweck gehen wir mit JORDAN, 
Born, Dirac und SLATER?) folgendermafen vor: Wir setzen als Lésung der 
SCHRODINGERSchen Gleichung (135) an 


(Ws yo ate Cy’ = > Aperrvity, aL GS Aeteiea,. (176) 
j 
Hier sind also die A} die GréBen, die die urspriingliche Verteilung der Atome 
bestimmen, No = Ag? N. 172” 
Zur Zeit ¢ haben diese GréBen die Werte angenommen 


Um diese zu finden, entwickeln wir wie in Ziff. 58 V’w® in eine Summe nach w; 
Vy =a entire t Up, > A, E2T(Yj—¥n)t Neate oe ) Uj Un ae 
n j en 
Dann fithrt Einsetzen dieser Entwicklungen mit Beriicksichtigung von (138) und 
Beibehaltung der ersten Potenz von © zu 


== 
A’ 0 p2ue(vj—rn)t 
ae = eee mat [V"( (t, X)Uj;Up, at 


. “ - PRISE Pe ie ion a0 
bzw. mit der Abkiirzung Vj, = i G/ V(t, x) uju,dt zu der Gleichung fiir die 


zeitliche Anderung der A; 
0 2Qauvj—v / 
ay A > 4 E2075 —¥n)t Vii n(t) : (177) | 
j 


t) Siehe auch N. Bour, Nature Bd. 121, S. 580. 1928. Anwendung auf Lichtquanten. 
J.C. SUATER, Phys. Rev, Bd) 169521928: 

*) P. JorpaNn, ZS. f. Phys. Bd. 33, S. 506. 1926; M. Born, ebenda Bd. 40, S. 167. 1927; 
P. Dirac, Proc, Roy. Soc. London Bd. 412,S. 601.4926; Bd. 114, S243 u. 710, 1927; J.C: 
SLATER, roc. Wat, Acadi Amer: Idedision7 sunlO4ueO2 70 
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Daraus lassen sich eine Reihe von Folgerungen ableiten. Integriert man erstens 
(177) fir kleine Anderungen von A (schwache Stérung oder kurze Zeit), so erhilt 
man die in (174) auftretenden Ubergangswahrscheinlichkeiten 


Bin = Ef Psy V5, (4) dt, (178) 
Dann folgt fiir die eigentlichen Ubergangswahrscheinlichkeiten 
Bin = bjnbj» (6 konjugiert komplexer Wert) 7 +1, 


at =1— D>, Eni: 
d 


Findet im besonderen die St6rung unendlich langsam statt, so ist A; = Aj, 
d.h., die ,,adiabatische St6rung*‘ induziert (in der Sprache der Bourschen Theo- 
rie) keine unmechanischen Ubergange, sondern verandert nur den einzelnen Zu- 
stand. 

Geht man nun zur Berechnung der Ernsternschen Ubergangswahrschein- 
lichkeiten tiber, d.h., setzt man als St6rung eine Lichtwelle an, so ergibt sich 
sofort eine merkwiirdige Schwierigkeit. 

Setzt man nadmlich eine genau monochromatische Welle an, so hat man 


GV = MOF eat fe Barry, (179) 
also 
Ving = So (Pat + 7) Day, oe 
wo 
Dpj = | xu, U, at (134°) 


das nj-te Element der Matrix ist, die die «-Komponente des elektrischen Moments 
des Atoms darstellt. 

Bildet man nun das Integral (178), so erhalt man einen wesentlichen Beitrag 
nur, wenn v = v, — v; ist, mit 


Dnj a C Png t 


und wenn urspriinglich nur die beiden Zustande m und 7 da waren 


Nn, = Ne + 5 Gp (N}— N72) 
Die Wahrscheinlichkeit des Uberganges nimmt also proportional ¢? zu. Richtig 
kommt heraus, daB die erzwungenen Ubergangswahrscheinlichkeiten nach beiden 
Seiten (7 7 und 7 > n) gleich sind. 

Setzt man nun aber natiirliche Strahlung an, so ist?) 


ee (7) = 


a o(¥) ” 
= C 
indem fiir einen, die Zeit T andauernden Wellenzug die Intensitat eimer ganz 
bestimmten Wellenlange desto kleiner wird, je langer er anhalt (Abnahme des 

einzelnen Koeffizienten bei der Fourieranalyse). Dann gibt (179”) direkt 
Ne 82° 5 T Ne N? g 
(ae = n 35 3h? Dag Q (Ynj) ( tc | a (4 0) 
1) M. PLanck, Theorie der Warmestrahlung, S. 119. Leipzig 1906. 
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also 
; Bap os 
By = BY = 3h Pry 
in Ubereinstimmung!) mit dem korrespondenzmaBig erwarteten Wert?). 

Ferner findet man, da bei natiirlicher Strahlung, bei welcher die Phasen 
benachbarter Frequenzen unregelmaBig verteilt sind, im Gegensatz zum all- 
gemeinen Fall die Ubergange von 7 > ” unabhangig davon sind, welchen Wert 
N,(k + 7+) hat und ob auch diese Ubergange angeregt werden, ebenso wie 
in der Bourschen Theorie. 

Ahnliche Rechnungen fiir das kontinuierliche Spektrum haben WENTZEL?) 
OPPENHEIMER‘) und SuGiura®) angestellt. WENTZEL gibt fiir den Verlauf des 
Absorptionskoeffizienten in der kontinuierlichen Absorption, die an die Lyman- 
grenze A, anschlieBt, folgende Formel 

2 5 a eee 
= Bal) lor +U— pan + 6 I 7 Yada], 


3 me wn 


wo y eine GroBe zwischen 0 und 1 (Kosinus der Phase der auslaufenden Welle 
im Atommittelpunkt) ist. 

Zieht man nach WENTZEL‘) in Betracht, daB die Lichtwelle innerhalb des 
Atoms (der Funktion yw,) nicht streng als 6rtlich konstantes Feld betrachtet 


werden kann, d.h., fiihrt man in (179) den Faktor e mine ein, so erhalt man auch 
den Strahlungsdruck und damit den Comptoneffekt. Andere Behandlungen 
des Comptoneffektes stammen von SCHRODINGER’), BEcK§) und Drrac®). Ferner 
hat WENTZEL die Haufigkeit von strahlungslosen (Auger-) Spriingen berechnet?®). 

Wesentlich schwieriger ist die Frage nach der spontanen Ausstrahlung zu 
behandeln. Wenn namlich von vornherein kein AuBeres Feld da ist, ist die 
St6érungsfunktion und demnach jedes V/,; Null, und die A und N bleiben konstant. 

Einen Versuch, die Frage durch Berufung auf das Korrespondenzprinzip zu 
beantworten, hat KLEIN™) gemacht, der auch die Absorptionsprozesse ahnlich be- 
handelte. Andere Vorschlage betreffen die Einfiihrung eines Dampfungsfeldes 
[LANDE?”)] oder einer Reibungskraft [SLATER}%)], die so gewadhlt sind, daB sich die 
richtigen Werte der spontanen Ausstrahlung ergeben. 

Die entscheidende Antwort scheint aber nach Dirac) viel tiefer mit den 
Grundlagen der Theorie verkniipft zu sein. 

Dirac setzt die Stérungsenergie urspriinglich ebenso an wie wir (178), aber 
er betrachtet dann das elektrische Feld nicht als a4uBere vorgegebene Gr6Be, 
sondern behandelt das ganze System, Atom + Feld, als aus zwei Teilen aufgebaut, 


1) M. Born, l.c. S. 180, Formel 39 hat 4 statt 2; s. auch P. Dirac, Proc. Roy. Soc. 
London Bd. 114, S. 262 (Anm.). 1927. 

2) S.z. B. J. H. van VLEcK, Phys. Rev. Bd. 24, S. 330 u. 347. 1924; W. Pauvtt, Dies. 
Handb. Bd. XXIII, S. 44; man beachte, daB p,, } der Amplitude in der komplexen 
Schreibweise ist! i : 

G. WENTZEL, ZS. f. Phys. Bd. 40, S. 574. 1927. 

J. R. OPPENHEIMER, ZS. f. Phys. Bd. 41, S. 268. 1927. 

. SUGIURA, Journ. de phys. (6) Bd. 8, S. 113. 1927. 

5 WNaoiniwdione, 74S ain IA, 13h Sa) Th, WO, “kez. 
SCHRODINGER, Ann. d. Phys. Bd. 82, S. 257. 1927. 
BEcK, ZS. f. Phys. Bd. 38, S. 144. 1926. 

Dirac, Proc. Roy. Soc. London Bd. 111, S. 405. 1926. 
WENDTZEL Zon ty ebivse Bde so 24 110272 

KYEIN, Zo- te Phys. sde4 dawn 07d O2 72 

LANDE, ZS) ta Phivses ded 2 omos5 ml O27. 

C, SLATER, Proc. Nat. Acad. Amer. Bd. 13, S. 104. 1927. 
. Dtrac, Proc. Roy. Soc. London Bd.114, S. 243 u. 710. 1927. 
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deren jeder gequantelt werden mu. Zu diesem Zweck betrachtet er zuerst das 
System, das aus dem Atom (HAmittonsche Funktion H®) und den in einem 
Hohlraum befindlichen Lichtquanten besteht, ohne Koppelung zwischen Licht- 
quanten und Atom zu beriicksichtigen. Hat der y-te Hohlraumfreiheitsgrad N* 
Lichtquanten, so ist die HAmMILToNsche Funktion 


H = H°+Nhy,N# . (181) 
- 


Nennen wir die zu 4N*¥ als Wirkungsvariable kanonisch zugeordnete Winkel- 
variable w, (s. dies. Handb. Bd. 5, IV), so ist 


ae a ce en 
ee ag PS a 


w, ist also einfach die Phase der Lichtwelle. 

Fuhren wir nun die Koppelung zwischen Atom und Lichtquanten wieder 
ein, so haben wir den Ausdruck = &,x zu bilden. Um © durch N*¥ auszudriicken, 
beachten wir, daf die Strahlungsdichte, die zwischen den Frequenzen » und 
vy + dy liegt, gleich 
8a" 

Oe dy 
8a 
C8 
gungen ist, die bei einem Gesamtvolumen V in diesem Intervall liegen, und jede 
Eigenschwingung N, Quanten enthalt. Mit (179) wird dann die Stérungsfunktion 


pay = 7 hyNtV 


ist, falls N¥ sich langsam mit y andert, da V 


dy die Anzahl der Eigenschwin- 


| 
é 29 82 / hy —— 
2 a > z 370 IN> ae gedaan) ee (182) 


i 
Bisher ist die Uberlegung vollkommen identisch mit der von (179) zu (180) 
fiihrenden. Wenn man aber nun von der HAmittonschen Gleichung zur SCHRO- 
DINGER-Gleichung tibergeht, so darf man nicht mehr (182) einfach als die einer 
potentiellen Energie entsprechende Stérungsfunktion ©°V" in (478’) einfithren, 
sondern als ,,Operator‘‘ gemaB Ziff. 62, da sie die den Impulsen # entsprechenden 
Wirkungsvariabeln enthalt. Dann geht (182) iiber in den Ausdruck?) 


/ h 3} a (ara na. 
= => | aF (yN* 2H ew, 1 yNe ary e~ 2ewr) i; (183) 
r 


1) Die Uberlegung, die von (182) zu (183) fihrt, kann man meiner Meinung nach 
vielleicht so formulieren: (182) ist nicht direkt brauchbar, da die Wirkungsvariabeln nicht 
in ganzer rationaler Funktion vorkommen (VN*). Daher fiihrt man neue kanonisch kon- 
jugierte GréBen , q ein durch 

; \N*h ae 
= VN*¥h e~27'& = LW 
P Fi Z 2b . 


Dann bleibt (181) rational, der entscheidende Ausdruck in (182) wird 
es 
3Te 


und ist daher auch rational. Aber die oben erwahnten p, g geniigen nicht der quanten- 
mechanischen Vertauschungsregel (150). Sie werden demnach abgeandert zu 


(p + 2214) (182’) 


p = Vh (N* + 1) eg 27 lw P 
Vi N* (185) 
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in dem die Funktionen die gewéhnliche, nicht die Operatorbedeutung haben. Um 
am einfachsten zu den ErnstEINschen A zu gelangen, setzt man N* = 0 (keine 
auBere Strahlung) und erhalt auf demselben Weg, der zu (178) (180) fihrt, 


es 64 a4 
Nn aoe N° a 30h T pe, NV. (184) 
mit 
F 64 a4 
Ai, = 30h Ve Dns 


in Ubereinstimmung mit der Korrespondenzbetrachtung ?). 

Der Ersatz des N* durch N*-+-1 liefert so auch in der Abwesenheit von auBerer 
Strahlung das von LANDE geforderte Dampfungsfeld in der richtigen GroBe von 
4 Quant fiir jede Eigenschwingung. Da8 dies nur bei dem einen Glied in (182) 
(dem mit negativem Exponenten) auftritt, hat zur Folge, daB es nur eine spon- 
tane Emission, keine ,,spontane Absorption gibt. Hatten wir nicht zur Ab- 
kiirzung bei der Ableitung die N*¥ = 0 gesetzt, so hatten sie die schon in (184) 
erhaltene erzwungene Absorption und Emission geliefert; diese beiden treten 
auf, weil N* bei beiden e-Potenzen steht. 

Es ist noch kurz die Frage einer separaten Dampfungskraft zu behandeln. 
Beck?) hat schon darauf hingewiesen, daB man die richtige Abnahme der Strah- 
lungsintensitat von selbst erhalt, wenn man die richtigen Ubergangswahrschein- 
lichkeiten hat (nur konnten diese vor DirAcs Arbeiten eben nicht ohne Strah- 
lungswiderstand erhalten werden). BLocn hat die ausfiihrlichen Formeln nach 
den oben besprochenen Methoden entwickelt?). 

Klassisch ist die natiirliche Linienbreite mit der Dampfungskonstante ver- 
kniipft. Dieselbe Verknipfung besteht nun nach einer wichtigen Bemerkung 
von SLATER*) auch in der neuen Theorie. Nach dieser ist die Frequenz des aus- 
gestrahlten Lichtes namlich durch y, — »; gegeben, wenn 2au»,t der zeitab- 
hangige Exponent einer vor einer Eigenfunktion wu, stehenden e-Potenz ist. 
Wenn nun die in der Lésung (176) auftretenden A nicht zeitunabhangig sind, 
sondern nach (177) usw. von der Zeit abhangen, so hat man den ganzen zeit- 
abhangigen Faktor A,e?7"’/' in ein Fourierintegral aufzulésen*), so daB mit ge- 
ringerer Intensitat auch zu v} benachbarte Frequenzen auftreten. 

Die genaue Form der Absorptions- und Dispersionskurve innerhalb der 
Spektrallinie ist noch nicht berechnet, doch hat Drrac®) Formeln fiir den Fall 
genauer Resonanz angegeben. 

65. Zahlenmafige Resultate fiir die Linienstarke’). Die Auswertung der 
Formeln 140 fiir die Linienintensitat der Wasserstofflinien ist zuerst zahlenmabig 


wobei jetzt N* und die e-Potenz nicht mehr direkt vertauschbar sind, sondern den Ver- 
tauschungsregeln folgen (P. Dirac, Proc. Roy. Soc. London Bd. 110, S. 566. 1926). 


et (27Wr) #(N) = f(N $ 1)e£¢(2 72) | ‘ 


f(N)eX'(27 0") — ete?) (N 4 4), 


(185) gehorcht nun (150). Dann behalt man fiir die Storungsfunktion die Form (182’) 

bei, benutzt aber (185). 
1) W. Pauti, Dies. Handb. Bd. XXIII, S. 43; s. auch Anm. 14, S. 594 dieses Artikels. 
“\(G. BECK, ZSe taehysuisded2 oncom O27. 

) 3 Broce sPhys. Zon bda 20a n so eO2o: 

) J.C. StatEerR, Proc. Nat. Acad. Amer. Bd. 13, S. 104. 1927. 

iG. WENTZELs Zon ta ehiycs dao amore ,OmmOoAs 

5) P. Dirac, Proc. Roy. Soc. London Bd. 114, S. 710. 1927. 

) Man beachte hier auch bereits die Ziff. 75, 76 und 77. 
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von SCHRODINGER!) vorgenommen worden, dann hat PAuLt?) allgemeine Formeln 
fur die relativen Starken angegeben. OPPENHEIMER®) hat den absoluten Absorp- 
tionskoeffizienten fiir einzelne Linien und das kontinuierliche Spektrum aus- 
gerechnet, die letztere Aufgabe ist (mit Anwendung auf die Réntgenabsorption) 
gleichzeitig von WENTZEL*) gelést worden®) (s. Ziff. 64). 

Am vollstandigsten und bequemsten aber finden sich die Resultate bei 
SuGIURA®). Wenn 7, den Radius der innersten Bourschen Bahn bezeichnet, so 
findet er fiir das Quadrat des Gesamtmoments fiir einen Ubergang nk — n’k’ 
(& in der neuen Bezeichnung, nach der k = 0 ein s-Term ist). 


4 Se Eee ~ \ox ha Next ; 
Prkon' kk’ = erk4ttt +2(—2 en +a( ue glee = k - Bi? 
qntw —k-k-2 ee aaa 4 
* dut—*-1do¥-F-1 es n— Nn’ 
a Pp eae La k+k +4 
1 ae rey (u — v) mea 
Daraus berechnet man dann 
V ° 
fnkn'V’ = 3ev RR Dnk—>n’ k’+ (186) 
Im Fall der Lymanserie (n’ = 1, k’ = 0, k = 1) wird das 
, __ 28 n® (m — 1)28-4 
oh eeett (187) 


3 (n staf raed 


fiir die Balmerserie (bei der nach KRAMERS auch ein negatives Glied nm = 2—> n’= 1 
auftritt) 

21? (n B= Denes 

"3 (ne ayrr 


ae = Aa = A). (187’) 


Fiir das kontinuierliche Spektrum kann man von der Elektronenzahl df in einem 
Frequenzbereich dy reden. Man erhilt fiir das an die Lymangrenze y = R an- 
schlieBende kontinuierliche Spektrum 


=a es a a = ; . (1 88’) 
i—<e 


Fiir das an die Balmerserie anschlieBende kontinuierliche Spektrum lautet 
die Formel 
-4] AR arcts| 4v—R 
imag '4-= ey: py R\de 
=> — ae ; 188 
ai al /= (3B +2; ry) R i188) 
Deny 4v—-R 
1) E. SCHRODINGER, Ann. d. Phys. Bd. 80, S. 437. 1926. 
2) W. Pauri, Ann. d, Phys. Bd. 80, S. 489. 1926. 
3) J. R. OPPENHEIMER, ZS. f. Phys. Bd. 41, 5S. 268. 1927; GOottinger Dissert. 
4) G. WENTZEL,, ZS. f. Phys Bd. 40, S. 574. 1927. 
5) Das kontinuierliche Wiedervereinigungsspektrum zweier Atome bei E, Furs, Ann. 
d. Phys. Bd. 81, S. 281. 1926. 
6) Y. SucrurA, Journ. de phys. (6) Bd. 8, S.113. 1927. Anm. bei der Korr.: S. a. 
A. Kupper, Ann. d. Phys. Bd. 86, S. 511. 1928; F. G. SLACK, Phys. Rev. Bd. 31, 5. 527. 1928. 
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Die Zahlenrechnung ergibt folgende Tabelle: 


Lymanserie n’= 1 | Balmerserie n’= 2 
n= 1 — | eis = — (0,104 
n=2 0,4162 4 as 
n=3 0,0791 | 0,6408 
n= 4 0,0290 | 0,1193 
nh=5 0,0139 | 0,0447 
n=6 0,0078 0,0221 
n= 7 0,0048 0,0127 
n=8 0,0032 0,0080 
n=9 0,0022 | 0,0054 
es 
Pa 0,0079 0,0185 
0,564 0,768 


Das Integral iiber das kontinuierliche Spektrum ergibt fiir die Lymanserie 
0,437, fiir die Balmerserie 0,225. So ergibt sich, in Ubereinstimmung mit dem 
KuuHN-REICHE-THoMASschen Satz, als Summe der Elektronenzahlen aller vom 
Grundzustand ausgehenden Absorptionen 0,564 + 0,437 = 1,001. SUGIURA 
zeigt ferner, daB die ,,Elektronendichte“ df/dy, itber die sich gegen die Grenze zu 
anhaufenden Linien gemittelt, denselben Wert hat wie im kontinuierlichen Teil 
jenseits der Grenze, so daB sich diese letztere bei Photometrierung mit niedriger 
Dispersion nicht scharf abhebt und daher das kontinuierliche Spektrum schon 
vor der Grenze anzufangen scheint. 

Nach WENTZEL (I. c.) sollte die Elektronendichte sein 
16 /R\3 SEELEY om . 

(=) (9-46 AVF +) Be. 


/ \ Vv 


3a 
Soll das mit (188) angenahert iibereinstimmen, so kann man versuchen, y geeignet 
zu bestimmen. 

SuGIuRA hat auch f fiir die D-Linien des Natriums zu 0,97 und mat Zu ~1 
berechnet. 

Fiir Helium hat HEISENBERG!) gezeigt, daB die Ubergangswahrscheinlich- 
keiten innerhalb der (miteinander nicht kombinierenden) Ortho- und Parasysteme 
in erster Annaherung gleich den entsprechenden bei Wasserstoff sind (wobei 
naturlich nicht die Gesamtintensitat der betreffenden H-Linie, sondern nur die 
entsprechende Komponente zu nehmen ist). Hierbei sind Kombinationen mit 
dem 1 S-Term auszuschlieBen, da dieser zu sehr von H abweicht. 

OPPENHEIMER?) hat den EinfluB auBerer Felder auf die Linienstarke berechnet. 

66. Entwicklung der mathematischen Methoden. Operatorrechnung. 
q-Zahlen. Neben den vorher erwahnten Methoden der Wellengleichung und 
der Matrizenrechnung sind zwei weitere entwickelt worden. BorN und WIENER?) 
haben, unter Beibehaltung des der urspriinglichen HEISENBERGschen Arbeit 
zugrunde liegenden Gedankens, an Stelle der Darstellung der quantentheoreti- 
schen GroBen durch Matrizen eine Darstellung durch Operatoreny[Rechen- 
vorschriften, wie eine Reihe von Differentiationen*)| gesetzt. Drrac®) hat die 
Methode der g-Zahlen begriindet. Jede quantentheoretisch wichtige GréBe ist 
eine g-Zahl. Es ist nicht méglich, eine g-Zahl direkt mit irgendeiner gewohnlichen 


1) W. HEISENBERG, ZS. f. Phys. Bd. 39, 5. 499. 1926. Anm. bei der Korr.: Genaueres 
bei Y.SuGiura, ZS. f. Phys. Bd.44, 5.490. 1927. 
) J. R. OPPENHEIMER, ZS. f. Phys. Bd. 43, 5.27. 1927. 
3) M. Born u. N. WiENER, ZS. f. Phys. Bd. 36, S. 174. 1926. 

NS Ain, 62 

5) P. Dirac, Proc. Roy. Soc. London Bd. 109, S642. 1925; Bd. 410, S- 561. 19263 
Balddt)s: 405, 4926; Bd 412)'S. 664. 19275 Bd Adeno. O24 O27 bd (4s 4aiiee Om Oo7e 
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Zahl (c-Zahl genannt) oder einer Funktion zu identifizieren. g-Zahlen sind neue 
Dinge, ganz fiir sich. Wie man aus ihnen c-Zahlen, d. h. numerische Resultate 
gewinnt, die auf das Experiment anwendbar sind, vgl. spater. Aber man kann 
systematisch Rechenvorschriften fiir sie aufbauen, d. h. Vorschriften, wie man 
aus einem solchen Ding ein anderes machen kann. So lassen sich die Addition 
und Multiplikation von g-Zahlen definieren, die erste genau wie die von gewéhn- 
lichen (c-) Zahlen in der gewOhnlichen Algebra, die zweite im Gegensatz dazu 
im allgemeinen nicht kommutativ, sondern der Regel (150) gehorchend. Eine 
wichtige Rolle spielen in der Theorie die Porssonschen Klammerausdriicke 
(Handb. Bd. 5, S. 106), die im allgemeinen als MaB der Vertauschbarkeit benutzt 
werden 
sy — yx = th[x, y). 


Mit Hilfe der so erhaltenen Rechenregeln werden dann auch Vertauschungsformeln 
fiir e-Potenzen gewonnen, wie sie auf S.595, Anm., benutzt wurden. Ferner 
werden im Anschlu8 an SCHRODINGER und BORN-HEISENBERG-JORDAN Mul- 


tiplikationen mit Impulsen # durch Operatoren fe ersetzt. Das fir die 


Methode Charakteristische ist aber folgendes: Deutet man die q-Zahlen als Ma- 
trizen, so ist jedes Element durch zwei Zahlen charakterisiert, z. B. ein HEISEN- 
BERGsches Element durch » und m. Doch kommt es auch hier schon vor (im kon- 
tinnierlichen Streckenspektrum), daB in einem Teil des Bereiches die Zahlen n, m 
kontinuierliche Werte durchlaufen. Man kann nun ebenso die SCHRODINGERschen 
y als Matrizenelemente auffassen, deren einer Index das 7, deren anderer die 
Variable z. B. x ist. 

Man kann nun die GréBen, die man als fiir die Reihen- und Kolonnen- 
bezeichnung als maBgebend ansehen will, weitgehend frei wahlen. Es wird 
nun die Transformationsmethode entwickelt, die von einem Paar solcher 
GréBen zu einem andern fihrt?). 

Wahlt man als GréBen in dem Paar, zu dem man transformiert, eine Inte- 
grationskonstante, die numerische Werte im gewodhnlichen Sinn haben kann, 
z. B. Energiewerte, Quantenzahlen, so geben die Diagonalglieder der resultieren- 
den Matrix die Mittelwerte der transformierten Gr6Be iiber x (z. B. die Winkel- 
variable). Die TransformationsgréBen hangen aufs engste mit den Lésungen 
der ScHRODINGERschen Gleichung zusammen. Im besonderen, wenn man die 
Hamittonsche Funktion, als Matrix mit den beiden ,,Indizes“ p und q betrachtet, 
in eine Diagonalmatrix mit den Quantenzahlen als Indizes nn (Ziff. 60) tran- 
formieren will, hat man Lésungen der ScHROpiNGERschen Gleichung zu wahlen. 

Die Transformationstheorie hat im besonderen gezeigt, daB (158) die einzige 
kanonische Transformation ist. Sie ist neuerdings durch JORDAN?) weitgehend 
gefOrdert worden. 


V. Molrefraktion’). 


67. Molrefraktion und Volumen. a) Zur CLAusius-Mossotischen Theorie. 


Der Ausdruck oe 7 fe “* = definiert nach Abschnitt II dasjenige 


1) Einfache Darstellung und Anwendung bei E. H. KENNARD, ZS. £. Phys. Bd. 44; 
S. 326. 1927. 

2) Siehe P. JORDAN, ZS. £. Phys. Bd. 37, S. 383. 1926; Bd. 38, S. 513. 1926; Bd. 40, 
S. 809. 1927; Bd. 44, S. 1. 1927; G. WENTZEL, ebenda Bd. 37, S. 80. 1926; F. Lonpon, ebenda 
Bd. 37, S. 915. 1926; Bd. 40, S. 193. 1926. 

8) Abschnitt V und VI lagen ebenso wie Abschnitt I bis III und IVa u. b im Herbst 
4926 im Manuskript fertig vor. (Sie wurden im Friihjahr 1928 bez. der inzwischen 
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Dipolmoment, das das einzelne Teilchen, unbeeinfluBt durch die andern Mole- 
kiile, im Felde der Starke 1 bekommt. Nun haben, als man begann, sich mit 
der Natur der Dielektrika zu befassen, also zu einer Zeit, wo man noch nicht an 
quasielastisch gebundene Elektronen dachte, CLausius?) und Mossotr?2) sich vorge- 
stellt, die Dielektrikaseien aus Kugeln aufgebaut (vom Radius7), dieselbst metallisch 
leitend, voneinander isoliert ins Vakuum eingelagert sein sollten. (Ahnliche An- 
schauungen hatte man ja damals allgemein, z. B. WEBER tiber Magnete.) Eine solche 
Kugel wird im homogenen Felde influenziert und wirkt dann genau so als Dipol, wie 
wir es von dem Modell mit den quasielastisch gebundenen Elektronen voraussetzten. 


Solche Kugeln erhalten ein Moment, das bestimmt ist durch die Beziehung 


°* = 7, so daB also R = « 7 N ist, oder, auf ein Mol bezogen, 


& 
ml 7? N, 
fo teeeee a: (189) 
ad 
42a 


3 7 ist der Inhalt der einzelnen Kugel, 2 v3 N;, der Inhalt samtlicher Kugeln, 


also das wahre Volumen aller Molekiile eines Mols in cm®. Nimmt man 
diesen Bau der Dielektrika an, so la8t sich der Radius dabei jeweils aus der Di- 
elektrizitatskonstanten bestimmen. Der Nenner M/d ist das Molekularvolumen, 
d. h. der von den Molekiilen im ganzen ausgefiillte Raum. Das Verhialtnis beider, 


die sog. Raumerfiillung, ist also durch die Refraktion bestimmt. Der Aus- 
: oder — sollte uns somit, wenn M und d bekannt sind, den von 
den Molekiilen wirklich eingenommenen Raum bestimmen lassen. Das Uber- 
raschende ist nun, daB das so berechnete wahre Volumen mit den aus der kine- 
tischen Gastheorie berechneten Daten nahezu iibereinstimmt. Die Tabelle gibt 


einige Werte (fiir A, H,, N, und Cl,), die das zur Geniige erkennen lassen. 


n* — 
druck — 
n= -+- 


Molekilradien in A. 


SS 
Molrefraktion | Inn. Reibung | VAN DER Waatssche Konst. 


ee amen Neem ere ee 1,48 


| 1,43 1,46 
VESSELS LOL timer ecm mee 0,93 1,09 125 
Chlorate 1,65 1,85 1,65 
SEICKCtO Liem mene ane Ane A Holy's 1,42 


Ferner ist nach der VAN DER Waatsschen Zustandsgleichung das Molekular- 
volumen am kritischen Punkt 1%, = 3%), oder, da b gleich dem vierfachen 
wahren Volumen der Molekiile ist, 12mal so eroB als das wahre Volumen der 
Molekiile und die Raumerfiillung demnach gleich 1/12. Also sollte nach CLAU- 


sIus-MossorTi »;, gleich 12 - ae N,v? sein und somit die Refraktion aller Stoffe 
) 


am kritischen Punkt gleich 1/ 12. Das stimmt ebenfalls der GroBenordnung nach‘). 
Die Ubereinstimmung der auf Grund des unseren heutigen Ansichten gewiB 
fernliegenden Bildes abgeleiteten Beziehung zwischen Refraktion und wahrem 


erschieneuen einschlagigen Arbeiten so weit als méglich erganzt.) Wo es sich um quanten- 
theoretische Deutungen und Fragen handelt, wird also tiberall der Standpunkt der 
alten Quantentheorie vertreten. 
t) R. Crausius, Ges. Abh. Bd. 2, S. 135. 1867; Mech. Warmetheorie Bato) Si 6404870: 
*) O. F. Mossott, Mem. Soc. Ital. Bud. Bd. 14, S. 49. 1850. 
3) Nach A. Wout (ZS. f. phys. Chem. Bd. 87, S. 4. 1914) ware genauer v,, = 46 zu setzen. 
4) C. SmitH, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 87, S. 366. 1912. PRopHommer. Journ. 
de chim. phys. Bd. 11, S. 589, 1913. ; 
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Volumen scheint also auf jeden Fall auf einen Zusammenhang hinzuweisen zwischen 
der GroBe und der durch die Starke der Elektronenbindung bestimmten Festig- 
keit der Molekile. Dieser Zusammenhang laiBt sich qualitativ tatsichlich be- 
griinden, wozu wir allerdings auf die speziellen Atommodelle eingehen miissen. 

Zunichst sei aber hier noch darauf hingewiesen, daB fiir solche Substanzen, 
die, wie NH, oder H,O oder die Alkohole, natiirliche Dipole darstellen, die CLAu- 
stus-Mossorische Theorie nicht mehr gelten kann, wenn man die statische Di- 
elektrizitatskonstante benutzt (s. Ziff. 21), da ja der temperaturabhangige 
Richteffekt unabhangig ist von GréBe und Polarisierbarkeit des Molekiils. 
Dagegen behalt sie ihre Giiltigkeit fiir 2. Als Beispiel sei Ammoniak angefiihrt, 
fir den sich der Wert fiir das wahre Volumen der in einem Mol enthaltenen 
Molekiile zu 0,52 aus der Zustandsgleichung, zu 63 nach CLausrus-MossorTI 
(aus ¢) berechnet?). 

b) THomsonsches Atommodell. Bis 1912 war bekanntlich das THOMSON- 
sche Atommodell vorherrschend: eine positiv geladene Kugel mit einer homo- 
genen Raumladung, in der sich die Elektronen bewegen. Auf Grund dieses 
Atommodells ergibt sich nun, wie Lorp KELvin gezeigt hat, tatsachlich die 
Polarisierbarkeit proportional v*; der Zahlenfaktor ist derselbe wie fiir die oben 
angenommenen leitenden Kugeln. 

c) Boursches Atommodell. Wir haben jetzt, anstatt der gleichmaBig 
geladenen Kugel, einen Kern, den die Elektronen (wir nehmen der Einfachheit 
halber ein solches an) umkreisen. Wenn wir jetzt dieses Atom in ein x 
elektrisches Feld bringen, stellt sich die Bahn senkrecht zum Feld, , 7 ho 


und der Kern wird etwas aus der Bahnebene herausgezogen (s. = 
Abb. 17). Jetzt muB die auBere Kraft e€ gleich der riicktreibenden 
Kraft von seiten des Kerns sein. Also: Abb. 17. 

4 ; 

e -- =e (<= cosa). 

ye y 
Das ergibt 

= = (wobei 7, = 7 gesetzt ist). (190) 


ex = Moment in der Feldrichtung, da der Schwerpunkt des kreisenden Elektrons 
ja in der Mitte der Bahn zu lagern ist. 7 bestimmt wieder den Inhalt der dem 
Atom umschriebenen Kugel. 

Fir allgemeinere Falle ]aBt sich das nicht mehr durchrechnen. Aber wir 
konnen da wenigstens noch dimensionale Betrachtungen anstellen. Man kann 
sagen, daB p/€ gleich sein muB 7* mal einer dimensionslosen Funktion, also 


ea 
G = 7? {th 2,7, 1), (191) 
Man sieht leicht ein, daB die einzige dimensionslose Kombination dieser GroBen 
etym . ; 
72 It. Setzt man _ we 
= 4ntemZ’ 
so haben wir : a? 
ee 8 <j 
Eta veryae (191’) 
wo Z = Kernladungszahi, » = effektive Quantenzahl bedeuten. Soviel laBt 
sich vom Standpunkt der Bourschen Theorie fiir lange Wellen sagen?). 


1) Weitere Beispiele s. P. DEpyrE, Handb. d. Radiologie Bd. VI. 
2) J. A. WASASTJERNA, ZS. f. phys. Chem. Bd. 101, S.193. 1922. K. HERZFELD, 
Jahrb. d. Radioakt. Bd.19, S. 321, 1923. 
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68. Molrefraktion und Festigkeit. Die Molrefraktion miBt nach dem vor- 
hergehenden (Ziff. 7 und 18) die Leichtigkeit, mit der ein Teilchen polarisiert 
wird. Die Polarisation kénnen wir wieder als eine Anderung der Elektronenhiille 
durch ein 4uBeres Feld ansehen und kommen so zu dem Ergebnis, da die Po- 
larisierbarkeit um so kleiner ist, je fester die Elektronen (Dispersionselektronen) 
gebunden sind. Nun gibt die Quantentheorie zwar AufschluB iiber die Energie, 
die nétig ist, ein solches Elektron aus dem Atomverband herauszuldsen oder 
es auf eine héhere Quantenbahn zu heben. Doch handelt es sich jetzt nicht 
um eine vollstandige Loslésung oder Anregung héherer Bahnen, so daB Ioni- 
sierungs- oder Resonanzpotential uns nicht geniigende Auskunft tiber die Pola- 
risierbarkeit geben kénnen. Das néachstliegende MaBS ware vielmehr die Ver- 
Aanderlichkeit der Grundbahnen durch ein 4uBeres Feld, wie sie etwa beim Stark- 
effekt vorliegt (s. auch Ziff. 61). Da aber unsere diesbeziiglichen Kenntnisse 
noch sehr unvollkommen sind, bleibt als bestes MaB fiir den Grad der Beein- 
flussung durch auBere Felder, d.h. fiir die ,,Festigkeit“ der Elektronenhille, 
die Molrefraktion. 

Die Berechtigung, die Molrefraktion als Mab der Festigkeit anzusehen, 
zeigt sich darin, daB die so definierte Festigkeit bei einfachen Gebilden in Uber- 
einstimmung mit den aus den Atommodellen sich ergebenden Resultaten ist, 
wie sich an freien, gasf6rmigen Ionen mit edelgasaihnlicher Elektronenschale zeigen 
1aBt. Nach KosseEtt) und Lewis?) mu8B man ja den Alkali- und Halogenionen 
sowie den hdhergeladenen Ionen der im periodischen System vorangehenden und 
folgenden Elemente Elektronenhiillen von derselben Struktur und Besetzungszahl 
zuschreiben wie den benachbarten Edelgasen. Betrachten wir etwa O-~, F~, Ne, 
Nat, Mg++. Die auBere Elektronenhiille ist in jedem Fall von derselben Art, 
die Kernladungszahl nimmt aber mit der Ordnungszahl um je eine Einheit zu, 
und dementsprechend wird die Festigkeit der Elektronenbindung gré8er, Mol- 
refraktion (und Radius) also kleiner. Fiir die Molrefraktion ist diese Forderung, 


20 ] Hi 


—> Ordnungszahlen (unterbrochene Feihe) 
Abb. 18. 


1) W. Kosset, Ann. d. Phys. Bd. 49, S. 229. 1916; Naturwissensch. Bd. 7, S. 339 u. 360. 


1919. 
2) G.N. Lewis, Journ. Amer. Chem. Soc. Bd. 38, S. 762. 1916. 
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wie WASASTJERNA!) und Fajans und Joos?) zeigen konnten, erfiillt (s. Tab. 7 
und Abb. 18, die der Arbeit von Fayans und Joos entnommen ist). 

Bei nicht isotrop gebauter Elektronenhiille ist die Polarisierbarkeit fiir ver- 
schiedene Richtungen im Molekiil verschieden. Die aus der Molrefraktion ent- 
nommene Polarisierbarkeit gibt dann einen Mittelwert. Ein MaB fiir die Aniso- 
tropie der Elektronenbindung gibt erst die Beobachtung der Depolarisation des 
gestreuten Lichtes und bei Fehlen eines natiirlichen Dipolmomentes auch der 
Kerreffekt, wenigstens bei Gasen. Bei Fliissigkeiten ist die Theorie noch nicht 
Weit genug ausgebildet’). 


Tabelle 7. Molrefraktion (D-Linien) der Edelgase und edelgasdhnlichen Ionen. 


Ladung -1 0 +1 | +2 +3 +4 
He Tea Be B (© 
0,50 (0,20) (0,1) (0,05) (0,03) 
F Ne Na Mg Al Si 
(2,50) 1,00 0,50 (0,28) (0,17) (0,1) 
Gi A Kk | Ca 4 Se Ty 
9,00 4,20 225 1,35 (0,9) (0,5) 
Br Kr Rb Sr 
12,67 6,37 3,58 (2,24) 
J Se OS) Ba La 
19,24 10,42 6,24 4,28 (3,3) 


69. Molrefraktion und Radius‘). In Ziff.67 war auf die Zusammenhange 
zwischen Molrefraktion und Atomvolumen, d.h. also auch Atomradius, bereits 
hingewiesen worden. 
WASASTJERNA und Fa- 
JANS und Joos fanden 4 
den oben fiirlonenmit 7% 
edelgasahnlicherSchale 
geforderten Parallelis- 
mus in der Abstufung 
der von ihnen geschatz- 
ten Refraktionswerte 
und den aus den Gitter- 
abstanden berechneten 
Jonenradien®)  besta- 
tigt. Ein Vergleich der 
von GRIMM fir die 
Tonenradien gegebenen 
Abb. 19 mit Abb. 18 
zeigt deutlich, da} die 
fiir die Ionenradien ge- 
fundenen GesetzmabBig- 
keiten in vollkommener Analogie bei den Refraktionswerten wieder auftreten, und 
zwar nicht nur, wie seit langem bekannt war, fiir die Ionen derselben Vertikalreihe 


& 


Jonenradius in 107-8 cm 


Ss 


go 10 20 30 40 50 60 70 30 
Ordaungszah/ 


Abb, 19. 


1) J. A. WasastJeRNA, ZS. f. phys. Chem. Bd. 101, S. 193. 1922. 

2) K. Fayans u. G. Joos, Z5, 4, Phys, Bd) 25, 0: -1,.1923; Kh: Rupy,) Rey. gén. d. sciences 
Bd. 34, S. 362. 1923; K. F. Herzrerp, Jabrb. d. Radioakt. Bd. 19, S. 324. 1923. 

3) Siehe P. DEBYE, Handb. d. Radiologie Bd. VI. 

4) Ausfithrliche Darstellung s. ds. Handb. Bd. XXII, Kap. 5, Abschn. F. 

>) KK. BAJANS @. K. F. HerzFep, ZS. f. Phys. Bd. 2, S. 309. 1920; H. G. Grimm, ZS. f. 
phys. Chem. Bd. 98, S. 353. 1921 (s. bes. S. 370 Lis 
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des periodischen Systems (z. B. Alkaliionen untereinander), sondern auch fur 
solche mit gleicher Elektronenzahl und verschiedener Kernladungszahl. Die- 
selbe GesetzmaBigkeit lassen die einer Arbeit von SPANGENBERG') entnom- 
menen Tabellen 8 und 8a fiir Molrefraktion und Molekularvolumen erkennen. 


Tabelle 8. Experimentelle Molekularvolumina. 


Pre cs, | 
iit 9,83 10,67 20,50 4,58 25,08 7,88 | 32,96 
A 5,13 | 6,47 7,05 | 7,95 
Na 14,96 12,01 26,97 5,16 82S 8,78 | 40,91 
A 8,37 | 40552 11,45 12,15 
K 23,33 14,16 37,49 | 5,79 43,28 9,78 53,06 
A 4,60 SiO. | 6,04 | 6,65 
Rb DOB een lS 524 43,14 6,18 49,32, | “40,395 (|y 350574 
A 5,66 | = OOO | — 1,46 | — 2,29 
Cs 33,59 8,65 AQ 24a 5,62 47,867 | 9,56 57,42 
+ = f-Cs-Salze. x = Berechnete Werte. 


Tabelle 8a. Experimentelle Molekularrefraktionen. 


ital 2,34 5,25 | 7,59 2,97 | 10,56 5,42 | 15,98 
A 0,68 0,93 1,00 | 1,10 
Na 3,02 | S50 | 8,52 3,04 li. Gey | 5,54 | 17,07 
A ZA 2,33 NSceke opel 2,68 
K ily 5,68 10,85 3,14 13,98 Sy eetlonzis 
A 1,58 WO) | 1,80 1,96 
Rb (He || 5,84 125557 3,23 15,78 5,93 mee Aly 7at 
A Doia Di. | | 2,68 | 2,56 
Cs 9,51 5,74 15,25 3,21 18,46 5,81 QAO, 


70. Molekularrefraktion von Gemischen. Aus der Ableitung der Refrak- 
tionsformel ergibt sich, da sich die Gesamtpolarisation offenbar additiv aus der 
Polarisation der einzelnen Bestandteile zusammensetzt, die Forderung, da8 die 
Molekularrefraktion einer Mischung oder Lésung gleich der Summe der Refraktionen 
der Bestandteile sein mu, sofern nur beim Mischen oder Loésen die einzelnen 
Teilchen nicht, wie das beim Mischen von Dipolfliissigkeiten immer der Fall zu 
sein scheint, der Einwirkung neuer Krafte ausgesetzt werden, die gro genug 
sind, die Eigenfrequenzen merklich zu andern?). Bei gasf6rmigen Stoffen ist diese 
Voraussetzung bei nicht zu groBer Dichte immer, bei Flissigkeiten oft annahernd 
erfillt. Es gilt dann also 


QE = ak 12s oe Neate 
Maco => 5 55 7 (Mischungsregel), (192) 


worin P; die Gewichtsmenge des Teils der Mischung mit der Dichte d; und dem 
Brechungsindex m; bedeutet; P ist das Gewicht der gesamten Mischung (P = >’P;) 
und d ihre Dichte. i 

Bei Gemischen von Gasen schienen altere Beobachtungen (RAMSAY und 
TRAVERS) an Mischungen von He und Hy, sowie CO, und O, die Mischungsregel 
nicht zu bestatigen. Fir die bestuntersuchte Gasmischung, Luft, ergaben in- 
dessen neue exakte Messungen CUTHBERTSONS [1909*)] eine Bestatigung der 
Mischungsregel (m beob. = 1,0002938;  berechnet = 1,0002936). 

1) K. SPANGENBERG, ZS. f. Krist. Bd. 57, S. 494. 1922. 

*) S. z. B. G. SCHEIBE u. Mitarbeiter, Ber. d. D. Chem. Ges. Bd. 59, S. 2617. 1926: 
Bd. 60, S. 1406, 1927; K.L. WoLr und E. LEpDERLE, ZS. f. phys. Chem. 1928. 

3) L. u. M. CurHpertson, Proc. of the Roy. Soc. (A) Bd. 83, S. 151, 1909. 
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* Sehr gut ist die Mischungsregel auch noch bei Mischungen dipolfreier Fliissig- 
keiten, wie Benzol und Schwefelkohlenstoff erfiillt. Auch Mischungen von Dipol- 
fliissigkeiten, wie Athylen- , 
bromid und Propylalkohol, Tabelle 9a. : Mischungen von Athylenbromid 
lassen sich nach der Mischungs- Sere ae es er 


regel berechnen (F.SCHUTT; — Gewichtsprozent a 


_ m_ ber.-beob. 


§ ‘ Xthvient id n beob. 

F. MARTENS), wie Tabelle 9a eae es = 

zeigt. Doch macht sich hier 0 0,80659 1,38616 00 

bereits einsystematischerGang 20,9516 0,92908 1,39914 — 03 

IN Mper. — Mpeop, bDemerkbar. . ‘ eee Tie = i 
Halbwachs hat fur 80,0893 1,62640 1,46580 —57 

mehrere verdiinnte wasserige 100 2,18300 1,54040 00 


Lésungen die spezifische Re- 
fraktion D der gelésten Substanz berechnet nach der aus der Mischungsregel 
(192) folgenden Beziehung 


me — 1 1 100° nf— 1 1-100 —¢4 

so mw4t2 dad q eae CP en (193) 
worin 7, und dy sich auf das Lésungsmittel, und d sich auf die Lésung beziehen 
und g die Gewichtsprozente der Losung bedeuten. Er fand D bei verschiedenen 
Konzentrationen recht gut konstant, wie Tabelle 9b zeigt, in der v die Verdiinnung 
bedeutet. Der EinfluB der Assoziation bzw. Dissoziation ist in keinem Falle 
merklich, was sich verstehen laBt unter der Annahme, da die ultravioletten 
Eigenfrequenzen bei der Assoziation in den betreffenden Fallen nur wenig 
verandert werden (s. auch Ziff. 72). 


Tabelle9b. Spezifische Refraktion geléster Stoffe bei 
verschiedener Konzentration (Na-Licht). 


Zucker Schwefelsaure 


v D 


Essigsaure 


D 


4,09 0,2165 16,0 | 0,2065 2,028 0,1370 
2,18 0,2164 32,0 0,207 2,704 0,1367 
4,36 0,2164 384 | 09,2070 4,056 | 0,1360 
26,18 0,2167 769 | 0,208 (8,142) | (054137) 
52,4 0,2166 (1573) | (0,208) 64,9 0,1377 
104,7 0,2165 | 97,4 0,1368 
(194,9) (0,134) 


Die nach der Mischungsregel berechnete ,,Refraktion des gelésten Stoffes‘‘ 
schlieBt auch die Anderung der Kefraktion des Lésungsmittels ein. So ist 
z. B. in der berechneten Refraktion eines gelésten Molekiils bei verdiinnten 
Lésungen auch die Anderung der Refraktion des ,,Hofes‘‘ von Lésungsmittel- 
molekiilen enthalten. 

71. Molrefraktion gasformiger chemischer Verbindungen. Atomrefrak- 
tionen. In der organischen Chemie beschaftigt man sich seit GLADSTONE und DALE 
mit der Beziehung zwischen der Refraktion einer chemischen Verbindung und der 
ihrer Bestandteile. Der Satz, daB die Molekularrefraktion einer Verbindung aus der 
Summe der ,,Atomrefraktionen‘‘ sich berechnen lasse, hat sich dabei als sehr frucht- 
bar erwiesen. Jedoch ergab sich, wie eine groBe Reihe von Arbeiten (erwahnt seien 
die Namen von GLADSTONE und DALE, LANDOLT, SCHRAUFF, BRUHL, KANOWNI- 
Kow, Vv. AUWERS, EISENLOHR) zeigen, daB die Atomrefraktion nicht unabhangig 
ist von der Natur der im Molekiil auBer dem betrachteten noch vorhandenen 
Atome und der Art ihres Einbaues in das Molekiil. Gerade die letztere Tatsache 
_lieB die Molrefraktion zu einem wichtigen Hilfsmittel bei der Konstitutions- 


Josuitiec gi te 
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forschung werden!). Andererseits aber ist es aus demselben Grund noch nicht 
mdoglich, das Material fiir exaktere theoretische Uberlegungen auf Grund der mo- 
dernen Atomtheorie zu verwerten, es sei denn, da8 man den SchluB zieht, daB 
von einer wirklich konstanten Atomrefraktion keine Rede sein kann, wenn man 
beachtet, daB z.B. Brtur sich genotigt sah, dem Stickstoff je nach der Art 
seiner Bindung im ganzen 32 verschiedene Atomrefraktionen zuzuschreiben, 
oder daB sich aus den gasférmigen Kohlenstoffverbindungen ganz verschiedene 
Zahlen fiir die Atomrefraktion des Kohlenstoffs?) ergeben und daB ferner in vielen 
Fallen die berechneten und die gemessenen Werte nur sehr schlecht iberein- 
stimmen. 

FaBt man tibrigens die Refraktion als durch die Valenzelektionen bedingt 
auf, welche die Bindung bewirken, so ist es zweckmaBiger, statt der Atom- 
refraktionen die ihnen in formaler und praktischer Hinsicht gleichwertigen, 
von Fayans und Knorr?) diskutierten Bindungs- und Oktettrefraktionen zu 
benutzen. 

Auf anorganischem Gebiete, wo die Verhaltnisse vom Standpunkt der 
Theorie aus viel durchsichtiger sind, liegen nur sehr wenig Versuche vor, die Mol- 
refraktion von Verbin- 
dungen aus Atomrefrak- 
tionen der Bestandteile 


Tabelle 10. Atom- und Molekularrefraktion 
Gasen bei 0° und 760mm fiir Na-Licht. 


Vol 


OEIC zu berechnen. Speziell 
Element ee n beob. Dichte ae fur Gase zeigt die Ta- 
2 belle 10, daB in keinem 
| . . ° 
H, 1 1,000139 0,00009 1,03 einzigen Falle die be- 
O, 16 1,000270 0,00144 2,90 obachteten mit den un- 
Ny 14 1,000299 0,00126 DOR i : 
, er Annahme einfacher 
Ci; 35,5 1,000780 0,00291 5,82 aatie Z ; 
Br, 80 1,001173 0,00720 8,69 additiver RAINES He 
Je 126,9 41,0021 50 0,01142 15,9 setzung aus Atomrefrak- 
(S2) 32 (2,04) (2,04) 8,2 tionen berechneten Wer- 
ten ubereinstimmen. Die 
Verbindungen. ; 
Abweichungen betragen 
Fetes Molekular- Molrefraktion | Molrefr. ber. ic co) 5 
Verbindung | * Powicht n beob. | ae si? arpecoad bis Zu 24%, wahrend 
die Messungen selbst ge- 
H,O 18 4,000252 3,74 4,06 wohnlich auf 1 Promille, 
NH, a 1,000377 5,58 5,30 schit ° 
, 219 : schimmstenfalls auf 
1st 36,5 1,000447 6,67 6,85 a sar Cute Be 
HBr 81 1,000613 9,08 9,72 eoneu seul Gua vog 
HJ 427,9 | 1,000921 13,64 16,93 allem sind hier die 
HS 34 =| 1,000641 9,50 10,27 Untersuchungen CUTH- 
SO; 64 | 1,000661 9,79 12,21 be i 
ae BERTSONS*) anzufithren 
N,O 44 | 1,000508 7,53 6,42 ve d Ss 
NO 30. 1,000295 4,36 4,24 Gah AU TUS Ons 
On 48 | 1,000515 7,63 6,00 liegenden Frage die 


Brechungsexponenten 


von N,, O, und NO, besonders sorgfaltig bestimmt hat, wobei sich fiir NO, 
die Abweichung von der Additivitaét zu 21% ergab. 

Dieses Resultat ist denn auch keineswegs iiberraschend, wenn man beriick- 
sichtigt, da die lockerst gebundenen Elektronen, welche die Dispersion eines 
Elementes fast allein bestimmen, nach unseren heutigen Vorstellungen die Fahig- 


1) Ausfiihrichere Angaben s. z. B. W. NERNST, Theoretische Chemie, S. 361 ff. Stutt- 


gart 


1921 oder EISENLOHR, Spektrochemie Stuttgart 1912. 


*) Siehe St. Lorta, Die Lichtbrechung in Gasen, S. 77. Braunschweig 1914. 


3) K. Fayans u. C. A. Knorr, Ber. d. 


D. Chem. Ges. Bd. 59, S. 249. 1926. 


4) C.u. M. CuTHBERTSON, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd 89> S364 1013" 
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keit der Atome bedingen, zu Molekiilen zusammenzutreten, wobei in der An- 
ordnung der duberen Elektronenhiillen betrachtliche Umgruppierungen auf- 
treten kénnen. FAJANS und Joos?), deren Darstellungen wir uns im folgenden 
anschlieBen, weisen darauf hin, daB es nicht angéingig ist, aus der Tatsache, 
da8 die Molrefraktion von HCl (6,67) angenahert mit der Summe der Refraktion 
des gasférmigen Wasserstoffes pro Grammatom (1,04) und des Chlors (5,82) 
ubereinstimmt, zu schlieBen, ,,daB im HCl-Molekiil die Atome auch nur in erster 
Annaherung ihre Elektronenhiillen intakt behalten, oder etwa unter Heranziehung 
der CLaustus-MossotTischen Theorie zu folgern, daB ihr wahres Volumen un- 
verandert bleibt. Denn die Werte 1,04 und 5,82 beziehen sich gar nicht auf die 
freien Atome H und Cl, sondern auf $H, und $Cl,, und es ist der Bindungszustand 
der Elektronen z. B. im H,-Molekiil sicher ein anderer als im freien H-Atom. 
Dies ergibt sich schon daraus, daB das Spektrum des H,, auch nach Beriicksichti- 
gung der Atomschwingungen und Rotationen, von dem des H verschieden ist?). 
Wir miissen deshalb aus der eben erwahnten Additivitat eher umgekehrt schlieBen, 
daB sich bei der Vereinigung von atomarm H und Cl zu dem homéopolaren ,,HCl 
der Bindungszustand ihrer Elektronen weitgehend andert‘‘). Doch ist die Kennt- 
nis der optischen Eigenschaften bei den meisten der in Frage kommenden 
mehratomigen Substanzen noch zu wenig bekannt, um beziiglich dieser Ande- 
rungen zu einfachen GesetzmafBigkeiten gelangen zu kénnen. Nur im Falle 
der gasformigen Halogenwasserstofie und salzartiger, heteropolarer Verbindungen 
im festen Zustand und in Lésungen lassen sich weitergehende Schliisse 
ziehen. 

72. Molrefraktion salzartiger Verbindungen. Die Bindung in rein hetero- 
polaren Molekiilen und Kristallen binarer Salze, auf die wir uns zunachst be- 
schranken wollen, pflegt man heute als rein elektrostatische Anziehung starrer 
Ionen anzusehen. Besetzungszahl und Bau der Elektronenhillen dieser Ionen 
haben wir uns dabei ahnlich vorzustellen wie bei den im periodischen System 
benachbarten Edelgasatomen (s. Ziff.68). Die Molrefraktion ist hiernach in 
zwei Anteile zu zerlegen, von denen je einer einer der beiden Ionenarten zukommt. 
Andererseits liegen in verdiinnten Losungen die geladenen Ionen in getrenntem 
Zustand vor und in unendlich verdiinnter Losung setzt sich die Molrefraktion 
der Salze wohl additiv aus den Refraktionen der gelésten (solvatisierten!) Ionen 
zusammen (s. aber auch Ziff. 70, letzter Absatz). Es legt daher nahe, zu prii- 
fen, inwieweit bei der Vereinigung der Ionen zu (undissoziierten Molekilen oder) 
festen Salzen sich eine durch Anderung der Elektronenhiille bedingte Abweichung 
der Molrefraktion der Salze von der Summe der Ionenrefraktionen zeigt. Zu- 
nachst fanden HALLWAcHs*) und CHENEVEAU®) zwischen den Molrefraktionen 
der Salze in Lésung und im festen Zustand kaum einen Unterschied. Auch 
HEYDWEILLER®) zog noch 1913 aus seinen Messungen diesen Schlu8, obwohl er 
die Refraktion bei den festen Kérpern meist etwas kleiner fand als bei den 
Lésungen. Ebenso vertraten HANtzscH’) sowie WASASTJERNA®) die Ansicht, 
daB bei streng heteropolaren Molekiilen in optischer Hinsicht kein Unterschied 


1) K. Fayans u. G. Joos, ZS. f. Phys. Bd’23,°S. 41. 1923; K. Fayans, ZS, f. Kuist. 
BadvGt? S. 16. 1925; Bd. 66; 5), 5. 324. 1928. 
2) H. GLitscHER, Miinchener Ber. 1916, S. 125. 
3) Das ist auch der Grund, warum wir uns oben darauf beschranken muBten, den Atom- 
refraktionen der organischen Chemie nur eine rein rechnerische Bedeutung zuzuschreiben. 
4) W. Hattwacus, Ann. d. Phys. Bd. 47, S. 380. 1892 u. Bd. 53, S. 4. 1894. 
5) C. CHENEVEAU, Ann. chim. phys. Bd. 12, $.145 u. 289. 1907; Bd. 21, S. 36. 1910. 
6) A. HEYDWEILLER, Ann. d. Phys. Bd. 41, S. 499. 1913. 
) A. Hantzscu, ZS. f. Elektrochem. Bd. 29, S. 221. 1923. 
8) J. A. WasastjJERNA, ZS. f. phys. Chem. Bd. 101, S. 193. 1922. 
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bestehe zwischen den dissoziierten und nichtdissoziierten Molekilen, d. h. also, 
da die Dissoziation und Solvatation ohne optische Anderung vor sich gehe. 

Im Gegensatz hierzu folgerte Fayans!) aus einer Reihe von Tatsachen 
(Gitterabstanden, Gitterenergien, Fliichtigkeit, Léslichkeit usw.), daB bei jeder 
Vereinigung von freien, gasférmigen Ionen zu Kristallgittern oder Molektlen 
eine mehr oder minder groBe Veranderung der Elektronenhiillen (von FajANns 
als Deformation bezeichnet) eintritt. Da® dies sogar fiir den extremen Fall der 
polaren Bindungsart, namlich fiir die Alkalihalogenide, anzunehmen 1S, ATONE! 
FaJANs zuerst aus der Abstufung?) in den Siedepunkten. Die Bestatigung an 
Hand der optischen Daten gaben Fayans und Joos, indem sie die feineren, vor- 
her unbeachteten Veranderungen der Molrefraktion in Betracht zogen. In der 
von ihnen zusammengestellten Tabelle 11 bedeutet Ryss, die Molrefraktion*) des 
gelésten Salzes [nach Messungen von HEYDWEILLER*) und seinen Schilern von 
HEYDWEILLER auf unendlich verdiinnte Lésung extrapoliert]. Rjest bezeichnet 
die Werte fiir die festen Salze (s. Tab. 11). Die Tabelle zeigt, daB bis auf die 


Tabelle 11. Molrefraktion der Alkalihalogenide fiir die D-Linien. 


F Cl Br J | 
| 2,38 8,58 12,2 8,82) ia 
Li 2,34 7,59 10,56 15,98 Reéest 
0,04 0,99 1,69 2,84 Farge, — Reet 
(0,36) (1,61) (2,34) (3,46) Reas — Retest 
3,00 9,20 12,87 19,44 Riss, 
Ne 3,02 S52 se eye) | DROW Réest 
a — 0,02 0,68 Alea 2,37 Riss, —— Riest 
(— 0,02) (0,98) (1,61) (2,67) Reas — Retest 
5,03 14,23 14,90 Dears Rvs. 
Kk 5,16 10,85 13,98 19,75 Réest 
==> (O48) 0,38 0,92 Ae Riss. — Reest 
(— 0,43) = — aod | Reas ag Tires 
6,38 12,58 16,25 22,82 tenes 
Rb 6,74 12,55 15,78 21,71 | Reest 
= Ose 0,03 0,47 Ay stal Riss, — Reest 
(— 0,66) eet | = | 5 Reas am Reéest 
9,04 — = = | Unites 
9,51 = = = meee 
Cs aay a fest (a) 
— 0,47 = == = | Eris. — Reest (x) 
(= 0,77) as a = | Reas — Rest (x) 
{ = 15,24 18,91 25,48 Ris. 
Cs = 15,25 18,46 24,27 | Rest (8) 
| ae | — 0,01 0,45 1,21 Ryas. — Rest (P) 


Fluoride die Refraktionswerte der Losungen groBer sind als die der Salze. Die 
Differenzen tberschreiten die Beobachtungsfehler bei weitem. Sie wachsen mit 
steigendem Atomgewicht des Halogens und mit fallendem Atomgewicht des Al- 
kalimetalls. Die negativen Differenzen bei den Fluoriden ordnen sich in algebra- 
ischer Hinsicht dieser Gesetzmafigkeit ein. 


1) K. Fayans, Naturwissensch. Bd. 11, S. 165.1923; ZS.f. Krist. Bd. 66, S. 321. 1928. 

?) H. v. WARTENBERG und H. Scuutz, ZS. f. Elektrochem. Bd. 27, S. 568. 1921. 

3) Sonst bezeichnet R in diesem Artikel die Refraktion. 

4) Experimentelles Material in Arbeiten von A. HEYDWEILLER, Ann. d. iPhysa paeads 
S. 499. 1913; Bd. 48, S. 681. 1915; Bd. 49, S. 653. 1916 (mit O. GruBE); Verh. d. D. Phys. 
Ges. Bd. 16, S. 722. 1914; ZS. f. anorg. Chem. Bd. 88, S. 103. 1914; A. KttMMEL, Rostocker 
Dissert= 19014. GISIMANN, | 2SytaeySa Schoen ont see o2 ie 
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Weist so die Tatsache, daB Ryys, + Ryost ist, darauf hin, daB die Dissoziation 
und Hydratation nicht ohne Anderung der Elektronenhiillen vor sich gehen, so 
zeigt die Veranderlichkeit dieser Differenz von Salz zu Salz, da Ryys, streng additiv 
sein sollte, da8 die Molrefraktion der festen Salze sich nicht mehr additiv aus 
Atom- bzw. Ionenrefraktion zusammensetzen liBt. Ebendas zeigt auch Tabelle 8a, 
da die mit 4 bezeichneten Differenzen in den einzelnen Horizontal- und Verti- 
kalreihen nicht gleich sind, wie sie es bei additiver Zusammensetzung aus const. 
Atom- bzw. Ionenrefraktionen sein sollten [das Analoge fiir Molekularvolumina?) 
s. Tab. 8]. Auf Grund dieser Differenzen wies SPANGENBERG schon darauf hin, 
daB zum mindesten fiir den kristallisierten Zustand von einer bestimmten Ionen- 
refraktion eines Kations oder Anions nicht mehr gesprochen werden kénne, 
daB diese sich vielmehr gegenseitig beeinflussen (nach Fayans _,,deformieren‘) 
miubBten. 

73. Molrefraktion und Ionendeformation?). Die Natur der Deformations- 
erscheinungen kann man sich mit Fayans und Joos etwa folgendermaBen klar- 
machen: ,,Wenn man ein Atom oder Jon in ein elektrisches Feld bringt, so er- 
leiden, wie der Starkeffekt zeigt, die Bahnen seiner Elektronen eine Deformation, 
deren Grad mit der Feldstaérke kontinuierlich veranderlich ist. Deshalb ist an- 
zunehmen, daB, wenn die Elektronenhiille eines Ions oder neutralen Mole- 
kis (H,O, NH;) in die Nahe eines Ions kommt, auch hier eine Deformation 
eintritt, die als ein Starkeffekt im inhomogenen Feld angesehen werden: kann, 
und zwar wird dieser Effekt sehr erheblich sein: ist doch das elektrische Feld 
der Elementarladung in der Entfernung 10~* cm, der GréBenordnung der Atom- 
abstande, von der Starke 15-108 Volt/em. Von vornherein ist zu erwarten, dab 
diese Deformation um so starker ist, je starker das elektrische Feld des defor- 
mierenden Ions, d. h., je gréBer seine Ladung ist und je naher die im Mittelpunkt 
des Ions gedachte Ladung an die zu deformierende Hille herantreten kann, 
d.h. je kleiner das Ion ist. Es muB somit die deformierende Wirkung des Na* 
gtOBer sein als die des K* und die des Mg** gréBer als die des Nat. Da das elek- 
trische Feld in der unmittelbaren Nahe eines Ions auch von dem Bau seiner eige- 
nen Elektronenhille abhangt, worauf besonders H.G. Grimm?) mit Nachdruck 
hingewiesen hat, ist zu erwarten, daB die deformierende Wirkung auch von 
dem Bau des deformierenden Ions abhangt, also z. B. beim Ag* (18 Elektronen 
in der d4uBeren Schale) anders ist als bei Na* (8 AuBenelektronen).‘‘ 

Andererseits muB aber die Deformation auch von der Natur der zu defor- 
mierenden Elektronenhille abhangen, und zwar von deren Festigkeit, also 
dem Grad der BeeinfluBbarkeit durch 4uBere Faktoren. Als MaB fiir die Festig- 
keit haben wir dabei (nach Ziff. 68) die Molrefraktion des in Frage kommenden 
Atoms oder Ions anzusehen. Es ergibt sich dann, da die Deformation der An- 
ionen durch die Kationen bei den Alkalihalogeniden in den meisten Fallen groBer 
sein muB als die Beeinflussung der Kationen durch die Anionen, da nach Tabelle 7 
die Molrefraktion des gréBten Kations Cs* (6,2) schon von der des Cl~ (9,0) 
stark iibertroffen wird. Weiter muB die Deformierbarkeit der Anionen mit wachsen- 
der Ordnungszahl des Halogens (nach Tab. 7 und Ziff. 68) und abnehmender 
Ordnungszahl des Alkalis (Ziff. 72) zunehmen. 

Es sei hervorgehoben, dab ,,Deformation” hier nicht eine kleine Polarisation 
unter quasielastischen Kraften bedeutet, die ja ¥») (und die Molekularrefraktion) 
unverdndert lassen wiirde, sondern eine so starke Verschiebung, daB gegenitiber 
kleinen (Licht- ) Schwingungen die Eigenschwingungszahl », geandert erscheint. 


1) H. G. Grim, ZS. f. phys. Chem. Bd. 98, S. 353. 1921. 
2) Sy auch Ziff. 82: 
3) H. G. Grimm, ZS. f. phys. Chem. Bd. 98, S. 353. 1921; Bd. 102, S. 145 u. 150. 1922. 
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Solche Verschiebungen treten meBbar schon unter der Wirkung von Dipolmole- 
kiilen ein1), Doch wird man annehmen konnen, da auch diese Anderung von 
yy (Abweichung vom quasielastischen Fall) qualitativ wie die einfache Polarisier- 
barkeit (Molrefraktion) geht. 

Das vorliegende experimentelle Material zeigt nun, da Kationen stets im 
Sinne einer Verminderung der Molrefraktion, d.h, im Sinne einer Verfestigung 
der Elektronenhiille des angelagerten Anions wirken. Da dies wenigstens bei 
einseitiger Deformation, also z. B. bei der-Deformation eines Cl~ durch ein H+ im 
gasformigen HCl auch tatsachlich erwartet werden muB, stellen FAJANS und Joos 
am Beispiel der Anlagerung eines H-Kernes an ein Halogenion folgendermaBen 
dar: Im Halogenion ,,beschreiben die auBersten Elektronen nach BOHR, wenn 
man dessen Angaben fir die Edelgase auf die Halogenionen tbertragt, recht 
exzentrische Bahnen (im Cl~ 3,- und 3,-Bahnen, im Br™ 4,- und 4,-Bahnen, 
im J 5,- und 5,-Bahnen), befinden sich also auf einem grofen Teil ihres Weges 
in erheblicher Entfernung von dem sie anziehenden positiven Kern. Kommt nun 
ein H-Kern in unmittelbare Nahe einer solchen Bahn, oder wird er sogar, wie es 
C. A. KNoRR?) annimmt, von einer oder zwei solcher Bahnen umkreist, so kommt 
natirlich damit die Bahn unter die anziehende und stabilisierende Wirkung einer 
neuen positiven Ladung und wird dadurch einer Beeinflussung, sei es durch 
Licht oder durch weitere angelagerte H-Kerne weniger zuganglich“. 

Speziell am Beispiel des HCl kénnen wir den Deformationsvorgang heute 
bereits eingehender verfolgen. Hier hatte bereits HABER?) 1919 bemerkt, daB die 
Energie, die bei der Vereinigung von H+ mit Cl~ frei wird, um etwa 30% mehr 
betragt, als man bei der Vereinigung zweier starrer Ionen erwarten sollte. Er hatte 
dieses Resultat auch bereits durch eine Deformation, durch eine Verschiebung 
von Kern zu Elektronenhiille im Cl~ gedeutet. Heute haben wir allen Grund 
anzunehmen, daB der Wasserstoffkern in die Elektronenhille des Cl-Ions einge- 
baut ist, wofiir vor allem folgende Tatsachen sprechen: Die beobachtete 
kritische Elektronengeschwindigkeit von etwa 13 Volt entspricht nicht, wie 
man urspriinglich unter Zugrundelegung eines rein heteropolaren HCl-Molekiils 
erwartete, dem Vorgang HCl H+ +Cl-, was energetisch ganz gut mit dem 
gemessenen Werte vertraglich ware, sondern wie vor allem neuerdings BARTON‘) 
mit dem Massenspektrographen zeigte, dem Vorgang HCl— HCl+ + 0. Eben 
dieser Vorgang erscheint aber bei einheitlicher Elektronenhiille wahrscheinlicher. 
Ferner kristallisiert HCl nicht, wie es bei rein heteropolarem Bau das Wahr- 
scheinlichere ware, in einem Ionen-, sondern in einem Molekiilgitter®>). Und 
schheBlich mu dem HCl-Molekiil auf Grund des kleinen Depolarisationsgrades 
des gestreuten Lichts*) eine hohe Symmetrie zugeschrieben werden, die die des 
Argons beinahe erreicht. Dies alles fithrt zu der Vorstellung, daB das Proton 
bei der Deformation in die Elektronenhiille des Kerns Secular ist. Das 
bedeutet aber, dafS§ die Elektronenhiille des Cl-, die zunadchst unter dem Ein- 
fluB der Kernladungszahl 17 stand, durch den EinfluB einer weiteren Kernladungs- 
zahl stabilisiert, verfertigt worden ist. Und das eben bedeutet eine Verringerung 
der Molrefraktion der Achterschale des Cl~ im HCl gegeniiber dem fteien, un- 
deformierten Cl~. Denkt man sich den H-Kern ganz mit dem Cl-Kern vereinigt, 


G. SCHEIBE und Mitarbeiter, Chem. Ber. Bd. 59, S. 2617. 1926; Bd. 60, S. 1406. 1927 
C. A. Knorr, ZS. f. anorg. Chem. Bd. 129, S. 109. 1923. 
F. Haper, Verh, d. D. phys. Ges, Bd. 21, S. 750. 1919. 
. A. Barton, Phys. Rev. (2) Bd. 30, S. 164. 1925. 
5) Siehe z. B. A. Rets, ZS. f. Phys.Bd. 1, S. 204. 1920; Bd. 2, S. 57. 1920; W. KossEL, 
Jisy, wi, Melba. Ueist al, Sy ols, OBO). 
6) J. Ramakriscuna Rao, Ind. Journ. of Phys. Bd. 2, S. 61. 1927. 
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so hatte man ein Isotropes des Argons mit der Molrefraktion 4,20"). Die tatsich- 
liche Molrefraktion von HCl betragt aber 6,67, gegeniiber einer Molrefraktion 
von 9,00 fiir freies Cl~ (s. Tabelle 7). Der heteropolare Charakter ist also infolge 
der Deformation verloren gegangen, das Proton in die Hiille eingedrungen, aber 
keineswegs mit dem Chlorkern vereinigt. Die Elektronenhiille ist gegeniiber 
dem freien Chlorion verfestigt, die Molrefraktion vermindert. 
Gleiches gilt fiir HBr und HJ mit dem 

Unterschied, daB Br- und J~ entsprechend  ‘Tabelle 12. Molrefraktion der 
ihrer gréBeren Molrefraktion noch mehr Halogenionen und Halogen- 


verfestigt erscheinen, so daB die Molrefrak- wasserstoffe. 

tion von HBr und HJ noch stiarker von der x | F | Cl | Br 
Cereirelene LGuens coweicht,.aisedas (SGhon ess anuc cist © lace ee 
beim HCl der Fall ist. Tabelle 12 laBt Ry. 9,00 | 12,67 | 19,24 
dies deutlich erkennen. Weiteres zur Mol- Rux 6,67 | 9,44 | 13,74 
refraktion der Halogenwasserstoffe s. in Rx-— Rx | 2:33 | 3.53 | 5,50 
Ziff. 80. 


Bei den Halogenwasserstoffen liegen die Verhaltnisse insofern besonders 
einfach, als das Kation (H*) hier nicht deformiert werden kann. Tritt aber an 
Stelle des Wasserstofis etwa Na (im dampff6rmigen NaCl), so mu8 nicht nur mit 
einer Deformation des Cl- durch Nat, sondern auch mit einer Deformation des 
Na* durch das Cl~ gerechnet werden. In diesem letzteren Falle liegen die Ver- 
haltnisse aber gerade umgekehrt wie bei der Deformation eines Anions durch ein 
Kation. Denn Anionen wirken abstoBend auf die Elektronenhiille eines an- 
gelagerten Kations; es muB daher erwartet werden, daB sie eine Lockerung der 
Elektronenhiille des Kations, d. h. eine Erhéhung der Molrefraktion, verursachen. 
Jede Deformation ist danach als das Resultat zweiser entgegengesetzter Wir- 
kungen anzusehen. 

Alle diese Betrachtungen erscheinen zwingend bei einseitiger Feldwirkung. 
Wie man sich die Deformation bei allseitiger Beeinflussung, also im Kristall, 
vorstellen soll, laBt sich auf Grund dieser Uberlegungen nicht sagen. FAJANs 
und Joos iibertragen sie ohne Anderung auf die Kristalle, bei denen sie ebenfalls 
Verfestigung der Anionen durch die Kationen und Lockerung der Kationen durch 
die Anionen?) annehmen und so eine Erklarung fir die Differenzen Ryjs, — Rest 
in Tabelle 11 geben kénnen. Speziell fiir die neg. Differenzen dieser Tabelle 
geschieht das so: Ist die Erhéhung der Refraktion durch das Anion gréBer als 
die Erniedrigung durch das Kation, so ist fiir das feste Salz ein héherer Re- 
fraktionswert zu erwarten als fiir die freien bzw. gelésten Ionen. Die Bedin- 
gungen hierfiir sind bei den Fluoriden der am leichtest deformierbaren Kat- 
ionen am ehesten erfiillt, da einerseits das Fluorion als kleinstes Halogenion 
am starksten auf die Kationen (K*, Cs*+, Rb*) einwirkt und seinerseits am wenig- 
sten von ihnen deformiert wird und da andererseits die gréBten Alkaliionen in- 
folge ihrer groBen Refraktion am starksten deformiert werden und infolge ihres 
groBen Radius am schwachsten deformierend wirken. Hierin finden die in Ta- 
belle 11 bei einigen Fluorionen auftretenden negativen Differenzen ihre Er- 
klarung. 

Unter Beriicksichtigung dieser Gesichtspunkte und indem sie auch noch die 
deformierende Wirkung der Ionen auf das Lésungsmittel in Betracht zogen’), 


1) M. Born u. W. HEISENBERG, ZS. f. Phys. Bd. 23, S. 388. 1924. 

2) Auf anderem Wege ergibt sich in Ziff. 82 das gleiche Resultat beziglich des Vor- 
zeichens, nicht aber beziiglich der Gréfe der Deformation. 

3) Man beachte, daB Rgas — Riest bei den Li-, Na- und F-Salzen in Tabelle 11 von 
Ryss. — Retest verschieden ist. 
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gelang Fajans und Joos die Aufteilung der Molrefraktion einer Reihe von Salzen 
in die dem Kation und dem Anion zuzuordnenden Betrage!). Die von ihnen fur 
die freien Ionen geschatzten Werte wurden bereits friiher in Tabelle 7 angegeben. 
Die Abweichungen der Molrefraktion der Salze von der 

Reena a eteinte Summe der Ionenrefraktionen sind beim Vergleich 
1 Clin verschiedenen eset Werte mit den in Labelle 8a und 11 angegebenen 
Verbindungen. Refraktionswerten zu ersehen. Die Abhangigkeit der 
Molrefraktion des Anions vom Kation zeigt Tabelle 12a, 


Tabelle 12a. 


DLE ean 7.4 in der die Refraktionswerte pro 1 Cl angegeben sind, 
2: oa ae 86 wie sie sich aus den verschiedenen Verbindungen 
Coreen a 8,97 berechnen. Die obenerwahnte zunehmende Verfestigung 
Rip teen 9,01 mit abnehmendem Radius des Kations oder mit zu- 
eee sg?) |) 0008 nehmender Kernladungszahl tritt in der Tabelle deut- 
Sita TOA Gon on é 

Tit+++ |. | (947) ich hervor?), 


Das gleiche Resultat wie Fayans und Joos er- 
halten beziiglich der ,,Verfestigung’’ des Anions durch das Kation und der 
, Lockerung“ des Kations durch das Anion Herzfeld und Wolf auf Grund der 
Dispersionsformeln bei NaCl und KCl. Naheres hieriiber s. Ziff. 82. 

Auf Grund dieser spater zu besprechenden Anschauungen laBt sich viel-, 
leicht auch das Verhalten der Silbersalze besser verstehen, wenn man _ beachtet 
daB die Silberhalogenide nicht mehr als rein heteropolare Salze angesehen werden 
diirfen. Es erscheint wahrscheinlich, daB in nicht mehr rein heteropolaren 
Salzen auch im Gitter, ahnlich wie es nach Untersuchungen von FRANCK 
und seinen Mitarbeitern?) bei den Dampfen der Fall ist, die langwelligere Ab- 
sorption, deren Deutung auf Grund der Versuche von FRANCK an Alkalihalo- 
geniddampfen in Ziff. 82 behandelt werden wird, auf Kosten der kurzwelligeren 
an Intensitat zunimmt, was eine Erhéhung der Molrefraktion durch Anderung der 
Ubergangswahrscheinlichkeiten bedeutet. Da andererseits nach der in Ziff. 82 
zu besprechenden Anschauung gerade dieses Glied in vollkommen dissoziierter 
Lésung verschwindet, so dirfte auch die Molrefraktion der Lésungen der Alkali- 
halogenide im Anschlu8 an die Uberlegung von Ziff. 82 wesentlich besser 
herauskommen als bisher. 

Auf die Anwendung der Theorie der Ionendeformation auf die neuere Theorie 
der Elektrolyte kann hier nur hingewiesen werden’). 


VI. Schliisse aus Konstanten. 


a) Elektronenzahlen bzw. Ubergangswahrscheinlichkeiten. 
Starke der Absorptionslinien. 


In die Dispersionsformel gehen, sofern man von der Dampfung, die ja auch 
nur in Gebieten anormaler Dispersion einen merkbaren Einflu8 gewinnt, absieht 
(s. Abschnitt III), zwei charakteristische Atomkonstanten ein, deren eine (A;) 
die Lage der Absorptionslinien, deren andere (f,;) ihre Starke bestiminen. Die 
Kenntnis dieser Konstanten ist ein wesentliches Ergebnis der Dispersions- 
und Absorptionsmessungen. 

‘) Uber einen Ahnlichen Versuch s. auch M. Born u. W. HEISENBERG, ZS. f. Phys. 
Bd. 23, S. 388. 1924; s. aber E. SCHRODINGER, Ann. Gi, TBs, UBYel Yi, Sy, dy. SIGs. 

*) Dies unter der Voraussetzung, da die Ubergangswahrscheinlichkeiten unverandert 
bleiben. Eine diesbeziigliche Anderung ist jedoch immerhin als méglich anzusehen (s. Ziff. 80). 

8) J. Franck, H. Kuun u. G. Rorerrson, ZS. f. Phys. Bd. 43, S. 155. 1927; J. FRANCK 
u. H. Kunn, ebenda Bd. 43, S. 164. 1927; Bd. 44, S. 607. 1927. 

4) Siehe K. Fayans, H. KoHNER u. W. GEFFKEN, ZS. f. Elektrochem. Bd. 34, S. 1. 1928. 
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74. Methoden. Wenden wir uns zunichst den #; zu. Bei ihrer experimen- 
tellen Bestimmung miissen wir unterscheiden zwischen Messungen in groBer Ent- 
fernung von den Absorptionslinien und solchen in deren unmittelbarer Nahe. 
Die erstere Methode ist gegeben durch Dispersionsmessungen in Gebieten nor- 
maler Dispersion, wo sich die Wirkungen der einzelnen Absorptionsstellen tiber- 
lagern. Sie liefert daher, allerdings oft erst nach langwieriger numerischer 
Rechnung, alle #; auf einmal. Zur Bestimmung der f-Werte fiir die einzelnen 
Absorptionslinien legen im wesentlichen drei voneinander verschiedene Még- 
lichkeiten vor, namlich: 

1. Dispersionsmessungen in der Nahe der einzelnen Absorptionslinien. 

2. Messungen der Absorption, und zwar entweder von Halbwertsbreite und 
Maximalabsorption oder Auswertung des Integrals der Absorption tiber die ganze 
Linienbreite (kurze Schicht, geringer Gasdruck!). 

3. Messung der anomalen magnetischen Drehung der Polarisationsebene 
(Magnetorotation). Die letzte Methode ist besonders bequem, da man mit dem 
Nicol direkt messen kann?). Alle drei liefern nur die C;. Da die Zahl der Atome 
selbst in den meisten Fallen nicht zweifelhaft ist, fiihrt.die Kenntnis der C; ohne 
weiteres zu den #;. 

75. Relativzahlen innerhalb der Absorptionsserien der Aikalidampfe. 
Die meisten und besten Untersuchungen an einzelnen Linien sind an Alkali- 
dampfen ausgefithrt. Die Alkalien haben den Vorteil, daB ihre Spektren vom 
Standpunkt der heutigen Theorie am besten ttbersehen werden kénnen. Die 
Absorptionslinien, um die es sich hier ja allein handelt, gehen von den Grund- 
termen aus und sind Dublettlinien, von denen die kurzwelligeren immer die starke- 
ren sind, und zwar sollte das Intensitatsverhdltnis fiir sdmtliche Alkalidubletts 
nach der Intensitatsregel von BURGER und DoRGELO?) gleich 2:1 sein. 

Fragen wir zunachst nach diesem durch die p-Werte bestimmten Verhaltnis 
der Starke zweier Absorptionslinien eines Alkalidubletts, so zeigt sich bei den 
D-Linien sehr genau das Verhaltnis 2:1. Die nach verschiedenen Methoden ge- 
wonnenen Zahlen stimmen sehr gut tiberein. Es ergeben die Messungen von 
Govuy?) (Flammenspektrum) 1,9; RoSCHDESTWENSKY*) (Dispersionsmethode) 2,0; 
FUCHTBAUER und SCHELL*) (Absorptionsmethode) 2,0; SENFTLEBEN (Magnet- 
orotation) 2,06, und LADENBURG und MiINKowskKI‘*) (Magnetorotation) 2,03. 
Endlich ergibt sich aus Formel V (Ziff. 16) das Verhialtnis 2,078). 


1) Nach SENFTLEBEN, Ann. d. Phys. Bd. 47, S. 949. 1915, verdient jedoch die Messung 
mit der Savartschen Platte den Vorzug; da sie am unabhangigsten ist von Auflésungsver- 
mégen und Spaltbreite. 

2) H. B. Dorcetto, ZS. f. Phys. Bd. 22, $.170. 1924; H.C. BurcEru. H. B, DORGELLO, 
ebenda Bd. 23, S. 258. 1924; H. B. DorGELLo, Utrechter Dissert. 1924. 

3) H.L.Govuy, Recherches photométriques sur les flammes colorées, Ann. chim, et phys. 
Bd. 18, S. 70. 1890; s. auch R. LapENBURG u. W. REICHE, Ann. d. Phys. Bd. 42, S. 181. 1913 
u. H. SENFTLEBEN, ebenda Bd. 47, S. 949. 1915. 

4) D. S. RoscHDESTWENSKY, Trans. Opt. Inst. Petrograd Bd. 2, Nr. 13, S. 39. Berlin 
1921; Ann. d. Phys. Bd. 39, S. 307. 1912. Journ. Russ. phys. chem. Ges. Bd. 50, 5S. 11. 1922. 

5) Chr. FicHTBAUER u. C. SCHELL, Phys. ZS. Bd. 14, S. 1164. 1913; Verh. d. D. Phys. 
Ges. Bd. 15, S. 974. 1913; Cur. FicHTBAUER u. H.’*MereEr, Phys. ZS. Bd. 27, S. 853. 1926. 

8) R. LADENBURG u. R. MinxowskI, ZS. f. Phys. Bd. 6, S. 153. 1821; R. MINKOWSKI, 
Ann. d. Phys. Bd. 66, S. 206. 1921. 

7) Uber die Regulierung der Verteilung der angeregten Atome nach dem Quanten- 
gewicht unter verschiedenen Anregungsbedingungen s. W. LocnTE-HoLtGREvEN, ZS. f. 
Phys. Bd. 47, S. 362. 1928. 

8) Eine Reihe weiterer diesbeziiglicher Daten gibt W. Kuun in einer Abhandlung der Kgl. 
Danischen Wiss. Ges. (Bd. 7, Heft 12, Kopenhagen 1926), die dem Verf. dieses Artikels bei 
dessen Niederschrift (abgeschlossen im September 1926) noch nicht bekannt war. KUHN 
fiihrt dort teilweise Neuberechnungen auf Grund alterer Messungen durch. So berechnet er 
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Beinahe derselbe Wert folgt fiir das erste Glied (1s — 2) der Cs-Haupt- 
serie aus Ficurpauers!) Absorptionsmessungen zusammen mit ROsCHDEST- 
WENSKYs Dispersionsmessungen. 

Fiir die Rb-Resonanzlinie gibt Bevan?) den Wert 3:1. Fiir die hoheren 
Hauptseriendubletts liegen beim Na noch keine Versuche vor. Dagegen hat 
FUCHTBAUER?) die Cs-Dubletts*) 1s — 3p, 1s — 4p und 1s — 5 untersucht. 
Er findet die Verhaltniszahlen 3/1, 4/1,-5/1, woraus er schlieBt, daB das Ver- 
haltnis der p-Werte der beiden Komponenten eines Dubletts in der Serie 1s — mp 
gegeben sei durch m:41. RoSCHDESTWENSKY beobachtet beim Cs ebenfalls eine 
Zunahme des Intensitatsverhaltnisses mit der Laufzahl. RosCHDESTWENSKY 
gibt fiir das 2. Glied der Rb-Hauptserie den Wert 2,5:1 an; Gouy fiir eben- 
dasselbe 3:1; derselbe Wert ergibt sich aus BEVANs Messungen fiir die 6 ersten 
Serienglieder beim Rb. 

Bei den héheren Gliedern ergeben also sowohl die Dispersions- als die Ab- 
sorptionsmethoden Abweichungen von der oben erwahnten Intensitatsregel. Es 
scheint zunachst unwahrscheinlich, daB diese Abweichungen, die der PRESTON- 
schen Regel widersprechen, reell sein sollen. Von einer Klarung dieses Wider- 
spruches ist man aber noch weit entfernt, besonders da erneute Experimente die 
Ergebnisse der fritheren Beobachtungen bestatigten: Firippov®), der auf An- 
regung von ROSCHDESTWENSKY das blaue Cs-Dublett (1s — 3) neuerdings in 
Emission (Bogenentladung, Flamme und GeiSlerréhre) sowie FUCHTBAUER®), der 
die Cs-Linie 1s — 4 mit einer der friiher von ihm angewandten ahnlichen Me- 
thode in Absorption untersuchte, finden die Abhangigkeit des Intensitatsver- 
haltnisses von der Laufzahl wiederum bestiatigt. Ferner finden neuerdings KOHN 
und JAKos’) fiir das 2. Rb-Hauptserienglied (4 = 4202 und 4215 A) den Wert 
2,3 bis 2,6: 1 und fiir das 2. Cs-Hauptserienglied (1s — 3) in Ubereinstimmung 
mit Firippov®) und HaGENow und HuGues§) den Wert 4:1 (Emission). Keine 
nennenswerte Abweichung von der Summenregel ergeben sich dagegen nach 
Firippov®) bei der diffusen und scharfen Nebenserie des Kaliums§) sowie bei 
der diffusen Nebenserie und Bergmannserie des Cs!°). 


aus Angaben BECQUERELS (Magnetorotation u. Dispersion) aus dem Jahre 1898 den Wert 
2,0. Auch die Messungen GrEIGERs (Magnetorotation) aus dem Jahre 1907 fiihren unter 
Zugrundelegung der neueren Daten iiber den Zeemanneffekt, bei einer Neuberechnung zu 
dem Werte 2,0 anstatt des von GEIGER selbst berechneten Wertes 2,9. Beziiglich weiterer 
Daten sei auf die Arbeit von Ktuwn selbst verwiesen. 

1) Cur. FUCHTBAUER u. G. Joos, Phys. ZS. Bd. 23, S. 73. 1922. 

2) P. V. Bevan, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 84, S. 209. 1910; Bd. 85, S. 58. 1944; 
IB{ol, Yo, Se GAS, GCN 

3) Chr. FUcHTBAUER u. W. Hormann, Ann. d. Phys. Bd. 43, S$. 96. 1914; Phy cueZo- 
Bd. 14, S. 1168. 1913; Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 15, S. 982. 1913; Cur. FUCHTBAUER U. 
H. Bartets, ZS. f. Phys. Bd. 4, S. 337. 1921; H. BartEts, Ann. d. Phys. Bd. 65, S. 143. 1921. 

*) Mit Riicksicht auf die Originalarbeiten sind hier die bis vor kurzem iiblich gewesenen 
Termbezeichnungen (nach SOMMERFELD, Atombau u. Spektrallinien 4. Aufl. 1924) beibe- 
halten. Nach der neuerdings eingebiirgerten Schreibweise hieBe es hier m?S —jn? P.- 

°) A. Firrppov, ZS. f. Phys. Bd. 36, S. 477. 1926; Bd. 42, S. 495. 1927 (bei kleinem und 
groBem He-Zusatzdruck). 

6) Cur. FUCHTBAUER und H. Meier, Phys. ZS. Bd. 27, S. 853. 1926. 

*) H. Koun u. H. Jaxos, Naturwissensch. Bd. 15, S. 17. 1927 s. auch die wahrend der 
Korrektur erschienene Arbeit von H. JAKos, Ann. d. Phys. (4) Bd. 86, S. 449. 1928. 

8) C. F. HacEnow u. A. L. HuGcues, Phys. Rev. (2) Bd. 30. S. 284. 1927. 

9) A. Firippov, ZS. f. Phys. Bd. 42, S. 495. 1927. 

%®) Anmerkung bei der Korrektur: In einer neuerdings im Physikalischen Institut in 
Utrecht ausgefithrten Untersuchung (S. SAamBursky, ZS. f. Phys. Bd. 49, S. 731. 1928) wird 
die Abhangigkeit des Intensitatsverhaltnisses der Alkalidubletts von der Laufzahl bei den 
Hauptserien ebenfalls bestatigt. Untersucht wurden Na, K, Rb und Cs und zwar Cs bis zum 
8., Rb bis zum 6., K bis zum 4. und Na bis zum 2. Hauptserienglied. Nach diesen Unter- 
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Neben dem Verhaltnis der beiden Linien ein und desselben Dubletts haben 
wir noch das Verhaltnis der £-Werte der aufeinanderfolgenden Dubletts der Ab- 
sorptionsserien, also z. B. ps2»: Pis—sp: Pig—-4p »-- ZU betrachten. Tabelle 13 
gibt die aus BEvANs!) Messungen an den Alkalidimpfen errechneten Werte 
wieder. Verschiedene bei einem Metall angegebene Werte entsprechen ver- 
schiedenen MeBreihen und geben die maximalen Schwankungen. Der Wert fiir 
das erste Glied ist jeweils gleich 1 gesetzt. 


Tabelle 13. Relative Intensitaten der ersten Glieder der Alkalihauptserien. 


roa) ae | 4/80 1/470 
: ine | 4/70 1/295 
Ik | 1 1/4105 4/525 1/1800 
aa 1/200 1/2050 1/7000 
Rb 1 1/105 | 1/570 1/1660 1/1850 1/2900 


BEVAN arbeitete mit der Dispersionsmethode, GroBere Genauigkeit kommt 
den Zahlen FUCHTBAUERS und seiner Mitarbeiter (Absorptionsmethode) zu. Sie 
beginnen erst bei 1s — 3 und fiihren zu den Relativzahlen 


Cs | 1 1/6 eae. 1 
ROSCHDESTWENSKY gibt fir die drei ersten Glieder beim Cs die Werte?) 
Gas] 1 1/62 LST 2 
Kombination beider fiihrt also zu 
Cs | 1 1/62 1/372 1/1240 | . 


Bis zu sehr viel hdéheren Seriengliedern reichen die relativen #-Werte, die 
man aus den Angaben von TRuMPyY*) (Absorptionsmethode)und von HARRISON *) 
bei Na erhalt. Doch beginnen die Messungen beider erst beim dritten Glied. 
Die Zahlenwerte sind — zusammen mit solchen fir die ibrigen Alkalidampfe — 
in Tabelle 14 zusammengestellt®). 

Fir das Intensitatsverhaltnis des ersten zum zweiten Hauptsereindublett 
des Kaliums geben PRoKOFIEW und GAMow’) in befriedigender Ubereinstimmung 
mit dem Wert Bevans in Tabelle 14 den Wert 115 + 1,5. 

Endlich gibt LaDENBURG’) fiir das Verhaltnis der Starke von H, und Hy, 
bei starker elektrischer Erregung mit Hilfe der Dispersionsmethode das Ver- 
haltnis pg: ~, zu 1/4,7 an’). Neuere Messungen, besonders tiber metastabile 


suchungen zeigt sich zuerst ein Anstieg des Intensitatsverhaltnisses mit der Laufzahl und 
dann, bei den héheren Gliedern, wieder eine Abnahme. Auf Einzelheiten dieser Arbeit kann 
leider nicht mehr eingegangen werden. Es sei nur noch bemerkt, daf auf die Méglichkeit 
verwiesen wird, da8 auf Grund der Theorie des rotierenden Elektrons vielleicht eine Erklarung 
fiir diese merkwiirdige Erscheinung erwartet werden darf. 

1) Siehe FuBnote 2 voriger Seite. 

2) Die Werte sind die Arbeit von Cur. FUCHTBAUER u. G. Joos (Phys. ZS. Bd. 23, 
S. 72. 1922) entnommen. of 

4) B. Trumpy, ZS. £. Phys. Bd. 34, S. 715. 1925 u. ,,Uber die Intensitat und Breite der 
Spektrallinien’’. Trondjhem 1927. f 

4) G. R. Harrison, Phys. Rev. (2) Bd. 25, S. 768. 1925. Uber Fehlerquellen hierzu s. 
R. MinxowskI, ZS. f. Phys. Bd. 36, S. 839. 1926. 

5) Neuere Messungen Trumpys fir Lithium s. ZS. f. Phys. Bd. 44, 5.575. 1927. 

8) W. PROKOFIEW u. G. Gamow, ZS. f. Phys. Bd. 44, S. 887. 1927; W. PRokoFIEw, 
Phil. Mag. (6) Bd. 3, S. 1010. 1927. 

7) R. LapENBURG, Ann. d. Phys. Bd. 38, S. 249. 1912; A. Carst u. R. LADENBURG, 
ZS. £. Phys. Bd. 48, 5. 192. 1928. 

8) Theoretisch ergibt sich nach der Wellenmechanik der Wert 5,37 (E. SCHRODINGER, 
Ann. d. Phys. (4) Bd. 80, S. 437, 1926). Weiteres s. Ziff. 65. 
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Tabelle 14. Relativintensitaten in den Alkalihauptserien. 


Ziff. 76. 


LL 


rel, CS nach 
pee Pre}, K nach Pre), Rb nach Dots 
sed : BEVAN BEVAN WENSKY und 
BEVAN TRUMPY | HARRISON FucuTBAUER 
2p 1 | 4 4 1 
3p 1/80 | 1/105 1/105 1/62 
4p 1/470 1/470 | 1/470 1/530 1/575 1/370 
5p 1/910 e730 1/1855 1/1665 4/1240 
6p 1/1230 | 1/865 1/1855 
7? 1/1980 1/1140 1/2965 
3p 1/2975 1/1395 
9p 1/4135 1/1610 
10p 1/5550 | 1/1950 
14 p 1/6810 | 1/2230 
12p 1/8440 | 1/2530 
13 p 1/9860 | 1/2850 
14 p 1/3225 
15p 1/3585 
16p 1/4000 
17p 1/4490 


Zustainde, hat in allerletzter Zeit LADENBURG!) mit seinen Mitarbeitern aus- 
gefiihrt (naheres dariitber s. Ziff. 16). 

Die Bestimmungen des Verhaltnisses der p-Werte der aufeinanderfolgenden 
Glieder der Absorptionsserien sind, wie die Tabelle 13 und 14 erkennen lassen, 
besonders bei den héheren Gliedern, noch sehr unsicher. Doch lassen die Ver- 
suche alle wbereinstimmend eine sehr starke Intensitatsabnahme der Absorp- 
tionslinien mit der Liniennummer erkennen. Emissionslinien werden bei nicht 
allzu hoher Temperatur noch schneller mit zunehmender Hauptquantenzahl 
schwacher. 

76. Absolutzahlen. a) Metalldampfe. Die Bestimmung der Absolutzahlen, 
d. h. nach der klassischen Theorie der Zahl der Dispersionselektronen pro Atom 
bzw. Molekul aus den alteren Messungen war nicht leicht, da man die Dichte 
der Gase in den Flammen, mit denen man meist arbeitete, nicht genau bestimmen 
konnte. Aus dem Flammenspektrum findet LADENBURG?) nach Gouys Mes- 
sungen fiir beide D-Linien zusammen # zu 0,411 an, fiir die starkere D-Linie 
also 0,27. Emissionsmessungen sind aber unverwertbar, da die Zahl der erregten 
Atome unbekannt ist. Nach der Absorptionsmethode bekommt FUCHTBAUER 
als Summe fiir die beiden D-Linien 0,28. Benutzt man zur Bestimmung des 
Dampfdrucks anstatt der Angaben KRONERS, auf die sich FUCHTBAUER stiitzte, 
eine von LADENBURG und MINKOwskI’) aus den Dampfdruckmessungen von 
Ziscu*) (zwischen 473 und 565° C) abgeleitete Formel, so erhalt man fur 
Pp,+p, den wesentlich héheren Wert 1,35. Eine neuere (wohl die genaueste) Be- 
stimmung haben LADENBURG und MINKowskKI°) nach der Methode der Magneto- 
rotation ausgefiihrt. Sie finden mit groBer Annaherung fiir die Summe der 
beiden D-Linien die Zahl 1. Endlich entnimmt man der aus den Dispersions- 
messungen von Woop in Ziff. 16 gewonnenen Formel, wenn man auf den Dampf- 


1) R. LADENBURG, H. KOPFERMANN u. A. Karst, Berl. Ber. S. 255. 1926; R. LADEN-, 
BURG, Phys. ZS. Bd. 27, S. 789. 1926; R. LADENBURG u. R. LADENBURG u. H. KOpPFER- 
MANN, ZS, i. Phys. Bd. 4850S. 45 u. 26 u. 3542 4928: 

2) R. LADENBURG, ZS. f. Phys. Bd. 4, S. 454. 1921. 

3) R. LADENBURG u. R. Mrinkowsk1, ZS. f. Phys. Bd. 6, S. 153. 1921. 
) 
) 


rs 


H, HABER WW. W. Ziscn) Zs. i) Phyo BdiOm 573021922. 
R. Minkowsk1, Ann. d. Phys. Bd. 66, S. 206. 1921; R. LADENBURG u. R. MINowsgkI, 
Lwin ebys sds 6, OS. 45 seo 1s 
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druck des Na bei 644° mit Hilfe der von LADENBURG und MInKowskI angegebenen 
Formel extrapoliert, fiir pp, = 0,3 und fiir pp, = 0,6, fiir die Summe also wiederum 
etwa 1. FUCHTBAUER hat auch fiir Cs die Schaitzung gemacht und kommt fiir 
Pis-sp zu der Zahl 0,014 + 0,005. Fiir das Verhiltnis zu 1s — 2p entnimmt 
man den Angaben ROSCHDESTWENSkyYs (s. Tab. 14) den Wert 1/62 und erhdlt 
so fur die Cs-Resonanzlinie (beide Dublettkomponenten) ebenfalls ungefahr 1. 

Auber den Alkalien sind noch Hg, Cd und Tl untersucht. Bei Hg und Cd 
ist der Grundterm ein Singulett-S-Term. Das Spektrum zerfallt in ein Singu- 
lett- und ein Triplettsystem. Es treten dementsprechend als Absorptionslinien 
der nichtleuchtenden Dampfe die Linien 1S —mP und 1S — mp, auf}), 
die Hauptserie der Einfachlinien und die der Interkombinationslinien. Dae 
Grundzustand des Thalliums ist ein Dublett-f-Term 2 ,. In Absorption treten 
die Linien 24, — ms (scharfe Nebenserie) und 2, — md (diffuse Nebenserie) 
auf, sowie bei hGheren Temperaturen auch noch die von 2, ausgehenden Linien2). 

Bei Hg fithren die Dispersionsmessungen von Woop*) fiir die Interkombina- 
tionslinie 2536 (1 S — 2/,) zu dem Wert f;5_2f, = 1/30, neuere Messungen von 
FUCHTBAUER und Joos) (Absorption) zu 15-9), = 1/40. Fir das erste Glied 
der Hauptserien der Einfachlinien 1849 A (1S — 2P) liegen noch keine Mes- 
sungen vor. 

Bei Cd hat KuHN®) die f-Werte fiir die Linien 3261 und 2288 A nach der 
Methode der Magnetorotation bestimmt zu 


Pis-2p = 1,2 + 0,05 und | os 
Pis—sp, = 1:9°10-*4-0,2-10°? | 


Auffallend ist die GroBe des Wertes von 1S — 2P gegeniiber dem Werte 1 der 
D-Linien. Sie diurfte auf das Vorhandensein zweier aquivalenter Elektronen 
zuriickzufiihren sein. Der Wert der Interkombinationslinie ist hier noch kleiner 
als bei Hg (2,5-10~7). Fur Thallium findet KuxHN‘) 


P2p-2s = 0,080, | 
P2ne-3de = 0,20 | 


b) Edelgase. Anders als bei den Metalldampfen, wo die #-Werte einzeln 
durch Untersuchung der einzelnen Linien bestimmt werden kénnen, liegen die Ver- 
haltnisse bei den ebenfalls einatomigen Edelgasen. Dort kommt man experimen- 
tell nur schwer an die Hauptserienlinien heran und mu daher die /-Werte aus 
der normalen Dispersion berechnen, die im Sichtbaren und bei He und A auch 
im langwelligen Ultraviolett bekannt ist. Die Zahlwerte sind bereits in Ziff. 10 
(Tab. 2 und Formel I und Ia) angegeben. 

Wenn wir die Werte aus den eingliedrigen Formeln betrachten, die hier 
noch einmal besonders zusammengestellt sind, so zeigt sich zunachst folgendes’) : 
Bei He ist pro Atom 1 Elektron wirksam. Ne mit der ersten ausgebildeten Achter- 


He 1,12 Ne 2,37 Ar 4,58 Kr 4,90 Xe 5,61 


1) In der neuen Bezeichnung 14S — m1P und 14S — m* P. 

2) W. GrotrRIAN, ZS. f. Phys. Bd. 12, S. 218. 1923. 

3) R. W. Woop, Phys. ZS. Bd. 14, S. 191. 1913; Phil. Mag. (6) Bd. 25, S. 433. 1913. 

4) Cur. FUCHTBAUER u. G. Joos, Phys. ZS. Bd. 21, S. 694. 1920; Bd. 23, Sess. 
Cur. FUCHTBAUER, G. Joos u. G. DINKELACKER, Ann. d. Phys. Bd. 71, S. 204. 1923; s. auch 
B. Trumpy, ZS. f. Phys. Bd. 40, S. 594, 1927. 

5) W. Kuun, Naturwissensch. Bd. 14, S. 48. 1926; Kgl. Danske Vidensk. Selskab Bd. 7, 
Heft 12. 1926. 

6) W. Kunn, Naturwissensch. Bd. 13, S. 725. 1925. 

‘Vier Herzeep uw. Kel Worr, Ann. d. Phys, Bd. 76,.5.71 mm. 567. 1925. 
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schale zeigt 2,4 Elektronen. Von Ne zu A verdoppelt sich p beinahe, obwohl auch 
das Ar nur Achterschalen hat. Die Zunahme von A zu Kr ist dagegen nur gering, 
trotzdem jetzt die Besetzung der (inneren) Elektronenschalen eine viel reichere 
geworden ist. Diese Art der Abstufung ein relativ groBer Sprung zwischen 
Ne und A neben einem kleinen zwischen A und Kr und einem mittleren zwischen 
Kr und Xe tritt auch in anderen Vertikalreihen des periodischen Systems und 
in bezug auf andere Eigenschaften!) auf. Das starke Anwachsen der # von Ne 
zu A sowie die weitere, wenn auch langsamere Zunahme von A bis Xe weisen 
darauf hin, da nicht nur die lockerst gebundenen Elektronen, sondern auch die 
tieferen Niveaus?) den Brechungsindex beeinflussen*). Bei He haben wir ja 
nur die einfach besetzte K-Schale. Beim Neon liegen bereits vier Méglichkeiten 
vor: die doppelt besetzte K-Schale und die 8 Elektronen der 3 L-Niveaus L,,, 
L,, und L,.4). Neben dem obersten, dem Ly.-Niveau (Ionisierungsspannung ent- 
sprechend = 575 A), scheint notwendig nicht nur L,,, sondern auch noch das tiefer- 
liegende L,, in Rechnung gesetzt werden zu miissen. Denn aus dem L,,-Term 
berechnet sich die Grenze der Absorptionsserie zu etwa 290 A. Eigenwellen- 
langen von etwa 300 A iiben aber auf die Dispersion im Sichtbaren und im Ultra- 
violetten noch einen merklichen Einflu& aus. Ahnlich wie beim Neon liegen die 
Verhaltnisse bei A, Kr und Xe. Die Zahl der zu beriicksichtigenden Niveaus 
scheint mit wachsender Ordnungszahl zuzunehmen, da man aus den Réntgen- 
termen®) entnehmen kann, da das Verhaltnis ihrer Bindung zur Bindung der 
lJockersten Gruppe immer kleiner wird. Das erstmalige Mitwirken einer tiefer- 
hegenden Achterschale beim Argon macht dann den Sprung von Neon zu Argon 
verstandlich. und die reichere Besetzung und gré6Bere Zahl der die Dispersion 
bestimmenden Niveaus erklart die weitere Steigung der Zahl # von A bis Xe. 

Neben den einghedrigen wurden (Ziff. 10) fur He und Ar zweigliedrige For- 
meln berechnet, deren eine Eigenwellenlange gleich der der Resonanzlinie (s. 
Ziff. 78 und 79) gesetzt ist. Beim Ubergang zu diesen Formeln zeigt sich folgendes 
Bild: Die #-Werte des Hauptgliedes sind von derselben GréBenordnung wie in 
den eingliedrigen Formeln. Dagegen kommen den Resonanzlinien, deren Auf- 
treten man nach der klassischen Theorie vor allem erwarten wirde, nur sehr 
geringe ,,Elektronenzahlen“‘ zu. Beim He ist nach Ziff.10, Tabelle 2, das p 
fiir die Resonanzlinie nur 1/30, bei A 1/40 gegeniiber Werten von 1,1 bzw. 4,6 
fiir das andere Glied. Dieselbe Zahl, namlich 1/30 bis 1/40, fanden, wie bereits 
erwahnt, FUCHTBAUER und Joos fir die Hg-Linie 2537. Doch kann aus dieser 
Ubereinstimmung noch nicht auf eine Analogie geschlossen werden, da, wie 
bereits betont, bei Hg eine zweite, von der Grundbahn 1S ausgegehnde starke 
Linie existiert. Man sollte fir Hg vielmehr eine Analogie zu den Alkalien er- 
warten, bei denen # fiir die Resonanzlinie = 4 ist, und die sich demnach auf jeden 
Fall anders verhalten als die Edelgase (s. Ziff. 79). Bei He ist noch eine zweite, 
zweigliedrige Formel moglich, die der Resonanzlinie einen gréBeren Einflu8 
einrdumt (pf = 0,55). Doch ist diese Formel, wie sich aus den entsprechenden 
Formeln fiir A, KCl und NaCl ergibt, als physikalisch weniger wahtscheinlich 
anzusehen. 


tH. G Grimm, ZS. i. phys. Chem. Bdt98)S. 353. 4921). 

2) R. LADENBURG u. F. ReicHe, Naturwissensch. Bd. 11, S. 584. 1923; K.L. WotF; 
Miunchener Dissertation, 1925. K.F.HFrzrerp u. K. A. Worr, Ann. d. Phys. Bd. 76, 
Sh fly, dE. 

3) Daneben sind auch noch die Spektren ins Auge zu fassen, bei denen zwei Elektronen 
gleichzeitig springen (sog. gestrichene Terme). 

*) Niveaubezeichnung nach SOMMERFELDs Atombau u. Spektrallinien. Braunschweig 
1924. 

ON. BOHR iu. D COSTER Zo. it Physmibdada me ono4oentOp0) 
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c) Molekiile. Bei Molekiilen lassen sich die Formeln bis jetzt nur bei 
Wasserstoff und Kohlendioxyd, Ammoniak und Methan einigermafen iiber- 
sehen, da nur fiir diese Gase sehr sorgfaltige Messungen bis weit ins Ultra- 
violette existieren. Zu ihrer formelmaBigen Darstellung erwies sich bei Wasser- 
stoff eine zweigliedrige Formel als notwendig?), die in Ziff. 11 bereits angegeben 
ist. Die Werte von /, und /, bestimmen sich daraus zu 0,84 und 0,69, ihre Summe 
also zu 1,53. Friher setzte man mit DRupDE umgekehrt zu der Art, wie wir es 
Ne®p 
2am 
H, = 2 und bestimmte daraus e/m. Da an der Tatsache, daB fiir das einzelne 
Elektron e und m dieselben Werte zuzuschreiben seien wie den auf anderem Wege 
(Kathodenstrahlen, Zeemanneffekt) bestimmten, nicht gezweifelt werden konnte, 
glaubte man die Abweichungen (f ergab sich aus der Dispersion als etwas zu 
klein) auf Koppelungserscheinungen der Elektronen innerhalb des Molekiils 
zurickfuhren zu mussen. Auf dieser Grundlage fiir die Rechnung fand man, 
daB tatsachlich die Zahl der Dispersionselektronen bei einer Reihe von einfachen 
Molekilen gleich der Zahl der Valenzelektronen gesetzt werden kénne. Die ge- 
nauere Kenntnis der Dispersion sowie der Absorptionsverhiltnisse im Ultra- 
violetten laBt aber diese Zahlen nur als Naherungswerte erscheinen. Die theo- 
retisch allein brauchbaren Zahlen miissen auf demselben Wege gefunden werden, 
wie hier beim Wasserstoff. 

Wasserstoff zeigt keine Absorption im Sichtbaren — die Linien des Viel- 
linienspektrums treten ja in Absorption nicht auf — und ultraroten Teil des 
Spektrums, sondern nur im Ultravioletten?). Dasselbe gilt fiir Sauerstoff und 
Stickstoff. Dagegen ist bei Cl,, Br, und J, das ganze sichtbare Spektrum von 
feinen Absorptionslinien und kontinuierlichen Absorptionsspektren durchzogen. 
Da iiber deren Charakter*) noch sehr wenig Klarheit herrscht, lassen sich aus den 
wenigen Dispersionsmessungen weiter keine Schliisse ziehen als héchstens der, 
daB die den einzelnen Linien entsprechenden #-Werte sehr klein sein miissen. 

Von gasférmigen Stoffen ist die Dispersion fiir die Halogenwasserstoffe und 
einer Reihe einfacher Verbindungen so weit bekannt, daB sich die p-Werte mit 
einiger Sicherheit bestimmen lassen. Die Werte sind in Tabelle 15 aufgefihrt. 
Bei den Halogenwasserstoffen, bei denen wir uns das Molekil als aus einem die 
Dispersion nur indirekt (durch Deformation) beeinflussenden Wasserstoffkern 
und einem Halogenion mit edelgasihnlicher Schale aufgebaut denken, stimmen 
sie fiir HCl, HBr und HJ annahernd mit den Werten der entsprechenden Edel- 
gase iiberein. Zweigliedrige Formeln lassen sich hier, da die Messungen nur ein 
kleines Spektralgebiet tiberdecken und da neben den pi auch noch die /;, die bei 
den Edelgasen wenigstens fiir Resonanzlinie und Seriengrenze bekannt sind, bei 
den Molekiilen aus der Dispersion bestimmt werden miissen, noch nicht ganz 
eindeutig angeben. Doch zeigt die Rechnung*), da die der Resonanzlinie zu- 
zuordnenden #-Werte wohl von derselben Gréfenordnung sind wie bei Argon 
und daB sie ferner mit steigendem Atomgewicht des Halogens zunehmen (s. 
Tab. 15). 

Von den itbrigen Verbindungen verdient die Reihe Ne, HF, H,O, NHg3 
und CH, (s. Tab. 17a, Ziff. 80) etwas nahere Beachtung. Es wurde bereits frither 


jetzt tun, in dem Zahler p gleich der Zahl der Valenzelektronen, also beim 


1) H. ScHtLer u. K. L. Worr, ZS. f. Phys. Bd. 34, S. 343. a 

2) Siehe J. J. Hoprizerp u. H.G. Dirks, ZS. f. Phys. Bd. 40, S. 299. 1926. 

3) Betreffend der kontinuierlichen Spektra s. J. Frank, ZS. f. phys. Chem. Bd. 120, 
S. 144, 1926; K.L. Wor, ZS. f. Phys. Bd. 35, S. 490. 1926; H. Kuun, Naturwissensch. 
dl 44, .S. 600, 1926s"2s. i. Phys, Bd. 39;)-S.77; 1927. 

4) K.L. Worr, Ann. d. Phys. Bd. 81, S. 637. 1926. 
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Ziff. 76. 


erwahnt, da man sich die Vorstellung macht, alle Ver- 
bindungen dieser Reihe seien heteropolar und bestanden 
aus einem neonahnlichen Anion und Wasserstoffkernen. 
Daraus ware zu folgern, daB die p-Werte fir alle finf 
wenigstens annahernd gleich 2,4 sein sollten. Wir benutzen 
fiir alle vier ,, Hydride‘ und fiir Neon die Werte der Ta- 
belle 4a (Ziff. 11) und sehen, daB sie tatsachlich praktisch 
gleich sind, bis auf CH,, das vollkommen aus der Reihe 
fallt. Sein p-Wert ist vielmehr etwa dem des Argons 
gleich. Das kann man, zusammen mit der Tatsache, 
da auch die Jonisierungsspannung (s. Tab. 4a, Ziff. 41, 
und Tab. 17a, Ziff. 80) nicht in die Reihenfolge der fir 
die iibrigen dieser Hydride gefundenen Werte paBt), so 
verstehen, da die Annahme heteropolarer Bindung zwar 
fiir Neon bis NH, berechtigt ist, daB dagegen dem CH, eine 
andere Struktur zukommt. Auf Grund einer ahnlichen 
Uberlegung kommt HaveLock zu dem Schlu8, daB CH, 
aus einem vierfach positiv geladenen Kohlenstoffkern und 
vier negativen Wasserstoffionen besteht?). Dem steht 
die bereits dfter betonte®) Ahnlichkeit der physikalischen 
Eigenschaften des Methans mit denen von Krypton ent- 
gegen, die sich, wie sowohl die Konstanten der Disper- 
sionsformel von CUTHBERTSON wie auch die genaueren 
Werte FRIBERGs zeigen, auch hier bestatigt findet. Es ist ja 


Eg Ot: po = 0,42. 


Auch beim CH, mu also an einer edelgasahnlichen Schale 
festgehalten werden, wobei man sich des Methan wohl als 
ideal unpolares Molekil mit gemeinsamer Elektronenhille 
um C#* und die 4 Protonen vorzustellen hat. Die tetra- 
edrische Anordnung der 4 Protonen innerhalb der Elek- 
tronenwolke erscheint dabei auf Grund der Edelgasahn- 
lichkeit von CH, sowie der Tatsache, das CH, kein Dipol- 
moment hat#), unter allen Umstanden anzunehmen zu 
sein. Die Tatsache, daB bei CH, auf Grund des beobach- 
teten endlichen Depolarisationsgrads des gestreuten Lichtes 
eine Anisotropie erwartet werden mite, die dieser An- 
nahme widerspricht, ist kaum im gegenteiligen Sinne deut- 
bar, da bei der geringen GréBe des gemessenen Effektes 
MefBfehler (nicht vollkommen paralleles Licht!) eine Ani- 
sotropie leicht vortauschen kénnen. 
Besonderes Interesse beansprucht hier noch folgende 
Tatsache: Der Wert von #, (,,Resonanzlinie“) ist bei 
H, (Pf, = 0,42) erheblich gréBer als bei Argon (0,02). 


*\) E. Prrser (Gy WitCKE,. ZS... PhyceIBda4e.ns. 342 .61027™ 
2) Hi HAvErock, Phil Mae. IBds4) Si724)) 10272 suauch 
C. D. Niven, ebenda Bd. 3, S. 1314. 1927. 

3) J. Lanemurr, Journ. Amer. Chem. Soc. Bd. 41, 
1919; A. O. RANKINE, Nature Bd. 108, S. 590. 1921; G. GLOCKLER, 
ebenda, Bd. 48, S. 2021. 1926; H. G. Grimm ds Handb. Bd. 24. 
7)\ IR. SANGER, Phys, ZS. Bd 2795. 556. 1026: 
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Ahnliches diirfte danach auch bei Kr und Xe erwartet werden. Das ist in 
bester Ubereinstimmung mit dem Verhalten der Reihe Cl-, Br> und J- 
(s. oben und Ziff. 82). 

d) Feste Kérper mit Absorptionsstreifenimsichtbaren Spektrum. 
AnschlieBend sei hier zunachst eine Gruppe fester Kérper mit schmalen Absorptions- 
streifen betrachtet: KMnO,, Uran- und Chromsalze haben bekanntlich Absorp- 
tionsstreifen im sichtbaren Spektrum. Wo das locker gebundene Elektron, das 
diese Absorption hervorruft, sitzt, wissen wir nicht. Beim Uran gehort es sicher 
dem Uranylion, beim KMnO,dem MnOy, bei den Chromsalzen dem Chromation 
an. Ahnlich ist es bei einer Reihe gefarbter Cu- und Ni-Salze. Auch bei ihnen 
spricht vieles dafiir, daB es nicht das Cu oder Ni ist, das farbt. Denn die ent- 
wasserten Salze sind farblos. Die Farbung gehért vielmehr hier offenbar einem 
Komplexe an, in dem das Kristallwasser eine Rolle spielt. Auf solche Absorp- 
tionsbander, die also scheinbar immer auf Komplexbildung zuriickgehen, sind 
unsere Formeln anwendbar. Daneben gibt es aber noch eine Reihe gefarbter 
Stoffe, z.B. das gelbliche AgJ, bei denen die Absorption sich tiber das ganze 
Spektrum erstreckt und sich durch unsere Formeln nicht mehr darstellen 14Bt. 
Ferner zeigen eine Reihe organischer Farbstoffe selektive Absorption im sicht- 
baren Spektrum. Uber die Art der Elektronenbindung kénnen wir auch bei 
ihnen noch kaum etwas aussagen, wohl aber tiber die Zahl der Dispersions- 
elektronen, die von KONIGSBERGER und KILCHLING!) nach zwei verschiedenen 
Methoden bestimmt worden sind, von denen sich die eine auf x allein, die andere 
auf und x zusammen bezieht. Einige Zahlen aus der Arbeit von KONIGSBERGER 
und KILCHLING sind in Tabelle 16 angefithrt. Auf die Arbeiten von PFLUGER, 
der die Absorptionsbanden z. B. bei Cyanin rechnerisch in Teilbanden zerlegte, 
wurde bereits in Ziff.16 hingewiesen. Absorptionsbanden im Ultraroten und 
Ultravioletten, die gewisse Abweichungen bei Cyanin erklaren, sind ebenfalls 
beobachtet?). 


Tabelle 16. 


Verbindung Verbindung 


Jodeosin 42 0,66 
CIT ea oe 0,73 
Pasenglauz® > = . 0,31 


Antimonglanz . B 
CyARIO soos as 0,33 


Eine weitere Art selektiver Absorption im sichtbaren Spektrum zeigt sich 
bei den Glasern der seltenen Erden. Ihre Breite betragt bei Zimmertemperatur 
ungefahr 5 bis 10 A und nimmt etwa ~ VT ab*). Bei der Temperatur der fliissigen 
Luft sind sie so schmal, dafi man an ihnen den Zeemaneffekt beobachten kann‘). 
Die Werte fiir werden hier von der GréBenordnung 10~°*). Man nahm lange 
Zeit an, daB diese Streifen von Verunreinigungen herriihren. Doch ist es wahr- 
scheinlicher, daB sie scharfe Linien der Ionen darstellen, die etwa Ubergiangen 
zwischen den unfertigen Elektronenschalen zugehéren und durch Starkeffekte 
im Molekiil verbreitet sind. Die kleinen f-Werte lassen sich dann nur quanten- 
theoretisch verstehen. Theoretisch wurde die Temperaturabhangigkeit der 


1) J. KONIGSBERGER u. K. KILcHiLinG, Ann. d. Phys. Bd. 28, S. 889. 1909 u. Bd. 32, 
S. 843. 1910. 

2) W. W. CoBLENTZ, Phys. Rev. (1) Bd. 16, S. 119. 1903; R. W. Woop u. C. E. Macnus- 
SEN, Phil. Mag. (6) Bd. 1, S.36. 1901; A. Prrtcer, Ann. d. Phys. (4) Bd. 8, S. 230. 1902. 

3) J. BEcQUEREL, Phys. ZS. Bd. 8, S. 929. 1907. 

4) H. pu Bots u. G. J. Extas, Ann. d. Phys. (4) Bd. 27, S. 233. 1908; J. Becgurret, 
Phys. ZS. Bd. 8, 5. 632. 1907. 

5) J. BEcQUEREL, Phys. ZS. Bd. 9, S. 94. 1908. 
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Breite dieser Bander unter Annahme intermolekularer Starkeffekte von HERz- 
FELD behandelt!), wobei auch Beziehungen zur Breite von Banden in Lésungen 
und Phosphoren gesucht werden. Da solch schmale Bander nur in paramagne- 
tischen Substanzen vorkommen, miiBte man erwarten, da sie bei Ti**++ und 
Fet+++, die auf der Spitze der Magnetonenkurven liegen, besonders stark auftreten. 

77. Theoretische Satze ber Elektronenzahlen. An dieser Stelle kénnen 
jetzt auch einige theoretische Satze iiber Elektronenzahlen behandelt werden 
(s. auch Ziff. 58. KUHN einerseits, RETCHE und THomAS andererseits, sind auf 
Grund verschiedener Uberlegungen zu einem allgemeinen Satz itber die p-Werte 
gelangt. KuHN?) geht von der klassischen Formel fiir die Polarisation aus, 
welche auch die Dispersion bestimmt [(7), Ziff.6, (10a), Ziff. 7]. 


ps1 e Pi 
© 4x2 —>, ar (194) 


zu erstrecken iber alle Absorptionslinien, wobei fiir kontinuierliche Absorption 
(s. Ziff. 43, 57, 58 und 79) Integrale einzufithren sind. Damit verkniipft ist die 
in der Sekunde pro Atom zerstreute Energie 


Oy aes aed i) Co (195) 


30 36 2%)" mM ie 


Fir » > »;, d. h. so kurzwellige Strahlen, daB alle Elektronen als frei behandelt 
werden konnen, geht das iiber in 


Andererseits hat sich in diesem Fall bei Rontgenstrahlen folgende von J. J. THom- 
SON abgeleitete Formel experimentell bestatigt, sobald es méglich war, der Be- 
dingung v > »; zu geniigen, ohne die Strahlen allzu hart zu machen: 
Oe D a) A 
amar ©. (195”) 
Hier ist Z die Gesamtelektronenzah!. In der Tat ist (195”) einfach durch direkte 
Ableitung von (195’) auf klassischer Grundlage gewonnen. Daraus folgt experi- 
mentell 
Lop (196) 
Da KuuHN nicht die KrAmeERssche Dispersionsformel anwendet, beziehen sich 
seine Uberlegungen nur auf den Grundzustand. Ein ahnliches Resultat haben 
RericHE und THomas*) durch Anwendung des Korrespondenzprinzips erhalten, 
ohne sich auf die experimentelle Bestatigung von 195” stiitzen zu miissen, 
Wir gehen von der Formel aus, die BORN und HEISENBERG fiir die durch 
eine duBere Welle der Frequenz y hervorgerufene Polarisation derselben Frequenz 
erhalten haben [(78’) Ziff. 47]. 


, Reell tS ( (6) fo) 0 Geta a talll (eal eer v,) 
— a aca /Z SS ne at oars = = 1 MUA S eS Te fe LUI 
P 6 © 1 OJ, Ts i OJ» - af) (1% 4 TP Sco De + }(197) 


r 


Hierin ist 4|C2|€ fir C(CG) bzw. C(C©) gesetzt, als Mittel itber alle Orientie- 
rungen des Molekils. Hier nimmt also 

lie  @ 0 = 
ra ("1 ae + siete aT) NiG=r, serets 


(71% + +++ t%5)] (198) 
AS I, IslisrwAnowipy, [Ponys, YAS) Istdl, 2, GS, Gail, ews. 

=) Win Itunsiy, ZAP ai IBlayasy, 1etel, 33, Ss HOS, AODS. 

*) W. IRBICHE Wm. W. DaomAs, Zo, f. Phys ibde a4. co, 510, 1925, 
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die Stelle von . —-+ p; ein. Wir wollen nun beweisen, dai) 
__ 2n*m \Y SS noe 
ike= “mS, pl, [\C*r, +++ te](t yr) + +++ TH re)I- (199) 
Tk Tye. -TR-1TK4aiTs 


Das geschieht so, da man erst den Zeitmittelwert der kinetischen Energie 
a ee - 4 Ae 

a? * bildet, andererseits beachtet, da® dieser Wert gleich 4(J,», +... Js1,) 
ist. Dann wird die daraus folgende Gleichung partiell nach », differentiert, 
wobei die J konstant gehalten werden und in Betracht gezogen wird, daB die 
C nur von den J, nicht von den y explizit abhangen. Man erhalt dann “ 99). 


Man findet so fiir den in (196) auftretenden Ausdruck, dernach (198) — Pi; 
darstellt: aa me 
Qe f : = Qumeeis ae Png 
Za ND Paint G2: (TM +++ Ts¥5)] = Dayan aim (200) 


wo s die Gesamtzahl der Freiheitsgrade ist. Aus dem Vergleich von (198) und 


(200) folgt dann 
Db=% (201) 


oder die Summe der Elektronenzahlen ist 1/3 der Zahl der Freiheitsgrade. Bisher 
haben wir rein klassisch gerechnet, und insoweit erweitert der Satz nur ein Re- 
sultat, das bei einzelnen ruhenden Systemen selbstverstandlich ist, auf ein bedingt 
periodisch bewegtes, beliebig kompliziert gebautes Modell, in welchem die Koeffi- 
zienten ~, die die Absorptions- und Dispersionsstaérke messen, nicht unbedingt 
wirkliche ganzzahlige Elektronenzahlen sein miissen. 

Der nachste Schritt ist dann ganz wie bei KRAMERS und HEISENBERG 
(Ziff. 47) der korrespondenzmaBige Ubergang von den Differentialquotienten und 
Amplituden der klassischen Gleichung (197) zu Differenzen und Ubergangswahr- 
scheinlichkeiten der Quantentheorie und fihrt zur KRAMERsSschen Dispersions- 
formel mit 


Sj, — Sf=s (Periodizitatsgrad) (202) 


fiir ein nichtentartetes System. 

Fiir ein entartetes System erhalt man statt f,, welche GréBe der Ubergangs- 
wahrscheinlichkeit yom betrachteten Niveau 7 zu irgendeinem hédheren 7 pro- 
portional ist, g;/g; - /;.;,, sowohl in der Dispersionsformel, als auch in (202), wah- 
rend die negativen Glieder unveradndert /, bleiben. 

Ferner gelingt es ReIcHE und Tuomas, in verschiedenen einfachen Fallen, 
in denen das Korrespondenzprinzip das Verhaltnis der verschiedenen / gibt, jetzt 
diese absolut zu berechnen, z. B. fiir den harmonischen Oszillator /; 7 ay. 

An und fiir sich beziehen sich diese Resultate nur auf das ganze Cenlde 
bei Einbeziehung aller optischen und R6ntgenabsorptionen. KUHN versucht 
aber, den Satz auch auf Untergruppen anzuwenden. So ist bei der Er- 
zeugung der Hauptserie einschlieBlich des kontinuierlichen Spektrums bei den 
Alkalimetallen praktisch nur das Valenzelektron beteiligt. Daher versucht 
Kuan, fiir diese Serien + dem an die Grenze anschlieBenden kontinuierlichen 
Spektrum >'f;=1 zu setzen, wihrend in (196) bewiesen ist, daf fiir die Summe 
aller vom unerregten Natriumatom ausgehenden Absorptionen >'p; = 11 ist. 


1) Auch J. H. vAN VLEcK, Phys. Rev. Bd. 24, S, 330. 1924. 
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Doch scheinen sich hier schon Schwierigkeiten zu ergeben. Nach den Mes- 
sungen von LADENBURG und MinKowski (Ziff. 76) ist ja p fir D, und D, zu- 
sammen schon 1, der Anteil des kontinuierlichen Spektrums nach Ziff. 79 0,1; 
dazu kommen noch die héheren Serienglieder, deren Einflu8 allerdings nicht groB 
zu sein scheint (s. Ziff. 75 und Ziff. 16). KuHN halt die Werte D, und D, fir 
zu hoch, was ja auch nach Gleichung (V) in Ziff. 16 zuzutreffen scheint, aus der 
Pp. +p, = 0,9 folgt. An dieser Stelle heben ReicHE und Tuomas hervor, dab 
die Benutzung von vier Quantenzahlen zur Beschreibung der Spektren daft 
spricht, daB hier s = 4 und damit >’ = 4 zu setzen ist. Experimentelle Ent- 
scheidung sei noch nicht méglich; doch spricht die neuere Entwicklung dagegen. 

Aber auch die Messungen an Edelgasen (Ziff. 76), den Cl” -Ionen in festem 
KCl und NaCl (Ziff. 81) und Hg, Cl, (Ziff 38) sowie endlich Dispersionsmessungen 
an Rontgenstrahlen!) sprechen vielleicht gegen die allgemeine Giiltigkeit dieser 
Auffassung, waihrend die Giiltigkeit des allgemeinen Satzes (196) durch letztere 
Dispersionsmessungen fiir » > v,; bestatigt wird (s. auch Ziff. 58). 


b) Eigenfrequenzen. 


Wahrend wir, um zur Kenntnis der absoluten Werte fur die #; zu gelangen, 
im wesentlichen auf Dispersions- und Absorptionsmessungen angewiesen sind, 
kénnen wir in vielen Fallen iitber die 2; von vornherein auf Grund spektrosko- 
pischer Messungen bestimmte Erwartungen aussprechen. Wir mussen uns daher, 
bevor wir zur Besprechung der Einzelheiten kommen, mit der quantentheoretischen 
Deutung der Absorptionsfrequenzen befassen (s. auch Abschn. IV b und c). 

78. Absorptionslinien und kontinuierliche Absorption. », ist in unserer 
Formel die Eigenfrequenz der Absorptionsstelle. Den gleichen Wert hat nach 
der klassischen Theorie die Umlaufsfrequenz der Elektronen. 

Nach der Bourschen Theorie ist aber die Umlaufsfrequenz der Elektronen 
von der Frequenz des absorbierten Lichts verschieden. Messungen der Dispersion 
in der Nahe der Hauptserienlinien der Alkalien (s. die oben behandelten Messungen 
von BrEvAN, Woop und ROSCHDESTWENSKy) und der Quecksilberlinie 2537 
(Woop) (s. Ziff. 16) zeigen nun, daB hier zur Darstellung die klassische Formel 
geeignet ist, wenn man als Eigenfrequenz die der Absorptionslinien, nicht die 
des Elektronenumlaufs einsetzt. Wir haben also zu erwarten, dak die Dis- 
persion durch die klassische Formel dargestellt wird, wenn man in ihr fir 
die Frequenzen »; die der Absorptionslinien einsetzt. 

Nach Bour koénnen in der Absorption des unangeregten Atoms nur solche 
Linien auftreten, die von der Grundbahn ausgehen, d.h. bei He, Cd, Hg usw. 
nur die Linien 1S —”P und von 1S ausgehende Interkombinationslinien, 
wahrend es bei den Alkalien und den tibrigen Edelgasen die von 1s ausgehenden 
Linien sind. Tatsachlich wurde von Woop?) im Natriumdampf eine Anzahl 
dieser Linien in Absorption beobachtet. Hier ist die erste Linie, 1s — 2, die 
gelbe D-Linie, wahrend die meisten andern Linien und die Seriengrenze im 
Ultravioletten liegen. An die Seriengrenze schlieBt sich dann ein kontinuier- 
liches Spektrum an. Dieses ist quantentheoretisch folgendermaBen zu verstehen’) : 
Wenn ein Elektron in einer Quantenbahn lauft, so daB E; die gesamte Energie 
ist, die zugeftthrt werden mu, um dieses Elektron in unendliche Entfernung zu 
bringen und dort in den Zustand der Ruhe zu iiberfithren (Ionisationsarbeit), 
so wird jede Energie groRer als E; dieses Elektron in unendliche Entfernung 


R. DE L. Kronic, Journ. Opt. Soc. Amer. Bd. 12. 1926. 
R. W. Woop, Phil. Mag. (6) Bd. 16, S. 945. 1908; Bd. 18, S. 530. 1909. 
3) N. Bonr, Kopenh. Akad. Ber. Teil II, § 6. Braaunschweig 1922. 


1) 
2) 
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bringen und ihm noch eine kinetische Energie erteilen, so daB E = E, + = DF, 


Wahrend also unterhalb £; nur einzelne diskrete Energiewerte zugefiihrt an 

k6nnen, kénnen oberhalb £; ;belicbige Energiewerte zugefiihrt werden. Entsprechend 

hat a Elektron unterhalb »; = £,/h nur einzelne Absorptionslinien 
‘ J 

ee 

»Seriengrenze (beinahe) scharf einsetzt und nach kiirzeren Wellenlangen lauft, 

im allgemeinen mit abnehmender Intensitat etwa nach dem Schema der Abb. 20, 

die Harrison!) fiir Natriumdampf an- 

gegeben hat. Die Intensitaitsabnahme 

nach Seite kirzerer Wellenlangen bedeu- 

tet, daB die Wahrscheinlichkeit der Ab- 

sorption am gréSten fiir eine solche 

Wellenlange ist, die gerade imstande ist, Hauptseriergrenze 

das Elektron zu entfernen, ohne ihm Abb. 20. 

weitere kinetische Energie zu _ erteilen. 

(In Abb. 20 sind als Abszissen die Wellenlaingen, als Ordinaten die Absorptions- 

starke eingetragen.) 

Der in Ziff. 42 gegebene Zusammenhang zwischen Dispersion und Absorp- 
tionslinien ]aBt zunachst erwarten, daB die Resonanzlinie die Dispersion maB- 
gebend bestimmt. Die hdheren Serienglieder sollten ohne wesentlichen Einflu8 
sein, da nach Ziff. 75 die Elektronenzahlen (Ubergangswahrscheinlichkeiten) p 
in diesen Gliedern sehr schnell abnehmen. 

79. Eigenfrequenzen bei einatomigen Gasen und Dampfen. Nach dem 
Vorhergehenden liegt es nahe, zu erwarten, daB die kontinuierliche Absorption 
jenseits der Seriengrenze, die in allen Fallen im Ultravioletten liegt, auf die Dis- 
persion im optischen Gebiet denselben Einflu8 ausiibt wie eine (ultraviolette) 
Absorptionslinie?). Fiir den Fall des Na, wo fresonanzinie © 1 Ist, schatzt 
KUHN *) aus den Messungen von HARRISON?) Pyont, etwa gleich 0,1 oder etwas 
kleiner, so daB die kontinuierliche Absorption ahnlich wie die héheren Serien- 
glieder die Dispersion im sichtbaren Spektrum nur sehr wenig beeinflussen diirfte. 
Dementsprechend treten auch in Formel V, Ziff. 16, nur die beiden D-Linien auf. 
Ahnliche Verhaltnisse waren auch fiir die Dampfe der ttbrigen Alkalien zu er- 
warten. Dagegen zeigt schon eine fliichtige Vergleichung der Eigenwellen- 
langen, wie sie in die Dispersionsformeln der Edelgase, die CUTHBERTSON auf 
Grund seiner nur ein kleines Spektralgebiet ittherdeckenden Messungen abgeleitet 
hat, mit den aus Resonanz- und Ionisierungsspannungen berechneten Wellen- 
langen die auffallende Tatsache, daB die Eigenfrequenz dieser einatomigen Gase 
nahe mit der Seriengrenze zusammenfallt oder noch kurzwelliger ist als diese. 
Bei Helium und Argon, wo Messungen bis weit ins Ultraviolette vorlegen, ge- 
ei aber die CUTHBERTSONschen Formeln der Beobachtung nicht mehr. Eine 


wy = oberhalb aber ein kontinuierliches Spektrum, das bei der 


ee 
Violett 


1) G. R. Harrison, Proc. Nat. Acad. Amer. Bd. 8, S. 260. 1922 (s. auch Ziff. 42). Neuere 
Messung an Na siehe B. Trumpy, ZS. f. Phys. Bd.47, S.804. 1928 (speziell S. 808). Weitere 
Beobachtungen solcher kontinuierlicher Absorptionsspektren an Alkalien und Wasserstoff 
s. P. DEBYE, Phys. ZS. Bd. 18, S. 428. 1917; J. Hartmann, ebenda Bd. 18, S. 429. 1917; 
J. HortsMarK, ebenda Bd. 20, S. 88. 1919; C. B. Harrison, Phys. Rev. (2) Bd. 20, S. 198. 
4922 u. Bd. 24, S. 466. 1924; R.W. Ditscusurn, Proc. Roy. Soc. (A) Bd. 117, S. 486. 1928. 
Ferner an Edelgasen H. B. DorGEto u. H. Assinx, ZS. f. Phys. Bd. 41, S. 753. 1927. 

2) K. F. HERZFELD u. K. L. Worr, Ann. d. Phys. Bd. 76, S. 71 u. 567. 1925; A. H. Kra- 
MERS u. W. HEISENBERG, ZS. f. Phys. Bd. 31, S. 681. 1925; s. auch E. SCHRODINGER, Ann. d. 
Phys. (4) Bd. 81, S.109, 1926. 

8) W. Kuun, ZS. f. Phys. Bd. 33, S. 408. 1925. 

4) G. R. Harrison, Phys. Rev. (2) Bd. 24, S. 466. 1924. 
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eingehende Durchsicht der Messungen und Berechnung neuer eingliedriger 
Formeln fiihrte zu dem Ergebnis, daB die aus den eingliedrigen Dispersions- 
formeln errechneten Eigenwellenlangen bei samtlichen Edelgasen ultravioletter 
sind als die Seriengrenze. Sie werden von HERZFELD und Wo tr?) bei Festhaltung 
der Giiltigkeit der klassischen Dispersionsformel als ,,Schwerpunkt des konti- 
nuierlichen Absorptionsspektrums gedeutet (s. Tab. 17). Daneben mogen noch, 
wie PauLt2) bemerkte, die (bei manchen Stoffen starken) Linien der Spektren, 
bei denen zwei Elektronen gleichzeitig springen (s. auch Ziff. 70b) mit in dieses 
Glied eingehen. Im wesentlichen diirfte jedoch die kontinuierliche Absorption 
an der Seriengrenze den ,,Schwerpunkt“ bestimmen. Dessen groBe Verschiebung 
gegen die Seriengrenze (Tab. 17) ist zu erwarten, da bei den Edelgasen das kon- 
tinuierliche Seriengrenzspektrum in Absorption sich in groBer Starke sehr weit 
nach kleinen Wellenlangen erstreckt, wie z. B. aus einer Bemerkung DoRGELOS 
und ABBINKS?) hervorgeht, die Argonlinien zwischen 769 und 661 A in reinem 
Argon infolge dieser Absorption nicht beobachten konnten und auch den analogen 
Fall fiir Neon anfiihren. 

In den eingliedrigen Formeln tritt die Resonanzlinie iberhaupt nicht auf. 
Da die Messungen andererseits durch Formeln, in die nur die Resonanzlinie ein- 
geht, sicher nicht darzustelien sind, bleibt nur noch die Frage offen, ob nicht 
zweigliedrige Formeln, deren eine Eigenwellenlange die Resonanzlinie ist, die 
Messungen wiedergeben. Solche Formeln lieBen sich denn auch in den beiden 
Fallen, in denen geniigend Beobachtungen vorliegen, namlich bei He und A, 
tatsachlch finden’); auch in ihnen hat das Glied, das neben der Resonanzlinie 
eingeht, eine Wellenlange, die ultravioletter ist als die Seriengrenze. Die Elek- 
tronenzahlen dieses Gliedes bleiben annahernd dieselben wie in der einglied- 


Tabelle 17. 
Bigenwellen- | Sree 
Element pi Dee epee Sih eee ie d. kont. Abs. Benutzte Dispersionsformel 
formeln in A Ron Cor Sone ne 
grenze in A 
He 1722 484,0 503 584,4 19 | eingliedrige 
14,19u. | 480,4u. | 23 | zweigliedrige nach 
0,033 584,4 HERZFELD-WOLF 
Ne DN 480,9 575 771 94 einghedrige nach 
CUTHBERTSON 
A 4,58 708,0 786°) 1067 u. | 78 eingliedrige nach 
10487) HERZFELD-WOLF 
4,59 u. 702,9 u. 84 zweigliedrige nach 
O;O2 Smo Z® | HERZFELD-WOLF 
Kr 4,90 839,6 928°) od. | 1236%)u.| 880d. 46 eingliedrige nach 
8868) | 1 165°) | CUTHBERTSON 
x 5,64 1001,4 1073°) od. | 1470u. 72 od. 25 eingliedrige nach 
10268) 12967)) | | CUTHBERTSON 


1) K. F. HERZFELD u. K. L. Worr, Ann. d. Phys. (4) Bd. 76, S. 76 wu. 567. 1925. 
2) W. Pautt, ds. Handb. Bd. XXIII. : 
2) By DORGELO UN sl) sil wABBINKS | Zo stem bly smb da44 S75 oemdlOD 7. 

4) Bei Argon ist die Resonanzlinie mit 1029 A eingesetzt. Dieser Wert ist inzwischen 
genauer zu 1048 A bestimmt, was jedoch an der Formel praktisch nichts andern wiirde. 

5) Nach K. W. Meissner, ZS. f. Phys. Bd. 37, S. 238. 1926; Bd. 39, S. 172. 1926; Bd. 40, 
». 839. 1927. 

6) G. Hertz, Naturwissensch. Bd. 12, S. 1211. 1924. 

") G. Hertz und J. H. Aspinx, Naturwissensch. Bd. 14, S.27 u. 648. 1926; L. B. 
TAYLOR, Proc. Nat. Acad. Amer. Bd. 12, S. 658. 1926. 

8) J. H. Apsink u. H. B. Dorceto, ZS. f. Phys. Bd. 47, S. 221. 1928. 
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rigen Formel (s. Ziff. 76), waihrend der Resonanzlinie nur schr kleine -Werte 
zukommen (Tab. 17). 

Der EinfluB der Resonanzlinie ist also bei den Edelgasen nur sehr gering. 
Doch zeigt die Dispersion der Alkalihalogenide (s. Ziff. 82), daB er nicht ver- 
nachlassigt werden darf. Bei den Edelgasen wird die Dispersion fast allein durch 
das kontinuierliche Seriengrenzspektrum bestimmt. Die héheren Serienglieder 
konnen, wie Ziff. 75 zeigt, in jedem Fall vernachlissigt werden. 

80. Eigenfrequenzen bei Molekiilen. Fiir cine Reihe mehratomiger Gase 
lassen sich die ultravioletten Eigenfrequenzen aus der Dispersionsformel ent- 
nehmen (s. Tab. 15). Diesen kommt aber in den meisten Fallen nur eine rechne- 
rische Bedeutung zu, indem sie die gemeinsame Wirkung mehrerer Absorptions- 
gebiete zusammentfassen. So geben z. B. die verschiedenen Formeln, die fiir die 
Dispersion des Sauerstoffs aufgestellt worden sind, einen Wert fiir 2, von etwa 
830 A, wahrend bereits bei 1760 und 1250 A von Lyman Absorptionsbanden 
gefunden sind. Nur bei Wasserstoff, CO., HO, NH;, CH, und den Halogen- 
wasserstoffen kann man die Eigenwellenlangen der Formeln bis jetzt in Zu- 
sammenhang mit den durch ElektronenstoBmessungen gefundenen Potentialen 
bringen. 

Beim Wasserstoff!) entsprechen die in die Formel eingehenden Eigenwellen- 
langen [s. Formel (II), Ziff. 11] Elektronengeschwindigkeiten von 16,8 und 13,4 V. 
Diese Werte stimmen annahernd iiberein mit den am Wasserstoff beobachteten 
kritischen Potentialen, wo bei etwa 13 Volt?) der erste starke Energieverlust 
und bei 16,0 bis 16,4 Volt) der erste mit Ionisation verbundene StoB beobachtet 
wird. Der Wert von 16 Volt wird jetzt allgemein der Bildung von H,* zuge- 
schrieben4). Ahnlich wie an der Seriengrenze der Atome ist also auch hier ein 
kontinuierliches Absorptionsspektrum zu erwarten, dessen langwellige Grenze bei 
16,0 Volt zu suchen ist. Das A, der Dispersionsformel ist dann, wie bei den 
Edelgasen, als Schwerpunkt dieser kontinuierlichen Absorption anzusehen. Der 
Wert bei 13 Volt kann als Analogon zu dem Resonanzpotential der Edelgase 
betrachtet werden. Im Anschlu8 an HoprieLtp und DIEKE®) ist er aufzufassen 
als Schwerpunkt der beiden Anregungsstufen von 11,16 (erste Molekiilanregung) 
und 14,53 Volt (H + Hangeregt). DaB diese beiden Anregungsstufen nicht scharf 
getrennt beobachtet werden kénnen, ist nach HOPFIELD und DIEKE ohne weiteres 
einzusehen. Die beiden Absorptionen wurden beobachtet (1115 A Beginn der 
Bandenabsorption, 850 A Einsetzen starker kontinuierlicher Absorption). ; 

Bei den Halogenwasserstoffen®) entsprechen die in Tabelle 15, Ziff. 76 an- 
gegebenen Eigenwellenlangen der eingliedrigen Formeln Elektronengeschwindig- 
keiten von 13,4, 12,1 und 10,5 Volt. Diese Werte fallen nahe zusammen mit 
den von KNIpPING’) nach der IonenstoBmethode gefundenen Werten von 13,5, 
13,0 und 12,6 Volt. Da diese sich nicht, wie man friiher annahm, auf den Vor- 
gang HCl--H+ + Cl-, sondern auf HCl--HCl+ + Elektron beziehen’), so 


1) Siehe FuBnote 9, S. 147. 

2) THEA Krttcer, Ann. d. Phys. Bd. 64, S. 288. 1921. 

3) Zusammenstellung s. T. R. HoGness u. E. G, Lunn, Phys. Rev. Bd. 26, S. 53. 1925. 

4) T. R. Hoeness u. E. G. Lunn, Phys. Rev. Bd. 26, S. 44. 1925; H. D. Smytu, 
ebenda Bd. 25, S. 452. 1925; H. KarimMann u. M. A. Brepic, Naturwissensch. Bd. 13, 
S. 802. 1925. 

5) J. J. Hoprietp u. G. H. Diexe, ZS. f. Phys. Bd. 40, 5.299. 1926. 

6) K, F. HERZFELD u. K. L. Wor, Ann. d. Phys. Bd. 78, S. 195. 1926. 

7) P. Kniprine, ZS. f. Phys. Bd. 7, S. 328. 1921; C. A. Mackay, Phil. Mag. (6) Bd. 46, 
S. 828. 1923; Phys. Rev. (2) Bd. 23, S. 553. 1924. 

8) H. D. Smytu, Phys. Rev. Bd. 25, S. 452. 1925; H. G. Grimm, ZS. f. Elektrochem. 
Bd. 31, S. 474. 1925; H. A. Barton, Phys. Rev. (2) Bd. 30, S. 614. 1925; E. F. BarkKER 
u. O.S. DurFENDACK, Phys. Rev. (2) Bd. 26, S. 339. 1925. 
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sind die Eigenwellenlangen der CUTHBERTSONSchen Formeln wieder als Schwer- 
punkte der sich an die Ionisierung anschlieBenden kontinuierlichen Spektra 
anzusehen. Diese Anschauung wird dadurch gestiitzt, daB die p-Werte nahe 
mit denen der entsprechenden Edelgase zusammenfallen. Die Formeln, welche 
die ,,Resonanzlinie“‘ beriicksichtigen (s. Tab. 15), fithren zu noch besserer Uber- 
einstimmung. Das bereits oben erwaéhnte Zunehmen des Einflusses der Keso- 
nanzlinie von Cl- zu J~ macht sich in den Formeln von CUTHBERTSON da- 
durch bemerkbar, daB das 4), das bei HCl etwa an der Stelle des durch die 
Messungen von KNIpPING bestimmten Absorptionsbeginns liegt, bei HBr und 
HJ etwas nach langeren Wellen verschoben st. Das ist daraus zu erklaren, daB 
das 4, das ganze Spektrum, also im wesentlichen Resonanzlinie und kontinuier- 
liche Absorption, in einem Glied zusammenfaBt, daB es also gemeinsamer Schwer- 
punkt aller Absorptionsstellen ist. In den genaueren zweigliedrigen Formeln 
kommt dem zweiten Glied durchweg eine Wellenlange zu, die kurzwelliger ist 
als die Seriengrenze. Dieses Beispiel mége neben dem von UNSOLD!) erwahnten 
Fall der Lymanserie zeigen, daB die Lage der resultierenden Frequenz bei Zu- 
sammenfassung in ein Glied auch innerhalb der Serie liegen kann. Man mag 
in dem zweiten Glied neben dem kontinuierlichen Spektrum noch den EinfluB 
gestrichener Terme vermuten, wird aber mit diesen allein keineswegs auskommen. 
Das ist um so befriedigender, als das merkwiirdige Resultat, zu dem UNsdLps 
Annahme bei He fithrt (der Einflu8 der Linien des gestrichenen Spektrums sollte 
gr6Ber sein als der des nicht gestrichenen), so nicht aufrecht erhalten werden muB, 
wahrend andererseits die groBe Ausdehnung des kontinuierlichen Seriengrenz- 
spektrums bei den Edel- 

Tabelle 17a. gasen (Ziff. 79) fiir die 

Starke seines Einflusses ver- 


Ne | FH | OH, | NH, | CH,’ | CO, | mus 
| | antwortlich Zu machen ist. 
Va eeoee | 13,5 | 11,7 | Se ee rare SchlieBlich sind noch 
\ | 14,1 | 16,3 | 17,1 in Tabelle 17a fir eine 
Veen (24s | 13,2 | 14,1 | 14,62)| 143) | 10,42) Reihe weiterer Gase die 


direkt gemessenen mit den 
aus den Dispersionsformeln gefundenen Eigenfrequenzen (in Volt) zusammen- 
gestellt. Die letzteren sind alle den CUTHBERTSONschen eingliedrigen Disper- 
sionsformeln entnommen. Fir CH, und NH, sind auBerdem die Konstanten 
der zweigliedrigen Formeln von FRIBERG, fiir CO, die der Formel von Fucus 
angegeben. In jedem dieser Falle ist die aus den angegebenen I[onisierungs- 
spannungen zu berechnende Seriengrenze kurzwelliger als die als Schwerpunkt 
des kontinuierlichen Seriengrenzspektrums aufzufassende Eigenwellenlange der 
Dispersionsformel (J, bzw. 4,) und zwar bei den genaueren zweigliedrigen For- 
meln noch eindeutiger als bei den eingliedrigen CUTHBERTSONS. 

Hier sei darauf hingewiesen, daB auch Davis‘) auf den Zusammenhang 
zwischen Vpjsp, und Vy,, aufmerksam gemacht hat. Doch fihrt er seine Be- 
trachtungen weniger allgemein durch, worauf es wohl auch zuriickzufiihren 
ist, daB er gerade bei den Edelgasen keine befriedigenden Resultate erhalt. 
SchlieBlich ist hier noch eine spatere Arbeit von Morton und RIpING®) zu er- 
wahnen, die aber, wohl infolge unklarer Vorstellungen wtber die kontinuierliche 
Seriengrenzabsorption, zu keinem nennenswerten Ergebnis fiihrt. 


1) A. Unsérp, Ann. d. Phys. (4) Bd. 82, S. 355. 1927. 
BE Piprscnia G. Wibcke, e2S1t sehysm bde43,smo4 ot O2 7 


BERGEN Davis, Phys. Rev. (2) Bd. 25, S. 587. 1925; Bd. 26, S. 232. 1926. 


) 
) 
Mag. (6) Bd. 46, S. 828. 1923. 
) 
) R. A. Morton u. R. W. Ripine, Phil. Mag. (7) Bd. 1, S. 726. 1926. 
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81. Ultraviolette Eigenfrequenzen bei Kristallen’. Im AnschluB an ‘die 
Edelgase kénnen jetzt auch die fiir einige Salze sich aus den Dispersions- 
formeln ergebenden Konstanten betrachtet werden. Molekiile oder Kristalle 
von rein heteropolarem Bau sind nach unseren Erfahrungen aus in sich ab- 
geschlossenen Ionen entgegengesetzter Ladung aufgebaut. Diese Ionen ent- 
stehen nach KossEL?) dadurch, dafS§ die elektronegativen Elemente durch 
Aufnahme von Elektronen ihre duBere Schale zu einer Achterschale, einer 
Edelgaskonfiguration, erginzen, wahrend die elektropositiven Elemente durch 
Abgabe ihrer Valenzelektronen auf eben eine solche abbauen. So gibt z. B. 
das Na im NaCl sein locker gebundenes Valenzelektron an das Cl ab. Was 
zuriickbleibt, ist ein verhaltnismaBig sehr starrer Rest vom Bau des Neons. Das 
Elektron, das lose gebunden war und die Absorption des Metalldampfes im 
Sichtbaren bedingte, ist an das Anion tibergegangen. Die Achterschale aber ist 
sehr fest und fur das Na* ergibt sich so eine Absorption, die viel weiter im Ultra- 
violetten liegt. 

Wir haben also in den einfachsten heteropolaren Kristallen, den Alkali- 
halogeniden, zwei Edelgaskonfigurationen anzunehmen. Dabei ist zu erwarten, 
daB die Elektronenbindung gegentber den entsprechenden Edelgasbahnen eine 
Anderung erfahrt. Die gréBere Kernladungszahl des Kations bewirkt, bei gleicher 
auBerer Schale, eine Verfestigung, die kleinere des Anions eine Lockerung gegen- 
tuber dem benachbarten Edelgas. 

Diese Uberlegungen weisen auf Zusammenhdnge?) zwischen der Dispersion 
bzw. Molekularrefraktion der Edelgase und der Alkalihalogenidionen bzw. der 
Salze selbst hin, deren Molrefraktion sich additiv aus den Anteilen der Ionen 
zusammensetzt. Fiir die beiden bestuntersuchten Salze, KCl und NaCl, wurden 
bereits in Ziff.25 und 26 Dispersionsformeln angegeben. Von den bei jedem 
der beiden Salze auftretenden 3 Summanden mit ultravioletten Eigenfrequenzen 
ist je der erste dem Kation, die beiden andern dem Anion zuzuschreiben. Die 
Zuordnung ergibt sich recht augenfallig schon aus der weitgehenden Uberein- 
stimmung der dem Cl~ als gemeinsamen Bestandteil beider Salze zugeschriebenen 
Werte 966,9 und 1582,9A beim KCl mit den entsprechenden 935,9 und 
4543,4 A bei NaCl, sowie daraus, daB diese Werte wesentlich langwelliger sind 
als irgendeine beim Argon auftretende Absorptionswellenlange, und somit nur 
von einem im Vergleich zum Argon weniger festen Gebilde, also vom Cl-, her- 
ruhren k6nnen. 

Wir stellen in Tabelle 18 die den einzelnen Ionen zukommenden fp; und 4; 
zusammen, um sie dann mit den Werten der entsprechenden Edelgase zu ver- 


Tabelle 18. 


KCl 4,61 514,6 4,26 966,9 0,25 | 1582,9 
NaCl 2555 343,9 4,41 935,9 0,19 1543,4 
A 4,58 708,0 4,59 702,9 0,025 1029 
Ne BAe 480,9 


gleichen, die noch einmal in die Tabelle aufgenommen sind. Bet den dem Cl~ 
zugehoérigen Gliedern fallt die nahe Ubereinstimmung der p-Werte des kurz- 


1) Ultrarote Eigenfrequenzen s. Ziff. 26. - 
2) W. KosseL, Ann. d. Phys. Bd. 49, S. 229. 1916; ZS. f. Phys. Bd.1, 5.395. 1920. 
3) K. &. HERZFELD u. K. L. Wore, Ann. d. Phys. Bciv76; on 35 UssO5;, 19253 
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welligen Gliedes (4,26 bzw. 4,41) mit dem des Argon (4,59) sofort in die Augen. 
Wir werden darum dieses Glied, wie beim Argon, dem kontinuierlichen Spektrum, 
welches an die von der vollstandigen Ionisierung herrithrende Grenze anschlieBt, 
zuordnen, wahrend wir den dritten Summanden der Formeln der ,, Resonanzlinie“ 
des Chlorions zuschreiben. Die beiden vom Cl~ herrithrenden Glieder entsprechen 
damit ganz den beiden Summanden der zweigliedrigen Formeln fiir die Edelgase. 

Bei den beiden Kationen haben wir nur je eine Eigenfrequenz, die im wesent- 
lichen durch die kontinuierliche Absorption bestimmt ist. Die Elektronenzahlen 
stimmen mit denen der entsprechenden eingliedrigen Edelgasformeln iberein. 

Beim Chlorion sind die Elektronenzahlen, welche der Resonanzlinie zu- 
kommen, in den beiden Salzen nicht vollkommen gleich (0,25 beim KCl und 0,19 
beim NaCl) und beide Werte sind wesentlich héher als der entsprechende beim 
Argon (0,025). Vom Standpunkt der rein klassischen Theorie ware dies unver- 
standlich, aber von diesem Standpunkt ware ja auch das Auftreten so kleiner 
Zahlen wiberhaupt unerklarbar. Die Quantentheorie mu dagegen nach Ziff. 41 
die ,,Elektronenzahlen“ als Ma fiir die Wahrscheinlichkeit gewisser Ubergange 
ansehen. Dann bedeutet also das Resultat, daB der Ubergang, welcher der 
Resonanzlinie entspricht, beim Chlorion im Salz haufiger ist als beim freien 
Argonatom oder im gasf6rmigen HCl-Molekil (s. Tabelle 15), ferner im Kalium- 
salz etwas haufiger als im Natriumsalz. Dabei ist bemerkenswert, daB die Elek- 
tronenzahlen des Hauptgliedes (des zweiten) im Salz etwas kleiner sind als die 
entsprechenden Zahlen des Argons. Nur macht der Unterschied verhaltnis- 
maig wenig aus. Die Summe der Elektronenzahlen der beiden Glieder ist da- 
gegen recht genau gleich der Summe beim Argon, namlich: 


GON eee oo 4,26 + 0,25 = 4,51 
INEKEI AG Nom oie oie 4,44 +- 0,19 = 4,60 
INGGOI bey ow 4,58 + 0,03 = 4,61. 


Das bedeutet also, dab die Gesamtiitbergangswahrscheinlichkeit nur vom Bau des 
Gebildes selbst abhingt ; beim Einbau in ein Salz nimmt die Ubergangswahrschein- 
lichkeit zur nachsten Bahn auf Kosten der Wahrscheinlichkeit vollstandiger Ab- 
trennung Zu. 

Bei KBr und KJ lagen bisher') nur sehr wenige Dispersionsmessungen vor. 
Der Versuch, sie durch dreigliedrige Formeln (analog KCl) darzustellen, deutet 
ebenfalls auf ein Wachsen der Ubergangswahrscheinlichkeit zur nachsthéheren 
Bahn ((,Resonanzlinie) im “der Kethentolge Cl~ Br-, |= hinZ\i(pe = 022: 
0,65 —0,85 ; 0,70—0,95). 

82. Deutung der auftretenden Wellenlangen*). Bei der eben besprochenen 
Zuordnung der Wellenlangen 967 (bzw. 936) und 1583 (bzw. 1543) zum Chlorion 
als Ionisierungs- und Resonanzwellenlange ist aber noch folgendes zu beachten. 
Wenn die kiirzere der beiden erwahnten Wellenlangen tatsachlich derjenigen Ab- 
sorption entspricht, welche bei der vollstandigen Loslésung eines Elektrons aus 
dem Chlorion zustande kommt, so ware zu erwarten, daB die langwellige Grenze 
des kontinuierlichen Spektrums dieser Absorption etwa um 90 A weiter nach Rot 
liegt als diese Wellenlange angibt, also etwa bei 1055 bzw. 1025. Ihre Schwingungs- 
zahl miiBte mit der Ablésearbeit des Elektrons, d. h. der sog. Elektronenaffinitat 
Qz des Chlors, durch die Beziehung zusammenhangen : 


Ny hy = Qp. (203), 


‘) Die neuen Messungen von Gyutat (ZS. f. Phys. Bd. 46, S. 80. 1928) lassen wohl 
genauere Berechnung zu. 

2) K. L. Worm, Ann. d, Phys. (4) Bd. (84S: 63.7. 4926. 

8) K. L. Worr, Minchener Dissertation 1925; K. F. Herzretp u. K. L. Worr, Ann. 
d. Phys, 4) Bdo78.1s.35.. 1035. . 
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Da Qy etwa = 88 kcal ist, so entspricht das einer Wellenlinge von 3280 A, 
mit anderen Worten: Es mite diese Absorption einfach dem von FRANCK 
vorausgesagten kontinuierlichen Spektrum des Chlors entsprechen. In Wirklich- 
keit sind aber die Chloride in der Gegend von 3000 A vollkommen durchsichtig, 
und unsere Absorption liegt sehr viel weiter im Ultraviolett; demnach mu zur 
Elektronenaffinitét noch ein wesentlich héherer Arbeitsbetrag hinzukommen. 
Wenn man sich tiberlegt, welche Arbeit zur Entfernung eines Elektrons aus dem 
im Gitter eingebauten Chlorion nétig ist, dann sieht man sofort ein, daB hierzu 
nicht nur die Arbeit gegen die Anziehung von seiten dieses Ions selbst geleistet 
werden mu, welche der Elektronenaffinitaét entspricht, sondern auch Arbeit 
gegen die umgebenden Ladungen des Gitters. Die Arbeit, die nétig ist, um aus 
einem Gitterpunkt die Elementarladung entgegen den Anziehungen, die von den 
in den andern Gitterpunkten sitzenden UberschuBladungen herriihren, zu ent- 
fernen, betragt beim NaCl-Typus: 

=— kcal (204) 


Qe = Ni- , y 


(y in A der Gitterabstande zweier Ionen). 


1,742 576 


Das ist das CouLomMBsche Anziehungsglied der Gitterenergie. Fir KCl 
(y = 3,140 A) ergibt sich diese GréBe zu 183 kcal. Hierzu die Elektronenaffinitat 
von 88 ergibt eine Gesamtarbeit von 271 kcal. Dieser entspricht eine Wellen- 
lange von 1065 A. Das liegt um 98 A von der gefundenen Wellenlange weiter 
nach rechts als die Eigenwellenlange, wie wir es erwartet haben. Bei NaCl 
(y = 2,816 A) finden wir die vom Gitter herriihrende Anziehung zu 204, die 
Gesamtarbeit zu 292 kcal, demnach die Wellenlange zu 990, also einen Abstand 
von 55 A von der gefundenen. 

Als Abtrennungsarbeit gegeniiber den Anziehungskraften des wbrigen 
Gitters ist nur diejenige gerechnet, die gegen die UberschuBladungen zu 
leisten ist. (CouLtomBsche Anziehung). AuBer dieser kommt noch eine An- 
ziehung hinzu, welche gegen die induzierten Ladungen zu leisten ist, die durch 
das Vorhandensein des nachher zu entfernenden Elektrons an seinem Gitterpunkt 
erzeugt werden. Diese entsprechen etwa der BorNnschen Deutung!) der Hydra- 
tationswarme. Aber dieser Effekt braucht nicht noch einmal beriicksichtigt zu 
werden, denn er ist es gerade, welcher den Unterschied zwischen der erregenden 
Kraft und der auBeren Feldstarke bedingt (s. Ziff. 17). Er ist durch die Verwen- 
dung der Formel fiir a —_ statt der fiir m* — 1 ausgeschaltet. Ferner waren 
noch die Krafte zu beriicksichtigen, die von den Elektronenhillen (Neutralkubus) 
der Nachbarionen auf das Elektron ausgeiibt werden. Uber diese ist nichts 
Naheres bekannt. In erster Naherung kénnen sie vernachlassigt werden. 

Bei der Deutung der folgenden Wellenlangen?) (1583, 1543) als ,,Reso- 
nanzlinien“ ist eine ahnliche Uberlegung zu machen. Ist das Chlorion voll- 
kommen frei, so kann die Arbeit, die nétig ist, um das Elektron aus seiner Grund- 
bahn in die nachste erlaubte zu heben, nicht gréBer sein als die, die notig ist, 
um es ganz zu entfernen. Fiir das freie Chlorion miiBte daher die Resonanzlinie, 
wenn es eine solche iiberhaupt gibt, eine Wellenlange gréBer als 3300 haben, 
Die Wellenlange der ,,Resonanzlinie“ fiir das ins Gitter eingebaute Chlorion da- 
gegen mu, wenn man sie auf einen Elektronensprung zwischen zwei Quanten- 
bahnen zuriickfiihrt, wieder kleiner sein, weil beim Herausheben auch Arbeit 
gegen die Ladungen, die in andern Gitterpunkten sitzen, zu leisten ist. Allerdings 


1) M. Born, ZS. f. Phys. Bd. 1, S. 45. 1920. 
2) Siehe A. H. Prunp, Phys. Rev. (2) Bd. 31, S. 315. 1928. 
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kann man hier gar nicht angeben, wie groB diese Arbeit ist, wenn man die Grébe 
und Form der verschiedenen Quantenbahnen des Elektrons nicht kennt. Sie 
wird irgendein Bruchteil der GréBe Qg sein. Der Wellenlange 1580 entspricht 
eine Arbeit von etwa 183 kcal. Es ist aber noch nicht méglich diese auf Arbeit 
gegen das eigene Ion (Resonanzlinie des freien Chlorions) und auf Arbeit gegen 
das Gitter aufzuteilen. 

Die Frage, was unter ,,Resonanzlinie“ im Gitter zu verstehen ist, laBt sich 
vorlaufig iiberhaupt nicht eindeutig beantworten. Man kénnte zunachst an den 
,,photographischen ProzeB‘‘ der Uberfiihrung des Elektrons von Cl” zum Nat 
denken. Fiir die hierzu erforderliche Arbeit waren, wenn man mit starren Git- 
tern und Linien rechnet, anzusetzen: 


Elektronenaffinitat + Entfernen des Elektrons + Zuriickbringen 


(~ 80 kcal) (Mee Te | 
205 
des Elektrons an den Platz des Kations — Ionisierungsarbeit des Na. ' ) 
Ese 14,742) ae (118 kcal) 
y Pet | 


Das ergibt aber 1100 bis 1200 A, anstatt 1500 bis 1600. Doch zeigen Versuche 
von FRANCK und Mitarbeitern!) iiber die Ultraviolettabsorption von Akali- 
und Silberhalogeniden, daB im Dampimolekiil eine Reihe komplizierterer Pro- 
zesse auftreten, so daB vielleicht auch im Gitter bei der Lichtabsorption nicht 
nur normale, sondern auch angeregte Na- und Cl-Atome entstehen diirften. 
Wie die Rechnung sich dann gestaltet, ist einstweilen noch nicht zu iibersehen. 
Auf Grund dieser Anschauungen ergibt sich sehr schén der von FaJANs und 
Joos (s. Ziff. 72, 73) aus den Messungen abgeleitete Einflu8 des Kations auf die 
Molekularrefraktion des Anions, der darin besteht, daB ein Kation mit starkerer 
Feldwirkung die molekulare Refraktion des Anions starker herabsetzt (Defor- 
mation). Denn je starker die Feldwirkung, desto hoher ist die Gitterenergie, 
desto mehr Arbeit mu also bei der Entfernung des Elektrons aus dem Gitter 
geleistet werden, auch dann, wenn die Bahn des Elektrons in dem Chlorion, 
zu welchem es urspriinglich gehért, bei allen Salzen dieselbe ist. Ein wesent- 
licher Unterschied gegen die Zahlen von FayAns und Joos besteht aber darin, 
da dieser Verfestigungseffekt gegenitiber dem vollkommen freien Ion noch viel 
grOBer ist, als ihn FaJANS und Joos urspriinglich annahmen. Fiir das vollkommen 
freie Ion wiirden wir eine Absorptionswellenlange bei 3200 A mit einer Mole- 
kularrefraktion von etwa 140 fiir die D-Linie erwarten, vorausgesetzt, daB nicht 
die einzelnen p-Werte (bei konst. }’/;) im freien Ion anders sind als im in das 
Gitter eingebaute Ion. Diese Voraussetzung trifft allerdings kaum zu, so daB 
die Molrefraktion des freien Ions nur wenig kleiner als 140 herauskommen diirfte. 
Der Einbau in das Salz bewirkt demnach eine sehr grofBe Verminderung der 
Molekularrefraktion, die bei allen Alkalihalogeniden von etwa derselben Gréen- 
ordnung ist, weil die Gitterenergien alle von derselben GroBenordnung sind. 
Wenn wir nun zur Diskussion der Eigenwellenlange des Kations iibergehen, 
so werden wir, wie schon erwahnt, dieser eine ahnliche Deutung als Schwerpunkt 
des kontinuierlichen Spektrums geben, das der LosreiBung eines Elektrons aus 
dem Kation entspricht. Die dem Kaliumion zugeschriebene Wellenlange von 
515 A laBt die Grenze der Absorption bei etwa 590 A erwarten, was einer Energie 
von 490 kcal entspricht. Bei dieser LosreiBungsarbeit ist aber folgendes zu be- 


1) J. Franck, H. Kuun u. G. Roverrson, ZS. f. Phys. Bd. 43, S. 155. 1927; J. FRANCK 
Wel. ICUHN; «ebenda Bd A3 iS 16451927. daa SmGO O27. 
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achten: wahrend fiir das negative Ion die Arbeit gegen die Anzichungskrafte 
des Gitters zur Elektronenaffinitat des freien Ions hinzukam, ist hier die ent- 
sprechende Arbeit von der Ionisierungsspannung des freien Ions abzuziehen, 
denn wir haben ein negatives Elektron von einem solchen Gitterpunkte zu ent- 
fernen, der mit einer positiven Ladung besetzt ist. Die umgebenden Gitterpunkte 
uben auf die positive Ladung dieses Punktes Anziehungskrafte aus, demnach 
auf das dort sitzende Elektron AbstoBungskrafte, und es gilt daher: 


Qr—Qe=Q, (206) 


d.h., man erhalt die Arbeit zur LosreifSung eines Elektrons Q durch Subtraktion 


der GréBe Qg = = © von der Ionisierungsarbeit des freien Ions Q;. Da Q 490 


ist, Ug 183, ergibt sich die Ionisierungsarbeit des freien Kaliumions zu 673 kcal?). 
Die entsprechende Rechnung fiir das Natrium liefert als Grenze 410 A, daher 
Q = 705 und mit Qg 204 also Q; 909. 

Auch hier bewahren sich wieder die Uberlegungen von Fajans und Joos, 
nach welchen das Kation durch die Wirkung des Anions gelockert wird, desto 
mehr, je starker dessen Feldwirkung ist; im allgemeinen ist aber die Wirkung 
des Anions auf das Kation viel schwacher als umgekehrt. Das kommt jetzt so 
heraus, da8 durch die Subtraktion der Gitterenergie die Wellenlange nach Rot 
verschoben wird (Lockerung), desto mehr, je staérker die Feldwirkung, d.h., je 
groBer die Gitterenergie ist. Bei den sehr hohen Werten der Ionisierungsarbeit 
der freien Kationen aber machen die Unterschiede der Gitterenergien verhaltnis- 
maBig sehr viel weniger aus als bei den Anionen (fiir das Kaliumion bedeutet 
ein Unterschied von 20 Kalorien in den Gitterenergien einen Unterschied von 
4% in der Wellenlange, fiir das Chlorion einen Unterschied von 7,5%). Ebenso 
entspricht die yon FayaNns und Joos hervorgehobene Tatsache, daB die Auf- 
lockerung desto starker ist, je gréBer die Molekularrefraktion des Kations an 
sich schon ist, dem Umstand, daB die Gitterenergien verhaltnismaBig desto mehr 
ausmachen, je kleiner an und fiir sich die Ionisierungsarbeit des freien Ions ist. 


Tabelle 19. Berechnete Molekularrefraktion der Salze. 


| 
LA 2,07 4,76 6,83 2A 8,95 ApS Ons 3545 
A 1,16 1,50 1,55 | 1,75 
Na 3,23 5,10 8,33 217, 10,50 4,70 | 415,20 
A 275 3,03 2,76 3,29 
K 5,98 5,38 11,36 1,90 13,26 5,23 | 18,49 
J 2,07 2,04 2,29 2,12 
Rb 8,05 5,25 13,40 2545 15,55 5,08 | 20,63 
A 3,58 3,72 3,69 4,52 
Cs 11,63 5,49 1742 2512, 19,24 i 504 25,15 


Auf Grund der so skizzierten Deutung der Eigenfrequenzen der Formeln 
gelang es, die Molrefraktion samtlicher Alkalihalogenide aus Gitterenergie und 
Ionisierungsarbeit (Kation) bzw. Elektronenaffinitat (Anion) zu berechnen’). 
Die berechneten zeigen im allgemeinen Verlauf gute Ubereinstimmung mit den 
beobachteten Werten (beob. Werte s. Tab. 8a, Ziff. 68), und auch die meisten 


1) Das von MoHLER (Scient. Pap. Bureau of Stand. Nr. 505, S. 167. 1925) gefundene 
Potential von 644 -- 46 kcal, das als Ionisierungspotential zu deuten sein dirfte und der 
von BowEN [Phys. Rev. (2) Bd. 31, S. 497. 1928] aus dem Spektrum als Ionisierungsspannung 
von K+ bestimmte Wert von 729 kcal, stimmt damit gut tberein. 

2) K, FP. HERZzFELD u. K.L. Worr, Ann. d. Phys. Bd. 78, S. 195. 1925. 
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Zahlen stimmen verhaltnismaBig gut tberein. Die Hauptabweichungen (rechte 
obere Ecke der Tabelle) sind auf nicht geniigende Beriicksichtigung der Re- 
sonanzlinie zuriickzufiihren, fiir die # bei den Chloriden, Bromiden und Jodiden 
jedesmal zu 5% des p-Wertes des Hauptgliedes angesetzt war. Bericksichtigung 
der Zunahme der Ubergangswahrscheinlichkeit zur Resonanzlinie (auf Kosten 
der kontinuierlichen Absorption) mit wachsendem Atomgewicht des Halogens 
fiihrt zu noch besserer Ubereinstimmung der Absolutzahlen (vor allem in der 
rechten oberen Ecke), und auch der Gang der Differenzen in den Vertikalspalten 
wird noch um einiges besser!). Die so berechneten Werte sind in Tabelle 19 zu- 
sammengestellt. 

Auch fiir die Erdalkalioxyde, bei denen nach Fayans und Joos die Mol- 
refraktion des O~~ besonders stark veranderlich ist, fiihrt die Rechnung zu 
befriedigendem Ergebnis (s. Tab. 20). 


Tabelle 20. Molrefraktion der Oxyde. 


Anteil des Kations | : a i ber. Anteil des 
| Oxyd (von Fayans geschatzt) | SEINE CS SES | Anions 
BeO 3,28 | 0,1 | 3,2 | 2,45 
MgO 4,50 0,3 | 4,2 | (4,2) 
CaQ 7,40 | 413) 6,1 | 7:3 


Die oben an den festen Alkalihalogeniden und Erdalkalioxyden angestellten 
Uberlegungen sollten sich in derselben Weise auf die Molrefraktion edelgasahn- 
licher Ionen in Lésungen anwenden lassen, wobei an Stelle der Gitterenergie 
die Hydratationsarbeit zu treten hatte. Die diesbeziiglichen Berechnungen 
wurden im AnschluB an die Berechnung der Molrefraktion der Halogenide bereits 
durchgefihrt?), wobei der ,,Resonanzlinie“ in analoger Weise wie bei den Alkali- 
halogeniden Rechnung getragen wurde. Die so berechneten Werte waren aber 
zu groB und zwar wohl im wesentlichen deshalb, weil die oben als ,,Resonanz- 
linie’ bezeichnete langwelligere Absorption, sofern ihr der Ubergang eines Elek- 
trons vom Anion zum Kation zugrunde legt, in der Lésung wegfallt. Eine Neu- 
berechnung 1laB8t jedenfalls bessere Ubereinstimmung erwarten, um so mehr, 
als die inzwischen durchgefitthrte Messung der Ultraviolettabsorption des Jod- 
ions in wasseriger Lésung?) ein Maximum der Absorptionsbande ergibt, dessen 
Lage etwa mit derjenigen iibereinstimmt, die man auf Grund einer Berechnung 
im Sinne obiger Betrachtungen erwarten sollte. 

Auf Grund der gleichen Uberlegungen lassen sich ferner die Eigenfrequenzen 
und damit die Molrefraktion anderer einfacher Verbindungen berechnen, wobei 
an Stelle der Gitterenergie die Bildungswarme dieser Verbindungen zu treten 
hat. Interessante Berechnungen dieser Art hat BERGEN Davis‘) durchgefithrt 
und dabei gute Resultate erzielt. 


MY KG, Wena, “vom, Gl, IPS, 18% SL, Si Gees MORXe, 

2) Siehe FuBnote 2, S. 154. 

3) G. SCHEIBE, R. ROMER u. G. R6ssLER, Chem. Ber. Bd. 59, S. 1221. 1926% 
4) BERGEN Davis, Phys. Rev. (2) Bd. 26, S. 232. 1926. 
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Kapitel 44. 


Kristalloptik. 


Von 
G. SZIvEssy, Miinster i. W. 
Mit 37 Abbildungen. 


Bei der folgenden Darstellung der Kristalloptik!) (mit Ausschlu8 der 
Réntgenoptik?) werden die nachstehenden Bezeichnungen durchgehend benutzt: 
x,V,2z optisches Symmetrieachsensystem. 
x,y’, 2 beliebiges rechtwinkliges Rechtssystem. 
t Zeit. 
@ Frequenz einer Lichtwelle. 
ao”) Eigenfrequenz. 
4, Wellenlange einer Lichtwelle im Vakuum. 
4 Wellenlange einer Lichtwelle im Kristall. 
k Elliptizitat (Achsenverhaltnis der Schwingungsellipse) einer elliptisch 
polarisierten Lichtwelle. 
c Lichtgeschwindigkeit im Vakuum. 


c, Normalgeschwindigkeit einer Lichtwelle im Kristall. 
e, komplexe Normalgeschwindigkeit. 
Phasendifferenz. 
$ Einheitsvektor einer Wellennormalenrichtung. 
= PoyntinGscher Strahlvektor. 
j Einheitsvektor von © (Richtung des Lichtstrahles). 
© elektrische Feldstarke einer Lichtwelle; © Amplitude von ©; e Ein- 


heitsvektor von ©. 

1) Altere zusammenfassende Darstellungen: E. VerpEt, Legons d’optique 
physique Bd.I u. Il. Paris 1869—1870 (= (Euvr. Bd. 5 u. 6). Deutsche Ausgabe von 
K. Exner Bd. Iu. II. Berlin 1881—1887. (Die deutsche Ausgabe enthalt ein vollstandiges, 
bis 1881 fortgefiihrtes Verzeichnis der alteren Literatur.) I. Mascart, Traité d’optique 
Bd. I, Kap. 8 u. 9; Bd. II, Kap. 10 bis 12. Paris 1889—1891; Tu. Lizpiscu, Physikalische 
Kristallographie S. 281—544. Leipzig 1891; J. Warker, The analytical theory of light 
Kap. XI—XV, XVIII. Cambridge 1904; F. Pockets, Lehrbuch der Kristalloptik. Leipzig 
1906. Neuere zusammenfassende Darstellungen: J. BECKENKAMP, Statische und 
kinetische Kristalltheorien, Tl. 2, S. 1—523. Berlin 1915; E. GeurcKxe, Handb. d. physikali- 
schen Optik Bd. I (Doppelbrechung von P. DRUDE und A. WETTHAUER S. 813— 882; Rota- 
tionspolarisation von K. FOrRSTERLING, S. 901—940). Leipzig 1927; Handbuch der Experi- 
mentalphysik, herausgeg. von W. Wien und F. Harms, Bd. XXVIII (Polarisation des 
Lichtes von H. ScHut1z, S. 365—556). Leipzig 1928 

2) Uber die Réntgenoptik der Kristalle vgl. das Kapitel iber den Aufbau der festen 
Materie und seine Erforschung durch Réntgenstrahlen in Bd. XXIV ds. Handbuches. 
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e’,e’” zu einer Strahlenrichtung j im Kristall gehorende Richtungen e. 
®D elektrische Verschiebung einer Lichtwelle (Lichtvektor) ; ® Amplitude 
von 2; d Einheitsvektor von D (Schwingungsrichtung). 
d’,d’’ zu einer Wellennormalenrichtung 8 im Kristall gehérende Rich- 
tungen Dd. 
§) magnetische Feldstarke einer Lichtwelle; § Amplitude von §. 
§8 elektrisches Moment der Volumeinheit; $8 Amplitude von 8. 
(§ Gyrationsvektor. . 
nm Brechungsindex des Kristalls. 
N,N, M3; Hauptbrechungsindizes. 
m, Brechungsindizes der beiden zu einer Wellennormalenrichtung 3 in 
einem nicht absorbierenden, nicht aktiven Kristall gehérenden 
Wellen. 
n’,n” Brechungsindizes der beiden, zu einer Strahlenrichtung j in einem 
nicht absorbierenden, nicht aktiven Kristall gehérenden Wellen. 
m, 23 Brechungsindizes der beiden zu einer Wellennormalenrichtung 3 in 
einem nicht absorbierenden, aktiven Kristall gehérenden Wellen. 
y Brechungsindex des isotropen AuBenmediums. 
n komplexer Brechungsindex eines absorbierenden Kristalls. 
m,,M,,n; komplexe Hauptbrechungsindizes eines absorbierenden Kristalls. 
n,, ny komplexe Brechungsindizes der beiden zu einer Wellennormalenrich- 
tung $ in einem absorbierenden Kristall gehdrenden Wellen. 
s Strahlenindex des Kristalls. 
s’, s” Strahlenindizes der beiden, zu einer Wellennormalenrichtung 8 in 
einem nicht absorbierenden, nicht aktiven Kristall gehdérenden 
Strahlen. 
x Absorptionsindex. 
#1, %,, %; Hauptabsorptionsindizes. 
x), x Absorptionsindizes der beiden zu einer Wellennormalenrichtung 3 
in einem absorbierenden Kristall gehérenden Wellen. 


11) €y2) +» +» €33 Optische Dielektrizitatskonstanten. 
1, 9, €; optische Hauptdielektrizitatskonstanten. 
£11, 42, -- +» 33 komplexe optische Dielektrizitatskonstanten. 


&,, 3, €; komplexe optische Hauptdielektrizitatskonstanten. 
g skalarer Parameter der optischen Aktivitat. 
211» 812) -- -» 33 Komponenten des Gyrationstensors. 
r Vektor vom Koordinatenanfangspunkt zu einem Punkte einer 
Wellenebene. 
6,, 6, Einheitsvektoren der Binormalen. 
tj, t, Einheitsvektoren der Biradialen. 
O Binormalenwinkel. 
b, bzw. b, Winkel zwischen einer Wellennormalenrichtung 8 im Kristall und 
b, bzw. bg. 
{ Biradialenwinkel. 
¢’, &” Winkel zwischen einer Wellennormalenrichtung 8 im Kristall und 
den zugehorigen Strahlenrichtungen. 
¢’, ¢ Winkel zwischen einer Strahlenrichtung {| im Kristall und den zu- 
gehérigen Wellennormalenrichtungen. 
J Intensitat einer Lichtquelle. 
v Temperatur. 
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I. Einleitung. 


1. Ubersicht tiber die Theorien der Kristalloptik. Die erste geschlossene 
Darstellung der Kristalloptik verdankt man FresNnev?), der seiner auf rein 
mechanischer Grundlage beruhenden Theorie allerdings keine strenge Begriindung 
geben konnte, da damals eine analytische Mechanik deformierbarer Kérper 
noch nicht existierte; eine solche Begriindung wurde erst spater von CAucHy?), 
und unabhangig von diesem und fast gleichzeitig von NEUMANN?) geliefert. 

Die Theorien von FRESNEL, CAUCHY und NEUMANN bezeichnet man wegen 
ihrer elastizitatstheoretischen Grundlage auch kurz als elastische Theorien 
des Lichtes; dieselben besitzen, ebenso wie ihre spaitere Weiterbildung und 
Vervollkommnung’), jetzt nur noch historisches Interesse, nachdem sie in der 
zweiten Halfte des vorigen Jahrhunderts durch die von MAXWELL) geschaffene 
elektromagnetische Lichttheorie verdréngt wurden®). Die Erscheinungen 
der Kristalloptik werden von der elektromagnetischen Theorie unter der An- 
nahme erklart, da die optische Anisotropie auf die elektrische zuriickzufiihren 
ist. Elastische und elektromagnetische Theorie des Lichtes fiihren in der 
Kristalloptik formal zu denselben Ergebnissen und vermégen einen groBen 
Komplex von Erscheinungen richtig wiederzugeben. Beide kénnen aber ohne 
besondere Zusatzhypothesen weder von den Erscheinungen der Dispersion, noch 
von der optischen Aktivitat eine befriedigende Erklarung geben. Eine solche ist 
nur dann méglich, wenn man, im Gegensatz zu jenen 4lteren Theorien, die 
Materie nicht als kontinuierlich ausgebreitet voraussetzt, sondern annimmt, 
daB dieselbe aus kleinsten Teilchen aufgebaut ist. 

Dieser Standpunkt bildet die Grundlage der atomistischen Theorien; 
wir tibergehen die fritheren Theorien dieser Art?) und wenden uns gleich der 
Kristallgittertheorie®) zu, welche von der Vorstellung ausgeht, daB die 
Kristalle aus Atomen oder Atomgruppen aufgebaute Raumgitter sind; da jedes 
Atom aus positiven und negativen Ladungen (Atomkern und Elektronen) be- 
steht, so bildet jedes Elektron eines Atoms mit den entsprechenden Elektronen 


1) A. FRESNEL, Bull. d. Scienc. par la Soc. philomat. 1822, S.63; Ann. chim. phys. 
(2) Bd. 28, S. 263. 1825; Mém. de l’Acad. d. Scienc. Bd. 7, S. 45. 1827; CEuvr. compl. Bd. IT, 
S.261. Paris 1868. Uber die Geschichte der Entdeckungen FRESNELs vg!l. die Einleitung 
von A. VERDET zu FRESNELS CEuvr. compl. Bd. I, S.IX. Paris 1866. 

2) A. Caucuy, Exercices de mathém. Bd. V,S. 19. Paris 1830; Giuvr. compl. (2) Bd. IX, 
S. 390. Paris 1890. 

3) F. Neumann, Pogg. Ann. Bd. 25, S. 418. 1832; Ges. Werke Bd. II, S. 159. Leipzig 
1906; Ostwalds Klassiker der exakt. Wissensch. Nr. 76. Leipzig 1896. 

4) Darstellungen der Alteren elastischen Theorien der Kristalloptik: H. PoINcarg, 
Théorie mathématique de la lumiére Bd. I, Kap. 6, S.217—284. Paris 1889; P. VOLKMANN, 
Vorlesungen iiber die Theorie des Lichtes, Abschn. IV, 3, S.250—264. Leipzig 1891; 
P. DrupE, Theorie des Lichtes fiir durchsichtige ruhende Medien (in A. WINCKELMANN, 
Handb. d. Physik, 2. Aufl., Bd. VI, S. 1140—1166. Leipzig 1906); insbesondere A. WANGERIN, 
Optik. Altere Theorie. (in Enzykl. d. math. Wissensch. Bd. V, Tl. 3, S.1—94. Leipzig 1909). 

5) J. CL. MaxwELt, A Treatise on electricity and magnetism. Bd. IJ, Kap. 20, S. 383 
bis 398. Oxford 1873. Deutsche Ausgabe von B. WEINSTEIN, Bd. II, Kap. 20, S. 537—558. 
Berlin 1883. 

8) Uber diese vgl. Kap. 6 ds. Bandes. 

7) Uber die geschichtliche Entwicklung dieser Theorien vgl. R. LuNDBLAD, Uppsala 
Univ. Arsskr. 1920, H. 2, S. 6. 

8) M. Born, Dynamik der Kristallgitter. Leipzig 1915 (= Fortschr. d. math. Wissensch. 
H. 4); Atomtheorie des festen Zustandes (Dynamik der Kristallgitter). Leipzig 1923 (in 
Enzykl. d. math. Wissensch. Bd. V, Tl. 3, S. 527—781). Kiirzere zusammenfassende Dar- 
stellungen: G. HEcKMaNnn, Die Gittertheorie der festen K6érper (in Ergebnisse d. exakt. 
Naturwissensch. Bd. 4, S. 100—153. 1925); M. Born, Probleme der Atomdynamik, S. 122 
bis 180. Berlin 1926. 
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der gleichartigen Atome ein Gitter fiir sich, und dasselbe gilt fir die Atomkerne. 
Zu den Erscheinungen der Kristalloptik gelangt man, indem man das Ver- 
halten der Gitter unter dem EinfluB des schnell wechselnden elektrischen Feldes 
einer Lichtwelle ermittelt. Die Uberlegenheit der gittertheoretischen Kristall- 
optik gegeniiber den alteren Theorien zeigt sich darin, daB sie die Erscheinungen 
der Dispersion und der optischen Aktivitat zwanglos zu erklaren vermag, auBer- 
dem aber noch von den Beobachtungen bestatigte Zusammenhange zwischen 
den optischen Parametern und anderen physikalischen Eigenschaften der Kristalle 
(z. B. Beziehungen zwischen den ultraroten Eigenfrequenzen und den Elastizitats- 
konstanten, sowie den spezifischen Warmen) liefert; sie ist allerdings vorerst 
beschrankt auf nicht absorbierende Kristalle, da eine befriedigende atomistische 
Theorie der Energiedissipation noch nicht existiert. 

Eine streng atomistische Begriindung der Kristalloptik verdankt man EWALp}). 
Die Ergebnisse der Theorie lassen sich jedoch auch auf einfacherem Wege erhalten, 
indem man die fiir ein Kontinuum geltenden Differentialgleichungen der elektro- 
magnetischen Lichttheorie zum Ausgang nimmt und von den darin auftretenden 
Gr6Ben mit Hilfe der Gittertheorie diejenigen berechnet, welche die spezifischen 
materiellen Eigenschaften des Kristalls charakterisieren; diese elementarere 
Methode, bei der also Kontinuumstheorie und atomistische Theorie vermengt 
auftreten, hat Born?) bei seinen Behandlungen der Gitteroptik benutzt. 

Wir nehmen weiterhin die Bornsche Darstellung wegen ihrer gréBeren Ein- 
fachheit zum Ausgang unserer Betrachtungen und stellen in den folgenden 
einleitenden Ziffern 2 bis 6 die wichtigsten Satze der Theorie zusammen, so- 
weit dieselben fiir die speziellen Durchrechnungen der beschreibenden Kristall- 
optik bendtigt werden. Hinsichtlich Begriindung und weiterer Ausfithrung ver- 
weisen wir beziiglich Ziff. 2 bis 5 auf Kap. 6 dieses Bandes, beziiglich Ziff. 6 auf 
den Abschnitt ttber die theoretischen Grundlagen des Aufbaues der festen 
Materie in Bd. XXIV dieses Handbuches. 

2. Differentialgleichungen des elektromagnetischen Feldes einer Licht- 
welle. Nach der elektromagnetischen Theorie des Lichtes sind die Lichtwellen 
elektromagnetische Wellen. Ist © die elektrische Feldstarke, D die elektrische 
Verschiebung, {$9 die magnetische Feldstarke, $ die magnetische Verschiebung 
der Lichtwelle, § die Dichte des Leitungsstromes und c die Lichtgeschwindigkeit 
im Vakuum, so lauten die MAxwettschen Gleichungen des elektromagnetischen 
Feldes der Lichtwelle fiir ruhende Kérper 


{oe 4x 
~D=rtg—“g, (1) 


—$ = —rot 6. (2) 


Zu diesen Vektorgleichungen treten noch zwei skalare Gleichungen. Zunachst 
folgt aus (1), da® die zeitliche Anderung von div® verschwindet, falls § = 0 
ist; letztere Beziehung ist aber bei Nichtleitern fiir jede beliebige elektrische 
Feldstarke © erfillt. Wir nehmen tber diese Folgerung hinaus bei Nichtleitern 
an, daB nicht nur die zeitliche Anderung von div D, sondern div® selbst identisch 
verschwindet, setzen also allgemein 


div, 3) ==" (3) 

*) P. Ewatp, Dispersion und Doppelbrechung von Elektronengittern (Kristallen). 
Dissert. Miinchen 1912; Ann. d. Phys. Bd. 49, S.1 u. 117. 1916. 

*) M. Born, Elster-Geitel-Festschr. S. 397. Braunschweig 1915; Dynamik der Kristall- 
gitter, S.65 und 101. Leipzig 1915 (= Fortschr. d. math. Wissensch. H. 4); ZS. f. Phys. Bd. 8, 
S. 402. 1922; Atomtheorie des festen Zustandes (Dynamik der Kristallgitter), S. 506—630. 
Leipzig 1923 (in Enzykl. d. math. Wissensch. Bd. V, TI. 3). 
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damit schlieBen wir wahre elektrische Ladungen aus, die doch nur statische, den 
Wellen iiberlagerte Felder erzeugen wiirden. 
Aus (2) folgt, daB die zeitliche Anderung von div verschwindet, d. h. daB 
div 8 konstant ist; wir geniigen dieser Bedingung, indem wir im folgenden stets 
div 8 = 0 (4) 
setzen. Dieser Ansatz ist darin begriindet, daB die Dichte des wahren Magne- 
tismus immer gleich Null ist. 

Nimmt man an, da unendliche Betrage der Feldvektoren von vornherein aus- 
zuschlieBen sind, so ergeben sich die Bedingungen, die an der gemeinsamen 
Begrenzungsflache zweier verschiedener, aneinanderstoBender Koér- 
per erfiillt sein missen, aus (1) und (2) durch Grenziibergang zu 

[n, & — ,] = 0, [1, 9: — $2] = 0; (5) 
hierbei bedeutet n den Einheitsvektor der Normale der Flache, welche die an- 
einander grenzenden Koérper 1 und 2 mit den Feldstarken ©,, 6, und 6, 6, 
trennt. Die Grenzbedingungen (5) sagen aus, daB die tangentiellen Kom- 
ponenten der elektrischen und der magnetischen Feldstarke die 
gemeinsame Begrenzungsflache zweier aneinanderstoBender Kér- 
per stetig durchsetzen. 

Die Grenzbedingungen fiir D und $ erhalt man aus (3) und (4) durch Grenz- 


iibergang zu 
5 8g n, 2, —D,=0, n, 6, —B, = 0, (6) 


wobei n dieselbe Bedeutung hat wie vorhin, und %,, D, bzw. B,, D, die Ver- 
schiebungen im Korper 1 bzw. 2 sind. Sie sagen aus, daB die Normal- 
komponenten der elektrischen und der magnetischen Verschiebung 
die gemeinsame Begrenzungsflache zweier aneinanderstoBender 
Korper stetig durchsetzen. 

Die Feldgleichungen (1) und (2) sind noch zu erganzen durch die Beziehungen, 
welche einerseits die elektrische Feldstarke & mit der elektrischen Verschiebung D, 
andererseits die magnetische Feldstarke mit der magnetischen Verschiebung 8 


verknipfen. 
Der Zusammenhang zwischen elektrischer Feldstarke © und elektrischer 
Verschiebung D ist bestimmt durch die Gleichung 


D= C4147. (7) 


Der hier auftretende Vektor $$ heiBt das elektrische Moment der Volum- 
einheit und charakterisiert den dielektrischen Zustand der Materie, in der sich 
die elektromagnetische Welle ausbreitet; wahrend in isotropen Kérpern © und 
$$ stets gleiche Richtungen haben, driickt sich das anisotrope Verhalten eines 
Kristalls darin aus, daB © und $8 im allgemeinen nicht gleichgerichtet sind. 

Ein analoger Zusammenhang wie zwischen D und © besteht bei statischen 
und langsam wechselnden Feldern zwischen magnetischer Feldstarke und 
magnetischer Verschiebung 8; an Stelle von $8 tritt das magnetische Moment 
der Volumeinheit Jt. In Ubereinstimmung mit der Erfahrung kann man 
jedoch annehmen, daB bei den zeitlich rasch wechselnden magnetischen Feldern 
der Lichtwellen Jt fiir alle Kérper verschwindend klein ist; wir setzen daher 
im folgenden unabhangig von der Natur des Kérpers, in der sich die Licht- 
welle ausbreitet, stets Bee (8) 


In einem nicht absorbierenden Kérper erleidet eine fortschreitende 
elektromagnetische Welle keine Schwachung ihrer Energie; es mu daher die 
vorhin erwahnte Bedingung § = 0 fiir jede beliebige elektrische Feldstarke © 
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erfiillt sein, da sonst eine Abnahme der Energie der Welle durch JouLEsche 
Warmeentwicklung eintreten wirde. Die Feldgleichungen fiir einen nicht 
absorbierenden Kérper lauten demnach nach (4), (2), (3) und (4) unter 
Beriicksichtigung von (8) 


—® = rot §, (9) 
—$ = —rot 6, (10) 
divD=0, (11) 
div § =0; (12) 


hierzu treten noch die Verkniipfungsgleichung (7), sowie die Grenzbedingungen (5) 
und (6) fiir die gemeinsamen Begrenzungsflachen aneinander grenzenden Korper. 

3. Ebene, linear polarisierte Lichtwellen. Wir wenden uns ebenen, linear 
polarisierten Lichtwellen zu, die fir unsere folgenden Betrachtungen vor- 
wiegend in Frage kommen, sowie der gegenseitigen Lage der Feldvektoren bei 
einer solchen Welle, die sich im Inneren eines nicht absorbierenden, homogenen 
Kristalls ausbreitet. 

Wir nennen eine Welle eben, wenn sich eine Schar paralleler Ebenen so 
legen 1aBt, daB in jeder derselben Betrage und Richtungen von ©, D und § 
konstant sind. Diese Ebenen bezeichnen wir als Wellenebenen, ihre gemein- 
same Normale als Wellennormale. Ist $ der Einheitsvektor, der die Richtung 
der Wellennormale angibt und rt der vom Koordinatenanfangspunkt zu einem 
Punkte der Wellenebene gezogene Vektor, so ist die Gleichung der Wellen- 
ebenenschar a= conan 

Ist die ebene Welle auBerdem linear polarisiert, so muB® weiter die 
Richtung jedes Feldvektors fiir samtliche Wellenebenen dieselbe sein. Die 
Feldvektoren geniigen den an eine ebene, linear polarisierte Welle gestellten 
Bedingungen, wenn wir fiir sie 


D=D(e—Z), (13) 
E=Ef(t-*), (14) 
6 = 5r(¢- 5) (15) 


schreiben. In diesen Ausdricken, die wir als partikulare Integrale fir (9) und (40) 
ansetzen, bedeutet ¢ die Zeit und c, die Normalgeschwindigkeit, d.h. die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Welle im Inneren des Kristalls in Richtung 


der Wellennormale 8. D, © und H sind zeitlich und raumlich konstante Vektoren, 


8 : : ; : : 5 
i(t — =) ist eine willkiirliche Funktion des Arguments ¢ — =. 


Wir beschranken uns im folgenden stets auf rein periodische Wellen, 
t 


d.h. auf solche Wellen, bei welchen i(? — a gleich dem reellen Teil des 
komplexen Ausdruckes ss 


$Y 


ae ioft- J) (16) 


zu setzen ist; hierin ist unter w die Frequenz der Welle zu verstehen, welche 
mit der Schwingungsdauer T und der Wellenlange im Vakuum ines oib 


durch die Beziehung ae 


ae i, (eZ) 
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zusammenhingt. Ein bestimmter Wert von @ entspricht einer monochro- 
matischen Welle. 

Der Brechungsindex » des Kristalls ist gegeben durch 

ao  & £. Ay Ao 

a ie ifs) 
wobei 4=c,7 die Wellenlange im Kristall ist. 2 hangt, ebenso wie c,, 
von der Frequenz der Welle, sowie von der Richtung 3 der Wellennormale ab. 

Bei rein periodischen Wellen bezeichnet man die in (43), (14) und (45) auf- 
tretenden Vektoren D, © und als die Amplituden der betreffenden Feld- 
vektoren. 

4. Gegenseitige Lage der Feldvektoren. Um die gegenseitige Lage der 
Feldvektoren bei einer ebenen, linear polarisierten Welle zu.erhalten, die sich 
in einem homogenen, nicht absorbierenden Kristall ausbreitet!), setzen wir 
zunachst (13) in (441), sowie (15) in (12) ein und bekommen 

3D = 0, (19) 
gH = 0; (20) 
elektrische Verschiebung D und magnetische Feldstarke § liegen 
somit bei ebenen Wellen senkrecht zur Wellennormale, d.h. in der 
Wellenebene. Da bei Kristallen der durch (7) bestimmte Vektor ‘8 im all- 


gemeinen mit © nicht zusammenfallt, so mu8 mit Riicksicht auf (19) im all- 
gemeinen 


8E=-0 
sein, wahrend bei isotropen Kérpern wegen der Parallelitat von © und § stets 
8E =0 


ist. Die elektrische Feldstarke © einer ebenen Welle ist demnach 
im Inneren eines Kristalls im allgemeinen unter einem von Null 
verschiedenen Winkel € gegen die Wellenebene geneigt. 

In den Ansatzen (13), (14) und (45) sind D, © und § nicht unabhangig 
voneinander. Setzt man (14) und (15) in (10) ein, so erhalt man durch Integration 


bei Beriicksichtigung von (18) Fic nlaG); (21) 
mittels dieser Beziehung folgt aus (9) durch Integration [bei Heranziehung 
von (13)} roa n\3[36]| = n2{6 es (36)} F (22) 
Aus (21) und (22) ergibt sich HE=0 (23) 
und OD =o. (24) 


Die magnetische Feldstiarke liegt somit (auBer zur Wellennormale) 
auch zur elektrischen Feldstarke © und zur elektrischen Verschie- 
bung Dsenkrecht; elektrische Feldstarke, elektrische Verschiebung und Wellen- 
normale liegen demnach parallel zu ein und derselben Ebene, die man als Schwin- 
gungsebene bezeichnet. Die elektrische Verschiebung steht nach (19) und (24) 
senkrecht zu der Ebene, die man parallel zur magnetischen Feldstarke und 
Wellennormale legen kann; diese Ebene nennt man die Polarisationsebene der 
Welle. Der Winkel, den die Schwingungsebene bzw. die Polarisationsebene 


i) Die gegenseitige Lage der Feldvektoren wurde zuerst von H. Hertz (Gottinger 
Nachr. 1890, S. 148; Wied. Ann. Bd. 40, S. 622. 1890; Ges. Werke Bd. II, S. 253. Leipzig 
1892) erlautert. 
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mit einer gegebenen, festen Bezugsebene bildet, heiBt das Azimut der Schwin- 
gungsebene bzw. der Polarisationsebene gegen die feste Ebene. 

Vom Standpunkte der elektromagnetischen Theorie aus ist es prinzipiell 
gleichgiiltig, welchen der in der fortschreitenden Welle schwingenden Feld- 
vektoren ©, D oder § man als _,,Lichtvektor’ 
betrachtet (vgl. Kap. 6 dieses Bandes). In Uber- 
einstimmung mit den bekannten Versuchsergeb- 
nissen WIENERs uber stehende Lichtwellen iden- 
tifizieren wir den Lichtvektor mit der zur Polari- 
sationsebene senkrechten elektrischen Verschiebung 


Schwingurgsebenc 


8 D; diese Annahme fiihrt zu denselben formalen Er- 

5 gebnissen wie die elastische Lichttheorie FRESNELS 

g ivele Ziti til: 

8 PaaFEGhGHS= Die Richtung von D wird auch schlechtweg 
eee als die Schwingungsrichtung der Lichtwelle 


bezeichnet; den Winkel, welchen D mit einer ge- 
gebenen festen Richtung (bzw. Ebene) bildet, 
nennt man das Azimut der Schwingungs- 
richtung gegen die feste Richtung (bzw. 


Abb.1. Gegenseitige Lage der Feld- = 
vektoren beieinerim Innereneines Ebene). 


homogenen, nicht absorbierenden Die gegenseitige Lage der Feldvektoren bei 


Kristalls fortschreitenden ebenen, e : D ; 
linear polarisierten Welle (3 Wellen- einer im Innern eines homogenen, nicht absor- 
normalenrichtung, @D elektrische Ver- é we ‘ 
schiebung, @ elektrische Feldstarke, bierenden  Kristalls fortschreitenden ebenen, 
fy magnetische Feldstarke, G PoyNTING- ; CO at : : . 
Oe ea eee linear polarisierten Lichtwelle ist in Abb. 1 dar- 
gestellt. 

5. Energie einer Lichtwelle. Poyntincscher Strahlvektor. Lichtstrahl. 
a) PoyntinGscher Strahlvektor. Die MAxweEttsche Theorie faBt das elektro- 
magnetische Feld als Sitz der elektrischen und magnetischen Energie auf; jedes 
Volumelement liefert einen Anteil zum Gesamtbetrage der Feldenergie. Be- 
zeichnen wir ihren auf die Volumeinheit entfallenden Betrag mit U, so ist 


U= —(6D+ HB). 


Da bei der Lichtwelle nach (8) stets 8 = zu setzen ist, so kann man an Stelle 
der letzten Gleichung auch schreiben 


(ED + H?). (25) 


Nun folgt mit Hilfe von (21) und (22) 
(Sy aie 


und diese Beziehung sagt in Verbindung mit (25) aus, daB bei ebenen Wellen 
in nicht absorbierenden Kristallen die in einem Volumelement 
enthaltene Feldenergie zur Halfte elektrischer und zur H4lite 
magnetischer Art ist; wir haben daher 


Wie a 


4a 4a 


Te 


ps (26) 


') Wirde man den Lichtvektor mit der magnetischen Feldstarke § identifizieren, 
so erhielte man dieselben formalen Resultate wie die elastische Lichttheorie NEUMANNS 
vel /ahiodn Gye 


Ziff. 5. Energie einer Lichtwelle. Poyntinescher Strahlvektor. Lichtstrahl. 643 


Eine fortschreitende elektromagnetische Welle ist mit einem Energie- 
transport verbunden, der nach der MaAxwetischen Theorie durch den 
PoyntinGschen Strahlvektor 


S=-[€§] (27) 


gegeben ist; die Komponente dieses Vektors nach irgendeiner Richtung ist 
gleich der Energiemenge, die in der Zeiteinheit durch die Flacheneinheit einer 
senkrecht zu jener Richtung gelegten Ebene hindurchgeht. 

b) Lichtstrahl und Strahlgeschwindigkeit. Die Richtung des maxi- 
malen Energietransportes bei einer fortschreitenden Lichtwelle bezeiclinet 
man als Lichtstrahl; dieser fallt daher in die Richtung des Poyntincschen 
Strahlvektors. 

Aus (27) folgt mit Ricksicht auf (26) und (23) 


aes 
G2 — —— (2 9) 
aie ps CU, (28) 
eine Beziehung, die wir spater noch bendtigen werden. Ist j der zu S gehdrende 


Einheitsvektor, so folgt aus 3 #0 (Ziff. 4) und (27), daB bei Kristallen im 
allgemeinen 


Sv 


fs£0 
ist, wahrend bei isotropen Kérpern wegen s€ = 0 stets auch 
3) =0 


sein muB. Wahrend also bei der Ausbreitung ebener Wellen in iso- 
tropen Kérpern Wellennormale $8 und Strahlenrichtungj stets zu- 
sammenfallen, ist dies in Kristallen im allgemeinen nicht der Fall. 

Aus (27) ergibt sich }{ = 0, d. h. der Lichtstrahl hegt senkrecht zur magne- 
tischen Feldstarke und somit in der Schwingungsebene (Abb. 1); die Schwin- 
gungsebene kann daher auch definiert werden als die parallel zum 
Strahl und zur elektrischen Feldstarke gelegte Ebene. 


Wegen (27) ist jG=0; (29) 


aus dieser Gleichung und (23) folgt, dafi © senkrecht zu der parallel j und 
gelegten Ebene steht; diese Ebene wird auch als die Polarisationsebene 
des Strahls!) (Abb. 1) bezeichnet. 

Beachtet man, da die Vektoren 3, j, © und D komplanar sind, so folgt 
aus den Gleichungen (19) und (29) ohne weiteres, daB der Winkel € zwischen 
Lichtstrahl und Wellennormale gleich dem Winkel zwischen elektrischer Feld- 
starke © und Lichtvektor PD ist. 

Die in der Zeiteinheit durch die Flacheneinheit einer senkrecht zur Wellen- 
normale gelegten Ebene hindurchtretende Energiemenge ist gegeben durch 


2 (C Gallaneine 
9S = | COssg , 


da nun aus (27) und (21) mit Riicksicht auf (26) 


Cc mae Cc a y 
aS —- —_ 5 ¢ —- Hs 2 ——— U 
519 em [& | 4n* n 
folgt, so ergibt sich hieraus Aes 
cosf =. (30) 


1) A. FRESNEL, Mém. de 1]’Acad. des Scienc. Bd. 7, S. 157. 1827; GEuvr. compl. Bd. II, 
S. 579. Paris 1868. 
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| G | ist aber die Energiemenge, die in der Zeiteinheit durch die Flacheneinheit 
einer senkrecht zu { gelegten Ebene hindurchgeht, somit bedeutet 


re 
die Energiegeschwindigkeit oder Strahlgeschwindigkeit. Aus (30) und (31) 
ergibt sich fiir die Normalgeschwindigkeit c, und die Strahlgeschwindigkeit c, 
die Verknipfungsgleichung 


Cs 


Cae 
COSGa: 


die Normalgeschwindigkeit wird somit nie gré8er als die Strahl- 
geschwindigkeit. 

c) Intensitat einer Lichtwelle. Wegen der Kleinheit der Schwin- 
gungsdauer ist es bei den Lichtwellen unméglich, die Feldvektoren D, € und § 
selbst zu beobachten; es laBt sich immer nur die Intensitat der Licht- 
welle messen, die gleich dem zeitlichen Mittelwerte der Feldenergie ist, erstreckt 
iiber ein Zeitintervall, das nur einen kleinen Bruchteil einer Sekunde betragt, 
jedoch sehr groB ist im Vergleiche zur Schwingungsdauer der Lichtwelle. 

Die Intensitat der fortschreitenden Lichtwelle wird stets in einem isotropen 
AuBenmedium beobachtet und in einem solchen ist $8 parallel zu ©; somit sind 
dort nach (7) auch D und © gleichgerichtet. Fiir eine ebene, rein periodische 
Welle folgt dann aus (26), daB U im isotropen AuBenmedium dem Quadrate 
jedes Feldvektors proportional ist; beriicksichtigt man (13), (14), (15) und (16), 
so ergibt sich, daf8 der itber eine groBe Zeit erstreckte zeitliche Mittelwert von U 
proportional mit jedem der Amplitudenquadrate D*, © und §° wird. Es ist 
daher gleichgiltig, welches dieser Quadrate wir bei der Messung im isotropen 
AuBenmedium als Ma fiir die Intensitat J der Lichtwelle verwenden; da 
wir die elektrische Verschiebung D als Lichtvektor gewahlt haben (Ziff. 4), so 
setzen wir im folgenden . G2) 


Stellt sich der Betrag des Lichtvektors als reeller Teil einer komplexen GréBe D 
dar und ist D* die zu D konjugiert komplexe Gr6Be, so erhalt man fiir die durch 
(32) dargestellte Intensitat?) es (33) 


6. Berechnung des elektrischen Moments der Volumeinheit. Zu den Gesetzen 
der Lichtausbreitung in nicht absorbierenden Kristallen gelangt man auf ein- 
fachstem Wege, indem man von den MAxwettschen Feldgleichungen (9), (10), 
(11) und (12) fir nicht absorbierende Kérper ausgeht und mittels der Kristall- 
gittertheorie das durch die Verkniipfungsgleichung (7) definierte elektrische 
Moment der Volumeinheit ‘8 berechnet, welches von den speziellen Eigenschaften 
der Materie abhangt, in der sich die Lichtwelle ausbreitet. Die gittertheoretische 
Herleitung der Grundlagen der Kristalloptik auf diesem Wege stammt von 
Born?) (vgl. Ziff. 1), dessen Darstellung sich die hier gegebene Zusammenstellung 
anschlieBt. 

Wir betrachten eine ebene, linear polarisierte, monochramatische Licht- 
welle, bei der die Feldvektoren ©, D und §) nach (13), (14) und (15) proportional 
dem reellen Teil von (16) sind; dasselbe gilt dann gema8 (7) auch von $8. Ist $8 


_ & _ 
=a =| 


') Vgl. hierzu die Ausfihrungen in Kap. 4 ds. Bandes. 

*) M. Born (Dynamik der Kristallgittes, S. 65 u.101. Leipzig 1915 (Fortschr. d. math. 
Wissensch, H. 4); ZS. f. Phys. Bd. 8, S. 4021922; Atomtheorie des festen Zustandes 
(Dynamik der Kristallgitter), S. 596. Leipzig 192%, (in Enzykl. d. math. Wissensch. Bd. V, 
Tl. 3); vgl. auch den Abschnitt tiber die theoretisches. Grundlagen des Aufbaues der festen 
Materie in Bd. XXIV ds. Handb. 
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die Amplitude von $8, so laBt sich $8 aus den durch die elektrische Feldstarke © 
der Lichtwelle erzwungenen Verschiebungen der elektrisch geladenen Gitter- 
teilchen berechnen. 

In der Kristalloptik (ausschlieBlich der Réntgenoptik) kommt nur der Fall 
in Frage, daB die Wellenlange 4 im Kristall groB ist gegen die linearen Dimen- 
sionen der Gitterzelle [Gitterkonstante?)}]. 8 wird dann als eine nach Potenzen 
von 1/A fortschreitende Reihe erhalten; bezieht man die Potenzen von 1/A in 
die Reihenglieder ein, so erhalt man 


K= RO + RO + KO 4... (34) 
Die beiden ersten Glieder der Entwicklung sind?) 
mo) = 7 &; (EX) 
BO = J Dae ear (35) 
und 
~ te (8R;;-) & (LE,) 
Sais eee: jd Jd J 
# ae Y Der — w?) one — w?) ; (36) 


Hierin bedeutet V das Volumen der Gitterzelle, w{” sind die Eigenfrequenzen 
des Gitters; diese haben den Charakter von Resonanzstellen, wie man aus (35) 
und (36) ersieht, wenn die Frequenz wm der auffallenden Welle mit einer Eigen- 
frequenz w" zusammenfallt. Die Summierungen sind iiber die Gesamtzahl 7 
der Eigenschwingungen zu erstrecken, dabei gehéren 7 und 7’ zu irgend zwei 
Eigenschwingungen. Die Vektoren &; sind diejenigen Amplituden der elektrischen 
Momente der Volumeinheit, welche den Amplituden der Eigenschwingungen 
des Gitters entsprechen und in hier nicht naher zu erérternder Weise von der 
Massenkonfiguration und den elektrischen Ladungen der Gitterteilchen ab- 
hangen; die Vektoren ‘k,; sind gewisse lineare, schiefsymmetrische Vektor- 
funktionen dieser Eigenschwingungsamplituden. Der bei (36) auftretende Faktor 


i =e? driickt aus, daB %® eine Phasendifferenz von 2/2 gegen 8 besitzt. 

Fir die Darstellung der Erscheinungen der Kristalloptik geniigt es, die Ent- 
wicklung (34) auf die beiden ersten Glieder (35) und (36) zu beschranken; dann stellt 
§ die gewohnliche Doppelbrechung, 2% die optische Aktivitat dar. 
Die Beriicksichtigung weiterer Glieder in (34) wiirde neue kristalloptische Er- 
scheinungen erwarten lassen; es miiBten dann z. B. Kristalle des kubischen 
Systems, die sich sonst in optischer Hinsicht wie isotrope Kérper verhalten 
(vgl. Ziff. 23), optische Anisotropie zeigen. Nach letzterer Erscheinung hat 
LorENtTz (bei Steinsalz) gesucht und glaubt sie gefunden zu haben), doch sind 
die Ergebnisse seiner Versuche noch nicht als unbedingt gesichert zu betrachten. 

Wir beschranken uns daher darauf, die Reihe (34) spatestens nach dem zweiten 
Gliede abzubrechen. Wird nur das erste Glied in Betracht gezogen, so gelangt 
man zur Optik nicht absorbierender, nicht aktiver Kristalle, die in 
Abschnitt II behandelt wird; die Beriicksichtigung auch des zweiten Gliedes 
liefert die Optik nicht absorbierender, aktiver Kristalle (Abschnitt EEL: 


1) Die Gitterzelle ist ein bestimmtes kleines, von Gitterpunkten erfilltes Parallel- 
epiped, welches das Gitter vollstandig bestimmt; dieses ergibt sich durch kongruente Wieder- 
holung der Gitterzelle. Ist V das Volumen der Gitterzelle, so ist die Gitterkonstante 
durch V* gegeben. 

2) M. Born, Atomtheorie des festen Zustandes (Dynamik der Kristallgitter), S. 598. 
Leipzig 1923 (in Enzykl. d. math. Wissensch. Bd. V, TI. 3). 

3) H. A. Lorentz, Versl. Akad. Wetensch. Amsterdam Bd. 30, S. 362. 1921. 


646 Kap. 11. G. Szivessy: Kristalloptik. Tbs, fe 


Die Optik absorbierender Kristalle ]aBt sich mangels einer befriedi- 
genden atomistischen Theorie der Lichtabsorption durch die Kristallgittertheorie 
noch nicht erfassen. Bei ihr ist man vorderhand auf eine phanomenologische Dar- 
stellung angewiesen und wir besprechen sie daher am Schlusse (Abschnitt IV). 

7. Mesomorpher Aggregatzustand!). Die meisten Kristalle gehen bei einer 
bestimmten (mit dem duBeren Druck veranderlichen) Temperatur (dem sogen. 
Schmelzpunkt) in den fliissigen, isotropen Aggregatzustand tber. Es 
gibt aber eine groBe Anzahl organischer Verbindungen, bei welchen zwischen 
dem festen kristallinischen und dem isotrop-fliissigen Aggregatzustande noch ein 
oder mehrere anisotrop-tfliissige Aggregatzustande vorhanden sind?), die 
sich durch ihre physikalischen Eigenschaften scharf voneinander abgrenzen 
und ebenfalls bei ganz bestimmten Temperaturen eintreten; man bezeichnet 
sie nach FRIEDEL?) als mesomorph. Eine Vorbedingung dafiir, da eine Sub- 
stanz im mesomorphen Aggregatzustande auftreten kann, ist offenbar lange 
Stabchen- oder Nadelform des Molekiils, die in der chemischen Strukturformel 
ihren Ausdruck findet?); charakteristisch fiir den mesomorphen Aggregatzustand 
ist, daB sich in ihm diese langen, stabchenférmigen Molekiile spontan parallel 
stellen, wodurch die Anisotropie des Zustandes hervorgerufen wird. 

Man kennt zwei Hauptarten des mesomorphen Zustandes, die als smek- 
tischer und nematischer Zustand unterschieden werden®). Beim smek- 
tischen Zustande sind die von den Molekiilen ausgehenden, orientierenden Krafte 
so stark, daB sie auch bis zu einem gewissen Grade in seitlicher Richtung wirken ; 
die stabchenférmigen Molekiile treten hier in parallel gerichteten Biindeln auf®). 
Beim nematischen Zustande dagegen reichen die orientierenden Krdafte nicht 
mehr aus, um diese teilweise seitliche Ordnung zu erreichen; die Molekiile hegen 
zwar parallel, sind aber nicht zu Biindeln angeordnet’). Der nematische Zustand 
tritt in zwei verschiedenen Formen auf, die als eigentlich nematischer 
und nematisch-cholesterischer Zustand unterschieden werden; auBer 
durch andere Eigenschaften unterscheiden sich diese beiden Zustande in op- 
tischer Hinsicht dadurch, daB der eigentlich nematische Zustand, ebenso wie der 
smektische, keine optische Aktivitat zeigt, wahrend der nematisch-cholesterische 
Zustand optisch aktiv ist. 


1) Neuere zusammenfassende Darstellungen: W. Voict, Phys. ZS. Bd. 17, S. 76, 128, 
152 u. 305. 1916; F. Stumpr, Jahrb. d. Radioakt. Bd. 15, S. 1. 1918; G. FRIEDEL, Ann. d. 
phiysy Bal 138) 9S2273.) 11922: 

*) Die Entdeckung des anisotrop-fliissigen Aggregatzustandes erfolgte durch O. LEH- 
MANN (ZS. f. phys. Chem. Bd. 4, S. 462. 1889; Wied. Ann. Bd. 40, S. 401. 1890); vgl. ferner 
seine zusammenfassenden Darstellungen: Fliissige Kristalle. Leipzig 1904; Die Lehre von 
den flissigen Kristallen. Wiesbaden 1918. 

3) G. FRIEDEL, Ann. d. phys. Bd. 18, S. 275. 1922. Die alteren Bezeichnungen fiir den 
mesomorphen Aggregatzustand sind ,,fliissiger Kristall", ,,kristallinische Flissigkeit“, ,,doppel- 
brechende Fliissigkeit'’ und ,,anisotrope Flissigkeit“. 

4) Dies ist namentlich von D. VoRLANDER erkannt worden. Vgl. dessen zusammen- 
fassende Darstellungen: Kristallinisch-flissige Substanzen. Stuttgart 1908; Chemische 
K\ristallographie der Flissigkeiten. Leipzig 1924. 

5) Die Bezeichnungen stammen von G. FRIEDEL (Ann. d. phys. Bd. 18, S.376. 1922). 
Der smektische eae entspricht den ,,schleimig-fliissigen‘‘ und einem Teil der , ,flieBenden“ 
Kristalle LEHMANNs, der nematische Zustand seinen dflassigen‘’ und ,,tropfbar-flissigen“‘ 
Kxristallen. 

8) Nach den Réntgenuntersuchungen von J. R. Katz (Naturwissensch. Bd. 16, S. 758. 
1928) kénnen auch im isotrop-fliissigen Zustande Molekiilbiindel auftreten; es ist aber die An- 
nahme begriindet, daB die Molekilbiindel im mesomorphen Zustande bedeutend gréBer sind. 

7) Uber die Stiitzung dieser von G. FRIEDEL (s. Anm. 3) entwickelten Vorstellungen 
durchRéntgenuntersuchung vgl. M. DE BROGLIE u. G. FRIEDEL, C. R. Bd. 176, S. 738. 1923, 
sowie den Abschnitt tiber den Aufbau der festen Materie und seine Erforschung durch 
Réntgenstrahlen in Bd. XXIV ds. Handb. 
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Eine Substanz kann, wenn iiberhaupt, entweder nur in einem oder bei stei- 
gender Temperatur nacheinander in zwei verschiedenen mesomorphen Ag- 
gregatzustanden auftreten. Ist letzteres der Fall, so muB einer der beiden Zu- 
stande der smektische sein, da beide nematische Zustainde bei der namlichen 
Substanz anscheinend nicht vorkommen kénnen; dabei tritt dann der smek- 
tische Zustand stets bei tieferer Temperatur ein als der nematische. Ist somit 3, 
die Temperatur, bei welcher der feste kristallinische Zustand in den smektischen 
iibergeht, 0%, die Temperatur des Uberganges vom smektischen in den nema- 
tischen Zustand und #; die Temperatur, bei welcher der isotrop-fliissige Zu- 
stand auftritt, so haben wir 7,= 0,= 3; dabei gilt das Gleichheitszeichen, 
wenn der betreffende mesomorphe Zustand bei der in Rede stehenden Substanz 
iiberhaupt nicht existiert. 

Es ist klar, daB die Gittertheorie der festen Kristalle die Erscheinungen 
des mesomorphen Zustandes nicht erfassen kann; trotzdem werden wir seine 
optischen Eigenschaften im folgenden besprechen!), soweit sie mit der Kri- 
stalloptik im Zusammenhang stehen. Insbesondere werden gewisse Erschei- 
nungen der von der Kristallgittertheorie ohnehin noch nicht bewiltigten Optik 
der absorbierenden Kristalle durch den mesomorphen Zustand in bemerkens- 
werter Weise veranschaulicht?). 

Eine kinetische Theorie des mesomorphen Zustandes auf Grund 
der vorhin angedeuteten Vorstellungen hat OSEEN%) gegeben, nachdem schon 
friiher Born+) einen solchen Versuch unter der Annahme gemacht hat, daB 
die stabchenférmigen Molekiile Dipole sind und ihre spontane Ausrichtung durch 
Krafte bewirkt wird, die von den ungleichartigen Ladungen der Molekiilenden 
herriihren. Neuere Beobachtungen lassen es jedoch zweifelhaft erscheinen, ob 
der mesomorphe Zustand tatsachlich auf den Dipolcharakter der Molekile 
zuriickzufiihren ist®) und haben zu der von ORNSTEIN ®) vertretenen Auffassung 
gefihrt, daB die stabchenférmigen Elemente nicht die Molekiile selbst, sondern 
kleine Elementarkristalle (Molekiilaggregate) sind’). 


II. Optik nicht absorbierender, nicht aktiver 
Kristalle. 
a) Gesetze der Lichtausbreitung in nicht absorbierenden, 
nicht aktiven Kristallen. 
a) Lichtausbreitung monochromatischer Wellen. 


8. Optische Dielektrizitatskonstanten und optische Symmetrieachsen. Wir 
schlieBen in diesem Abschnitt die optische Aktivitat aus, beschranken also 
die Reihenentwicklung (34) auf das erste, die gewohnliche Doppelbrechung 


1) Vel. die Ziff. 24, 25, 110, 147, 148 und 149. 

*) Vgl. Ziff. 147, 148 und 149. 

3) C. W. OsEEN, Handlingar Stockholm Bd. 61, Nr.16; Bd. 63, Nr.1 u. 12. 1923; 
Ark. f. Mat., Astron. och Fys. Bd. 18, Nr. 4, 8, 13 u. 15. 1924. 

4) M. Born, Berl. Ber. 1916, S. 614 u. 1043; Ann. d. Phys. Bd. 55, S. 221. 1918. 

5) Hierher gehért z. B. die von W. Kast [Ann. d. Phys. Bd. 73, S. 145. 1924] unter- 
suchte Abhangigkeit der Dielektrizitatskonstante des mesomorphen Zustandes von der 
Starke eines auBeren magnetischen Feldes [vgl. dazu L. Ornstein, Ann. d. Phys. Bd. 74, 
S. 445. 1924]; der Versuch, die Existenz der Dipole unmittelbar nachzuweisen, hat ebenfalls 
zu einem negativen Ergebnis gefiihrt (G. Szivessy, ZS. f. Phys. Bd. 34, S. 474. 1925; Bd. 40, 
S. 477. 4927; W. Kast; ebenda Bd. 42, S. 91. 1927). 

6) L. ORNSTEIN, Ann. d. Phys. Bd. 74, S. 445. 1924; ZS. f. Phys. Bd. 35, S. 394. 1925; 
W. Kast, Verh. d. D. Phys. Ges. (3) Bd. 7, S. 22. 1926. 

7) Uber Versuche, iiber die Natur der die spontane Ausrichtung bewirkenden Krafte 
AufschluB zu erhalten, vgl. V. FREEDERICKsSz u. A. Repiewa, ZS. f. Phys. Bd. 42, S. 532. 1927. 
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darstellende Glied, welches durch (35) gegeben ist; dann ergibt sich fiir den 
Lichtvektor nach (7) D= C+ 4a, (37) 


wobei $8 die durch (35) bestimmte Amplitude 8 besitzt. Da $8 nach (35) 
eine homogene lineare symmetrische Vektorfunktion von € ist, so gilt nach (37) 
das gleiche fiir D; in einem beliebigen rechtwinkligen Rechtssystem x’, y’, 2’ 
ist daher?) 


De = &y Cy + &2by + GsGe, 
Dy = a1 Gy + €92Gy + fog Ge, ¢ (Err = eta; h, l=, 2, 3). (38) 
Dy = €3, 6, + &s0 Cy + &336, 

Die Koeffizienten in (38) sind nach (35) und (37) die folgenden 


ee 
&, = 1+ 40V Ds WP? | 


Q2 5 
£59 = 1+ 4nV : — 3? 
OO —— 
3 


(39) 


ie u; . 
Eg = &, = 40V a oo? ? 


sie heiBen die optischen Ce eee und gehen fiir unend- 
lich langsam wechselnde Felder (w = 0) in die statischen Dielektrizitatskonstanten 
uber. Den symmetrischen Tensor, dessen Komponenten die optischen Dielektrizi- 
tatskonstanten sind, nennen wir den optischen Dielektrizitatstensor des 
betreffenden Kristalls. Tragt man vom Koordinatenanfangspunkte aus auf 
jeder Richtung $ eine Strecke ab, die gleich der reziproken Quadratwurzel des 
Ausdrucks 
E = 841 By H+ E99 By + Egg Se 1 203 By Bz + 2Egy Be Bur + 212 Be" By 


ist, so erhalt man die Flache des optischen Dielektrizitatstensors. 
Sie ist eine zentrische Flache zweiter Ordnung mit der Gleichung 


by, * + typ * + fy92% 2% + 26.) e +2624 + 2eov y —1=—0. (40) 
Ihre Hauptachsen heiBen die optischen Symmetrieachsen, die durch je 
zwei Hauptachsen bestimmten Ebenen die optischen Symmetrieebenen; 


die optischen Symmetrieachsen sind dadurch ausgezeichnet, daB in ihyen Rich- 
tungen D und € parallel sind. 


*) In der elektromagnetischen Theorie des Lichtes treten die Beziehungen (38) als An- 
satze auf, welche die Ubertragung einer fiir statische Felder erfahrungsmaBig geltenden 
GesetzmaBigkeit auf die zeitlich schnell wechselnden Felder der Lichtwellen bedeuten 
(J. CL. Maxwer1, A Treatise on Elektricity and Magnetism. Bd. II, S. 392. Oxford 13735 
deutsche Ausgabe von B. WEINSTEIN Bd. II, S. 549. Berlin 1883); die Symmetrie der linearen 
Vektorfunktion ( wird dort aus den Prinzipien der Thermodynamik gefolgert [W. THOMSON, 
Phil. Mag. (4) Bd. 1, S. 186. 1851; Reprint of Papers on Electricity and Magnetism., S. 479. 
London 1872; acne Ausgabe von L. Levy und B. WEINSTEIN. S. 463. Berlin 1890]. 
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LaBt man die Koordinatenachsen x’, y’, 2’ mit den optischen Symmetrie- 
achsen x, y, z zusammenfallen, so gewinnt Gleichung (40) die Form 


: 27 + egy? +e,22—1=0, (41) 
wobei nach (39) 
: Vie 7 


— @* 


ist. &, &€, &, sind die Hauptwerte des optischen Dielektrizitétstensors und 
heiBen die optischen Hauptdielektrizitatskonstanten; sie sind stets 
positiv, die Flache des optischen Dielektrizitatstensors ist somit ein Ellipsoid. 
Fur ein mit den optischen Symmetrieachsen zusammenfallendes Koordinaten- 
system gehen die Gleichungen (38) offenbar iiber in 


D, = ¢,G,, Dy = «, G, , We ea 2, (43) 


9. Gesetz des Brechungsindex. Um die Abhangigkeit des 
Brechungsindex mw des Kristalls von der Wellennormalen- 
richtung § zu finden, gehen wir aus von der fiir ebene, linear polarisierte, 
monochromatische Wellen gemaB (22) geltenden Beziehung 


D = nw {E — 3(3G)}. (44) 


Fiihrt man die optischen Symmetrieachsen x, y, z als Koordinatenachsen ein, 
so folgt unter Heranziehung von (43) 


1 2. ae 1 i. as 4 e 
(Gs — 92) D2 = 82 (86), (5 — 52) v= 4, BE), (Fp — 72) D2 = 2:80), (45) 
wobeli 9 2 ‘ 
My = by, Ny = 2; Ns = &5 (46) 
gesetzt ist; aus (45) und (19) erhalt man 
‘Se ae” A 
TE Bae ee (47) 
ie nz on ne ne 


Diese Gleichung stellt das FresNELsche Gesetz!) dar; es enthalt saimtliche 
Gesetze der Lichtausbreitung in nicht absorbierenden, nicht aktiven Kristallen, 
die wir in den folgenden Ziffern 10—22 aus ihm herleiten. 

Durch Gleichung (47) wird der Brechungsindex nm als Funktion der Wellen- 
normalenrichtung $ bestimmt; sie ist eine quadratische Gleichung fiir n?, die 
in ausfithrlicher Schreibweise lautet 
mt (nis? + 387 + 0382) — n™ {nz m3 (3, + 82) + ni nj (32 + 82) + ni n3(8, + 3;)} (48) 

+ ninsn;=0. 
Wie in Ziff. 10 gezeigt wird, besitzt sie reelle Wurzeln, die im allgemeinen 
nicht zusammenfallen. Es pflanzen sich also im Innern des Kristalls in jeder 
Richtung im allgemeinen zwei Wellen mit verschiedenen Brechungsindizes fort. 
Hierauf beruht die von BarTHoLinus?) gefundene Erscheinung der Doppel- 


1) A, FRESNEL, Mém. de 1’Acad. des Scienc. Bd. 7, S. 132. 1827; Giuvr. compl. Bd. II, 
S. 555. Paris 1868. 

2) E. BaRTHOLINUS, Experimenta crystalli islandici disdiaclastici quibus mira et insolita 
refractio detegitur, S.29. Kopenhagen 1669 (Deutsch von K. MIELEITNER, in Ostwalds 
Klassiker der exakt. Wissensch. Nr. 205, S. 20. Leipzig 1922). 
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brechung; sie wurde von ihm am Kalkspat entdeckt und einige Zeit spater 
von HuyYGHENS!) eingehend untersucht. 
Aus (45) und (19) folgt weiter 
Ae NGS tied ol eee oe deco 
ee “| 224 & a) aie (= | v=; 


bezeichnen wir den zu D gehorenden Einheitsvektor mit dD, so erhalt man 
aus der letzten Gleichung 


1 io} ne D2 
eal : 2° (49) 
n n? n2 n? 


Der Brechungsindex mw ist somit durch die Schwingungsrichtung D 
eindeutig bestimmt?). 

Die durch (46) bestimmten GréBen m,, n, und, heiben die Haupt brechungs- 
indizes; entsprechend nennt man die in den [analog (18) gebildeten] Verhalt- 
nissen ; F : 

Ce? ae Ne sae 
auftretenden GréBen c,,c, und c, die Hauptlichtgeschwindigkeiten. Fallt $ 
in Richtung einer optischen Symmetrieachse, so werden je zwei Hauptbrechungs- 
indizes zu Wurzeln der Gleichung (47). 

Die Differenzen ,—n3, n3—, und v,—7, benutzt man als MaB fir die 
GréBe der Doppelbrechung?). 

Das FRESNELsche Gesetz (47) hat sich bei allen nicht absorbierenden, nicht 
aktiven Kristallen als richtig erwiesen. Die genaueste Bestatigung erhielt es 
durch die Messungen von GLAZEBROOK*), HASTINGS®), KOHLRAUSCH®), DANKER’), 
ZAVISKA’), VERSCHAFFELT®) und ScouvarT?®); geringe Abweichungen, welche 
VioLA™) bei Quarz und Turmalin!”) nachgewiesen zu haben glaubte, konnten 
durch die spateren Untersuchungen von MAcE DE LEpINAY?!) und WULFING#4) 
sowie durch die sehr genauen Messungen von NAKAMURA!?») nicht bestatigt werden. 


1) Cur. HUYGHENS, Traité de la lumiere, S. 48. Leiden 1690 (Deutsch von E. LoMMEL, 
in Ostwalds Klassiker der exakt. Wissensch. Nr. 20, S. 49. Leipzig 1890); Opera reliqua Bd. I, 
S. 39. Amsterdam 1728. 

*) Diese Beziehung lag der elastischen Theorie FRESNELs (Ziff. 1) als Annahme zugrunde. 

3) Uber empirisch erkannte Faktoren (z. B. Starke der Brechung), welche auf die 
GréBe der Doppelbrechung von EinfluB sind, vgl. J. BECKENKamp, Statische und kinetische 
Kristalltheorien, Tl. 2, S. 180. Berlin 1915. 

4) R. T. GrazEBROOK, Proc. Roy. Soc. London Bd. 27, S. 496. 1878 (Aragonit); Phil. 
Trans. Bd. 170, S. 287. 1879 (Aragonit); Bd. 171, S. 421. 1880 (Kalkspat). 

5) Cu. S. Hastines, Sill. Journ. (3) Bd. 35, S. 60. 1885 (Kalkspat). 

8) W. KoHLRauscH, Wied. Ann. Bd. 6, S. 86. 1879; Bd. 7, S..427. 1879 (Natronsalpeter, 
Gips, Weinsaure); vgl. hierzu Tu. Lizpiscu, N. Jahrb. f. Min. 1885, (1) S. 246 sowie das 
folgende Zitat S. 248. 

7) F. DANKER, N. Jahrb. f. Min. Beil., Bd. 4, S. 241. 1886 (Kalkspat, Quarz, Beryll, 
Dolomit, Aragonit, Anhydrit, Baryt, Gips). 

8) F. ZAviSKaA, N. Jahrb. f. Min. 1905 (1) S. 183 (Aragonit). 

9) J. E. VERSCHAFFELT u. A. SCOUVART, Bull. de Belg. 1910; S. 548 u. 590; 1911, S. 12 
(Topas). 

10) A. Scouvart, Bull. de Belg. 1911, S.473 (Baryt); 1912, S.97 (Araganit); 1913, 
S. 497 (Kalkspat). 

tt) Co ViOUA ZS. gti isd 32m Ono alo OOO Od 34.5 Sa DSIeeTOOd Scans 
Set 2Oretoogs 

2) Quarz gehért allerdings zu den nicht absorbierenden aktiven und Turmalin zu 
den schwach absorbierenden, nicht aktiven Kristallen; doch besitzen ihre entsprechenden 
abweichenden Eigenschaften keinen merklichen EinfluB auf das FREsNEtsche Gesetz (vgl. 
hierzu Ziff. 108 und 134). 

18) J. Macé pE Lépinay, ZS. f. Krist. Bd. 34, S. 280. 1901. 

14) E. A. WistFinG, Centralbl. f. Min. 1901, S. 299. 

5) S, NaKAmuRA, GOttinger Nachr. 1903, S. 343. 
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Fiir spatere Anwendungen beachten wir noch folgende, aus (45) folgende 
Beziehung 


ae eo 
in der ; 
a1 (51) 


gesetzt ist; fur P kann mit Riicksicht auf (19) und (45) auch 


P= 


P=- “Bade ae F avby + = 82D, (52) 
geschrieben werden. 
10. Gesetz des Strahlenindex. Wir bilden mit der Strahlgeschwindigkeit c, 
die dem Brechungsindex (18) analoge GréBe 
s=—, 
Cs 
die wir als Strahlenindex4) bezeichnen, und stellen uns die Aufgabe, s als 
Funktion der Strahlenrichtung { im Kristall zu ermitteln. 
Zu dem Zwecke fiihren wir in (45) statt $ und D die Vektoren f und € ein. 
Aus (27) und (21) folgt zunachst 


6 =~ [EBe]} = — Be — EEO} (53) 
und somit 
a. A S 8 
i= et ee 


mit Hilfe dieser Beziehung erhaélt man dann aus (43) und (44) 
2 F)2 7 Bs 
G.(1 mi (8) ] 4 8 om 


n ( cn & 
EA n> (3€)?\_—s 4a 8€ | 
Gy (1  y & ~ con © Sy, (54) 
ss ni (8G)?\ 4a 8E BS 
C. (1 n® G? cn & ~?° 


Zur Umformung des auf der rechten Seite auftretenden Faktors * folgern wir 
aus (53) bei Beniitzung von (19) und (26) 


SD = — (ED) BG) = —cnU (OG); 

somit wird 

sE_—“( _;;‘ilct SD 

Ce” cn UG 
und dieser Ausdruck l4Bt sich mit Riicksicht auf (28) in der Form schreiben 

3€ c SD 

GC” 42n SG ° (55) 
: } : a (36)? 
Um den in den linken Seiten von (54) vorkommenden Ausdruck 1 — Ra 


zu erhalten, gehen wir aus von der aus (26) mit Hilfe von (22) folgenden Be- 
ziehung 


U = — {@ — 30)4 


1) Die Bezeichnung stammt von M. Born (ZS. f. Phys. Bd. 8, S. 407. 1922). 
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a 


und gewinnen hieraus unter Heranziehung von (28) und (31) 
(3)? 4aU oe 
: G7 n2@? on??? (56) 
wobei s der vorhin eingefiihrte Strahlenindex ist. nee 
Setzt man (55) und (56) in (54) ein, so ergibt sich bei Beriicksichtigung 
von (28) 


E, (mj — s?) = jr({D), Gy (mz — s*) = jy ({D), E,(m3 — s*) = j,((D)- 57) 


Schreibt man das Gleichungssystem (45) unter Heranziehung von (43) in der 


Form 1 1 { 1 
Dele — a) = 8e(GeBeDe + ey Py + 8): 
a i q 
1 4 i tes 1 
Dy (ae i oA ay a 3, De als n Fi 8, Dy Apa 8 D,)) (58) 


1 1 
2,(4e — oe) = (55 aon De =f. ee 


nr n* 
so erhalt man den Zusammenhang zwischen Wellennormalenrichtung 8 und 


Lichtvektor D; entsprechend liefert das Gleichungssystem (57), unter Heran- 
ziehung von (43) auf die Form 


C, (nj —) Ss?) == je (Mir Ez as N3\y Ey oF n3\,€ 7) ’ 
G, (n5 a Sz) = fy (ihn Ge ila N3\, Cy SF Ns APL Daye (59) 
G, (1; —S)= le (nijr€, lm 13\yCy ak 13)2,) 


gebracht, den Zusammenhang zwischen Strahlenrichtung j und elektrischer Feld- 
starke ©. Die Gegeniiberstellung von (58) und (59) zeigt, daB die GréBen 


8, D, nN, bias No ns (Wellennormale) 
5 s 1 1 1 1 

y : = = — (Strahl 
I) S, ‘Sa ie” No,’ Ns ( ) 


einander entsprechen. Diese Dualitaétsbeziehung ordnet jedem fiir 
die Wellennormale abgeleiteten Resultat ein entsprechendes fir 
den Strahl zu; so z. B. entsprechen die Gleichungen (19) und (29) 


Sos O eu. aii) 


elnander. 
Aus (57) und (29) ergibt sich 
ie iF iF 
ee | 2 = 
Nie St! 2 — Ge! ye 52 0 (60) 
oder 
j if iF 
ni : n3 re n> Inca te 
{ { 1 ight” Bali ie OF sot) 
Se n® Se n® Se n ‘ 


letztere Beziehung geht durch Addition von 


ie eo iets at 
in die Form 
i 5 j 
= : = 2 | ——— s2 D>, 
ee eer oe si 1 (co) 
Ge n® ee ne Ge n? 


uber. 
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Jeae der Gleichungen (60), (61) oder (62) stellt das Gesetz des Strahlen- 
index dar!) und entspricht dem durch (47) ausgedriickten FRESNELschen Gesetz 
des Brechungsindex; es hefert die gesuchte Abhingigkeit des Strahlenindex s 
von der Strahlenrichtung j und ist eine quadratische Gleichung fiir s?. Diese 
lautet ausfiihrlich geschrieben 


st— s*{(ni(y + 2) + (2+ 8) + 8+ B)} 
+ (m5n3fz + ngnife + ninge) = 0 


und besitzt, wie in Ziff. 14 ausgefiihrt wird, reelle, im allgemeinen nicht zu- 
sammenfallende Wurzeln. Im Inneren des Kristalls gehéren somit zu 
jeder Richtung zwei Strahlen mit im allgemeinen verschiedenen 
Strahlenindizes. Fallt | in Richtung einer optischen Symmetrieachse, so 
werden zwei der GréBen ,, m, und m, zu Wurzeln der Gleichung (63), d. h. 
die beiden Strahlenindizes werden gleich den entsprechenden Hauptbrechungs- 
indizes. 
Aus (57) und (29) folgt 


(nt — s*) G2 + (n5 — 8°) + (nf —.s*) EE = 0 


und hieraus ergibt sich 


(63) 


2 9 2» 29 
s? = nie, + Mze, + N3e2, 


wobei e den zu © gehdrenden Einheitsvektor bedeutet. Diese Beziehung ent- 
spricht (49) und zeigt, daB der Strahlenindex durch die Richtung der 
elektrischen Feldstarke der Lichtwelle eindeutig bestimmt ist. 

Mit Riicksicht auf spatere Anwendungen fassen wir noch die aus (57) folgende 
Formel 


es i 64 
WT 2 (nz — s?)2 a (n2 = Soe ar (n2 =a s*\2 ( ) 

ins Auge, in der 

D 


| 
L= 7% 


(65) 
gesetzt ist; dieser Ausdruck entspricht der durch (51) definierten GréBe P und 
kann mit Hilfe von (57) und (29) in der (52) entsprechenden Form 


IT = Ni\zex ete M3{y Cy =F 13) zCz (66) 
geschrieben werden. 
Aus (65) und (51) folgt ferner 
P __ |6|@G) __ Ge) 


Ht ~ |B|((D) — Bio)” ie) 


Nun liegen ©, D, j und §$ in derselben Ebene, namlich der Schwingungsebene 
(Ziff. 4 und 5); man schlieBt daher mittels (19) und (29) $e = fd und erhialt 
somit fiir (67) die Form 

Pe 

Tr oT 


Hieraus ergibt sich bei Heranziehung von (22) und (56) 


= == #5? (68) 


1) Die Form (61) dieses Gesetzes wurde von F. NEUMANN (Berl. Ber. 1835, S. 90) und 
W. R. Hamitton (Trans. R. Irish Acad. Bd. 17, S. 130. 1837) fast gleichzeitig angegeben. 
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11. Bestimmung der zu einer Wellennormalenrichtung gehorenden 
Brechungsindizes. Binormalen. a) Berechnung der zu einer Wellen- 
normalenrichtung $8 gehérenden Brechungsindizes mj und nj. Wir 
gehen jetzt dazu tiber, die Brechungsindizes der beiden Wellen zu ermitteln, 
die zu einer gegebenen Wellennormalenrichtung $ gehoren. 

Zu dem Zwecke haben wir die Wurzeln 7(° und nj? der Gleichung (48) zu 
berechnen!) und schreiben letztere in der Form 


1 1 1 1 \ 29 Ga ae ep ae Wie a a eo 
wna a) na! ne} y U\ ye! ae | ina? namie an me 


multiplizieren das von a freie Glied mit 


e4+37+ 3 = 1 (69) 
und setzen zur Abkirzung 
ao ele ery eee 7 ees 
dann ergibt sich 
1 A (if 1 2 1 1 5) 1 AN os 
ee | Qe 22 a ay a NAY 
no? 2D (Gs Tn? Pa ee a oy Ge " 2 =| | 
| | N? + N3-+ N2 —2N,N, —2N,N, —2N,N,, On 
1 it {if al 1 9 il 1 2 1 WN so 
Soy sees 2 e2 fe we 2 
ni? y (Gs a ay Ge a)e F & ' ne =| 


eR eS a= = GIN 2 OIE. 
wobei entweder beide Quadratwurzeln mit dem positiven oder beide mit dem 
negativen Vorzeichen zu nehmen sind. 

Fir die auf die Langeneinheit bezogene Phasendifferenz der 
beiden zur Wellennormalenrichtung 3 gehérenden Wellen ergibt sich 
mit Riicksicht auf (16), (17) und (18) der Ausdruck 

b= 2 (nh — 0) == (mh — nh (72) 
‘0 

Liegt, wie wir im folgenden stets annehmen wollen, , zwischen 1, und 
mz, so besitzen von den durch (70) eingefiihrten GréBen N, und N, das gleiche, 
N, jedoch das entgegengesetzte Vorzeichen. Nun ist aber 


Ni + N3+N3—2N,N,;—2N,N,—2N,N,=(N, +N, — Nz)? —4N, Ny; 
der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen (71) kann somit nicht negativ werden 


und nur verschwinden, wenn 
IN. =O; 


N,=N; (73) 


ist. Gleichung (48) hat daher stets zwei reelle Wurzeln, die nach (73), 
(71) und (69) fiir =e 
1 1 1 1 
Sava os If oe ees ‘ : 
woe te, | lyf a = es ut 1 Ws n2 
BE Wag ee ee (74) 
ny Ns ne ne 
zusammenfallen. 
b) Binormalen. Durch (74) werden vier Wellennormalenrichtungen 


bestimmt, von denen jedoch je 
daher, zwei dieser Richtungen 


zwel einander entgegengesetzt sind. Es geniigt 
ins Auge zu fassen, deren Einheitsvektoren b, 


*) Diese Form der Lésung stammt von G. KircHHorF, Vorlesungen itiber mathem. 


Physik Bd. Il. Mathem. Optik. Herausgeg. von K. HENSEL, S. 201. 


Leipzig 1891. 
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und b, wir so wahlen, daB die positive z-Achse zwischen ihnen liegt; dann wird 
nach (74) 


ip cram — 
be=t|{/E—Fl, bySo, be=+||/ 2; 

rae lea 

E nt : a Es 75) 
be =—l|/" "t), b,,=0, b= | a 

nn on | no ne 


Die durch (75) bestimmten Richtungen nennt man die Binormalen oder 
optischen Achsen}?). Die Binormalen liegen in einer bestimmten optischen 
Symmetrieebene symmetrisch zu den optischen Symmetrieachsen; bei der an- 
genommenen Gr6fenbeziehung zwischen 7,, m, und m, ist diese optische 
Symmetrieebene die zx-Ebene. Die optische Symmetrieachse, welche den spitzen 
Winkel der Binormalen halbiert, heiBt die erste Mittellinie, diejenige, welche 
seinen Nebenwinkel halbiert, die zweite Mittellinie. 

Fallt die Wellennormale mit einer Binormale zusammen, so folgt aus (71) 
peat’) ni, = 0h = ty: 
ferner ergibt sich aus (45) und (74), daB dann die Schwingungsrichtung un- 
bestimmt bleibt. In Richtung einer Binormale eines nicht absorbie- 
renden, nicht aktiven Kristalls pflanzt sich demnach nur eine ein- 
zige Welle fort, deren Polarisationszustand beliebig sein kann 
und sich beim Fortschreiten im Kristall nicht andert?). 

Der als Binormalenwinkel oder optischer Achsenwinkel (von den 
Mineralogen als Achsenwinkel schlechtweg) bezeichnete Winkel O zwischen 
den Binormalen bestimmt sich nach (75) durch eine der beiden Gleichungen 


1 1 i 1 

S20 Ht nt 0 ar He 
sin? — = —*— oder cos?— =——+. (76) 

2 1 1 2 1 1 

ey nz ny Ns 


Aus (76) folgt, daB der Binormalenwinkel berechnet werden kann, falls die 
Hauptbrechungsindizes bekannt sind?). 


1) Der Name optische Achsen geht auf D. BrREwsTeER [Phil. Trans. 1818, (4) S. 210] 
zuriick. Manche Autoren verwenden jedoch diese Bezeichnung fiir die in Ziff. 14 zu be- 
sprechenden Biradialen, so z. B. A. FRESNEL in einigen Abhandlungen (Mém. de |’Acad. des 
Scienc. Bd. 7, S. 150. 1827; CEuvr. compl. Bd. II, S$. 288, 321, 332, 396 u. 573. Paris 1868), 
wahrend sie bei ihm an anderen Stellen [Bull. des Scienc. par la Soc. philomat. 1822, S. 68: 
Ann. chim. phys. (2) Bd. 28, S. 272. 1825; Mém. de l’Acad. des Scienc. Bd. 7, 5. 118. 1827; 
(Euvr. compl. Bd. II, S. 339, 473 u. 545. Paris 1868] in dem hier gebrauchten Sinne auftritt. 
Zur Vermeidung von Verwechslungen ist daher die von L. FLETCHER (Mineral. Mag. Bd. 9, 
S. 338. 1892; The optical indicatrix and the transmission of light in crystals, S. 63. London 
1892; deutsche Ubers. von H. AMBRONN und W. Konic, S. 57. Leipzig 1893) stammende 
Bezeichnung Binormalen vorzuziehen. W.R.Hamirtron (Trans. R. Irish Acad. Bd. 17, 
S. 132. 1837) nannte die Binormalen Linien mit nur einer Normalgeschwindigkeit, 
E. MALLarp (Traité de cristallographie géometr. et phys. Bd. II, S. 113. Paris 1884) spricht 
von Achsen innerer Brechung. 

2) Hierdurch unterscheiden sich die nicht absorbierenden, nicht aktiven Kristalle 
von den aktiven Kristallen; bei letzteren erleidet eine polarisierte, in Richtung einer 
Binormale sich ausbreitende Welle beim Fortschreiten im Kristall eine Drehung der Lage 
ihrer Schwingungsbahn (vgl. Ziff. 96). 

3) Uber die Verwendung von (76) bei der Bestimmung des Binormalenwinkels von 
Diinnschliffen vgl. A.C. Lane, Sill. Journ. (3) Bd. 39, S. 53. 1890; J. Untic, Centralbl. tie 
Min. 1911, S. 305; S. Réscu und M. STURENBERG, ZS. f. Krist. Bd. 65, S. 588. 1927. 
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Zuweilen ist es vorteilhaft, die zur Wellennormalenrichtung $3 ge- 
hérenden Brechungsindizes m und uj durch die Winkel 0, und 8 
auszudriicken, welche 8 mit den Binormalenrichtungen b, und 6b, 
bildet. Mit Hilfe von 


MS Svs) eae 
n® ne ne ne 
COSO, ==": —1—__# 8 2 3 
1 x { 1 se @ 1 4 | 2 
ni ne | ne ne | 
Pi r =| 
Ve oat ie tal 
f RY rae. co) a eee 
| n? ne ne ne) 
cosh, = —$ i? 3, | 7 ee 
@ i / 1 1 + 8 fs 1 | 
Ni ne Wi: n2 | 


und (69) ergibt sich aus (71) nach einiger Umformung fiir die Wurzeln der 
Gleichung (48) die bequemere Form 


4) 
1 lf al 1 e/a A) 
ies | : | | 3 3} 008 (by — b,), 
No” 2 \N; Ns 2 \t; Ns (77) 
// 
1 1 ie 1 et 1 
eB NB Ga, 2 & a eM Ee 
hierfiir kann man auch schreiben 
4 1 1 1 \ae Dees 1 4 4 4 \e oe beeere 
s=>3-(5 ;| sin? ; = | sin? += , 
ni? n> i a) 2 Ne 12 n? n2 2 (78) 
Aus (77) folgt weiter die Beziehung?) 
4 1 (i eta 
pe a a) sin}, sind, , (79) 


die wir spater noch benotigen werden. 

c) Wellennormalenkegel konstanter Brechungsindizes. Wir 
suchen jetzt den geometrischen Ort der Wellennormalenrichtungen, fiir die j bzw. 
nj konstant ist. Da die durch (77) gegebenen Brechungsindizes / und nf Wurzeln 
der Gleichung (47) sind, so wird die Gleichung 

1 aid 1 Sf 1 1 igeratee Tee 1 4 a 
a= ee roa #2 (— 2 (. 2 Fie Sy 2 2 | *| 
fie Gee \ Wie n 7}! \ TOP ne EN Te NE \ pn? n: 


\ 


fur alle Werte m identisch erfullt. Setzen wir fiir »? der Reihe nach nj, n3 


und 3 ein, so erhalten wir 4 AsCing a 
heen Ie al lea ar) 
a4 ( 4 4 ( 1 4 ) 
Ni 3] \n} n } 
( 1 4 ( 1 A 
»_ (ng 7 43) lnk ~ 2? 
8) ge j 1 a: ve { (80) 
(a a lee ne 
( 1 1 ( 1 1 
Ae n2 ny] \Ns 10” 
a ae 1 1 1 1 ] 
n2 n2} \ nz n2 


*) Diese Form der Lésung der Gleichung (48) stammt von F. NEuMANN, Pogg. Ann. 
Bd. 33, S. 278. 1834; Ges. Werke Bd. II, S. 337. Leipzig 1906. 
SP lle Jn sraenacisarinns, Metnully TWikeve, (3) Teta, 40h, AOS, asi. 
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Die durch (80) bestimmten Werte $,, 8, und 3, definieren eine Wellennormaler.- 
richtung 3, welche wir durch einen Punkt der um den Koordinatenantangspunkt 
beschriebenen Einheitskugel darstellen kénnen. Ist // konstant und 2 ver- 
anderlich, so beschreibt dieser Punkt eine sphirische Bllipse, deren erzeugender 


Kegel durch 32 32 22 
er ; 4 Sy - ale - : Lm PAs 
1 1 1 1 1 Al 
i i A 


gegeben ist; der Mittelpunkt und die Brennpunkte dieser spharischen Ellipse 
sind die der positiven z-Achse bzw. den Binormalenrichtungen b, und 6, ent- 
sprechenden Punkte der Einheitskugel. 

Ist andererseits 2 veranderlich, wahrend vj konstant bleibt, so beschreibt 
der zu $ gehérende Punkt eine durch den Kegel 


a2 22 
8: 3, 


1 Pa 1 1 1 

mon? mon? mone? 

pene spharische Ellipse, deren Mittelpunkt und Brennpunkte die der positiven 

x-Achse bzw. den Binormalenrichtungen 6, und —b, entsprechenden Panlkte der 
Sticticcaces sind. 

Zusammenfassend kénnen wir sagen, daB diejenigen Wellennormalen- 
richtungen, fiir welche einer der Werte m, bzw. nj konstant ist, die 
Mantel zweier Kegelscharen zweiten Grades bilden, deren Achsen 
die beiden Mittellinien und deren Fokallinien die Binormalen sind; 
durch jede Wellennormalenrichtung geht je ein Kegel der beiden 
Scharen!?). Stellt man samtliche Richtungen durch die Punkte der Einheits- 
kugel dar, so entsprechen den Kegelscharen konfokale spharische Ellipsen?) ; 
durch jeden Kugelpunkt gehen zwei Ellipsen, von welchen die eine die Spur 
der ersten, die andere die Spur der zweiten Mittellinie zum Mittelpunkt hat 
und deren Brennpunkte die Spuren der Binormalenrichtungen sind. Die ortho- 
gonalen Projektionen dieser Ellipsen auf eine beliebige Ebene nennt man 
Skiodromen?): sie finden bei der Darstellung der Interferenzkurven Ver- 
wendung [vgl. Ziff. 83 b)]. 

12. Wahrer und scheinbarer Binormalenwinkel. Zwei Wellennormalen, die 
im Inneren des Kristalls die Richtungen der Binormalen besitzen, werden nach 
Austritt in das isotrope AuBenmedium im allgemeinen einen von O verschiedenen 
Winkel O’ miteinander bilden. O’ heiBt der scheinbare Binormalenwinkel 
im Gegensatz zum wahren Binormalenwinkel QO; O’ ist der Messung 
unmittelbar zugdnglich (Ziff. 87), hangt aber noch von der kristallographischen 
Orientierung der Begrenzungsflache des Kristalls, aus welcher die Wellen aus- 
treten, sowie vom Brechungsindex y des isotropen AuBenmediums ab. 

Wir behandeln in dieser Ziffer das Prinzip der Methoden, die dazu 
dienen, aus dem gemessenen scheinbaren Binormalenwinkel 0 
den wahren Binormalenwinkel O zu ermittelIn. 

Sind die scheinbaren Binormalenwinkel O; und O% fir zwei Platten 
desselben Kristalls, deren Normalen parallel zur Binormalenebene 


1) A. BEER, Arch. Math. u. Phys. Bd. 16, 5.223. 1851. Uber die geometrischen 
Eigenschaften dieser Kegel vgl. A. SCHRADER, Geometrische Untersuchung der Geschwin- 
digkeitskegel und der Oberflachen gleichen Gangunterschiedes optisch doppeltbrechender 
Kristalle. Dissert. Minster 1892. 

2) A. CLEBSCH, Prinzipien der mathemat. Optik. Herausgeg. von A. Kurz S. 38. 
Augsburg 1887. 

3) F, BecKE, Tschermaks mineral. u. petrogr. Mitt. Bd. 24, 5.1. 1905; Wiener Denkschr. 


Bd. 75 (1), S. 66. 1913. 
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liegen und beliebige, aber verschiedene Winkel mit der ersten Mittellinie bilden, 

ermittelt, so kann hieraus O berechnet werden). Die Verhaltnisse vereinfachen 

sich2), wenn die beiden Platten senkrecht zur ersten bzw. zweiten 

Mittellinie geschnitten sind. Im ersteren Falle ist nach dem Brechungs- 

gesetz (vgl. Ziff. 32), da der Brechungsindex des Kristalls fiir eine in Richtung 

einer Binormale fortschreitende Welle n, betragt (Ziff. 11), 
me} 


Lape Sines 
Pe ae De 


(81) 


fiir die senkrecht zur zweiten Mittellinie geschnittene Platte haben wir, da bei 


dieser die Binormalen mit der Plattennormale die Winkel a = S bilden, 


cos a a sin —. (82) 


Sind O{ und O03 gemessen, so folgt aus (81) und (82) 


/ 


7 1 
Si 
TO gage 
o> Oe 
Sia) 
2 


Der allgemeine Fall einer einzigen, beliebig zur ersten Mittel- 
linie geneigten Platte erfordert auBer O’ noch die Kenntnis der Winkel $j; 
und ~%, welche die Schenkel des scheinbaren Binormalenwinkels mit der Platten- 
normale n bilden. Bedeutet #, bzw. £, den Winkel zwischen n und 6, bzw. by, 
ferner y den Winkel zwischen den parallel zu n und 6, bzw. n und by gelegten 
Ebenen, so ergibt eine einfache Betrachtung’) 


cosO’ = cos pj cospi + sinpj sin p} cosy , 
cosO = cosp, Cosp, + sin p, sin p, cosy’, (83) 
Sie Sip == .51l py. SI po i= Ite. 


Sind O’, #; und p5 gemessen (vgl. Ziff. 87), so hefert die erste dieser Gleichungen y, 
wahrend die letzte [bei bekannten Werten v und 7, 4)] £,; und #, ergibt; aus der 
zweiten Gleichung folgt dann der gesuchte Winkel O. 

Liegt 1 parallel zur ersten Mittellinie, so geht die dritte Gleichung (83) wieder 
in die Beziehung (81) iiber®) ; letztere ergibt sich aus dem Gleichungssystem (83) 
iibrigens auch dann, wenn 1 in der durch die erste Mittellinie senkrecht zur 
Binormalenebene gelegten Ebene eine beliebige Lage besitzt. 

13. Polarisationszustand der zu einer Wellennormalenrichtung 8 geho- 
renden Wellen. Wir zeigen jetzt, daB die beiden zur selben Wellen- 
normalenrichtung $ gehorenden, im Inneren eines nicht absorbie- 
renden, nicht aktiven Kristalls fortschreitenden Wellen linear und 
senkrecht zueinander polarisiert sind. 


1) H. DE S#NARMONT, Ann. chim. phys. (3) Bd. 33, S: 412. 1851. 

LAY DESCLOIZDAU Xa Cohen dS 2) on 7O4e 1 Oot. 

8) G, KircunorF, Pogg. Ann. Bd. 108, S. 580. 1859; Ges. Abhandlgn, S. 561. Leipzig 1882. 

4) In den meisten Fallen geniigt es, an Stelle von m, einen mittleren Brechungsindex 
des Isristall zu setzen. 

5) Uber die Korrektionen, die gema (83) an (81) anzubringen sind, falls n nicht genau 
parallel zur ersten Mittellinie liegt, vgl. B. Hecut, N. Jahrb. f. Min. 1887 (1), S. 250. 
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Ist D’ bzw. D” der Lichtvektor der Welle mit dem Brechungsindex nj 
bzw. nj, so folgt aus (45) 


SO 
‘Se 
Se 


di. dy2d, = ——*—— : ——_+—_: tre 
Kt OR 1 if 1 1 1 Tare 
ne ni n3 n> ne ie (84) 
n’”’ ‘. p’’: bp” = 3, ° 8, . 8. 
D:D, Dd, = i= SS 
’ 1 1 1 1 1 1 
n? ine one ate ae agi 


Aus (84) und (71) ergibt sich, da die Schwingungsrichtungen d’ und d’’ durch 3 
und die Hauptbrechungsindizes ,, m,, m3 eindeutig bestimmt sind; die 
beiden Wellen sind somit (vgl. Ziff. 3) linear polarisiert}). 

Um die gegenseitige Lage der Schwingungsebenen der beiden Wellen zu 
erhalten, bilden wir das skalare Produkt )’b’’; dieses ist nach (84) proportional 


32 , 34 
(4 Ae ea \/ ;* 
n? nj?) \ n? ge 


i FN. He eee Te ie? 
‘| 1 eee E Chie a> lh; 
\ n2 ny * nz nie? mong? 


und da der Klammerausdruck rechts wegen (47) verschwindet, so wird 

bd” =O. (85) 
db’ und d” sind aber (vgl. Ziff.4) die Normalen der Polarisationsebenen 
der beiden Wellen; diese stehen somit nach (85) senkrecht zuein- 


ander. 
Wir leiten jetzt noch einige Beziehungen fiir die Schwingungsrichtungen Dd’ 
und 0” der zu 3 gehérenden Wellen her, die wir im folgenden benétigen werden. 


Aus (84) und (50) erhalten wir 


z S 3, 9, 
heb are 7g ee male Ba ear Oey ial 
a= ue re Pe al 2 onan 72 
n? OT ne ni n> nN ; 
: (SO) 
aye Dy Whe ras —— Sy ss bv” = 8, Jt 
nd 1 ? | 1 : 1 1 : 
n? nH? n ne ne nie 


wobei P’ bzw. P” den aus (50) fiir m = ni, bzw. n = nj sich ergebenden Wert 
bedeutet; nun gelten fiir dD’ und bd” noch die beiden in (19) enthaltenen Glei- 
chungen a>’ = 0, (87) 

Te — (88) 


und jede derselben liefert zusammen mit (85) und (86) die Beziehung 


yb! + — bib’ + 01d” = 0. (89) 
ny > i et Le 
1) Die zu einer gegebenen Wellennormalenrichtung $ gehérenden Schwingungsrich- 
tungen d’ und d” bezeichnet man auch als die zu 3 gehérenden Grundrichtungen 
oder Grundschwingungsrichtungen (A. FRENKEL, Lehrbuch der Elektrodynamik, 
Bd. 2, S. 203. Berlin 1928). 
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Fallt 8 der Reihe nach mit den Richtungen der optischen Symmetrie- 
achsen x, y und z zusammen, so folgt aus (71) und (84) fur eine Lage 


2 n ide 4, 4/ 

|| zur x-Achse: 7 =m, 02 =0,=0, dy = 14; N= Ns, DE = Dy = 0,0; — 1, 
ZA ZA 

|| zur y-Achse: 1 = 3, d,=d,=0, DL =1; m=, b/ =b7 = 0, DF = 1, 
tf yt 

|| zur z-Achse: 4) = %, 0, =dD,=0; 0, = 1; Meas, 0, = df =0, 0, = 


Von den in den Richtungen zweier optischer Symmetrieachsen fortschreitenden 
Wellen besitzen somit diejenigen gleiche Brechungsindizes, bei welchen der 
Lichtvektor gleiche Lage hat. 

44. Bestimmung der zu einer gegebenen Strahlenrichtung gehorenden 
Strahlenindizes. Biradialen. Wir behandeln jetzt die zu der in Ziff. 11 be- 
sprochenen duale Aufgabe, namlich die Bestimmung der zu einer 
gegebenen Strahlenrichtung { gehérenden St rahlenindizes % 
und s’. Zu dem Zwecke haben wir die Wurzeln der Gleichung (63) zu berech- 
nen und kénnen dabei ganz entsprechend verfahren wie in Ziff. 11 bei Be- 
handlung der Gleichung (48). Es ergibt sich, daB® (63) stets zwei reelle 
Wurzeln hat, die fiir vier Richtungen zusammenfallen, von denen je zwei 
entgegengesetzt sind; es geniigt daher, zwei dieser Richtungen ins Auge zu 
fassen. Liegt m, zwischen , und m3, so fallen diese Richtungen in die zx-Ebene; 
wir wahlen ihre Einheitsvektoren t, und 1, so, daB die z-Achse zwischen ihnen 
liegt, und erhalten dann 


Ee ome oy | LL yay | 
/n2 — n2 ee 1 gest /n2 —n2\. 
Geo=t if u ZN. ty = 0, ii, == SF | |W |; 
1a n? — n2| ini — 13 (90) 
é /n? — n? wee bide 2 1 /n2 — n2 
Co ee Yoy = OF Yo, = | aol 
n2 — n> | n2 — n> 


Die durch (90) bestimmten Richtungen heiBen Biradialen oder Strahlen- 
achsen!), Die Biradialen liegen in derselben optischen Symmetrieebene wie 
die Binormalen und wie diese symmetrisch zu den optischen Symmetrieachsen ; 
in unserem Falle ist jene optische Symmetrieebene die zx-Ebene. 

Fallt die Strahlenrichtung mit einer Biradiale zusammen, so wird sj = sf = 12; 
ferner folgt aus (57) und (90), da® die Richtung der elektrischen Feldstarke dann 
unbestimmt bleibt. In Richtung einer Biradiale eines nicht absor- 
bierenden, nicht aktiven Kristalls pflanzt sich daher nur ein 
einziger Strahl fort, dessen Polarisationszustand beliebig sein 
kann und sich beim Fortschreiten im Kristall nicht andert. 

Fir den Biradialenwinkel 2, d.h. den von den Einheitsvektoren 1, 
und r, gebildeten Winkel, erhalt man aus (90) 


ee. n? — n2 Q ne — nz 
i COE == == 26 (91) 
2) Ni — 13 2 ds = Ves 


1) A. FRESNEL bezeichnete die Biradialen in den meisten Abhandlungen (Mém. de 
Acad. des Scienc. Bd. 7, S. 150. 1827; GEuvr. compl. Bd. II, 5. 288, 321, 332, 396 u. 573. 
Paris 1868) als optische Achsen, wahrend er hierunter an einigen anderen Stellen. [ Bull. 
des Scienc. par la Soc. philomat. 1822, S. 68; Ann. chim. phys. (2) Bd. 28, S. 272. 1825; Mém. 
de J’Acad. des Scienc. Bd. 7, S. 119. 1827; CEuvr. compl. Bd. II, S. 339, 473 uw. 545. Paris 
1868] die Binormalen (vgl. Ziff. 11) versteht; die Bezeichnung Strahlenachsen tritt zuerst 
bei F. NEUMANN (Pogg. Ann. Bd. 33, S. 278. 1834; Ges. Werke Bd. II, S. 337. Leipzig 1906) 
auf. Spatere Autoren nannten die Binormalen primare, die Biradialen sekundare optische 
Achsen. W. R. Hamitton (Trans. R. Irish Acad. Bd. 17, S. 132. 1837) bezeichnete die Bi- 
radialen als Linien mit nur einer Strahlgeschwindigkeit, E. Martarp (Traité de 
cristallographie géometr. et phys. Bd. II, S. 137. Paris 1884) als Achsen auBerer Brechung. 
Der Ausdruck Biradiale riihrt von A. FLETCHER (Mineral. Mag. Bd. 9, S. 319. 1892; The 
optical indicatrix and the transmission of light in crystals, 5.43. London 1892; deutsche 
Ubers. von H. AMBRONN und W. Konic, S. 35. Leipzig 1893) her. 
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nach (76) und (91) besteht demnach zwischen Binormalen- und Biradialenwinkel 
die Beziehung 


OO a AS) Q> om O 
sin? — = —sin®—, cos? — = — cos? —. 2 
2 n§ 2 2 (ome ee 2 4) 


Aus (92) folgt, dab der Biradialenwinkel bei Kristallen, die nicht sehr verschiedene 
Hauptbrechungsindizes [d. h. nur geringe Doppelbrechung (Ziff. 9)] besitzen, nur 
wenig vom Binormalenwinkel abweicht?). 

Drickt man die Wurzeln sj und sf der Gleichung (63) durch die 
Winkel £, und f, aus, welche die Strahlenrichtung jf mit den Bi- 
radialenrichtungen t, und r, bildet, so erhalt man die den Formeln (77) 
entsprechenden Beziehungen*) 

sf = 5 (ni + m3) + > (ni — nd) cos (By, — fy), 
> 1 9 9 1 2 (93) 
sf? = + (nt + 3) + 5 (nt — 3) cos(B, + Ba) 


2 
oder 
a) 
= nm? — (n? — n3) sin? By - : Pe , So = nP — (n? — n?2) 


n 


So 


sin2 Bi + Be 
5 : 


Hieraus folgt die der Gleichung (79) entsprechende Gleichung 
s? — sj? = (ni — n3) sin f, sin fy; 


dieselbe wurde schon von BREWSTER’) und Brot!) angegeben, aber erst spater 
von FRESNEL‘) hergeleitet. 

15. Polarisationszustand der zu einer Strahlenrichtung } gehorenden 
Strahlen. Wir zeigen jetzt, daB die Polarisationsebenen der beiden zur selben 
Strahlenrichtung j} gehérenden Strahlen senkrecht zueinander stehen. 

Ist © bzw. ©” die elektrische Feldstarke des zur Richtung | gehdrenden 
Strahles mit dem Strahlenindex sj bzw. sj, so folgt aus (57) 


Ae a. (P= 1s i Bae Ne ly i}: 
ee os .. ay Cpaty ots =n oa wits (Oe 
r= Re Se ye ee ye — eet ee ne — sir ni — si? n2 — 5 (94) 


é: 
Aus (94) und (93) ergibt sich, dafi die Richtungen e’ und e” der elektrischen 
Feldstarken ©’ und &” durch j und die Hauptbrechungsindizes 1,, n,, 3 ein- 
deutig bestimmt sind; hierin driickt sich wieder (vgl. Ziff. 13) die lineare Pola- 
risation der sich im Kristall ausbreitenden Wellen aus. 

Um die gegenseitige Lage der Polarisationsebenen der beiden Strahlen zu 
erhalten, bilden wir das skalare Produkt e’e’’ und erhalten aus (94) mit Hilfe 


von (60) e’ pie = (95) 


in ganz entsprechender Weise, wie sich (85) aus (84) mit Hilfe von (47) ergeben 
hat. e’ und e” sind aber die Normalen der Polarisationsebenen der beiden 
Strahlen; diese stehen somit nach (95) in der Tat senkrecht 
zueinander. 


1) Dies bemerkte schon A. FRESNEL, Mém. de |’Acad. des Scienc. Bd. 7, 5. 163. 1827; 
(Euvr. compl. Bd. II, S. 584. Paris 1868. Eine Zusammenstellung der Winke O und Q fiir 
eine Anzahl Kristalle findet sich bei Tu. Lizpiscu, Physikal. Kristallographie, S. 321. 
Leipzig 1891. 

2) A. FRESNEL, Mém. de 1’Acad. des Scienc. Bd. 7, S. 155. 1827; Giuvr. compl. Bd. II, 
S297 te Si7o watis, 1668. 

3) D. BREWSTER, Phil. Trans. 1818, S. 267. 

4) J. B. Bror, Mém. de l’Acad. des Scienc. Bd. 3, S. 228. 1818. 

5) A. FRESNEL, Mém. de 1’Acad. des Scienc. Bd. 7, S. 150. 1827; Gfuvr. compl. Bd. II, 
S. 298 u. 573. Paris 1868. 
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16. Konstruktionsflachen. Die wichtigsten der in den Ziff. 11, 13,14 und 15 
behandelten Beziehungen lassen sich auch auf geometrischem Wege gewinnen. 
Wir besprechen diese rein geometrischen Konstruktionen in dieser und der 
nichsten Ziffer, da sie bei den spateren Betrachtungen wiederholt benétigt werden. 

a) Ovaloid, Indexellipsoid. Um “die zu ‘einer -pevebenen 
Wellennormalenrichtung 8 gehérenden Brechungsindizes m 
und n” sowie die zugehoérigen Schwingungsrichtungen 0’ und 0” 
zu erhalten, geht man von einer Flache aus, deren Gleichung in bezug auf 
die optischen Symmetrieachsen 


a m 4 
emer es 


z 
2 2 
n> ne nN? 


(= 0 Mea) (96) 


lautet!); die Flache ist ovalférmig und liegt symmetrisch zu den optischen 
Symmetrieebenen. 
An Stelle von (96) kann man auch schreiben 


vd; ve vy? 
Ni2m=-2 — —% eo Z 
Be nT oer (97) 


wobei 8 den vom Koordinatenanfangspunkt zu einem Flachenpunkt gezogenen 
Vektor und » den zu ¥ gehérenden Einheitsvektor bedeutet. Das Doppelte der 
in die optischen choi lauarndiean fallenden Werte |%| heiBen die Haupt- 
achsen der Flache. 

Legt man durch den Koordinatenanfangspunkt eine Ebene senkrecht zu 3, 
so ist die Schnittkurve mit (96) ein Oval; dieses besitzt in paarweise entgegen- 
gesetzten Richtungen zwei gréBte und zwei kleinste Vektoren ¥’ und %’’, deren 
Betrage |B’ | und |%’’| wir ae Halbachsen des Ovals nennen. Wir zeigen, daB 

1 dies durchi? 1) oder (77) bestimmten, zur Wellennormalenrich- 
tung 8 gehérenden Brechungsindizes m und nf gleich |¥’|-@-) 
Ta) 15 =e cic 

2. die entsprechenden Schwingungsrichtungen durch vb’ und b” 
bestimmt werdén, und daB'p Zu@i- 9. pzu es | eho): 

Es ist namlich fiir jeden in dem ebenen Zentralschnitt liegenden Vektor ¥& 


3 = v,3, + v3, + 0.3,=0, (98) 
auBerdem haben wir 


bs + vy +o? —1=0; (99) 


um Betrage und Richtungen der extremen Werte von %’ und ¥” zu finden, hat 
man die Bedingungen des Maximums und Minimums der Funktion 


[2a 2 ire v; + 02) — fe (D2S_ + Dy3, + 0,8,) = 0 (100) 
aufzusuchen, wobei “, und jw, noch unbestimmte Multiplikatoren sind. Fiir 
diese Bedingungen erhalt man aus (97) und (100) 
ee lee 3, = 0 2(— ) $,, = 0 2(— t . 
“\n? heal {!2S2=0, a nm 1 Dy — foSy =O, 2( 3 — 1) 2 98, = 0. 
Multipliziert man diese Gleichungen bzw. mit v,, v,, v, und addiert, so ergibt 
sich mit Riicksicht auf (97), (98) und (99) 

ee YB 2-2 
. Lanc, Wiener Ber. Bd. 43 (2), S. 645. 1861. 
ESNEL, Bull. des Scienc. par la Soc. philomat. 1822, S. 67; Ann. chim. phys. 


R 
(2) Bd. 28, S. 271. 1825; Mém. de l’Acad. des Scienc. Bd. 7, S. 112. 1827; Qfuvr. compl. 
8, 351, 472 u. 540. Paris 1868. FRESNEL betrachtete den speziellen Fall m = 2. 
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wobei YW einen der extremen Werte von W oder ¥”’ bedeutet; durch Einsetzen in 
die letzten Gleichungen erhalt man 


1 Is ¢ ia 1 ‘ € 
(J — |B"), = a, (  — [BB )2"-2) oy = 


2 ‘Gl u 
ve & a 2m—-2 pense) 
ni n} vy ( ‘ial )oe= Nas 


/ ) Ns 


Der Vergleich mit (45) ergibt in der Tat, daB jede Halbachse des Ovalschnittes 
durch ihre —(m — 1)te Potenz den Brechungsindex und durch ihren Einheits- 
vektor die zugehdérige Schwingungsrichtung liefert. 

Aus (97) und (75) folgt, daB der Ovalschnitt zu einem Kreise wird, falls 
$ mit b, oder b, zusammenfallt; der Radius eines jeden dieser beiden Kreise ist 
(bei der in Ziff. 11 angenommenen GriéBenbeziehung zwischen 7,, m, und 7,3) 


. 1 ; = : : : : ; : 
gleich >, - Die angegebene Konstruktion zeigt somit das in Ziff. 11 analytisch 


gewonnene Resultat, daB sich in Richtung einer Binormale nur eine Welle aus- 
breitet und ihre Schwingungsrichtung unbestimmt bleibt, ihr Polarisations- 
zustand somit beliebig sein kann. 

Fir m= 2 geht die Flache (96) in 


5 2 x? y? 2 
Pe) Se aa (101) 
und fir #—O in 
x? 4 2 = is 
n? i nz 2 n3 =) (102) 


uber?}). 

(101) ist eine Flache vierten Grades und wird als Ovaloid?) bezeichnet; 
die Flache (102) heiBt Indexellipsoid’). Die zu 8 gehdrenden Brechungs- 
indizes #/, und f werden beim Ovaloid durch die reziproken Halbachsen, beim 
Indexellipsoid durch die Halbachsen des zu § gehdrenden ebenen Zentralschnittes 
dargestellt. 

b) Fresnetsches EJlipsoid. Um die zu a) duale Aufgabe zu lésen, nam- 
lich die zu einer bestimmten Strahlenrichtung j gehérenden 
Strahlenindizes s und sf sowie die Richtungen e’ und e” der 
zugehérigen elektrischen Feldstarken durch geometrische 


1) Fir m = 1 stellt (96) einen Asymptotenkegel dar und wird zur Konstruktion un- 
geeignet. 

?) Der Name Ovaloid wurde von F. NEUMANN (Vorlesungen tiber theoret. Optik. 
Herausgeg. von E. Dorn, S. 181. Leipzig 1885; Ges. Werke Bd. II, S. 460. Leipzig 1906) 
in seinen Vorlesungen benutzt. Die Flache selbst tritt zuerst bei A. FRESNEL [Bull. des Scienc. 
par la Soc. philomat. 1822, S. 67; Ann. chim. phys. (2) Bd. 28, S. 270. 1825; Mém. de l’Acad. 
des Scienc. Bd. 7, S. 110. 1827; CEuvr. compl. Bd. II, S. 338, 469 u. 538. Paris 1868] auf, 
der sie Elastizitatsflache nannte. W. Vorct (Kompend. d. theoret. Physik Bd. I, S. 577. 
Leipzig 1896) gebrauchte die Bezeichnung Polarisationsovaloid. 

3) Die Flache wurde zuerst von J. PritckeR (Journ. f. Math. Bd. 19, S.10. 1839; 
Ges. wissensch. Abhandlgn. Bd. I, S. 348. Leipzig 1895) untersucht, der sie zweites 
Elipsoid nannte; von A. Caucuy [Mém. sur la dispersion de la lumiere, S$. 27. Prag 1836; 
(Euvr. compl. (2) Bd. IX, S.226. Paris 1895] wurde sie als Polarisationsellipsoid, 
von F. Birrer (Traité d’optique physique Bd. II, S. 513. Paris 1859) als inverses Ge- 
schwindigkeitsellipsoid oder als erstes Ellipsoid, von J. Sreran [Wiener Ber. Bd. 50, 
(2) S. 510. 1864] als Ellipsoid der gleichen Arbeit, von G. Kircunorr (Abhandlgn. d. Berl. 
Akad. 1876, S. 67; Ges. Abhandlgn., S. 361. Leipzig 1882) als Elastizitatsellipsoid und 
von A. FLETCHER (Mineral. Mag. Bd. 9, S. 296. 1892; The optical indicatrix and the trans- 
mission of light in crystals, S.20. London 1892; deutsche Ubers. von H. AMBRONN und 
W. Konic, S.17. Leipzig 1893) als Indicatrix bezeichnet. Bei J. Mac CuLracu (Trans. 
R. Irish Acad. Bd. 21, S. 31. 1848; Collect. Works, S. 161. London 1880) tritt das Ellipsoid 
ohne besonderen Namen auf; die Bezeichnung Indexellipsoid findet sich zuerst bei Tu. Lig- 
BIScH (Physikal. Kristallographie, S. 316, 317 u. 351. Leipzig 1891). 
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Konstruktion zu erhalten, geht man von der (96) entsprechenden 
cai (x2 fy? + 2m = aba® + by? + oe? (103) 


aus), die ebenfalls ovalformig ist und symmetrisch zu den optischen Symmetrie- 
ebenen liegt; die (97) entsprechende Gleichungsform dieser Flache lautet 


|Bj2m-2 = nity? + nzv7 + njv2. 


Das Doppelte der in die optischen Symmetrieachsen fallenden Werte |¥}| 
heiBen wieder die Hauptachsen der Flache. 

Legt man durch den Koordinatenanfangspunkt eine Ebene senkrecht zu }, 
so erzeugt diese mit (103) ein Oval als Schnittkurve, welches in paarweise ent- 
gegengesetzten ooh zwei gréBte und zwei kleinste Vektoren %’ und %” 
besitzt, deren Betrage YW’ | und | ("| wir wieder die Halbachsen des Ovals 
nennen. In sialon ees wie be Behandlung der Flache (96) 1a8t sich dann 
[unter Heranziehung von (57) an Stelle von (45)] Upheeay daB 


4. die durch (93) bestimmten, zur Strahlenrichtung } gehOrenden 
Se ener Sp ud spe helene (aa Sindh G ae simce 
die Richtungen e’ und e” der entsprechenden elektrischen 
Pane ae n & eal G” durch b’ und bv” bestimmt werden, und b’ 
Zi Sale se ers = erelOrte)e 


Aus (103) und (90) folgt ferner, daB der Ovalschnitt zu einem Kreise 
wird, wenn } mit t, oder 1, zusammenfallt, und da der Radius eines jeden 
dieser Kreise (bei der in Ziff. 11 angenommenen Gr6éBenbeziehung zwischen 7,, 


: ibs Z ; ; : 
NM, und n;) gleich 7, hte Aus der angegebenen Konstruktion ergibt sich daher 


das in Ziff. 14 angefiihrte Resultat, daB in Richtung einer Biradiale sich nur ein 
Strahl fortpflanzt und die Richtung seiner elektrischen Feldstarke unbestimmt 
bleibt, sein Polarisationszustand somit beliebig sein kann. 

Von den aus (103) durch Spezialisierung von m folgenden besonderen Kon- 
struktionsflachen ist nur die dem Werte m= 0 entsprechende gebrauchlich. 
Diese Flache ist ein Ellipsoid mit der Gleichung 


nix? + nzy? + nez2?@—1=0 (104) 


und wird als FREsNELsches Ellipsoid’) bezeichnet; mit Riicksicht auf (41) 
und (46) folgt, daB es mit der Flache des optischen Dielektrizitats- 
tensors identisch ist (vgl. dazu Ziff. 23). Ein ebener Zentralschnitt senk- 
recht zu } erzeugt beim FREsNELschen Ellipsoid eine Ellipse als Schnittkurve, 
deren reziproke Halbachsen die zu } gehérenden Strahlenindizes sj und sj sind. 

c) Geometrische Beziehungen zwischen Ovaloid, Indexellipsoid 
und FRESNELschem Ellipsoid. Zwischen Ovaloid, Indexellipsoid und FRESNEL- 


1) V.v. Lane, Wiener Ber. Bd. 43 (2), S. 652. 1861. ; : 

*) A. FRESNEL, Bull. des Scienc. par la Soc. philomat. 1822, S. 70; Ann. chim. phys. 
(2) Bdi28; S: 276. 1825; Mém- de lAcad’ des’ Scienc. Bd 7, S. 437. 1827; Ciuvr. compl. 
Bd. Il, S.475 u 561. Paris 1868. FRESNEL betrachtete den speziellen Fall m = 0. 

3) Die Flache tritt zuerst bei A. FRESNEL [Bull. des Scienc. par la Soc. philomat. te 
Sy AOR kao, Cloibony, jalan, (7) Ieiel, DS, Sz, 1825: Mém. de l’Acad. des Scienc. Bd. 7, S. 13 
1827; Cuvee, compl. Bd lly S2475 ue) 564) Pariss4S60l) aut. Won J. PLUckKER (Journ. t 
Math. Bd. 19, 5. 10. 1839; Ges. wissensch. Abhandlgn. Bd. I, S. 348. Leipzig 1895) wurde 
sie erstes Ellipsoid, von V. v. Lanc [Wiener Ber. Bd. 43 (2), S. 652. 1861) Erganzungs- 
ellipsoid, von F. Brier (Traité d’optique physique Bd. II, S. 525. Paris 1859) direktes 
Ellipsoid oder zweites Ellipsoid und von E. Marrarp (Traité de cristallographie 
géometr. et phys. Bd. II, S. 107. Paris 1884) Hauptellipsoid genannt. 
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schem Ellipsoid bestehen gewisse einfache geometrische Beziehungen, die im 
Zusammenhange zuerst von PLUCKER!) dargestellt wurden. 

Wir zeigen zunachst, daB das Ovaloid die FuBpunktsflache des 
FRESNELschen Ellipsoids ist?). Die Gleichung der Tangentialebene in einem 
Punkte x9, Vo, 29 des FRESNELschen Ellipsoides (104) lautet 

Ni Xx + NMVoV + nizoz—1=O0. 

Sind »x,, ¥,, 2, die Koordinaten des FuS8punktes des vom Flachenmittel- 
punkt auf die Tangentialebene gefallten Lotes, so haben wir zu zeigen, dab 
%,, ¥,, % die Koordinaten eines Ovaloidpunktes sind. Ist % der vom Flachen- 
mittelpunkt zum FuBpunkte des Lotes gezogene Vektor, f der zu % gehérende 
Einheitsvektor, so folgt aus der letzten Gleichung 


fx = 115 |%o> iy — Fee oe {f= & |20 
Da x9, Yo, 29 der Gleichung (104) geniigen miissen, so haben wir 
iis ir ic 2 
, Bhat eta 
oder, weil : ; 2 
~is 2 , > , 5) , : 
y= Ma tyt+ 4, x = |O\fe- V1 = [Sl fy, a4 = [sl 
ist, 2 2 
241,21 0 4 Vi a 
(xy + ¥1 + 24) nm af n? i ne? 


d.h. x,, v,, 2, geniigen in der Tat der Gleichung (101) des Ovaloides. 

Weiter ergibt sich, daB Ovaloid und Indexellipsoid zueinander 
invers sind. Gehért namlich 8 zum Ovaloid, 8 zum Indexellipsoid, so 
folgt aus (97) fir die namliche 
Richtung v sofort |B} | WO] =1. 

Aus diesem und dem vori- 
gen Satze schlieBt man, daB 
das Indexellipsoid und das 
FRESNELsche Ellipsoid rezi- 


proke Polarflachen in be- 
zug auf die konzentrische 
Einheitskugel sind. 

Die gegenseitigen Lagen 
von FRESNELschem Ellipsoid, 
Ovaloid und Indexellipsoid wer- 
den durch Abb. 2 erlautert, 
welche die Schnittkurven dieser Abb. 2. Schnittkurven der Konstruktionsflachen mit der 

2 : “ $ 2x-Ebene (F Fresnetsches Ellipsoid, Ov Ovaloid, J Indexellipsoid, 
Flachen mit der die Binormalen FE Finheitskugel. 6,, 6, Binormalenrichtungen. r,, r, Biradialen- 
Bite (aid Bicacicley, syent-— Sovanaes, snd esiar ynd etter Naupashengrindee 
haltenden optischen Symmetrie- Ellipsoides, Ovaloides und Indexellipsoides.) 
ebene (zx-Ebene) darstellt. 

d) Potrersche Relation. Mit Riicksicht auf spatere Anwendungen er- 
wahnen wir noch eine zwischen zugeordneten Punktepaaren des FRESNELschen 
Ellipsoides und des Indexellipsoides bestehende Beziehung. Es seien x{, ¥4, 2 
und x3, v3, 23 die Koordinaten zweier Punkte des FRESNELschen Ellipsoides, 
bezogen auf ein beliebiges rechtwinkliges Rechtssystem ’, y’, 7, dessen Anfangs- 


1) J. Picker, Journ. f. Math. Bd. 19, S. 10. 1839; Ges. wissensch. Abhandlgn. Bd. I, 
S. 348. Leipzig 1895. 

2) Dieser Satz wurde zuerst gefunden von L. J. MaGNus, Sammlung von Aufgaben 
und Lehrsatzen aus der analytischen Geometrie des Raumes, 1. Abt., S. 402.. Berlin 1837. 
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punkt mit dem Ellipsoidmittelpunkt zusammenfallt; x{, yj, 2; und %3, V3, % 
seien die zugeordneten Punkte des konzentrischen Indexellipsoides. Da dieses 
die reziproke Polarflache des FREsNEtschen Ellipsoides in bezug auf die kon- 
zentrische Einheitskugel ist, so ergibt sich z. B. Punkt x{, yj, 2 als Endpunkt 
des Vektors, der vom Flachenmittelpunkt normal zu der durch xj, yj, 2; an 
das FRrESNELsche Ellipsoid gelegten Tangentialebene gezogen wird und dessen 
Betrag gleich dem reziproken Mittelpunktsabstande dieser Tangentialebene ist. 
Bedeutet F(x’, y’, 2‘) —1=0 die Gleichung des FREsNELschen Ellipsoides, so 


hat man mee OWE ae aa ee OF 
ON) Gear tg Oy’ rab ae) ary 
und ebenso 4 (9 F LATOR 2 taf Oe 
1) = slay) ep alan) 2 = +(3) 
2 \0x’ Jo Oy" }2 2 \C2'/2 


wobei die Indizes andeuten, daB nach Ausfithrung der Differentiation die Koordi- 
naten des betreffenden Punktes des FRESNELschen Ellipsoides einzusetzen sind. 
Da F eine quadratische Form ist, so ergibt sich unmittelbar die PoTIERsche 


lation! , — — = 
Eaton’) 1h + VT + 21% = MH, + Vi + BU, (105) 


welche den Zusammenhang zwischen zugeordneten Punktepaaren des FRESNEL- 
schen Ellipsoides und des Indexellipsoides gibt. 

17. Abgeleitete Flachen. Aus jeder der in Ziff. 16 besprochenen Konstruk- 
tionsflachen la8t sich eine weitere Flache ableiten, indem man im Mittelpunkte 
jedes ebenen Zentralschnittes zu beiden Seiten in Richtung seiner Normale zwei 
Vektoren auftragt, deren Betrage die Halbachsen des Zentralschnittes sind. 
Die Endpunkte dieser Vektoren erfiillen dann eine zweischalige Flache, die 
symmetrisch zu den optischen Symmetrieebenen liegt und die als abgeleitete 
Flache bezeichnet wird?). Wir besprechen in dieser Ziff. die rein geometrischen 
Eigenschaften der abgeleiteten Flachen wegen ihrer haufigen Verwendung bei 
den folgenden Betrachtungen. 

a) Normalenflache. Die abgeleitete Flache, die man erhalt, wenn das 
Ovaloid als Ausgangsflache genommen wird, heiBt Normalgeschwindigkeits- 
oder kurz Normalenflache?®). Aus den in Ziff. 16 angegebenen Eigenschaften 
des Ovaloides folgt, daB die Normalenflache der geometrische Ort 
der Endpunkte der Vektoren ist, die man vom Koordinaten- 
anfangspunkte aus zu jeder Wellennormalenrichtung 3 mit den 
Betragen 1/nj und 1/nf auftragt und daB ihre Gleichung in Polarkoor- 
dfnaten durch (47) gegeben ist; auf die optischen Symmetrieachsen x, y, z be- 
zogen ergibt sich ihre Gleichung aus (48) zu 


mings (x? + y2-+ 2?)8 — {nj (m3 +n) «2+ m5 (m3 + ni) y? + n§ (ni + 3) 2 (42 + y2 + 22) 
| 9 


+ nix? + ndy? + niz? = 0. 


1) AS POMiER, journmedesphys(2) 5 bdatOw o= Sour loodeevelmbierz ums SEE INS 

N. aoe fie Ii. O 45 (1) pon Oe 
) J. Mac Cutraceu (Trans. R. Irish Acad. Bd. 17, S. 244. 1837; Collect. oe S. 24. 
rena 1880) bezeichnete die abgeleiteten Flachen als Biaxialflachen. 

8) Die Bezeichnung Normalgeschwindigkeitsflache stammt von H. DE SENAR- 
MONT (Journ. de l’école polyt. Bd. 20, S. 7. 1853; A. FRESNEL, CEuvr. compl. Bd. II, S. 604. 
Paris 1868), doch gebrauchte er auch den Namen Elastizitatsflache, wahrend FRESNEL 
diesen fiir das Ovaloid verwandte. F. Birrer (Traité d’optique physique Bd. II, S. 521. 
Paris 1859) bezeichnete die Normalenflache als zweischalige Elastizitatsflache, 
A. CLEBSCH (Prinzipien der mathem. Optik. Herausgeg. von A. Kurz, S. 20. Augsburg 1887) 
als Wellenflache, F. Rinne (Leipziger Ber. Bd. 65, S. 350. 1913) als Wellenlangen- 
flache. Der Name Wellenflache wurde jedoch von anderen Autoren vorzugsweise fiir die 
gleich zu besprechende Strahlenflache gebraucht (vgl. S. 667, Anm. 1). 
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Die Normalenflaiche ist demnach eine Flache sechsten Grades; die Gleichungen 
ihrer Schnittkurven mit den Symmetrieebenen sind 

in der yz-Ebene {nj (y? + 2?) — 1}{n3n3(y? + 22)? — (n8y? + n3 3)} = 0; 

in der zx-Ebene {mj (z? + x*®) — 1}{nni(z? + x*)? — (n3z2 + nix?)\ = 0, 

in der xy-Ebene {mj (x*+ y?) — 1} {ning (x? + y2)® — (nix? + nfy2)} = 0. 
Die Schnittkurven werden somit in jeder Symmetrieebene je durch einen Kreis 
und ein konzentrisches Oval dargestellt. In einer Symmetrieebene schneiden 
sich Kreis und Oval in vier Punkten; bei der in Ziff. 11 angegebenen GréBen- 
beziehung zwischen 7,, %, und m3 ist diese Symmetrieebene die zx-Ebene. Die 
vier Schnittpunkte sind konische Doppelpunkte, 
in welchen die beiden Schalen der Normalenflache 
zusammenhangen; die beiden Verbindungslinien 
je zweler symmetrisch zum Koordinatenanfangs- 
punkt legender Doppelpunkte liefern die Binor- 
malen b,und b,als diejenigen Wellennormalenrich- 
tungen, fiir welche die im allgemeinen verschiede- 
nen Wurzeln der Gleichung (47) zusammenfallen. 

In Abb. 3 sind die ausgezogenen Kurven 
die Schnittlinien der optischen Symmetrieebenen 
mit dem im ersten Oktanten liegenden Teil der = abb. 3. Schnittkurven der Normalen- 
Normalenflache: B ist einer der vier konischen 224 Sttblenflache mit den optischen 


* 3 ‘1 Symmetrieebenen. (Normalenflache aus- 
Doppelpunkte, AB ergibt die Richtung der _ gezogen, Strahlenfliche gestrichelt. AB Rich- 


einen Binormale 6,, der Winkel zwischen AB Biradiale.. a nee Bienen 
ad Ger Spositivenss-Achss “ist derinach’ der shite 
halbe Binormalenwinkel O/2 

b) Strahlenflache. Wablt man als Ausgangstlache das FRESNELsche 
Ellipsoid, so erhalt man als abgeleitete Flache die Strahlgeschwindigkeits- 
oder kurz Strahlenflache?). Aus den in Ziff. 16 behandelten Eigenschaften 
des FREsNELschen Ellipsoides ergibt sich, daB die Strahlenflache der 
geometrische Ort der Endpunkte der Vektoren ist, die man 
vom Koordinatenanfangspunkte aus zu jeder Strahlenrich- 


tung | mit den Betragen 7 und 5 auftragt. Die Gleichung der 
Strahlenflache in Polarkoordinaten ist durch (61) oder (62) gegeben; bezogen 
auf die optischen “gc ay peat x,-¥,.a¢ lautet sie 
(x? + y? + 2?) (n3n3 x? + nin? y? + ning z?) — (rg ++ m3) ae — (ng +) y*| (106) 
(n2 + n2)22+1=0. | 
Die Strahlenflache ist also eine Flache vierten Grades*); die Gleichungen 
der Schnittkurven der Strahlenflache mit den Symmetrieebenen sind 
in der yz-Ebene {ni (y? + 22) — 1} (n3y? + nj2* — 1) =0, | 
in der zx-Ebene {n3 (z? + x?) — 1} (mjz* + njx? — 1) =0, (107) 
_in der xy-Ebene {ng (x* + y?) -— 4} (mgx? + niy?—1)=0. | 


ee FRESNEL benutzte in seinen Abhandlungen die Bezeichnung Wellenflache, 
die aber spater von anderen Autoren (z. B. A. CLeBscH) fiir die Normalenflache gebraucht 
wurde (S. 666, Anm, 3). Der Name Strahlenflache stammt von A. CLEBSCH (Prinzipien 
der mathem. Optik. Herausgeg. von A. Kurz, S.28. Augsburg 1887). 

2) Die geometrischen Eigenschaften der Strahlenflache und ihre Beziehungen zu den 
iibrigen in dieser und der vorhergehenden Ziffer behandelten Flachen sind zusammenhangend 
zuerst von J. PLUCKER (Journ. f. Math. Bd. 19, S. 1 u. 91. 1839; Ges. wissensch. Abhandlgn. 
Bd. I, S. 339. Leipzig 1895) untersucht worden. Eine Zusammenstellung der zur Strahlen- 
flache pehouedden mathematischen TAtar ase findet sich bei G. Lorta, Il passato ed il presente 
delle principali teorie geometriche, 3. Aufl., S. 113. Torino 1907. 
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Die Schnittkurven werden somit in jeder Symmetrieebene durch einen 
Kreis und eine konzentrische Ellipse dargestellt. In einer Symmetrieebene 
schneiden sich Kreis und Ellipse in vier Punkten, und zwar findet dieser Schnitt 
bei der in Ziff. 11 angenommenen GréBenbeziehung zwischen 7, ”, und 73 
in der zx-Ebene statt. Die vier Schnittpunkte sind konische Doppelpunkte, 
in welchen die beiden Schalen der Strahlenflache zusammenhangen; die beiden 
Verbindungslinien je zweier symmetrisch zum Koordinatenanfangspunkt legen- 
der Doppelpunkte ergeben die Biradialen 1, und r, als diejenigen Richtungen, 
fiir welche die im allgemeinen verschiedenen Wurzeln der Gleichung (61) ein- 
ander gleich werden. 

In Abb. 3 sind die gestrichelt gezeichneten Kurven die Schnittlinien der 
optischen Symmetrieebenen mit dem im ersten Oktanten liegenden Teil der 
Strahlenflache; R ist einer der vier konischen Doppelpunkte, AR ergibt die 
Richtung tr, der einen Biradiale, der Winkel zwischen AR und der positiven 
z-Achse ist demzufolge der halbe Biradialenwinkel. 

c) Indexflache. Nimmt man das Indexellipsoid als Ausgangsflache, so 
erhdlt man als abgeleitete Flache die Indexflache?). Sie ist der geo- 
metrische Ort. der EKndpunkte der Vektoren, die man yom 
Koordinatenanfangspunkte aus zu jeder Wellennormalen- 
richtung mit den Betragen m und nj auftragt; sie ist also die 
zur Normalenflache inverse Flache. Wir erhalten daher ihre Gleichung in 


: : ae : a Fe 1 
Polarkoordinaten, indem wir in der Gleichung (47) der Normalenflache = oo 
Stelle von 7 schreiben, und bekommen 

32 3 
- | 
1 5 1 
—— n n . 
n® ns nN; 


(108) 


fur ihre auf die optischen Symmetrieachsen x, y, z bezogene Gleichung folgt 


aus (107) 
(nix? + zy? + 32%) (x® + y2 + 2?) | 
— {nj (nz + 13) x + n(n} + ni) y? + n§ (nt +n) 2) + ningng = 0. | 


(109) 


Die Indexflache ist daher, wie die Strahlenflache, eine Flache vierten Grades; 
die Gleichungen ihrer Schnittkurven mit den Symmetrieebenen sind 


2 


6 r E 4 4a 
in der yz-Ebene (y? + 22 — ni) | > = 1] = 0, 
13 2 
=) re 
in der zx-Ebene (z? + x? — m3) | a = 1) == 0). 
1 3 
x 2 
in der xy-Ebene (x? + y? — n3) te a 1) == 10): 
2 1 


die Schnittkurven werden somit in jeder Symmetrieebene durch einen Kreis 
und eine konzentrische Ellipse dargestellt. In einer Symmetrieebene miissen 
sich Kreis und Ellipse in vier Punkten schneiden, und dieser Schnitt findet 


?) Die Flache tritt zuerst bei A. Caucuy [Ecercices de mathém. Bd. V, S. 36. Paris 1830; 
CZuvr. compl. (2) Bd. IX, S. 410. Paris 1891] auf. Der Name Indexflache stammt von 
J. Mac Curracu (Trans. R. Irish Acad. Bd. 18, S. 38. 1839; Collect. Works, S. 96. London 
1880); in einer fritheren Abhandlung (Trans. R. Irish Acad. Bd. 17, S. 252. 1837; Collect. 
Works, S. 36. London 1880) wurde die Flache von ihm als Refraktionsflache bezeichnet. 
W. R. Hamitton nannte sie (Rep. Brit. Assoc. 1833, S. 367; Trans. R. Irish Acad. Bd. 17, 
5S. 142. 1837) Komponentenflache. 
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bei der in Ziff. 11 angenommenenen GréBenbeziehung zwischen ,, m, und x, 
in der zx-Ebene statt. Diese vier Schnittpunkte sind konische Doppelpunkte, 
in welchen die beiden Schalen der Indexfliche zusammenhangen; die beiden 
Verbindungslinien je zweier symmetrisch zum Koordinatenanfangspunkt liegender 
Doppelpunkte ergeben (wie bei der Normalenflache) die Binormalen b, und by. 

d) Geometrische Beziehungen zwischen Normalen-, Strahlen- 
und Indexflache. Zwischen den abgeleiteten Flachen bestehen entsprechende 
geometrische Beziehungen wie zwischen den Ausgangsflachen. 

Wir zeigen zunachst, dali die Normalenflache die FuBpunktsflache 
der Strahlenflache ist. Zum Beweise ziehen wir vom Mittelpunkte der Nor- 
malenflache Vektoren nach drei unendlich benachbarten Flachenpunkten, legen 
durch ihre Endpunkte die zu ihren Richtungen senkrechten Ebenen und zeigen, 
daB der Schnittpunkt dieser drei Ebenen ein Punkt der Strahlenflache ist. 

Die Gleichungen der drei Ebenen sind 


By =e 3y¥ “ts 3,2 om. n ae O, 
: ‘ 
(ons) 1 oe 
(8, + 63,)¥ + 3yy + (82 + 35" 08.)2 —\= + Ge 682] = 0, (110) 


== _ 0) (111) 


bestehen. Fiir die Koordinaten x, y, z des Schnittpunktes der drei Ebenen 
erhalten wir daher die Gleichungen 


7a | 1 
1 g ay 5 a n 
Sue eeiee or ee De aie S. — (MED ss TN Biri a a > 
8,X% + 3yV + 3,2 te Gen 2. Zz 38, Os 3 7 yi Oma) 
1 Poe | 
CG Cc a 
3 n BJ : : 
Fir —— und re bekommt man aus (47) bei Heranziehung von (50) und (411) 
ips Sy 
die Gleichungen ae | 
Cc = 
2 1 1 1 n 
"az - a Bs arog War) aii 
| 1 1 1 1 nP* 03, 
ey n* nz n* 
ad 
4 
3 : : pee te seil 
yl 4 1 { 1 nP? 08 ~’ 
ns n* nj n* 


und diese ergeben mit den beiden letzten Gleichungen (112) die Beziehungen 


= 3. - a7) 1 1 5 
= " - —- f=, 

3, 1 * J 3 2 1 

nz je nr n* 


R 
| 
nN 
| 
Ase 


Ke] 
150 | ios 
= 
ey] 
ASv 
= 
eee 
| 
_— 

— 
=x) 
= 

| _— 
sl 
— 
= 
a 
bh 
0 
te 
~ 
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zu welcher wir noch die identische Formel 


ay a 1 1 
cA ae ad ap 1 1 ‘| 
2 


nr n> nz nN’ 


hinzufiigen. Durch Multiplikation mit den Faktoren $,, 3,, 3, und Addition 
folgt unter Beriicksichtigung von (47) und der ersten Gleichungen (412) 


n P2 


fiir die Koordinaten des Schnittpunktes der drei Ebenen (110) ergibt sich daher 


= I NES ——s 4 Weie \ ey, - 1 He RE Nass 
ee t) = 1 a =| ele (113) 


ne n> 


Durch Quadrieren und Addieren erhalt man hieraus mit Riicksicht auf (47) 
und (50) j 


x2 + y® 4+ Z2 = an + 42 P2, 
somit folgt 
ee) ee ea, | 
jae pea erin eee ee eee n? 
n? n* . nz n> (114) 


Es ist jetzt zu zeigen, daB x, y und z die Koordinaten eines Punktes der 
Strahlenflache sind. Multipliziert man die auf x beztiglichen Gleichungen (113) 
und (114) miteinander, so bekommt man weiter 


x" a 3%. 1 ae: 
_ Be = vs : 
: (a? 4- y? ++ 2?) A ae a i +) 


n? : i \n2 n n? n? 


addiert man hierzu die entsprechenden Ausdriicke fir 
2 


und ; 


so ergibt sich 


2 | y poe Se See 


os 
1 2. 1 a = x 1 = ae = 
: a (a2 Ae yp ee: xe 4 y2 | 22 ; x | ye | 22 
pe oe) ne VaR aah 2) n? Ces 2) : 


Ist nun j der Einheitsvektor des vom Flachenmittelpunkt zum Schnitt- 
punkt der drei Ebenen gezogenen Vektors, und 1/s dessen Betrag, so hat man 


a oe . i Seas: 

Wee ales Seeks eee g (116) 
die Einfuhrung dieser Werte in Gleichung (115) fihrt diese in die Form (62) 
der Strahlenflache tiber, der Schnittpunkt x, y, z der drei Ebenen (110) ist also 
in der Tat ein Punkt dieser Flache. 


_— 
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Durch Variieren von § in (110) erhalt man die Lagen aller derjenigen 
Wellenebenen zur Zeit f = -, welche zur Zeit ¢= 0 durch den Koordinaten- 
anfangspunkt gingen; die Strahlenflache ist daher die Enveloppe 
dieser Wellenebenen}). 

Da die Normalenflache die FuBpunktsflache der Strahlenflache ist, anderer- 
seits [mach (c)] Normalenflache und Indexflache inverse Flachen sind, so folgt 
unmittelbar, daB Index- und Strah- 
lenflache reziproke Polarflachen 
in bezug auf die konzentrische 
Einheitskugel sind?) und daB 
Strahlenflache und Fu8punkt- 
flache der Indexflache inverse 
Flachen sind. 

Die gegenseitige Lage der Nor- 
malen-, Strahlen- und Indexflache ist 
aus Abb. 4 ersichtlich, welche die 
Schnittkurven dieser Flachen mit der 
die Binormalen 6,, b, (und Biradia- 
len t,, t,) enthaltenden optischen Sym- 
metrieebene (zx-Ebene) darstellt. 

e) Polarebene. Es sei P der zur 
Strahlenrichtung j geh6rende Punkt der 
Strahlenflache und R derdem Punkte P 
entsprechende Punkt der konzentri- 
schen Indexflache; eine Ebene, welche 
parallel zu PR und senkrecht zu dem 
durch PR gehenden ebenen Zentral- 
schnitt gelegt wird, heiBt Polar- Abb. 4. Schnittkurven der abgeleiteten Flachen 
ebene!) der Strahlenrichtung f; ihre mit der z+ tbene. (s Statlenfiche [innerster Keres 
Einfiihrung ist bei der geometrischen und Oval], J Indexflache [auBerster Kreis und auBerste 

- : Ellipse], £ Einheitskugel. b,, 6, Binormalenrichtungen. 
Behandlung der Brechungs- und Re- t,, t, Biradialenrichtungen. ,, m,, n; Hauptbrechungs- 
flexionsgesetze von Vorteil (vgl. ‘# Z.0,unl B caande migerinste Punkte de 
Ziff. 43). 

f) Die gegenseitigen Beziehungen zwischen den Konstruk- 
tionsflachen und den aus ihnen abgeleiteten Flachen sind zu- 
sammenfassend in der folgenden Tabelle 1 zusammengestellt. 


1) Die Gewinnung der Gleichung der Strahlenflache als Enveioppe der Ebenen (110) 
geht auf A. FRESNEL (Mém. de |’Acad. des Scienc. Bd. 7, S. 134. 1827; Giuvr. compl. Bd. I, 
S. 559. Paris 1868) zuriick; dieser hat die Durchrechnung allerdings selbst nicht ausgefiihrt, 
sondern das Ergebnis durch eine geschickte Verallgemeinerung nur erraten. Die erste strenge 
Ableitung erfolgte durch A. M. AMprrE [Ann. chim. phys. (2) Bd. 39, S. 113. 1828]; ein ein- 
facheres Verfahren, dem sich die oben gegebene Darstellung anschlieBt, wurde von C, E. SENFF 
(Experimentelle und theoretische Untersuchungen tiber die Gesetze der doppelten Strahlen- 
brechung in den Kristallen des zwei- und eingliedrigen Systems, 5.101. Dorpat 1837; vel. 
auch F. NEUMANN, Abhandlgn. d. Berl. Akad. 1835, 5S. 90; Ges. Werke bd. II, S. 464. Leipzig 
1906) und fast gleichzeitig von A. SmitH [Trans. Cambr. Phil. Soc. (1) Bd. 6, S. 85. 1838; 
Phil. Mag. Bd. 12, S. 335. 1838] gegeben. Andere Ableitungen stammen von J. Mac CULLAGH 
(Trans. R. Irish Acad. Bd. 21, S. 32. 1848; Collect. Works S. 163. London 1880) und H. DE 
SENARMONT (Journ. de math. Bd. 8, S. 368. 1843). 

2) J. PLtcKer, Journ. f. Math. Bd. 19, S. 15. 1839; Ges. wissensch. Abhandlgn. Bd. I, 
S. 353. Leipzig 1895. 

3) J. Mac CutraGu, Trans. R. Irish Acad. Bd. 18, S. 39. 1838; Collect. Works, 5S. 96. 
London 1880. 
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elle 14. 


Ziff. 18 


Beziehungen zwischen Konstruktionsflachen und abgeleiteten Flachen. 


Abgeleitete Flache 


ie 


(SS) 


Kap. 11. 
Tab 
Konstruktionsflache 
Ovaloid 
Inverse Flache von 2, FuBpunktflache 
von 3 
Indexellipsoid 


Inverse Flache von 1, reziproke Polar- 

flache von 3 in bezug auf die kon- 
zentrische Einheitskugel 

FRESNELsches Ellipsoid 

Enveloppe der Tangentialebenen von 1, 


reziproke Polarflache von 2 in bezug 


(SS) 


. Normalflache 


Inverse Flache von 2, FuBpunktflache 
von 3 

Indexflache 

Inverse Flache von 1, reziproke Polar- 
flache von 3 in bezug auf die kon- 
zentrische Einheitskugel. 


. Strahlenflache 


Enveloppe der Tangentialebenen von 1, 
reziproke Polarflache von 2 in bezug 


auf die konzentrische Einheitskugel auf die konzentrische Einheitskugel 


18. Lage der Polarisationsebenen der zu einer Wellennormalenrichtung § 
gehorenden Wellen und der zu einer Strahlenrichtung j gehorenden Strahlen. 
ay Lage der Polarisationsebenen der ziveinerwmerepenem Wellene 
normalenrichtung $8 gehérenden Wellen. Um die Lage der Polari- 
sationsebenen der zu einer gegebenen Wellennormalenrichtung 8 
gehérenden Wellen in bezug auf die Binormalen b, und by zu finden, 


bemerken wir, dai nach (80) ftir die spharische Ellipse -, = konst. die Be- 
ziehungen : 


1 1 
n> ni? 1 1 
3,48, = te (=) 
Se 1 1 \( 1 i Nhe NW): 
(as (Don) Nite Td) 
1 1 
rae ne nk? 4 1 
8y43y = 1 ae cy ch 
n> n2} \n2 n? 
1 1 
- nm ni? { 1 
3.d3 =e 3 0 ws (| 
eae, 1 1 ( 1 1 n\n 
ne ne is TOR 


gelten; da d’ die Normale der Polarisationsebene der Welle mit dem Brechungs- 
index 7 ist, so ist 
Dy 0 9, Dy GSy 1 05.43, =O, 


die Polarisationsebene der zu $ gehorenden Welle mit dem Brechungsindex 1j, 

schneidet demnach die Einheitskugel in einer Tangente der spharischen 
1 eens 

— = konst?). 

No 


Ebenso JaBt sich zeigen, daB die Polarisationsebene der zu $ gehdrenden 
Welle mit dem Brechungsindex mj die Flache der Einheitskugel in einer Tan- 


Ellipse 


res Ep 1 : 
gente der spharischen Ellipse ef konst. schneidet. 
£0) 


') A. CLepscu, Prinzipien der mathem. Optik. 
Augsburg 1887; vgl. hierzu auch J. WaLkErR, The analytical theory of light, 
Cambridge 1904. 


Herausgeg. von A. Kurz, S. 38. 
S. 199. 
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Die Tangente an einen sphirischen Kegelschnitt bildet aber gleiche Winkel 
mit den GroBkreisbégen, welche seine Brennpunkte mit dem Berithrungspunkte 
verbinden; es folgt hieraus, da’ die Polarisationsebenen der zur selben 
Wellennormalenrichtung § gehérenden Wellen die Winkel N und 
a—N der beiden Ebenen halbieren, welche durch die Wellen- 
normale und je eine Binormale bestimmt sind und daB die Polari- 
sationsebene der Welle mit dem Brechungsindex mdiejenige dieser 
beiden winkelhalbierenden Ebenen ist, welche die z-Achse ent- 
halt. 

Diese Lagebeziehung der Polarisationsebenen der beiden zur selben Wellen- 
normalenrichtung gehérenden Wellen laBt sich auch auf geometrischem Wege 
mit Hilfe der Konstruktionsflache (96) erhalten. Man hat dabei zu beachten, 
daB in einem ebenen Zentralschnitt dieser Flaiche die mit d’ und d’’ zusammen- 
fallenden Halbachsen Symmetrielinien sind, welche die Winkel zweier beliebiger, 
aber gleicher Durchmesser halbieren und daf die zu zwei derartigen gleichen 
Durchmessern gezogenen Mittelsenkrechten wieder zwei gleiche Durchmesser 
ergeben. Die Geraden, in welchen die durch $ und b, bzw. 3 und b, gelegten 
Ebenen den senkrecht zu $ gelegten ebenen Zentralschnitt schneiden, sind 
aber die Mittelsenkrechten zu denjenigen beiden gleichen Durchmessern, in 
welchen der ebene Zentralschnitt von den Kreisschnitten der Konstruktions- 
flache geschnitten wird. Damit ist der obige Satz tiber die Lage der Polari- 
sationsebenen geometrisch gewonnen; er wurde in dieser Weise zuerst von 
FRESNEL?) hergeleitet. 

b) Lage der Polarisationsebenen der zu einer gegebenen 
Strahlenrichtung j gehérenden Strahlen. Ein analoger Satz, wie der 
unter a) besprochene, gilt flr die Lage der Polarisationsebenen der 
zu einer gegebenen Strahlenrichtung j gehérenden beiden Strahlen 
in bezug auf die Biradialen rt, und r,. Die Polarisationsebenen der 
beiden Strahlen halbieren die Winkel S und a—S der beiden 
Ebenen, welche durch die Strahlenrichtung j und je eine Biradiale 
bestimmt sind; sind sj und sj die durch (93) bestimmten Strahlen- 
indizes, so ist die Polarisationsebene des Strahles mit dem Strahlen- 
index sj diejenige dieser beiden winkelhalbierenden Ebenen, welche 
die z-Achse enthalt. 

Schon Bior?) hat eine auf empirischem Wege gefundene Regel angegeben, 
die mit diesem Satze iibereinstimmt. Ein analytischer Beweis, der sich in ganz 
entsprechender Weise fiihren laBt wie bei dem unter a) besprochenen Satze’), 
ist (allerdings auf anderem Wege) zuerst von SYLVESTER‘) gegeben worden; 
der entsprechende geometrische Beweis bedient sich der Konstruktionsflache 
(103) und stammt von PLUCKER’). 

c) Formeln fiir die GréSBen P und JJ. Mit Riicksicht auf spatere 
Anwendungen driicken wir die durch (51) definierte GréBe P, die nach (50) und 


1) A. FRESNEL, Mém. de 1’Acad. des Scienc. Bd. 7, 5. 160. 1827; Giuvr. compl. Bd. II, 
S. 581. Paris 1868. Die vielfach verbreitete Meinung, dafB F. Neumann der Entdecker dieses 


Satzes war (vgl. z. B. C. NEUMANN, in F. NEumMaNnNs Ges. Werke Bd. II, 5. 460 [FuBnote]. 
Leipzig 1906), ist irrig. 

2) J. B. Biot, Précis élémentaire de physique expériment, 3. Aufl., Bd. II, S. 559. 
Paris 1824. 

3) A. CLeBscH, Prinzipien der mathem. Optik. Herausgeg. von A, Kurz, 5S. 38. Augs- 
burg 1887. 


4) |e J2ovivEstER, Pinl, Mag. (3) Bdri2; 5.77 u. 81., 1336. 
5) J. Picker, Journ. f. Math. Bd. 19, S. 38. 1839; Ges. wissensch. Abhandlgn. Bd. I, 
S. 378. Leipzig 1895. 
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(52) nur von § und » bzw. von 8 und d abhangt, durch die Winkel 6,, b, und O 
aus'). Aus (50) und (80) folgt 


1 1 1 1 1 1 
pra — Wm) An n\n 


4 4 ? 
nr 7? : 
0 0 Gees 
pra 7 me 2A men?) \ ne ng?) 
4! 4 , 
wz? fs 


wobei P’ sich auf die Welle mit dem Brechungsindex mj und P” auf die Welle 
mit dem Brechungsindex nj bezieht. 
Aus (78) folgt nun 


1 1 1 1 1 1 1 b,— b 
: ; = | 7a) sin? 1 >, : [Sa | 2 } cos? eet 
ny Ni My nN; ns No ny 3 2 
ferner erhalt man mit Hilfe von (76) 
1 1 | 1 O Vie 
a alae sin? — — sin? - = "| 
nz No” ie wi ( 2 ® 


St 4 1 
= — al ae a {cos (b, 05) COs O}. 


\My 


Nun gewinnt man aber leicht mit Hilfe des spharischen Dreiecks, das auf der 
Einheitskugel durch die den Richtungen 8, b, und b, entsprechenden Punkte 
markiert wird, die Beziehung 


cos O = cosb, cosb, + sind, sind, cos N, 
somit wird 


1 1 1 1\ a sone: 
Sek See les = =) sin b, sinb, sin? —. 
108 No ny Ns 2 
: _ Meet at! al 1 
Durch Einsetzen der so gefundenen Ausdricke fiir Fie ae Hea und 
1 1 1 O & 0 


» — — 3 In die erste Formel (117) folgt mit Riicksicht auf (79) 


n>, Ni, 


ay HS! 1 e: 1 os IN 
t 5 las me sin(b, — b,) sin re (118) 
in ganz ahnlicher Weise findet man 
; il ff al | : N 
MP Ra See gp ee : aasy 
Ppe=+ 5 a wg) Sin (Dy + 6) cos Ane (119) 
In diesen Ausdriicken hangen sin V/2 und cos N/2 mit 6,, b, und O in bekannter 
Weise durch die trigonometrischen Beziehungen zusammen 4 
NT sin} (by — by 0) sin } (db. p= Oe Oo) 
sin? — = 
2 sind, sinb, : 


ne N _ sin}(b,; + by — O) sin} (b, + b, + O) 
s¢ —- => — = = = 
2 ‘sind, sinb, : 


1) F, NEUMANN, Abhandlgn. d. Berl. Akad. 1835, S.99; Ges. Werke Bd. eS. 475. 


Leipzig 1906; J. Mac Cutracu, Trans. R. Irish Acad. Bd. 18, S. 67. 1839; Collect. Works. 
S. 129. London 1880. 
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Durch eine ganz entsprechende Rechnung kann man die durch (65) definierte 
GréBe IT, die nach (64) und (66) nur von j und s bzw. j und e abhangt, durch 
die Winkel £,, 6, und £2 ausdriicken. Man erhalt dann?) 


, } 1 ) 2 . > . ‘ 
Ir = ++ (nt — ni) sin(B, — f,) sin 2, 


f (120) 

Hq” =+ 5 (ni — ni) sin(B, + By) cos, 

wobei J/’ sich auf den Strahl mit dem Strahlenindex sj und J/’’ auf den Strahl 

mit dem Strahlenindex sj bezieht; sinS/2 und cosS$/2 hangen mit £,, f, und Q 

offenbar durch die trigonometrischen Formeln zusammen 
ne > sin $(6, — B2 + Q) sing (P, — By + 2) 
sin*— = So oS 

sin f, sinp, 

ae) sin $ (8, + Bz — Q) sing (6, + B, + 2) 


cos* —- = : : 
2 sin /, sinf, 


, 


i) 


19. Analytische Bestimmung zusammengehoriger Wellennormalen- und 
Strahlenrichtungen. a) Bestimmung der zu einer gegebenen Wellen- 
normalenrichtung gehédrenden Strahlenrichtungen. Jede der 
beiden linear und zueinander senkrecht polarisierten Wellen, die sich in einer 
bestimmten Wellennormalenrichtung $ im Inneren eines nicht absorbierenden, 
nicht aktiven Kristalls ausbreiten, transportiert Energie; ihre Strahlenrich- 
tungen j’ und j”, welche die Richtungen der maximalen Energietransporte an- 
geben [vgl. Ziff. 5 b)], fallen aber im allgemeinen nicht zusammen. 

Die Aufgabe, zu einer gegebenen Wellennormalenrichtung 8 die 
zugehérigen Strahlenrichtungen f und f” zu finden, wird mit Hilfe 
des Formelsystems (113) gelést, das wegen (116) auch in der Form geschrieben 


werden kann ome} mP? \ 3, 
= 1 1 n* 


ne n 

p n* P* 8 

ly = S$ 1 = —\—* , 

1 1 |” (121) 
n> n> 

, 4 heaps 3. 

eo “| 1 1 n 
n> we, 


durch Quadrieren und Addieren ergibt sich hieraus unter Heranziehung von (47) 
und (50) ; 
peat er. (122) 
s~ VW 

Die Gleichungen (121) und (122) liefern die zur Wellennormalen- 
richtung 8 gehdrenden Strahlenrichtungen und Strahlenindizes. Um ip (bzw. 1) 
und den zugehorigen Strahlenindex s’ (bzw. s”) zu erhalten, hat man in (121) 
und (122) fiir 7 den Wert mj, (bzw. nj) und fiir P den durch (118) [bzw. (119)] 
bestimmten Wert P’ (bzw. P”) einzusetzen. Da die beiden zu 8 gehérenden 
Wellen zueinander senkrecht polarisiert sind (vgl. Ziff. 13), so folgt, daB die 
zu 8 gehdrenden Strahlen j’ und j” zueinander senkrechte Schwingungsebenen 


besitzen. 
1) F, NEUMANN, Vorlesungen iiber theoret. Optik. Herausgeg. von E. Dorn, S. 207 
Leipzig 1885. 
43* 
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b) Bestimmung der zu einer gegebenen Strahlenrichtung 
gehorenden Wellennormalenrichtungen. Ist im Inneren des Kristalls 
eine Richtung | gegeben, so kénnen wir nach den Wellennormalenrichtungen 
derjenigen Wellen fragen, bei welchen die Richtung des maximalen Energie- 
transportes in j fallt. 

Diese Aufgabe, zu einer gegebenen Strahlenrichtung | die zugeh6- 
rigen Wellennormalenrichtungen zu finden, ergibt sich mit Hilfe des 
Formelsystems (114), das wegen (116) auch auf die Form gebracht werden kann 


f 1 1 
See Ae 
,== nN —— 
Ba is 1 1 a 
ne Coa 
1 i 
st ow? \ f, 
=n = 12 
Sy 4 T 4 1 Ss ( 3) 
ne Se 
cindtoels 
@& re i. 
p= nN 
8 Vos ‘il 1 ee 
ne Se 


hierzu tritt die aus (122) und (68) folgende Beziehung 
a 
n= s*(1 +). ay 

Die Gleichungen (123) und (124) liefern die zur Strahlenrichtung jf 
gehérenden Wellennormalenrichtungen und Brechungsindizes. Da zur Richtung j 
zwei Strahlen mit den Strahlenindizes sj und sf und zueinander senkrechten 
Schwingungsebenen gehGren (vgl. Ziff. 15), so folgt hieraus, daB jeder Strahlen- 
richtung zwei senkrecht zueinander polarisierte Wellen mit den Wellennormalen- 
richtungen 8’ und 8’ zugeordnet sind. Um 8’ (bzw. 8”) und den zugehG6rigen 
Brechungsindex mn’ (bzw. n’’) zu erhalten, hat man in (123) und (124) fiir s den 
Wert sj (bzw. sf) und fiir 7 den durch (120) bestimmten Wert II’ (bzw. II’’) 
einzusetzen. 

c) ZusammengehGrige Wellennormalen- und Strahlenrich- 
tungen in einer optischen Symmetrieebene. Aus (121) und (122) 
folgt, da die nach derselben optischen Symmetrieachse genommenen Kompo- 
nenten von $ und j gleichzeitig verschwinden; jede optische Symmetrieebene 
enthalt somit zugleich die einander entsprechenden Wellennormalen- und 
Strahlenrichtungen. 

Wir betrachten eine in der zx-Ebene liegende Wellennormalenrichtung $; es 
ist dann in (118) und (119) N=0 zu setzen. Fir die eine zu 8 gehérende 
Strahlenrichtung { wird daher P’ = 0 und aus (121) folgt, daB f und 3 zu- 
sammenfallen. 

Um den Winkel € zwischen f” und 8 zu erhalten, bezeichnen wir 
mit gm den Winkel zwischen 8 und der positiven z-Achse und mit w den 
Winkel zwischen j” und der positiven z-Achse; dann ergibt sich aus der zweiten 
Gleichung (107) und der in Ziff. 17d) angegebenen geometrischen Beziehung 
zwischen Normalen- und Strahlenflache 


x jr Be n> 
ey =~ tg p = _—_ = oi tgy. 


9 
fie SS 
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Man ersieht hieraus, dab die Strahlenrichtung {” naiher bei der gréBeren und 
die Wellennormalenrichtung 8 niher bei der kleineren Halbachse der Ellipse liegt, 
in der die Strahlenfliche von der optischen Symmetrieebene geschnitten wird. 
Da €¢= ~» — y ist, so folgt 

tgp—tgy _ (ni — ni) tee 

1+tgptgy i+ nite Nee 
Analog erhalt man, daB fiir eine gegebene Strahlenrichtung j, die in der 


2x-Ebene liegt, 3’ mit | zusammenfallt und der Winkel € zwischen 8” und { durch 


(n; — ni)tgp 
ni + ni tery 


teo = 


= 
tg¢ = 


bestimmt wird. 
Aus (125) folgt, daB ¢ seinen maximalen Wert Cn = Qm— Wm erreicht fiir 


i Ns Peat 


tg Py, = + —; tem = = te(S a Pn) 2 tg om = oer 


ao. Ns 


Ganz ahnlich ergibt sich fiir eine in der xy-Ebene bzw. yz-Ebene liegende 
Wellennormalenrichtung 


a n a ; ne — n2 
temn=t qr, teym=t=te[F— om), tele ta 
bzw. | 
n nN; at F ny — 15 
etme eve t= te(5— Me), tele 


Fiir den maximalen Wert C,, folgt offenbar C4, = Cm. 

In jeder optischen Symmetrieebene gibt es somit zwei Richtungen $ (bzw. f), 
fiir welche € (bzw. €) ein relatives Maximum wird; die Halbierungslinien dieser 
Maximalwinkel fallen mit den Halbierungslinien der Winkel der in der betreffen- 
den Symmetrieebene liegenden optischen Symmetrieachsen zusammen}). 

d) Winkel zwischen zusammengehorigen Wellennormalen- 
und Strahlenrichtungen. Die unter a) und b) besprochenen Lésungen 
riihren von NEUMANN?) her; sie lassen sich in eine fiir die Anwendungen geeignetere 
Gestalt bringen, wenn man die Richtungen statt auf die optischen 
Symmetrieachsen auf die Binormalen bzw. Biradialen bezieht?). 
Beachtet man, daB 1/n der Mittelpunktsabstand der Tangentialebene ist, die 
an die Strahlenflache durch den Endpunkt des vom Flachenmittelpunkt aus 
gezogenen Vektors 1/s{ gelegt ist und daB die Normale dieser Tangentialebene 
die zu j gehérende Richtung $ ist [Ziff.17d)], so erhalt man fiir den Winkel ¢ 
zwischen zusammengehdoriger Wellennormalen- und Strahlenrichtung aus (122) 
unter Heranziehung von (68) WT 

jE ej Mas 2° (126) 


Ist die Wellennormalenrichtung $s gegeben, so legen die zusammenge- 
hoérigen Strahleneinrichtungen { und {” in den zu $ gehérigen Schwingungsebenen, 
die durch 8 und 0d’ bzw. 8 und bd” bestimmt sind, wobei d’ und dD” aus (84) zu ent- 


1) W. WaLTon, Quarterl. Journ. of Mathem. Bd. 4, S. 1. 18641; numerische Werte dieser 
Maximalwinkel fiir eine Anzahl Kristalle sind zusammengestellt bei TH. Lrespiscu, Physikal. 
Kristallographie, S. 309 u. 339. Leipzig 1891. 

2) F. NeumaNN, Abhandign. d. Berl. Akad. 1835, S.90; Ges. Werke Bd. II, 5S. 464. 
Leipzig 1906. 

3) F. NEumanN, Abhandlgn. d. Berl. Akad. 1835, S. 100; Vorlesungen tiber theoret. 
Optik. Herausgeg. von E. Dorn, S. 195 u. 207. Leipzig 1885; Ges. Werke Bd. II, S. 475. 
Leipzig 1906; J. J. Sy-vestER, Phil. Mag. (3) Bd. 12, S. 76. 1838; J. Mac CuLvacu, Trans. 
R. Irish Acad. Bd. 18, S. 67. 1839; Collect. Works, S.129. London 1880. 
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nehmen sind. Die Winkel ¢’ und ¢’’, welche die gesuchten Strahlenrichtungen j’ 
und j” mit 8 bilden, sind dann nach (126) und (118) bzw. (119) bestimmt durch 


col af 1 / ne 
tel = (ae — pz) sin(b — ba) sin“, | 


Pye ie x 


Der Sinn, in dem jf’ und j” von $ abweichen, 14Bt sich am einfachsten durch 
einen Grenziibergang ermitteln, indem man die gegebene Richtung $ in die opti- 
schen Symmetrieebenen riicken laBt, wo sich dann mit Hilfe des unter c) Aus- 
gefiihrten die gegenseitige Lage von $ und j’ bzw. $ und f’”’ unmittelbar ergibt. 
Da der Sinn der Abweichung zwischen $ und j’ bzw. 8 und ” sich bei Verande- 
rung von § stetig andert, so ist derselbe damit auch fir eine nicht in eine 
optische Symmetrieebene fallende Wellennormalenrichtung bestimmt. 

Ist die Strahlenrichtung | gegeben, so liegen die zugehérigen Wellen- 
normalenrichtungen in den zu } gehOrenden Schwingungsebenen, die durch } und 
e’ bzw. | unde” bestimmt sind; hierbei sind e’ und e’”’ durch (94) gegeben. Die 
Winkel ¢’ und ¢’’, welche die gesuchten Wellennormalenrichtungen 3’ und 8” 
mit | bilden, bestimmen sich dann nach (126) und (120) zu 


: et tae ee eS 
tgo = 2572 (nj — n3) sin(p, — Bz) ee | 

fe : (128) 
tt” = xin (ni — ni) sin(f, + fa) cos. | 


Der Sinn, in dem 3’ und 8” von j abweichen, laBt.sich in entsprechender 
Weise wie vorhin bei (127) angegeben ermitteln. 

20. Geometrische Bestimmung zusammengehoriger Wellennormalen- und 
Strahlenrichtungen. Die in Ziff.19 behandelten Aufgaben lassen sich auch 
auf rein geometrischem Wege lésen; wir besprechen diese Konstruktionen in 

FE Anbetracht ihrer spateren haufigen Verwendung. 

a) Konstruktion mit Hilfe der Konstruk- 
tionsflachen!). Um mit Hilfe der Konstruktions- 
flachen (Ziff. 16) die zu einer gegebenen Wellen- 
normalenrichtung § gehérenden Strahlenrichtungen f 
und j” zu konstruieren, nimmt man das Index- 
ellipsoid; bei der dualen Aufgabe, die zu einer ge- 
gebenen Strahlenrichtung } gehérenden Wellennor- 
malenrichtungen 8 und 8” zu konstruieren, wird das 
FRESNELsche Ellipsoid benutzt. 


fe 


Abb. 5. 


Konstruktion der zu 
einer Wellennormalenrichtung 
geh6renden Strahlen mit 


Hilfe des Indexellipsoides. Es sei 8 


(EAE’ Spur des senkrecht zu $ 
gelegten ebenen Zentralschnittes, 
AE = |%"| Halbachse dieses ebenen 
Zentralschnittes. DieA bbildung stellt 


den Schnitt des Indexellipsoides mit 
der durch % und s_ bestimmten 
Ebene dar, {’ ist die eine der beiden 


die gegebene Wellennormalenrichtung 
und j’ eine der beiden gesuchten, zu $ gehdrenden 
Strahlenrichtungen. Wir fihren beim Indexellipsoid 
den zu § senkrechten ebenen Zentralschnitt; ist |’ 
dessen eine Halbachse, so gibt nach Ziff.16 der zu |’ 


zu$ gehorendenStrahlenrichtungen.) 


gehérende Einheitsvektor »’ die Richtung d’ des einen 
der beiden zu $8 gehérenden Lichtvektoren, und der zugehérige Brechungs- 
index ist nj = | ¥’ |. Wir legen nun im Endpunkte E von %’ die Tangential- 
ebene an das Indexellipsoid (Abb. 5) und fallen auf sie vom Flachenmittel- 
punkt A das Lot AF. Ist f der von A ausgehende Einheitsvektor dieses Lotes, 


*) Diese Konstruktionen stammen von V.v. LANG, Wiener Ber. Bd. 43 (2), S. 651 
u. 652. 1861; die spatere Abhandlung von J. Bousstnesg (C. R. Bd. 152, S.1721. 1911) 
enthalt demgegeniiber nichts Neues. 
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so liegt f in der (&’, 8 und j’ enthaltenden) Schwingungsebene, und wir zeigen 
jetzt, daB die gesuchte Richtung j’ senkrecht zu f liegt. 
Bezeichnen wir die Koordinaten von E mit %9, Vo, 2, So haben wir mit Riick- 


sicht auf (45) und (51) 3 
x» = nod; = i = { mP’, 
no ne 
— Ph, — 3, , / 
Vo = % is MP, 
nm ne 
is ‘oye Sa 8. ay BA 
9 = M0, = { a8 
ne ne 


und gewinnen dann fir f,, fy, f. aus (102) 


Foe cf ee 3, Nn, P’o 
= n® = t 7 + n? , 
n? Ne 
eed ee 
y 22 § cee a (129) 
ne ne 
oe ye 8, no P’o 
k= ne eseey 1 ne? 
ni ny 
sat x . a 
wobei os | aa - +- = zu setzen ist. 
Aus (121) und (4 29) erhalt man nach einiger Umformung unter Heranziehung 
von nd 
(47) und (50) in der Tat i =0; 


man hat somit (Abb. 5) AF = |%’\cos¢ = mjcos ¢, oder wegen (126) und (122) 
AF =, 
wobei s’ wieder der zu j’ gehérende Strahlenindex ist. 

Mit Hilfe des zweiten Halbachsenvektors ¥” des zu 8 senkrechten ebenen 
Zentralschnittes gelangt man in gleicher Weise zur zweiten zu $ gehdérenden 
Strahlenrichtung j’’ und zum zugehorigen Strahlenindex s”’. 

Man erhalt demnach die zu $ gehérenden Strahlenrichtungenf, a 
und Strahlenindizes s’s”, indem man an das Indexellipsoid in den 
Endpunkten der Halbachsen des senkrecht zu $ gelegten ebenen 
Zentralschnittes die Tangentialebenen legt. Die Schnittpunkte 
dieser Tangentialebenen mit den Schwingungsebenen liefern die 
zu s gehérenden Strahlenrichtungen j’ und j”, die entsprechenden 
Mittelpunktsabstande der Tangentialebenen sind die zu j’ und j” 
gehérenden Strahlenindizes s’ und s”. 

Eine entsprechende, mit Hilfe des Fresnetschen Ellipsoides ausgefihrte 
Konstruktion liefert die zu einer Strahlenrichtungj gehérenden Wellen- 
normalenrichtungen 8, 8 und Brechungsindizes m’, n”. Man legt zu 
diesem Zwecke an das FrEesNELsche Ellipsoid in den Endpunkten 
der Halbachsen des senkrecht zu { gelegten ebenen Zentralt 
schnittes die Tangentialebenen; die Schnittlinien derselben mi- 
den Schwingungsebenen liefern die zu j gehdrenden Wellennor- 
malenrichtungen 3’ und 8”, ihre reziproken Mittelpunktsabstande 
sind die zu 8’ und 8” gehérenden Brechungsindizes n’ und n”. 
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b) Konstruktion mit Hilfe der abgeleiteten Flachen. Statt der 
Konstruktionsflachen kann man bei der Konstruktion zusammengehoriger 
Wellennormalen- und Strahlenrichtungen auch die abgeleiteten Flachen benutzen. 
Aus den geometrischen Eigenschaften der Strahlenflache und der Indexflache 
[vgl. Ziff.17b), c) und d)] erhalt man unmittelbar folgende Konstruktionen: 

Ist die Strahlenflache gegeben, und will man zu einer gegebenen 
Wellennormalenrichtung 8 die zugehérigen Strahlenrichtungen j’ und j" sowie 
die entsprechenden Strahlenindizes s’ und_.s’’ finden, so legt man senkrecht zu 8 
die Tangentialebenen an die Strahlenflache; die vom Flachenmittelpunkt nach 
den Beriihrungspunkten gezogenen Vektoren liefern durch ihre Richtungen j’ und 
j’ und durch ihre reziproken Betrage s’ und s’"1)._ Hat man zu einer gegebenen 
Strahlenrichtung j die zugehérigen Wellennormalenrichtungen 8’ und §8’" sowie 
die entsprechenden Brechungsindizes n’ und n” zu finden, so legt man durch 
die Schnittpunkte, welche eine durch den Flachenmittelpunkt parallel zu j ge- 
zogene Gerade mit der Strahlenflache erzeugt, die Tangentialebenen; die vom 
Flachenmittelpunkt auf dieselben gefallten Lote liefern durch ihre Richtungen 8’ 
und 8” und durch ihre reziproken Langen m’ und n”. 

Ist die Indexflache gegeben, und hat man zu einer gegebenen Wellen- 
normalenrichtung 8 die zugehérigen Strahlenrichtungen j’ und j’ sowie die 
entsprechenden Strahlenindizes s’ und s” aufzusuchen, so legt man durch die 
Schnittpunkte, welche eine durch den Flachenmittelpunkt parallel zu 8 gezo- 
gene Gerade mit der Flache erzeugt, die Tangential- 
ebenen; die vom Flachenmittelpunkt auf dieselben 
gefallten Lote liefern durch ihre Richtungen j’ und f”” 
und durch ihre Langen s’ unds”. Will man zu 
einer gegebenen Strahlenrichtung j die zugeh6rigen 
Wellennormalenrichtungen 8’ und 8” sowie die 
entsprechenden Brechungsindizes n’ und n” er- 
mitteln, so legt man senkrecht zu j die Tangential- 
ebenen an die Indexflache; die Verbindungsstrecken 
des Flachenmittelpunktes mit den Beriihrungs- 
punkten der Tangentialebenen ergeben durch ihre 
Richtungen 8’ und 8” und durch ihre Langen n’ 
und. °3); 

c) Konstruktion von SYLVESTER. Die in 
Ziff. 18 angegebene Lagebeziehung der Polarisa- 


Abb. 6. SyLtvesteRS Konstruktion 
der zu einer Wellennormalenrich- 


tung gehédrenden Strahlenrich- 
tungen. [Sdmtliche Richtungen sind 
durch Punkte der Einheitskugel dar- 


gestellt. (6,), (62) Binormalen; (r,), (r2) 
Biradialen. (3) gegebene Wellennormalen- 
richtung, M, halbiert Winkel N = (b,) 
(3) (62); M©M, halbiert dessen Neben- 
winkel. (r,) P, steht senkrecht Mj, (r,) P, 
senkrecht M,. (t,)P.= PeQs, (11) Pi 
= P,Q,. (j’) und (j’’) zu (8) gehérende 
Strahlenrichtungen. ] 


tionsebenen, die zu einer Wellennormalenrichtung 8 
bzw. zu einer Strahlenrichtung j gehéren, gilt 
offenbar auch fir die Schwingungsebenen; die 
durch die gegebene Wellennormalenrich- 
tung 8 und je eine der zugehorigen Strah- 
lenrichtungen f und j” bestimmten Ebenen 


liegen somit parallel zu den Halbierungsebenen folgender Winkel: 
4. Winkel der Ebenen parallel zu $ und je einer Binormale, i 
2. Winkel der Ebenen parallel zu f’ (oder j”) und je einer Biradiale. 
Hierauf griindet sich eine von SYLVESTER’) herrihrende Konstruktion, 
um zu einer gegebenen Wellennormalenrichtung $ die zugeh6- 
1) Diese Konstruktion fand A. FRESNEL (Mém. de l’Acad. des Scienc. Bd. 7, S. 140. 


1827; Giuvr. compl. Bd. II, S. 390 u. 564. Paris 1868). 
*) Diese Konstruktion wurde von W. R. Hamitton (Trans. R. Irish Acad. Bd. 17, 


S. 144. 


1837) und J. MacCurtacH (ebenda Bd.17, S. 252. 1837; Collect. Works, S. 36. 


London 1880) fast gleichzeitig angegeben. 
3) J. J. Sytvester, Phil. Mag. (3) Bd. 12, S. 84. 1838. 


Zitf.20, Geometrische Bestimmung zugehériger Wellennormalen- und Strahlenrichtungen. 684 


rigen Strahlenrichtungen f und jf” zu finden. Wir stellen saimtliche 
Richtungen durch Punkte der Einheitskugel dar und bezeichnen die der posi- 
tiven z-Achse bzw. den Einheitsvektoren b,, by, t,, tg und 8 entsprechenden 
Punkte mit sf (b,), (bs), (ty), (tg) und (8) (Abb. 6). Wir halbieren nun den 
Winkel (b,) (8) (b,) und seinen Nebenwinkel durch die GroBkreise M, und M,, 
legen durch (t,) GroBkreise senkrecht zu M, und M,, welche diese in P, und Py, 
schneiden, und verlangern die Bégen (t,) P, tnd (t,) P, je um sich selbst bis Q, 
und Q,. Die Schnittpunkte (j') und (j’’) dee Grobkreisbégen (t,) Q, und (t,) Oy 
mit MW, und M, sind dann die Endpunkte der zu 8 gehérenden Einheitsvektoren 
j’ und j”. 

Durch eine entsprechende Konstruktion, bei der die Binormalen und Bi- 
radialen vertauscht auftreten, erhalt man die zu einer gegebenen Strah- 
lenrichtung j gehérenden Wellennormalenrichtungen 8 und 8”. 

Mit Riicksicht auf spatere Anwendungen wenden wir die SYLVESTERsche 
Konstruktion auf den Sonderfall an, daB die gegebene Wellennormalen- 
richtung $ sehr nahe bei einer Binormale (etwa b,) liegt. Wir kénnen 
dann die Betrachtung in der Tangentialebene durchfihren, die in (b,) an die 
Einheitskugel gelegt ist und machen in dieser Ebene (b,) zum Anfangspunkt eines 
rechtwinkligen Koordinatensystems &, 
7, dessen &-Achse in der Binormalen- 
ebene, also in der durch (b,) (by) ge- 
legten GroBkreisebene liegt. Setzt man 
b, = 6, wobei b, wieder den Winkel 
zwischen b, und $ bedeutet, und be- 
zeichnet den Winkel, den die durch (8) 
und (6,) gelegte Ebene mit der Ebene 
der Binormalen bildet, mit ¢ (Abb. 6), 
so sind 5[= (b,) ($)] und « die ebenen 
Polarkoordinaten des Punktes (8) 
(Abb. 7). Wir nehmen den Winkel 5 
klein gegen den Binormalenwinkel O 
an und kénnen dann 


ga ea b, =O + bcose 


Abb. 7. Konstruktion der Strahlenrichtungen, die 
zu einer von einer Binormale wenig abweichenden 


schreiben ; ferner ergibt sich aus (76) Wellennormalenrichtung gehéren, [Die Konstruk- 

und (78) daB unter dieser Voraus- tionsebene ist die in (6,) an die Einheitskugel gelegte 

a, a Tangentialebene. (3) Spur von 3, (f’) und (fj) Spuren 

setzung in erster Naherung von f und fj”. Die ubrigen Bezeichnungen entsprechend 
Abb. 6.] 


N= % = Ne 


gesetzt werden darf, so daB sich fiir die dann kleinen Winkel ¢’ und ¢” aus (127) 


i nN; [,. = a .) sin {0 —b(1— cose) sin = F | 
1 1 { € (130) 
=— (. = =a) siny@ +b(4+ cose)}cos-5 | 

ergibt. 

Sind &, 4’ und &’, 7’ die Koordinaten der Spuren (j’) und (j”) der zu $ 
gehorenden Strahlenrichtungen j’ und j’’, so hat man, da (j’) und (j”) auf den 
Winkelhalbierenden M, und M, von N und seines Nebenwinkels legen, 

v= sin — bcose, y= —f co5— — Dbsine, 
2 2 


— 


4; 


: ei é Ur es 1 
eee Ss s— — heose n” = C’ sin— — bsine. 
c cos bcose, 7 ¢ 5 
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Beschrankt man sich auf die nachste Umgebung von (3), so kann man in (130) 
die Glieder, welche 6 als Faktor enthalten, streichen und erhalt, falls man noch 
die unter Heranziehung von (76) gebildete Abkiirzung 


Hi =the — SS ie (31) 


2 ye Eno 2 2 2 
ne n? | ne nz) \ n3 nN 


einfuhrt, 
E&’_u=—(u+ b) cose, yn’ = —(u + b)sine, 


E" — 4 = (u — b) cose, y'’ = (u—b) sine. 


Diese Forme]n liefern folgende Konstruktion zur Ermittelung der Strahlen- 
richtungen, welche zu einer nahe bei einer Binormalenrichtung liegenden 
Wellennormalenrichtung gehéren!) : 

Man tragt von (b,) aus auf der positiven é-Achse die Strecke (b,)(t) = ab, 
zieht durch (r) die Parallele zu (b,) (8) und tragt auf dieser von (r) aus nach oben 
die Strecke (rt) (j”) =#-— 6, nach unten die Strecke (1) (j‘) =w4-+ 0 ab. (f) 
und (j’’) sind dann die Spuren der zur Wellennormalenrichtung $ gehérenden 
Strahlenrichtungen j/ und j”. 

Wir zeigen jetzt noch, daB (r) die Spur der Biradiale r, ist, die mit by auf 
der selben Seite der ersten Mittellinie liegt. Aus (131) erhalt man namlich mit 
Ricksicht auf (76) und (91) leicht die Beziehung 
O42 , O- 2 
sin sin 

2 2 

sinO- 


Yu = 


Da die Differenz zwischen Binormalen- und Biradialenwinkel O — 2 bei nicht 
zu starker Doppelbrechung klein bleibt (Ziff. 14), so ist in erster Annaherung 


u=3(0 — Q); (132) 


in der Naherungsdarstellung der Abb. 7 stellt somit (r) in der Tat die Spur 
der Biradiale x, dar. 

21. Singulare Falle zusammengehoriger Wellennormalen- und Strahlen- 
richtungen. Die in Ziff.19 und 20 besprochenen Methoden versagen in den 
singularen Fallen, in welchen die gegebene Wellennormalenrichtung 
mit einer Binormale bzw. die gegebene Strahlenrichtung mit einer 
Biradiale zusammenfallt?); wir betrachten diese beiden Falle getrennt. 

a) Fallt die gegebene Wellennormalenrichtung & mit seiner 
Binormale (z. B. mit b,) zusammen, so laBt sich zeigen, daB die zu- 
gehérigen Strahlenrichtungen die Mantellinien eines Kegels 
zweiten Grades bilden. Zunachst folgt namlich aus (78) und (76) (b,=0, 


b, = 0) ee (133) 


denken wir uns nun saémtliche Richtungen von einem Punkte A aus gezogen, 
so wird die durch $3 und b, gelegte Ebene identisch mit der Binormalenebene. 
Bezeichnen wir den Winkel, den diese Ebene mit der Schwingungsébene der 
zum Brechungsindex nj gehodrenden Welle (und somit mit der Polarisations- 
ebene der zum Brechungsindex uj gehdrenden Welle) bildet, mit y, so haben 
wir nach Ziff. 18 N 
ae (134) 

al NAYS Wkehteniy INI, \jeiaucoy, ai, NGhay, GROUSE) (GD, Sk aise 

*) Diese singularen Falle waren FRESNEL entgangen. Sie wurden zuerst von 
W.R. HAMILTON (Rep. Brit.. Assoc. 1833, S. 368; Trans. R. Irish Acad. Bd. 17, S. 132. 1837) 
behandelt. 


Ziff.21. Singulare Falle zugehériger Wellennormalen- und Strahlenrichtungen. 


683 
zu setzen; aus (127) folgt dann unter Beriicksichtigung von (133) und (134) 
1 

tet a (as 


Die beiden Formeln (135) sind gleichbedeutend, da wegen des Zusammenfallens 
der Wellennormalenrichtung mit einer Binormalenrichtung y alle méglichen 
Werte zwischen o und 2a annehmen kann (vel. Ziff. 11) und f’’ in der Hal- 
bierungsebene des Winkels .V, j’ in der dazu senkrechten Ebene liegt. Die 
Strahlenrichtungen, welche zu der mit b, zusammenfallenden 
Wellennormalenrichtung $ gehGéren, bilden somit in der Tat 
die Mantellinien eines Kegels zweiten Grades, dessen Gleichung 


(136) 


lautet?) und dessen Spitze in A liegt. Hierin bedeutet ¢ den Winkel zwischen b, 
und der zum Winkel y gehdrenden Mantellinie; 6, ist selbst eine Mantellinie 
des Kegels (y = =). Der Offnungswinkel ¢, des Kegels ist nach (136) 


und (131) bestimmt durch 
mz (4 ie o1// 1 14 ie 

2 ( ny 7a) a — | ne i al ia mil (137) 
Hierdurch ist ¢, durch die Hauptbrechungsindizes dargestellt und kann 
aus diesen berechnet werden, falls sie bekannt sind; so z. B. ist (fir 
dy = 589 mp) bei Aragonit £, = 1° 52’, bei Gips C9 = 0° 17,9’, bei rhombischem 
Schwefel 2, = 7° 10,9’. 

Aus (137) und den Gleichungen (131) und (132) 
folgt, daB €, bei kleiner Doppelbrechung gleich 
O — @ ist; die Achse des zu 6b, gehdérenden 
Strahlenkegels fallt somit annahernd mit 
der Biradiale tr, zusammen. 

Die Gleichung der Schnittkurve, welche der m, 
Strahlenkegel mit der zu $= 5b, gehdrenden, 
von der Kegelspitze A den Abstand 1/n, _ be- 
sitzenden Wellenebene erzeugt, ergibt sich (vgl. 


ny 


2 


: \sindsiny, tel ja) sind cosip (135) 


2 
ns 


. nz il 


2 


1 : 
“Ls sinO cosy 
2 \nz ne 


tgog = 


Ye 


Abb. 8) nach Einfiihrung der Abkiirzung p = _ tg 
mit Riicksicht auf (136) und (131) zu : 


5 


a 


RY ope Oe We: Ae 
3) sinO cosy = 5 es (138) 


wobei # und wy Polarkoordinaten sind; die Kurve 
ist somit ein durch den Endpunkt Bb des (von A 


aus gezogenen) Vektors 
dem Durchmesser 


baile 


1 es fj 
- 6, gehender Kreis mit 
2 


u 


1 ‘ 
=~ —|sn0=2——. 
ny Wa Ny 


—< 


Abb.8. Strahlenrichtungen, welche 
zu der mit einer Binormale zu- 
sammenfallendenWellennormalen- 
richtung gehéren (b, Binormalen- 
richtung, in welche die Wellennormalen- 
richtung § {allt. AP Mantellinie des zu 
8 = b, gehdrenden Strahlenkegels. BO= d 
Durchmesser des Schnittkreises [Tangen- 
tialkreises|, welchen die zu 6, senkrechte 
singulare Tangentialebene der Strahlen- 
fliche mit dem Strahlenkegel erzeugt. 
p, yw Polarkoordinaten des Punktes P in 
dieser Tangentialebene. ¢ Winkel zwi- 
schen AP und by. ¢) Offnungswinkel 
des Strahlenkegels. ,, m., m, Haupt- 
brechungsindizes). 


Legen wir um A als Mittelpunkt die Strahlenflache, so folgt hieraus, daB 
jede senkrecht zu einer Binormale im Abstande 1/n, von A gelegte 


Ebene die Strahlenflache in einem 


Kreise 


beruhrt, der dulce 


Gleichung (138) dargestellt ist. Diese Ebenen sind singulare Tan- 


1) F. Neumann, Abhandlgn. d. Berl. Akad. 1835, S. 95 u. 114; Vorlesungen iiber theoret. 
Optik. Herausgeg. von E. Dorn, S. 203. Leipzig 1885; Ges. Werke Bd. II, S. 469 u. 496. 


Leipzig 1906. 
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gentialebenen der Strahlenflache?), ihre Schnittlinien mit der zx- 
Ebene sind die gemeinsamen Tangenten an den Kreis m3(z?-++ x”) —1 =0 
und die Ellipse n?z? + n3x? —1=0 [vgl. Ziff. 17b)]. 

Um mit Hilfe der Strahlenflache den Strahlenkegel zu erhalten, welcher 
zu der mit b, zusammenfallenden Wellennormalenrichtung $ gehért, hat man 
daher im Schnitt der Strahlenflache mit der Binormalenebene die gemeinsame 
Tangente an Kreis und Ellipse zu legen und um die Verbindungsstrecke d der 
Beriihrungspunkte als Durchmesser den zur zx-Ebene senkrechten Kreis zu be- 
schreiben. Die Verbindungslinien des Flachenmittelpunktes A mit den Punkten 
dieses Kreises liefern den gesuchten Strahlenkegel (Abb. 8). 

Die Schwingungsebene des Strahles AP ist die durch die Wellennormalen- 
richtung b, und die Strahlenrichtung A P bestimmte Ebene BAP. Die Schwin- 
gungsebenen sdmtlicher Strahlen des Strahlenkegels gehen somit 
durch die Binormale b,. Fiir den in die Binormale 6, fallenden Strahl AB 


(v = 5) steht die Schwingungsebene senkrecht zur Binormalenebene (z.«-Ebene), 


fiir den gegenitiberliegenden Strahl AC (wy = 0) fallt sie mit der Binormalen- 
ebene zusammen ?). : 

b) Der unter a) besprochene singulare Grenzfall des Zusammenfallens einer 
Wellennormalenrichtung mit einer Binormale laBt sich jedoch experimentell 
nicht realisieren, da eine einzelne Wellenebene niemals einen von Null ver- 
schiedenen Energiebetrag transportiert, und es ist daher praktisch nicht méglich, 
eine bestimmte Wellennormalenrichtung zu isolieren. Ein endlicher, beob- 
achtbarer Energiebetrag findet sich immer nur in Wellennormalen- 
kegeln und ist der Offnung des Kegels proportional. 

In Hinblick auf spatere Anwendungen betrachten wir daher jetzt ein System 
von Wellennormalenrichtungen, die einen engen Kreiskegel mit b, als Achse 
erfiillen, und suchen die zugehérigen Strahlenrichtungen?) ; hierbei benutzen wir 
das in Ziff. 20c) besprochene, auf der SyLVESTERschen Konstruktion beruhende 
geometrische Naherungsverfahren. Umlauft die Wellennormale $ die Bi- 
normale 6, in einem engen Kegel, so umlaéuft Punkt (8) in Abb. 7 den Punkt 
(b.) in einem Kreise vom Radius 0. Gleichzeitig umlauft (j’) den Punkt (r) in 
einem Kreis vom Radius uw + 5, (j’’) ineinem Kreis vom Radius u — b. Diese 
beiden Kreise fallen gemeinsam in den Kreis K, falls ($) in (b,) riickt; K ist 
somit der Schnitt der €y-Ebene mit dem singuléren Strahlenkegel (136). 

Ein gleichmaf8ig mit Wellennormalenrichtungen erfillter diimnwandiger 
Kegel um by als Achse stellt sich in der €y7-Ebene durch zwei konzentrische 
Kreise um (b,) mit den Radien } und ) +06 dar; diesem Kreisring entsprechen 
zwel Kreisringe um (r) mit den Radien uw + b und u + 6+ 6b bzw. wu — b und 
u — b — ob, die mit den Strahlen (j’) bzw. (j’’) erfiillt sind. 

Wir betrachten jetzt im Kristall einen von Wellennormalenrichtungen 
voll erfillten engen Kreiskegel mit 6, als Achse; in der &y-Ebene 
stellt sich dieser Kegel als kleine Kreisflache mit (6,) als Mittelpunkt dar (in 
Abb. 9 gestrichelt gezeichnet). Diese Kreisflache denken wir uns jerlegt in 
eine Schar konzentrischer, gleich breiter Kreisringe und wenden auf jeden derselben 
das eben gefundene Ergebnis an; der in Abb. 9 durch zwei ausgezogene Kreise 
begrenzte Ring um (b,) erzeugt demnach die beiden, ebenfalls ausgezogenen 

1) Aus der in Ziff. 17d) angegebenen Beziehung zwischen Indexflache und Strahlenflache 
folgt, daB erstere ebenfalls vier singulare Tangentialebenen besitzt, welche sie in Kreisen 
berthren und senkrecht zu den Biradialen hegen. 

4\ A. BEER, Pops. Ann Bd 83, son 1O4u dS siiminde SS moO 1852. 

8) W. Voiet, Phys. ZS. Bd. 6, S. 672 u. 818. 1905; Ann. d. Phys. Bd. 48, S. 682. 1905; 
Ne abba. Mim Logs (a \tsnso: 
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Strahlenringe (j‘) und (j”). Je kleiner der Ring um (b,) ist, desto naher riicken 
die Ringe (j’) und (j’’) an den [dem singularen Kegel (136) entsprechenden] Kreis K. 
Hieraus folgt, dab dem kleinen Wellennormalenkegel mit by als Achse 
zwei diinnwandige Strahlenkegel mit den Richtungen f’ und {” 
entsprechen, die durch den Mantel des singularen Kegels (136) getrennt sind; 
die Intensitaéten der beiden Strahlenkegel sind offenbar um so geringer, je 
kleiner die Offnung des Wellennormalenkegels ist. 

Zieht man durch (r) einen beliebigen Durch- 
messer, welcher mit den Ringen (j’) und (j’’) die 
Schnittpunkte s’, 6 und s”, o” erzeugt, und 
konstruiert man fiir jedes Punktepaar s’, s”’ 
und o’, 0” nach Ziff. 20c) (Abb. 7) die Schwin- 
gungsebenen M, und Mg, so legen diese 
fiir zwei benachbarte, d. h. auf demselben 
Radius liegende Punkte (z. B. s’ und o” oder 
s’ und o’) parallel. 

c) Fallt die gegebene Strahlenrich- 
tung }| mit der Biradiale r, zusammen, 
so 14Bt sich zeigen, daB die zugehérigen Wellen- 
normalenrichtungen die Mantellinien eines  app.9, Wellennormalenkegel mit einer 
Kegels zweiten Grades bilden. Zunachst folgt Serra ee said gu gen erice 

. e . 2 pur der normale, 

ndamlich aus (93) und (91) (Ps —— ile py = Q) Der um (b6,) gezogene, gestrichelte Kreis gibt 

die Spur des von Wellennormalenrichtungen 

(1 39) ee erfiillten Kegels, Zu dem ausgezogenen 

reisring um (Be) gehéren die beiden durch 

denken wir uns samtliche Richtungen voneinem = “"Wwandigen Soa oet th ee 
Punkte A aus gezogen, so wird die durch j und r, 

gelegte Ebene identisch mit der Ebene der Biradialen. Verstehen wir nun unter wy 

den Winkel, welchen die Schwingungsebene des Strahles mit dem Strahlen- 

index s{ mit der durch j und r, bestimmten Ebene bildet, so haben wir nach 

Ziff. 18 


Ce 


es 
hae (140) 


Aus (128) folgt dann bei Beriicksichtigung von (139) und (140) 


= 1 5 a — = 1 F P . - 
OS ae (nz — nz) sinQsiny , tei" = 2nz (nj — n3) sin Q cosy. 


2 


Diese Formeln entsprechen den Gleichungen (135); sie sagen aus, daB die 
Wellennormalen, welche zu der mit 1, zusammenfallenden Strah- 
lenrichtung j gehéren, den Mantel eines Kegels zweiten Grades 
bilden, dessen Gleichung 

; Meroe ey = 
tel = an (nj — 3) sin 22 cosy (141) 
lautet1) und dessen Spitze in A liegt. Hierin bedeutet ¢ den Winkel zwischen tg 
und der zum Winkel y gehérenden Mantellinie; 1, ist selbst eine Mantellinie 


des Kegels (p ==). Der Offnungswinkel ¢, des Kegels ergibt sich aus 
(141) bei Heranziehung von (91) zu 


<E 1 9 yeas Ahan 7) 5 5 
tg oo = 5,2 (Mi — my) sin 2 = Ty V (mi — 13) (m2 — 1) - (142) 

1) F. Neumann, Abhandlgn. d. Berl. Akad. 1835, S. 97; Vorlesungen iiber theoret. Optik. 
Herausgeg. von E. Dory, S. 208. Leipzig 1885; Ges. Werke Bd. II, S.471. Leipzig 19006. 
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Damit ist 6, durch die Hauptbrechungsindizes bestimmt und kann aus diesen 
berechnet werden; z. B. ist (fiir 49 = 589m) bei Aragonit Cpe 2 eet 
Gips €, = 0° 18’,0, beirhombischem Schwefel £, = 7° 33’. i 
Aus der letzten Formel und den Gleichungen (131) und (132) folgt, daB ¢, 
bei nicht zu starker Doppelbrechung in erster Annaherung gleich O — Q ist, 
d. h. die Achse des zu tg gehérenden Wellennormalenkegels fallt 
nahezu mit der Binormale 6b, zusammen. 
ae Die Offnungswinkel €) und is hangen nach 
(137) und (142) durch die Beziehung zusammen 


A Wit ‘2 wn 


natg lg = N,N3t8lg- 


Eine senkrecht zu j = r, im Abstand 1/1, von 
der Kegelspitze A gelegte Ebene schneidet den 
Wellennormalenkegel in einer Kurve (Abb. 10), 
deren Gleichung sich aus (141) nach Einfithrung 


der Abkirzung /p 


Abb. 10. naten p, w Zu 


welche zu der mit einer Biradiale n? 
zusammenfallenden Strahlenrich- p= ee 
tung gehGren. (r, Biradialenrichtung, in Bs ne 
welche die Strahlenrichtung f fallt. AQ Mantel- 


= —tgf in Polarkoordi- 
2 


aie al D 


Wellennormalenrichtungen, 
— Nn} 


sinQ cosy. 


linie des zu { = r, gehérenden Wellennor- 
malenkegels. RD = d Durchmesser des 
Schnittkreises, welchen die zu r, senkrechte 
Tangentialebene der Strahlenflache mit dem 
Wellennormalenkegel erzeugt. p, w Polar- 
koordinaten des Punktes Q in dieser Tan- 


ergibt; diese Kurve ist somit ein Kreis, der durch 
den Endpunkt R des (von A aus gezogenen) Vek- 


1 
tors = tp geht und den Durchmesser 
Woe 2 


gentialebene. & Winkel zwischen AQ und r2, =e Pe awe. 
&) Offnungswinkel des Wellennormalenkegels. d= een 5 Sd tera O) 
N,,2,,N,; Hauptbrechungsindizes). 2 Ny 


besitzt. 

Legt man durch den zu rt, geh6renden konischen Doppelpunkt R 
der Strahlenflache ihre samtlichen Tangentialebenen und _fallt 
vom Flachenmittelpunkt auf diese Ebenen die Lote, so sind diese 
nach Ziff. 20b) identisch mit den Mantellinien des Wellennormalen- 
kegels (141). 

Um mit Hilfe der Strahlenflache den Wellennormalenkegel zu erhalten, 
welcher zu der mit 1, zusammenfallenden Strahlenrichtung j gehért, legt man 
daher im Schnitt der Strahlenflache mit der zx-Ebene durch den Schnittpunkt R 
von Kreis und Ellipse die Tangenten an beide Kurven, zieht vom Flachenmittel- 
punkt A die Normale zur Ellipsentangente und bestimmt deren Schnittpunkt D mit 
der Kreistangente (Abb. 10) ; die Verbindungslinien des Flachenmittelpunktes A mit 
den Punkten des senkrecht zur zx-Ebene um RD =d als Durchmesser be- 
schriebenen Kreises liefern den gesuchten Wellennormalenkegel. 

Die Schwingungsebene der zur Wellennormalenrichtung AQ gehérenden Welle 
ist die durch AQ und die Strahlenrichtung r, bestimmte Ebene RAQ. Die 
Schwingungsebenen sdmtlicher Wellen des Wellennormalenkegels 
gehen somit durch die Biradiale 1,. Fir die in die Biradiale r, fallende 


Wellennormalenrichtung AR (7 = =) steht die Schwingungsebene senkrecht zur 


Biradialenebene (zx-Ebene), fiir die gegeniiberliegende Wellennormalenrichtung 
AD (y = 0) fallt sie mit der Biradialenebene zusammen. 

Aus Abb. 8 und 10 folgt, da der zu einer Binormale gehérende Strahlen- 
kegel und der zur entsprechenden Biradiale gehérende Wellennormalenkegel 
sich durch die Orientierung ihrer Sohn gare tione voneinander unterscheiden ; 
die Mantellinie, fiir welche die Schwingungsebene mit der Binormalenebene 
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(zx-Ebene) zusammenfallt, ist bei dem einen Kegel der ersten Mittellinie (z-Achse), 
bei dem anderen Kegel der zweiten Mittellinie (v-Achse) zugewandt. 

22. Zusammengehorige Schalen der abgeleiteten Flachen. Die abgeleiteten 
Flachen sind (vgl. Ziff. 17) zweischalige Flachen, die beiden Schalen jeder Flache 
hangen in ihren vier konischen Doppelpunkten zusammen. Wir stellen uns jetzt 
die Frage, welche Schalenteile der einzelnen Flichen einander entsprechen, da 
hierauf ein unterschiedliches Verhalten zwischen den nicht aktiven und den 
aktiven Kristallen beruht (vgl. Ziff. 108). 

Wir betrachten zunachst Normalen- und Strahlenflache und be- 
zeichnen die innere Schale der Normalenflache mit N’, ihre auBere Schale mit N”’; 
da die Normalenflache die FuBpunktsflache der Strahlenflache ist (Ziff. 47d), so folgt 
unmittelbar, da zu N’ die innere Schale der Strahlenflache gehért zuziglich 
derjenigen Teile der auBeren Schale, 
welche in den konischen Doppel- 
punkten zusammenhangen und von 
den Berthrungskreisen der in Ziff. 24 
besprochenen singularen Tangential- 
ebenen begrenzt werden. Zu N”’ ge- 
hért die 4uBere Schale der Strahlen- 
flache, abziiglich der in den konischen 6 ies 
Doppelpunkten zusammenhdngen- Abt. ,Zusammengchorige Schalen de: Normalen- 
den und von den Bertihrungskreisen er Itchen mit dem ersten Quadrantn der te-Ebsne, ¢ Nor 
der singularen Tangentialebenen be- __ s’ bzw. N” und S” entsprechenden Kurvenstiicke sind stark 
grenzten Teile. Abb.44 veranschau- >” Shwach S Pahtis tive 
licht die zugehdrigen Teile der Nor- 
malen- und Strahlenflache an Hand ihrer Schnittkurven mit dem ersten Qua- 
dranten der zx-Ebene; die den zusammengehorigen Teilen entsprechenden 
Kurvenstiicke (N’ und S’ bzw. N” und S”) sind gleich stark ausgezogen?). 

DaIndexflache und Normalenflache inverse Flachen sind [Ziff. 17 d)], 
so entspricht die aubere Schale der Indexflache der inneren Schale der Normalen- 
flache und umgekehrt. 

23. Optische Eigenschaften und Kristallsymmetrie. Die bisher behandelten 
Gesetze der Lichtausbreitung in einem nicht absorbierenden, nicht aktiven 
Kristall gelten ganz allgemein; wir besprechen jetzt die Vereinfachungen infolge 
Auftretens von Symmetrieelementen?), wie sie bei den einzelnen 
Kristallsystemen tatsachlich vorkommen. 

Sind Symmetrieelemente vorhanden, so reduziert sich die Anzahl der von 
einander unabhangigen Tensorkomponenten (39) auf eine geringere; hierdurch 
wird eine Vereinfachung der Lage und Gestalt der Flache des optischen Dielek- 
trizitatstensors (41) bzw. des mit ihr identischen FRESNELschen Ellipsoides (104), 
sowie der iibrigen Konstruktions- und abgeleiteten Flachen bedingt. 

Besitzt der Kristall eine Spiegelebene (z. B. die x’y’-Ebene), so behalten 
bei einer Spiegelung an dieser die Komponenten 4, und \y, des in (39) autf- 
tretenden polaren Vektors & ihre Vorzeichen bei, wahrend die Komponente Qj, 
das ihrige umkehrt ; somit bleiben die Vorzeichen von é41, é9, 33 und ¢,, ungeandert, 
wahrend ¢,, und ¢3, die Vorzeichen wechseln. Dies ist mit der Invarianz der ¢;, 
fue PUL fy, = Vetiraglich 1d: bh. dié Spiegelebene ist<eime op- 
tische Symmetrieebene. 

1) W. VorerT, Phys. ZS. Bd. 6, S. 788. 1905. 

2) Uber die Symmetrieelemente der Kristallsysteme vgl. den Abschnitt tiber den Auf- 
bau der festen Materie und seine Erforschung durch Réntgenstrahlen in Bd. XXIV 
ds. Handb. 
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Ist eine zweizdhlige Symmetrieachse vorhanden und diese z. B. die 
z’-Achse, so erhalt man durch eine analoge Betrachtung &23 = 3; = 0; ist die 
z’-Achse eine mehr als zweizdhlige Symmetrieachse, so wird auBerdem é¢y. = 0, 
£4. = 9. Jede zweizahlige Symmetrieachse ist somit eine op- 
tische Symmetrieachse; existiert eine mehr als zweizahlige 
Symmetrieachse, so sind die Konstruktions- und abgeleiteten 
Flachen Rotationsflachen mit der Symmetrieachse als Rota- 
tionsachse. 

Besitzt der Kristall eine vierzdhlige Drehspiegelachse, und ist diese 
wieder die z’-Achse, so wird bei Ausfiithrung der Deckoperation %,, in Gy, Sy 
in —Q,, und &, in —Q,, tbergefithrt. Man erhalt daher mit Hilfe von (39) 
fi) =e os = bs, = On = 0. Die Konstruktions- und abgelerveven 
Flachen sind wieder Rotationsflachen mit der Drehspiegel- 
achse als Rotationsachse. 

Die Lage des optischen Symmetrieachsensystems %, y, zist beim Vorhandensein 
von Symmetrieelementen dadurch teilweise oder ganz festgelegt, dab die physi- 
kalische Symmetrie durch die geometrische Symmetrie der Kristallform bedingt 
wird!) ; wir legen das optische Symmetrieachsensystem so, dafs beim Vorhandensein 
einer ausgezeichneten kristallographischen Richtung die z-Achse mit ihr zu- 
sammenfallt. Es ergibt sich dann folgende Ubersicht iiber die Kristallsysteme: 

I. Triklines System (keine Symmetrieebene oder -achse, somit keine aus- 
gezeichnete Lage des optischen Symmetrieachsensystems). Die Hauptachsen 
der Konstruktionsflachen sind verschieden. 

II. Monoklines System (z-Achse senkrecht zur Spiegelebene bzw. parallel 
zur zweizdhligen Symmetrieachse; &,5 = €3, = 0). Die Hauptachsen der Kon- 
struktionsflachen sind verschieden. 

III. Rhombisches System (optische Symmetrieachsen parallel zu den 
drei untereinander senkrechten zweizadhligen Symmetrieachsen; bzw. z-Achse 
parallel zur zweizahligen Symmetrieachse, x-Achse und y-Achse je senk- 
recht zu einer der beiden durch die z-Achse gehenden Symmetrieebenen; 
€55 = O91 = C19 — Oy 843 = 45 See — 2a, 833 = €5). Die Hauptachsen) den Kon- 
struktionsflachen sind verschieden. 

IV. Trigonales System (z-Achse parallel zur dreizahligen Symmetrie- 
ACHSE} p53 == 3) — an — Oy 6, = San "Es Cng — Ca). Die Konstruktionsilachen 
und abgeleiteten Flachen sind Rotationsflachen mit der z-Achse als Rotations- 
achse. 

V. Tetragonales System (z-Achse parallel zur vierzahligen Symmetrie- 
achser bzw: “Drehspiegelachses, Seo, == es, = 244 0, 16, =a ee enn ee 
Wie IV. 

VI. Hexagonales System (z-Achse parallel zur sechszahligen Symmetrie- 
achse. “baw. Drehspiezelachse: te, —=a6e) "e795 ==) 8,5 == Soy = oe =e 
Wier LV 

VII. Kubisches System (optische Symmetrieachsen parallel zu den 
drei untereinander senkrechten, gleichwertigen, zweizahligen Symmetrieachsen ; 
93 = €33 = 9 = 0, &) = €92 = &33 = €). Der optische Dielektrizitatstensor 
wird zum Skalar, die Konstruktionsflachen und abgeleiteten Flachen sind Kugeln. 

Die Kristalle des kubischen Systems verhalten sich daher in optischer 
Hinsicht wie isotrope Kérper?), wahrend alle den iibrigen Kristallsystemen 
angehérenden Kristalle in optischer Hinsicht anisotrop sind. 

*) Vgl. z. B. W. Voicr, Lehrbuch der Kristallphysik, § 12, S.19. Leipzig 1910. 


) Uber eine méglicherweise bei kubischen Kristallen vorhandene optische Anisotropie 
vgl. Ziff. 6. 
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24. Optisch einachsige und zweiachsige Kristalle. a) Unterschied 
zwischen optisch einachsigen und optisch zweiachsigen Kri- 
stallen. Bei den Kristallen der Systeme IV, V und VI ist wegen @, = €93 = & 


gemaB (46) Ny = No; (143) 


aus (76) und (91) ergibt sich, daB bei ihnen die Binormalen und Biradialen in 
die Richtung der z-Achse fallen. Die Kristalle der Systeme IV, V und VI nennt 
man daher optisch einachsig; die kristallographische Achse, in welche die 
Binormalen und Biradialen fallen, bezeichnet man als optische Achse. 

Die Kristalle der Systeme I, II und III heiBen wegen des Vorhandenseins 
von zwei nicht zusammenfallenden Binormalen bzw. Biradialen optisch zwei- 
achsig?). 

b) Ordentliche und auBerordentliche Welle; ordentlicher 
und auS8erordentlicher Strahl. Bezeichnen wir bei optisch einachsigen 
Kristallen den Winkel zwischen Wellennormalenrichtung und optischer Achse 
mit 6, so haben wir in (78) 6, = 6, = b zu setzen und erhalten mit Riicksicht 
auf (143) R= — Ne (144) 
1 cos?b sin? 
nw, ? ms n? n2 (145) 


Der Brechungsindex (144) der einen der beiden zu einer gegebenen Wellen- 
normalenrichtung $ gehérenden Wellen ist somit konstant. Wegen 6, = b, = b 
wird nach (127) ferner €’ = 0, die Richtung j{’ des zu dieser Welle gehérenden 
Strahles fallt also in Richtung der Wellennormale; sein Strahlenindex s’ ergibt 
sich aus (122) und (118) zu fe Sy (146) 

Die Welle mit dem Brechungsindex nj verhalt sich demnach wie eine in 
einem isotropen Medium fortschreitende Welle, sie wird deshalb als ordentliche, 
ordindre oder gewohnliche Welle bezeichnet; dementsprechend heiBt auch 
der in ihre Wellennormalenrichtung fallende Strahl mit dem Strahlenindex (146) 
der ordentliche, ordinare oder gewoéhnliche Strahl. 

Der Brechungsindex (145) der zweiten zu $ gehérenden Welle hangt von dem 
Winkel } zwischen 8 und der optischen Achse ab. Nach (127) und (145) ist ferner 
£" wegen N =O und b, = b, = b durch die Formel bestimmt 

1 mt oh ee 
(ew a) | a oe sin2b. (147) 


tel 
ne ni 
f” ist also im allgemeinen von Null verschieden, der zugehérige Strahl besitzt 


2 


demnach im allgemeinen eine von $3 verschiedene Richtung j’’; $ und j’’ fallen 


IU » * 
nur zusammen fiir )=0O oder b= 73 d. h. bei einer parallel oder senkrecht 


tt 


zur optischen Achse fortschreitenden Welle. Der zu j” gehérende Strahlen- 

index s’ bestimmt sich durch (122), wobei fiir P der sich aus (119) ergebende 
N=0,),=6,=6 

Wert ( 1 2 ) | a ee & - t)sin2b 


2\n, n? 


zu setzen ist. Aus (147) folgt, daB ¢’’ sein Maximum C7 fiir tgb = + rs er- 
4 fof eee ns = ny pe) 
reicht und daB8 tgé7,,=+ en ist?). 


1) Der Unterschied zwischen optisch einachsigen und zweiachsigen Kristallen ist von 
D. BREWSTER (Phil. Trans. 1818, S. 199) gefunden worden. | Fe 

2) Die Halbierungslinie von ¢// besitzt gegen die positive z-Achse die Neigung -+ i : 
vel. Ziff. 19c. 
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Die Welle mit dem Brechungsindex nf heiBt die auBerordentliche, 
extraordinare oder auBergewoéhnliche Welle, der zugehérige Strahl mit 
dem Strahlenindex s/ der auBerordentliche, extraordinare oder auBer- 
gewohnliche errant 

DemgemaB wird j=, auch als der ordentliche, ordinare oder ge- 
wohnliche Brechungsindex, jf als der auBerordentliche, extraordi- 
nare oder auBergewobuliche Brechungsindex bezeichnet; entsprechend 
sind die Benennungen von sj und sj?). 

Da N = 0 ist, so folgt aus Ziff. 18, daB die Polarisationsebene der ordentlichen 
Welle die durch 3 und die optische Achse bestimmte Ebene ist, welche man als 
den zu 8 gehédrenden Hauptschnitt?) des optisch einachsigen 
Kristalls bezeichnet®). Die Schwingungsebene der ordentlichen Welle 
ist somit die durch die Wellennormale senkrecht zu deren. Haupt- 
schnitt gelegte Ebene, die Schwingungsebene der auSerordent- 
lichen Welle ist der Hauptschnitt der Wellennormale. 

Der auSerordentliche Strahl liegt demnach im Hauptschnitt 
der Wellennormale; ist 6 der Winkel, den seine Richtung {’’ mit der optischen 
Achse bildet, so haben wir ae eae 


‘ist durch (147) gegeben, das Vorzeichen von ¢”’ bestimmt sich nach Ziff. 19d. 
Die urspriinglich nur fiir optisch einachsige Kristalle getroffene Unterschei- 
dung zwischen ordentlicher und auBerordentlicher Welle tbertragt man 
sinngemaé8 auch auf optisch zweiachsige Kristalle*); bei diesen nennt 
man von den durch (78) definierten Brechungsindizes j den ordentlichen, m (den 
auBerordentlichen. Hier ist aber keineswegs immer diejenige Welle die orden 
liche, welche in einer optischen Symmetrieebene konstanten Brechungsindex 


inz 
besitzt. In der yz-Ebene (0, = b, = b) wird allerdings 1) = 1,, - ln SS Se 


dagegen ist in der xy-Ebene (}, + db, = 2) 


+ 2 > 


n® n> 


1 sin?b, , cos®b, 


4, 
ee = ne = Ns. 
ny? n? i me? : ® 


Die zx-Ebene (Binormalenebene) endlich zerfallt sogar in zwei Bereiche mit ver - 
schiedenem Verhalten; fiir den die z-Achse enthaltenden Winkelraum zwischen 
den Binormalen und ihren rickwartigen Verlangerungen (b, + b, =O) folgt 
aus (78) und (76) ny = m,, dagegen fiir den die x-Achse enthaltenden Winkel - 
raum (0, — 6, =+0) m4 =%. 

c) Positive und negative Kristalle. Die Gestalt der Konstruk- 
tionsflachen kann als Einteilungsprinzip fiir das optische Verhalten der Kristalle 
dienen. 

Die Konstruktionsflachen und abgeleiteten Flachen besitzen bei optisch 
einachsigen Kristallen Rotationssymmetrie (Ziff. 23), ihre auf die optischen 


1) Die Bezeichnungen ,,ordentlich“ und ,,auBerordentlich“ stammen von E. BARTHOLI- 
Nus, Experimenta crystalli islandici disdiaclastici quibus mira et insolita refractiio detegitur, 
S.29. Kopenhagen 1669; deutsch von K. MIELEITNER in Ostwalds Klassiker der exakt. 
Wissensch. Nr. 205, S. 20. Leipzig 1922. 

2) Die Bezeichnung Hauptschnitt stammt von Cur. HUYGHENS, Traité de la lumiére, 
S. 52. Leiden 1690 (Genmcn von E, LoMMEL in Ostwalds Klassiker der exakt. Wissensch. 
Nr. 20, S. 54. Leipzig 1890); Opera reliqua Bd.1I, S.41. Amsterdam 1728. 

3) Der zu einer bestimmten Richtung gehérende Hauptschnitt eines optisch 
einachsigen Kristalls ist somit die durch diese Richtung und die optische Achse bestimmte 
Ebene; unter dem zu einer bestimmten Ebene gehoérenden Hauptschnitt versteht 
man die durch die Normale dieser Ebene und die optische Achse bestimmte Ebene. 

4) G. G. Sroxes, Cambr. and Dublin math. Journ. Bd. 1, S. 183. 1846; Mathem. and 
Phys. Papers. Bd. 1, S. 148. Cambridge 1880. 


» 
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Symmetrieachsen bezogenen Gleichungen sind nach Ziff. 16 und 17 mit Riick- 
sicht auf (143) die folgenden: 


j 2 2\2 1 ° 8 
Ovaloid etl = ye ae 
2 
Indexellipsoid 4 (x® + y?) + S —4{=0, 
FRESNELsches ; 


Ellipsoid ni(x2 + y®) + #322 -—1=0, 

Normalenflache {nj (x® + y? + 2? — 4)} {nj mj (a?+-y? + 22)? ni (x2 + y2) 12224 =0. 
Strahlenflache — {mj(x* + y? + 2?) — 1} {nj(x? + y?) + niz?—1}=0, 
Indexflache {x® + y® + 2% — nih {ni (x? + y?) + 322 — n2nt — 0. 
Jede abgeleitete Flache zerfallt somit in eine Kugel und eine Rotationsfliache 
(ovalférmige Rotationsflache bei der Normalenflache, Rotationsellipsoid bei der 
Strahlen- und der Indexflache), die sich in der z-Achse beriithren. Bei der Index- 
flache umschlieBt das Rotationsellipsoid die Kugel oder umgekehrt, je nachdem 
MN, <mg Oder m, > m3 ist; im ersteren Falle ist das Indexellipsoid in Richtung 
der optischen Achse verlangert, im zweiten Falle abgeplattet. Einen optisch 
einachsigen Kristall mit n,< m, nennt man positiv, einen mit », >, ne- 
gativ+); z. B. ist Zirkon positiv, Kalkspat negativ einachsig. Nach (144) und 
(145) ist bei den positiv einachsigen Kristallen die auBerordentliche, bei den 
negativ einachsigen Kristallen die ordentliche Welle die starker brechbare. 

Die optisch zweiachsigen Kristalle heiBen positiv oder negativ, 
je nachdem der Binormalenwinkel O spitz oder stumpf ist. Aus (76) folgt nun 


und hieraus schlie8t man leicht, daB der optisch zweiachsige Kristall positiv ist, 
wenn die mittlere Hauptachse 2”, des Indexellipsoides der kleinsten Hauptachse 
naher liegt als der gréBten, und daB er negativ ist, wenn das Umgekehrte zutrifft. 

Die Bezeichnung geht somit beim Zusammenfallen der Binormalen in die 
fiir einachsige Kristalle geltende wiber. 

Die Eigenschaft der Kristalle, positiv oder negativ zu sein, bezeichnet 
man auch als den Charakter der Doppelbrechung. 

Wir bemerken noch, daB der mesomorphe Aggregatzustand (vel. 
Ziff. 7) stets optisch einachsig ist*), und zwar sind die nicht aktiven 
mesomorphen Zustande, namlich der smektische Zustand und der eigent- 
lich nematische Zustand, ausnahmslos positiv einachsig’). 

25. EinfluB der Temperatur auf die optischen Konstanten der nicht ab- 
sorbierenden, nicht aktiven Kristalle. Nur beim absoluten Nullpunkt der Tem- 
peratur sind die Atome des Kristalls fest an ihre Lage in den Gitterpunkten 


1) Die beiden Arten der Doppelbrechung bei einachsigen Kristallen wurden zuerst 
von J. B. Brot [Mém. de la classe des Scienc. math. et phys. de |’Inst. 1812 (2), S. 28] unter- 
schieden. Die Bezeichnung positiv und negativ rihrt von D. Brewster (Phil. Trans. 1818, 
S. 219) her. 

2) Vgl. insbesondere D. VorLANDER u. H. Hauswatpt, Abhandlgn. d. K. Leop.-Car. 
Deutsch. Akad. d. Naturf. Bd. 90, S. 107. 1909; eine vereinzelte abweichende Beobachtung 
von F, WALLERANT (C. R. Bd. 148, S. 1291. 1909) bei dem von allen anderen Autoren als 
optisch einachsig festgestellten p-Azoxianysol hat sich nicht bestatigt und war vermutlich 
durch Spannungen des Praparates verursacht. 

3) D. VORLANDER u. M. E. Hutu, ZS. f. phys. Chem. Bd. 75, S. 641. 1911; G. FRIEDEL, 
Ann. d. phys. Bd. 18, S. 298 u. 347. 1922. 
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gebunden; bei allen anderen Temperaturen befinden sie sich in einer Warme- 
bewegung. Die Punkte des Raumgitters bezeichnen somit zwar die Gleichgewichts- 
lagen, um welche sich die Atome bewegen, aber nicht deren wirkliche Stellen im 
Raume. Diese Warmebewegung der Atome hat zur Folge, daB die optischen 
Dielektrizitatskonstanten (39) von der Temperatur abhangig 
sind. 

Eine vollstandige Ausarbeitung der Gitteroptik, durch welche diese Tem- 
peraturabhangigkeit quantitativ dargestellt wird, liegt bis jetzt noch nicht vor; 
die folgende Ubersicht enthalt daher nur eine Zusammenstellung der bisherigen 
Beobachtungen. 

Die Temperaturabhangigkeit der optischen Dielektrizitatskonstanten be- 
dingt eine solche der Hauptbrechungsindizes; es miissen somit samtliche von 
den letzteren abhangenden GréBen Temperaturabhiangigkeit zeigen. AuBerdem 
miissen die Kristalle des triklinen Systems wegen der Temperaturabhangigkeit 
VON £3, €3; und &, und die Kristalle des monoklinen Systems wegen der Tem- 
peraturabhangigkeit von ¢,, eine mit der Temperatur veranderliche Lage des 
optischen Symmetrieachsensystems besitzen (vgl. Ziff. 23). 

a) Temperaturabhangigkeit der Hauptbrechungsindizes. Eine 
Temperaturanderung hat eine thermische Dilatation und damit eine Dichte- 
anderung des Kristalls zur Folge; da eine solche die Hauptbrechungsindizes 
andert, so ist die Temperaturabhangigkeit der letzteren zum Teil schon durch 
die die Temperaturanderung begleitende Deformation bedingt. Ist @ die Tem- 


peratur, (4 =1, 2, 3) em Hauptbrechungsindex, (a *) der durch die thermische 


di} 
in 
Deformation bedingte Temperaturkoeffizient und ——" der reine Temperatur- 


koeffizient von m,, so ist der von der ae unmittelbar gelieferte 
totale Temperaturkoeffizient 


an, an, On, = 
aed O08 * (148) 
an,’ 
add 
und den Beobachtungen iiber die optische Wirkung elastischer Deformationen 
berechnen. 
Fast alle vorliegenden Beobachtungen!) beziehen sich auf den totalen 
aM | any, 
ai’ (a 


4) laBt sich aus den thermischen Ausdehnungskoeffizienten des Kristalls 


ae eee ug: eu sich mit seiner Hilfe aus toe 


a 
einachsigen und kubischen Kristallen bestimmt ee, 

Die Temperaturabhangigkeit der Differenzen n, — ns, n,; — n, und n, — mo, 
durch welche die GréBe der Doppelbrechung bestimmt wird, ist verschieden; 
so z. B. nimmt mit zunehmender Temperatur die Differenz n, —n, bei (dem 
negativ einachsigen) Kalkspat ab, dagegen bei (dem gleichfalls negativ-ein- 
achsigen) Beryll zu. 


*) Vel. hierzu die Zusammenstellungen bei H. Duret, Rec. de données numér. Tab. XI ! 
(Bd. II, S. 417448; Bd. III, S. 1218—1223), Tab. XV (Bd. II, S. 751—766; Bd. III, S. 1255). 
Paris 1899—1900; LANDOLT-BORNSTEIN, Physikal.-chem. Tabellen, 5. Aufl., Tab. 168—173 
(Bd. II, S. 919—955; Erg.-Bd. S. 485—522). Berlin eA. 

2) F. PocKELs, Wied Ann. Bd. aM S. 372. 1889 (FluBspat); Bd. 39, S. 454 u. 463. 1890 
(Steinsalz, Sylvin); Ann. d- Phys. Bd. 11, S. 749. 1903 Ficatispat) Vgl. auBerdem die 
Literaturhinweise in Ziff. 109a). 
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Im mesomorphen Aggregatzustande!) sind die Temperaturkoeffi- 
zienten von m, und gs betrachtlich?). Das normale Verhalten [z. B. bei Athoxy- 
Ny dns 
ao do 
negativ wird; beim Eintritt in den isotrop-fliissigen Zustand (vgl. Ziff. 7) liegt 
dann dessen Brechungsindex »; zwischen n, und mg derart, daB n, — ; etwa 
doppelt so groB ist wie m; — 2, und somit die Quotienten 


benzalamino-A-Methylzimtsauredthylester)] ist so, daB positiv und 


2 2 
Ns — Nj er | ma— nm ni4+2 


; 2  aaee 
Ny — Nn; Ny — NF nNE++2 


nahe bei —2 liegende Werte besitzen*), Bemerkenswert ist, daB die in Ziff. 7 
erwahnte Bornsche Theorie des mesomorphen Zustandes diese ,,normale“’ Tem- 
peraturabhangigkeit der Brechungsindizes richtig wiedergibt. 

Es gibt aber auch Substanzen [z. B. n-buttersaures Natrium, n-valerian- 
saures Natrium und isovaleriansaures Natrium‘)], die ein hiervon abweichendes 


Verhalten des mesomorphen Zustandes zeigen, indem in diesem Ce aig) Se 


beide negativ sind und beim Ubergang in den isotrop fliissigen Zustand n, > ;, 
N. > n; ist. 

b) Temperaturabhiangigkeit des Binormalenwinkels. Die Tem- 
peraturabhangigkeit der Hauptbrechungsindizes hat nach (76) eine solche des 
Binormalenwinkels zur Folge*). Die Hauptbrechungsindizes sind erfahrungs- 
gemaB mit groSer Annaherung durch lineare Funktionen der Temperatur dar- 
stellbar, d. h. durch Ansaétze von der Form 


Mm=Pr+gne (h=1, 2,3); 


ist die Doppelbrechung gering, d. h. sind die Differenzen n, — n;, nz — n, und 
Ny — M, klein, so erhalt man aus (76) und der letzten Gleichung in erster An- 


agrog 0 _(i-p)+(n—-wo 
2 (p1 — bs) + (i — 92) 8 
Fic 8 = 7, = Ps = Pe ~erschwindet demnach O und der Kristall wird op- 


sin? 


2 1 
tisch einachsig. Ist der Binormalenwinkel klein, so andert er sich in der Um- 


1) Vgl. hierzu die Bemerkung Ziff. 24c. 

2) Vgl. die Zusammenstellungen bei W. Voict, Phys. ZS. Bd. 17, S. 152. 1916; F. StuMPF 
Jahrb. f. Radioakt. Bd. 15, S.12. 1918. 

3) E. Dorn u. W. Loumann, Ann. d. Phys. Bd. 29, S. 533. 1909; W.Harz, Die 
optischen Eigenschaften des Athoxybenzalamino-j-Methylzimtsaureathylesters. Dissert. 
Halle 1917. 

4) L. Royer, C. R. Bd. 178, S. 1066. 1924; Journ. de phys. (6) Bd. 5, S. 208. 1924. 

5) L. OBERLANDER, Untersuchungen tiber Brechungskoeffizienten fliissiger Kristalle 
bei héheren Temperaturen. Dissert. Halle 1914. 

6) Beziiglich der bisherigen Beobachtungen vgl. auBer den alteren Angaben bet 
H. DuFet, Rec. de données numér. Tab. XV (Bd. II, S. 751—766; Bd. III, S. 1255). 
Paris 1899—1900; insbesondere U. Panicur, Mem. Acc. Linc. (5) Bd. 4, 5S. 389. 1904 (Heu- 
landit, Analcit, Cerussit, Leadhillit, Gips, Anhydrit, Datolit, Brucit, Celestit, Brookit, Adular, 
Sanidin; # bis — 190°C); Bd.6, S.64. 1906 (Baryt); A.E.H.Turron, ZS. f. Krist. 
Bd. 42, S. 554. 1907 (Cadsiummagnesiumsulfat, Casiummagnesiumselenat, Casiumselenat, 
Rubidiumsulfat, Ammoniumselenat); Proc. Roy. Soc. London Bd. 81, 5.40. 1908; LS wie 
Krist. Bd. 46, S. 135. 1907 (Gips); R. Brauns, Centralbl. f. Min. 1911, 5.401 (Gips); R. Kors, 
ZS. f. Krist. Bd. 49, S. 14. 1911 (Anhydrit, Célestin, Baryt, Anglesit); E. H. KRAUS Uu. 
L. J. Younes, N. Jahrb. f. Min. 1912, (1) S. 123 (Gips); A. Hurcuinson u. A. E. H. Turron, 
ZS. f. Krist. Bd. 52, S. 218. 1913 (Gips); E. H. Kraus, ebenda Bd. 52, S. 321. 1913 (Glauberit) ; 
E. Marpacu, Beitrag zur Kenntnis der optischen Verhaltnisse von FluBspat, Steinsalz, Sylvin, 
Kalkspat, Aragonit und Baryt. Dissert. Leipzig 1913 (Aragonit); H.ScurrrBer, N. Jahrb. 
f. Min. Beil. Bd. 37, S. 269. 1914 (Syngenit). 


694 Kap. 11. G. Szivessy: Kristalloptik. Ziff. 26. 


gebung von ? = #, nahezu proportional (# — %,)?, seine Temperaturabhangig- 
keit ist also hier betrachtlich; beim Durchgang durch # = %) geht dann die 
Binormalenebene in eine andere optische Symmetrieebene tiber'). Bei (dem 
monoklin kristallisierenden) Gips ist z. B. ¥y = 90,9°C bei 4) = 589 my?); fir 
<<, ist die Binormalenebene die Spiegelebene und fiir 0 > W) eine zur 
Spiegelebene senkrechte Ebene. 

c) Temperaturabhangigkeit der Lage der optischen Symmetrie- 
achsen. Eine Temperaturabhangigkeit der Lage des optischen Symmetrie- 
achsensystems kann, wie schon zu Eingang dieser Ziffer bemerkt, nur beim 
triklinen und monoklinen System auftreten. 

Bei triklinen Kristallen ist eine Anderung der Lage des ganzen optischen 
Symmetrieachsensystems méglich, doch liegen hierfiir noch keine vollstandigen 
Beobachtungen vor. 

Bei monoklinen Kristallen ist eine optische Symmetrieachse fest, d. h. von 
der Temperatur unabhangig ; die beiden anderen zueinander senkrechten optischen 
Symmetrieachsen andern ihre Lage mit der Temperatur. Ist ® der Winkel, den eine 


dieser Achsen mit einer in der Spiegelebene liegenden festen Geraden bildet, so ist 


Z. 6. Del Gips a = OAdGe Oe: 


3) Dispersionserscheinungen. 


26. Dispersion der Hauptbrechungsindizes. Da die optischen Dielektrizitats- 
konstanten nach (39) Funktionen der Frequenz der Lichtwelle sind, so miissen 
alle von ihnen abhangenden GréBen Dispersion zeigen. 

Die Frequenzabhangigkeit oder Dispersion der Hauptbrechungs- 
indizes folgt aus (46) und (42) zu 


2 
2 ; et feces 
m=1+4nV> FO ne | 
Qo; sas A895) 


: Ry 
Wm=1+4aV >) —, (149) 


Wir nehmen an, daf die Eigenfrequenzen des nicht absorbierenden, nicht 
aktiven Kristalls in zwei Gruppen zerfallen*), von denen die eine mit den 
Frequenzen @, im Ultravioletten, die andere mit den Frequenzen w, im Ultra- 
roten liegt®). Man erhalt dann aus a z. B. fiir , den Ausdruck 


m=1+4n Va ae + 1nV > oa oe tre Se 


1) Zuerst von E. MiTscHERLICH (Pogg. Ann. Bd. 8, S. 519. 1826) bei Gips beobachtet. 
2) A. E.H. Turron, Proc. Roy. Soc. London Bd. 81, S.40. 1908; A. HutcHInson 
hig os 15s, Woly Abiegmtonsy, WMbboverdall: Wileve® 1axel, 46), Sy Mio GMCyIA ZS aig Isiaisyen dsiel, 52, Sy 218. 1.913. 
3) H. Durer, Bull. soc. minéral. Bd. 11, S. 137. 1888; Journ. de phys. (2) Ba! Vf, HOKE 


1888. 

4) P. DRupE, Ann. d. Phys. Bd. 14, S. 677. 1904; vgl. auch Kap. 10 dieses Bandes, 
sowie die Abschnitte iiber Dispersion in Bd. XXI ds. Handb. 

°) Die ultraroten Eigenfrequenzen zerfallen in zwei Gruppen; die langwelligere beruht : 
auf den Schwingungen der (die Gitterteilchen darstellenden) Ionen gegeneinander, die kurz- 
welligere auf den Schwingungen der einzelnen Atome innerhalb der Radikalionen. Die ultra- 
violetten Eigenschwingungen beruhen auf den Schwingungen der Elektronen im Atom; 
vgl. M. Born, Atomtheorie des festen Zustandes (Dynamik der Kristallgitter), S. 612 u. 621. 
Leipzig 1923 (in Enzyklop. d. mathem. Wissensch. Bd. V, Tl. 3), sowie das Kapitel tiber die 
theoretischen Grundlagen des Aufbaues der festen Materie in Bd. XXIV ds. Handb. 


Ziff. 26. Dispersion der Hauptbrechungsindizes. 695 


wobei die erste Summe iiber die Gesamtzahl y der ultraroten, die zweite itiber 
die Gesamtzahl v der ultravioletten Eigenfrequenzen zu erstrecken ist. Ent- 
sprechende Gleichungen erhalt man fiir my und ms, indem man x mit y bzw. 
mit z vertauscht. Sieht man von dem Verhalten in unmittelbarer Umgebung 
der Eigenfrequenzen ab und betrachtet das zwischen ihnen liegende Gebiet, so 
sieht man, daB hier 2, monoton mit w wachst; diese Art des Dispersionsver- 
laufes bezeichnet man als normale Dispersion. Fiir das Gebiet der normalen 
Dispersion (@, << @ < @,) erhalt man die Reihenentwicklung 


2 by bis 
Ni = Ay + 44,07 + Ayywt + --- — ay Baer eon t (150) 
wobei +i 2 
@.,=1+4nV >t Ave = 4nV \ _*ve 
10 Taste a go’ cece ts as ret) , 
5 v 4 De a. 
t sae D Oy (4 2) a8} (151) 


gesetzt ist. 
Fihrt man die durch (17) bestimmte Wellenlange im Vakuum 4, ein, so 
ergibt sich aus (150) 


Mi = Got ae tet bd a — --, (152) 
wobei nach (151) 
ig = Nig; Gy =(ant}"a,,, Dig eoonc) 24h he (a 12, Bee ee (59) 


zu setzen ist. 

Fiir m3 und m3 erhalt man zwei den Formeln (150) bzw. (152) entsprechende 

Reihenentwicklungen, bei welchen fiir die Konstanten (451) und (453) der (erste) 
Index 1 mit 2 bzw. 3, und x mit y bzw. z vertauscht auftritt. Dieselben geben 
die Beobachtungen, die sich bei FluBspat, Sylvin, Steinsalz, Kalkspat und Quarz 
bis weit ins Ultrarote und Ultraviolette erstrecken, richtig wieder*); zu deren 
Darstellung geniigt in den meisten Fallen die Beschrankung auf wenige Anfangs- 
glieder der Reihe. 
_ Aus den durch die Beobachtung gewonnenen Parametern a), a,; und 
b,;(4 = 1,2,3; %=1,2,3,..-.) der Reihenentwicklung (152) lassen sich 
wichtige Schliisse iiber die Natur der Gitterteilchen und der zwischen ihnen 
wirkenden Krafte ziehen; hieriiber, sowie beziiglich des Zusammenhanges der 
Eigenfrequenzen mit anderen physikalischen Eigenschaften der Kristalle ist 
auf die Darstellung der Dispersion in Kap. 10 dieses Bandes sowie auf den 
Abschnitt iiber die theoretischen Grundlagen des Aufbaues der festen Materie 
in Bd. XXIV dieses Handbuches zu verweisen. 

Mit den Hauptbrechungsindizes hangen natiirlich auch die Parameter aj, 
und 4,, von der Temperatur ab’). 

Kennt man die Dispersion der Hauptbrechungsindizes, so ist auch die 
Dispersion der Doppelbrechung, d. h. (vgl. Ziff. 9) der GréBen d, = ny — nz, 
dy =n, —, und d,=n,—n, bekannt. Sind dj und d/ (1 =1, 2, 3) die Doppel- 
brechungen fiir zwei Frequenzen w’ und w”’, d; die entsprechende Doppelbrechung 
fiir eine zwischen w’ und m” liegende mittlere Frequenz w, so versteht man 
unter der relativen Dispersion der Doppelbrechung*) des Intervalls (w’, @’’) 


Sf f 


den Ausdruck = hapa ; sein reziproker Wert nimmt erfahrungsgemaB bei Kri- 
1) Vgl. Kap. 10 dieses Bandes. 
2) Vgl. die Angaben S. 692, Anm. 1. 
3) Vel. z. B. A. Exrincuaus, N. Jahrb. f. Min. Beil. Bd. 41, S. 357. 1916; ZS. f. Krist. 
Bd. 56, S. 418. 1921; Bd. 59, S. 406. 1924. 


696 Kap. 11. G. Szivessy: Kristalloptik. Ziti es 


stallen, deren Kationelemente einer und derselben Vertikalreihe des periodischen 
Systems angehéren, mit zunehmendem Atomgewicht des Kationelementes ab’). 

Geht bei einem optisch einachsigen Kristall die Doppelbrechung 13 — My 
bei Anderung der Frequenz von positiven zu negativen Werten iiber, so muB sie 
fiir eine bestimmte Frequenz verschwinden; fiir diese Frequenz verhalt sich 
dann der Kristall in optischer Hinsicht offenbar wie ein solcher des kubischen 
Systems, d.h. isotrop. Beispiele fiir dieses Verhalten bieten die Mineralien Apo- 
phyllit, Vesuvian?), Fuggerit?) und Torbernit*). 

27. Dispersion der optischen Symmetrieachsen. Da die Lage des optischen 
Symmetrieachsenkreuzes x, y, z gegeniiber dem festen Bezugssystem x’, y’, 2 
durch die optischen Dielektrizitatskonstanten «3, ¢3, und ¢€,., bestimmt wird 
(vgl. Ziff. 8), so kann sie nur bei denjenigen Kristallsystemen Dispersion zeigen, 
bei welchen diese Konstanten nicht simtlich identisch verschwinden, namlich 
(vgl. Ziff. 23) bei den Kristallen der triklinen und monoklinen Systems. 

Bei den Kristallen des triklinen Systems besitzt die Lage des ganzen 
optischen Symmetrieachsenkreuzes Dispersion, da bei diesen alle drei GréBen 
f93, 3, und ¢,, von Null verschieden sind, bei den Kristallen des monoklinen 
Systems dagegen (wegen & 3 = &3, = 0) nur das senkrecht zur ausgezeichneten 
z-Achse liegende x y-Achsenkreuz. 

Fihren wir bei den monoklinen Kristallen ein festes System x’, y’, z 
ein, dessen z’-Achse mit der z-Achse zusammenfallt und ist g der Winkel zwischen 
der zx-Ebene und der z’x’-Ebene, so folgt aus (40) die Beziehung’®) 


2&4 


la 


tg 2 — oe = oe ~ (154) 


die zusammen mit (39) die Frequenzabhangigkeit von q darstellt und damit 
die Dispersion des optischen Symmetrieachsensystems bestimmt. 

Die Dispersion der optischen Symmetrieachsen wurde bei den Kristallen 
des monoklinen Systems im sichtbaren Spektralbereiche zuerst eingehend von 
DuFet*) und neuerdings mit vollkxommeneren Hilfsmitteln von BEREK’) und 
PETRow’) gemessen; im ultraroten Spektralbereiche hat sie RUBENS®) und 
GoENsS!°) untersucht. 

Im Ultraroten zeigt m als Funktion der Frequenz eigentiimliche Umkehr- 
stellen, die bei manchen Kristallen (z. B. Gips) auch im sichtbaren Spektral- 
bereiche vorkommen; auch kénnen relative Maxima und Minima, sowie Wende- 
punkte auftreten. Dieser anormale Dispersionsverlauf von q laBt sich mit 
Hilfe von (154) erklaren und zwar ergibt sich, daB die Dispersion der optischen 
Symmetrieachsen bei denjenigen Frequenzen besonders stark sein muB, bei 
welchen die Dispersion der Doppelbrechung (vgl. Ziff. 26) am gréBten ist14). 

Fiir unendlich lange Wellen (mw = 0) gehen die optischen Dielektrizitats- 
konstanten in die statischen Dielektrizitatskonstanten (Ziff. 8) und daher die 


1) A, EHRINGHAUS u. H. Rose, ZS. f. Krist. Bd. 58, S. 460. 1923; Bd. 59, S. 249. 1924. 


) 
WCU KRGEINne Berle Ber 1892.1 )osedi ze 

3) E, WEINSCHENK, ZS. f. Krist. Bd. 27, S. 581. 1897. 

) N. L. Bowen, Sill. Journ. (4) Bd. 48, S.195. 1919. ' 

) S. Nakamura, Phys. ZS. Bd. 6, 5. 172. 1905. 

SH Durer Sullessocemmineral dad Oso Anco em C atm Se 1 Some or 

‘) Me BEREK, N. Jahrb. f. Min. Beil. Bd. 33, S. 633. 1912 (Gips). 

8) K. Petrow, N. Jahrb. f. Min. Beil. Bd. 37, S. 457. 1914 (Adular, Borax, Colemanit, 
Biel eae Hornblende, Kobaltblite, Sanidin, Triphan, Vivianit). In dieser Abhandlung 
findet sich auch eine Zusammenstellung der alteren Beobachtungen. 

®) H. RusBens, Berl. Ber. 1919, S. 976: ZS. {. Phys. Bd. 1, S. 11. 1920 (Gips, Augit, 
Orthoklas, Adular). 

10) E. Gorns, ZS. f. Phys. Bd. 6, S. 12. 1921 (Gips, Augit, Orthoklas, Adular). 

11) M. BEREK, Verh. d. D. Phys. Ges. (3) Bd.2, 5.71. 1921; ZS. £. Phys. Bd. 8, S. 298. 1922. 
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optischen Symmetrieachsen in die elektrischen Symmetrieachsen iitber; in der 
Tat ist nach den Beobachtungen von RuBENs!) schon fiir die ultraroten Wellen 
der Unterschied zwischen den beiden Achsensystemen nur noch gering. 

28. Dispersion der Schwingungsrichtungen. Aus (84) folgt, daB die auf 
die optischen Symmetrieachsen bezogenen Schwingungsrichtungen »’ und 0” 
der beiden im Kristall in einer bestimmten Wellennormalenrichtung 8 sich 
fortpflanzenden, linear und senkrecht zueinander polarisierten Wellen bei optisch 
zweiachsigen Kristallen wegen der Frequenzabhingigkeit von 11, 3, M3, ™ und 
ng im allgemeinen ebenfalls mit der Frequenz veranderlich sind; dieses Verhalten 
wird als Dispersion der Schwingungsrichtungen oder Polarisations- 
ebenen bezeichnet. 

Bei den Kristallen des triklinen und monoklinen Systems iiberlagern sich 
Dispersion der Schwingungsrichtungen und Dispersion der optischen Symmetrie- 
achsen; ist letztere anomal, d.h. andert sie sich mit der Frequenz nicht 
monoton (vgl. Ziff. 27), so kann die Dispersion der Schwingungsrichtungen fiir 
gewisse Wellennormalenrichtungen § trotzdem eine normale sein?). 

29. Dispersion der Binormalen. Aus (76) folgt, daB der Binormalenwinkel O 
wegen der Dispersion der Hauptbrechungsindizes ebenfalls Frequenzabhangigkeit 
zeigen mu; man bezeichnet diese kurz als Dispersion der Binormalen’), 

Bei den Kristallen des triklinen Systems ist [wegen der Dispersion der 
optischen Symmetrieachsen (vgl. Ziff. 27)] auch bei der die Binormalen enthal- 
tenden optischen Symmetrieebene, sowie bei den (je mit einer optischen Symmetrie- 
achse zusammenfallenden) Mittellinien Frequenzabhangigkeit vorhanden; voll- 
standige Messungen, die sich auf dieses Verhalten beziehen, sind jedo¢h noch 
nicht durchgefiihrt*). 

Bei den Kristallen des monoklinen Systems liegt eine der beiden Mittel- 
linien in der Spiegelebene®); die andere Mittellinie liegt entweder ebenfalls in 
der Spiegelebene oder senkrecht zu ihr®). Im ersteren Falle fallt die Ebene der 
Binormalen fiir alle Frequenzen mit der Spiegelebene zusammen, wahrend sich 
der Binormalenwinkel und die Lage des Kreuzes der beiden Mittellinien mit der 
Frequenz andern; man bezeichnet diesen Fall als geneigte Dispersion. Im 
zweiten Falle ist nur der Binormalenwinkel und [wegen der Dispersion des in 
der Spiegelebene liegenden optischen Symmetrieachsenkreuzes (vgl. Ziff. 27)] die 
Lage der (senkrecht zur Spiegelebene liegenden) Binormalenebene mit der Frequenz 
verdnderlich; diesen Fall nennt man gekreuzte oder horizontale Dispersion, 
je nachdem die erste oder die zweite Mittellinie senkrecht zur Spiegelebene liegt’). 


1) H. Rowens, Berl. Ber, 1919, S. 976; ZS. f. Phys. Bd. 14, S. 14. 1920. 

2) M. BEREK, N. Jahrb. f. Min. Beil. Bd. 33, S. 659. 1912; Centralbl. f. Min. 1912, S. 739. 

3) Eine Zusammenstellung der alteren Arbeiten tiber die Dispersion der Binormalen 
und ihre Temperaturabhangigkeit bei U. Panicu1, Mem. Acc. Linc. (5) Bd. 6, S. 38. 1906. 

4) DaB die Dispersion der Binormalen bei den triklinen Kristallen keinerlei Symmetrie 
zeigt, hat schon F. NEUMANN (Pogg. Ann. Bd. 35, S. 204. 1835; Ges. Werke Bd.II, S. 352. 
Leipzig, 1906) bei Traubensaure beobachtet. 

5) Bzw. in der senkrecht zur zweizahligen Symmetrieachse liegenden Ebene (vgl. Ziff. 23). 

6) F. NEUMANN, Pogg. Ann. Bd. 35, S. 381. 1835. 

7) Die geneigte Dispersion wurde zuerst von J.G. NORREMBERG (I’. NEUMANN, Pogg. Ann. 
Bd. 35, S.81. 1835; Ges. Werke, Bd.II, S. 344. Leipzig 1906) bei Gips, die gekreuzte Dis- 
persion von J. HERSCHEL (Corresp. math. et phys. de l’obs. de Bruxelles Bas) fin doses 
Pogg. Ann. Bd. 26, S. 308. 1832) und J. G. NORREMBERG (ebenda Bd. 26, S. 309. 1832; Bd. 35, 
S. 382. 1835; F. NEUMANN, ebenda Bd. 35, S. 84. 1835; Ges. Werke Bd. II, S. 344. Leipzig 
1906) bei Borax, die horizontale Dispersion von D. Brewster [Trans. Edinbg. Roy. Soc. 
Bd. 11, S. 273. 1831; Phil. Mag. (3) Bd.1, S.417. 1833] bei Glauberit und von F. NEUMANN 
(Pogg. Ann. Bd. 35, S. 204. 1835; Ges. Werke Bd. Il, S. 352. Leipzig 1906) bei Ortho- 
klas (Adular) gefunden. Die Bezeichnungen stammen von A. DEscLoizEAux (Manuel de 
minéral. Bd. I, S. XXVIII. Paris 1862). 
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Zuweilen verlauft die Dispersion der Binormalen so, da8 die Binormalen- 
ebene fiir einen gewissen Spektralbereich mit der Spiegelebene zusammenfallt 
und fiir einen anderen Spektralbereich senkrecht zu ihr liegt+); fiir eine be- 
stimmte Frequenz ist der Kristall dann optisch einachsig und die optische Achse 
liegt entweder parallel zur Spiegelebene oder senkrecht zu ihr. So z. B. zeigt 
Gips?) bei héheren Temperaturen fiir den violetten Bereich des Spektrums 
gekreuzte, fiir den roten Bereich geneigte Dispersion, wahrend sich Sanidin?) 
bei héheren Temperaturen umgekehrt verhalt*). 

Bei den Kristallen des rhombischen Systems kann wegen der festen 
Lage des optischen Symmetrieachsenkreuzes (vgl. Ziff. 23) sich nur der Bi- 
normalenwinkel stetig mit der Frequenz dndern®), nicht aber die Lage der 
Binormalenebene, die stets eine bestimmte kristallographische Symmetrieebene 
ist. Zuweilen erfolgt die Dispersion des Binormalenwinkels so, da8 er fur eine 
bestimmte Frequenz verschwindet, der Kristall also bei dieser Frequenz optisch 
einachsig ist®); beim Durchgang durch diese Frequenz geht dann die Binormalen- 
ebene in eine andere kristallographische Symmetrieebene iiber. 

Da der Binormalenwinkel auBer von der Frequenz noch von der Temperatur 
abhangt (vgl. Ziff. 25), so andert sich mit der Temperatur auch die Frequenz, 
bei welcher er verschwindet und der Kristall optisch einachsig wird. 


b) Gesetze der Reflexion und Brechung bei nicht 
absorbierenden, nicht aktiven Kristallen. 


ow) Richtung der Wellennormalen und Strahlen bei der partiellen 
Reflexion und Brechung. 


30. Reflexion und Brechung an der ebenen Begrenzungsflache zweier an- 
einander grenzender Kristalle. Wir betrachten die Reflexion und Brechung 
an der ebenen Begrenzungsflache eines Kristalls und fassen zunichst den all- 
gemeinen Fall ins Auge, da beide aneinander grenzenden Medien nicht ab- 
sorbierende, nicht aktive Kristalle sind. Den Ausgangspunkt bei der 
Behandlung des Problems bilden die Feldgleichungen (9), (10), (44) und (42) 
zusammen mit den Grenzbedingungen (5) und (6). 


1) Uber die empirisch gefundenen Bedingungen fiir das Eintreten dieses Verhaltens 
sowie iiber die Abhangigkeit des Verlaufes der Dispersion der Binormalen von der GréBe 
des Binormalenwinkels vgl. A. E. H. Tutton, ZS. f. Krist. Bd. 42, S. 554. 1907; St. KREUTZz, 
Wiener Ber. Bd. 117 (4), S. 884. 1908. 

*) A, DESCLOIZEAUX, Mém. présent. par div. sav. a l’Acad. des Scienc. Bd. 18, S. 644. 
1868. Bei Gips zeigt der Dispersionsverlauf des Binormalenwinkels bei 19° C fiir die Wellen- 
lange 2) = 575 mu ein Maximum [V. v. Lane, Wiener Ber. Bd. 76 (2), S. 793. 1877; H. DuFET, 
Bull. soc. minéral. Bd. 11, S. 128. 1888; Journ. de phys. (2) Bd. 7, S. 295. 1888; A. Mu- 
HEIMS, ZS. f. Krist. Bd. 14, S. 230. 1888]. 

3) A. OFFRET, Bull. soc. minéral. Bd. 13, S. 635. 1890. 

4) Weitere Beobachtungen hierititber: H. Laspreyres, ZS. f. Krist. Bd. 1, S. 529. 1877 
(Glauberit); G. WyRouBorF, Bull. soc. minéral. Bd. 5, S. 160. 1882 (Natriumchromat) ; 
O. Mtccz, N. Jahrb. f. Min. 1895, (1) 5.265 (Syngenit); A. E.H. Turton, ZS. f. Krist. 
Bd. 42, S.554. 1907 (Casiummagnesiumselenat, Casiummagnesiumsulfat); L! DrLHave, 
Bull. soc. minéral. Bd. 41, S.90. 1918 (Natriumchromat). 

°) Zuerst beobachtet von J. HERSCHEL (Phil. Trans. 1820, S. 45) bei Topas und Aragonit. 

8) A; DESCLoIzEAUX, C. R. Bd. 89, S. 922. 1879 (Saccharin); TH. Hiorrpaut, ZS. f. 
Krist. Bd. 7, S. 69. 1883 (isomorphe Mischungen von Eisen- und Manganpikrat) ; V. v. ZEPHA- 
ROVICH, ebenda Bd. 8, S. 577. 1884 (Brookit); R. Brauns, N. Jahrb. f. Min. 1891, (2) S. 12 
(isomorphe Mischungen von Chlor- und Bromzimtaldehyd); A. E.H. Turron, Journ. chem. 
soc. Bd. 65, S. 663. 1894 (Rubidiumsulfat); ZS. f. Krist. Bd. 42, S. 554. 1907 (Rubidium- 
sulfat, Casiumselenat); L. BRUGNATELLI, ebenda Bd. 29, S. 54. 1898 (Saccharin) ; P. SEve, 
Jour. de phiys, (6) Bde 4, S$. 173. 1920) (Cerussit)=) Bde 5)aSn 240) 4004 (Hemimorphit) ; 
S. Réscu, ZS. f. Krist. Bd. 65, S.694. 1927 (Dibenzoylmethan-enol). 
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Wir legen das rechtwinklige Rechtssystem x’, y’, 2’ so, daB die x’ y’-Ebene 
in die gemeinsame Begrenzungsebene der Kristalle zu liegen kommt; das System 
x’, y’, 2’ fallt im allgemeinen mit keinem der beiden optischen Symmetrieachsen- 
systeme zusammen. Den Kristall, in welchem die positive z’-Achse liegt, be- 
zeichnen wir im folgenden stets als den ersten, den anderen als den zweiten. 

Betrachten wir in dem ersten Kristall eine Wellennormalenrichtung $, so 
gehoren zu dieser im allgemeinen zwei linear und senkrecht zueinander polarisierte 
Wellen mit verschiedenen Brechungsindizes (vgl. Ziff. 11 und 13). Eine solche 
Welle bezeichnen wir als einfallende Welle, wenn die zu ihr gehérende Strahlen- 
richtung mit der positiven z’-Achse einen stumpfen Winkel bildet; beim Auf- 
treffen auf die Begrenzungsflache gibt sie zu einem System reflektierter und 
gebrochener Wellen Veranlassung. 

Der Fall zweier ebenflachig aneinander grenzender Kristalle laBt sich (wegen 
der stets vorhandenen isotropen Zwischenschicht) zur Priifung der Brechungs- und 
Reflexionsgesetze experimentell kaum realisieren; er ist in der Natur verwirklicht 
bei Zwillingskristallen mit der Vereinfachung, da8 beide (sonst gleichartigen) 
Kristalle sich nur durch ihre kristallographische Orientierung unterscheiden und ihre 
optischen Symmetrieachsensysteme symmetrisch zur gemeinsamen Begrenzungs- 
flache (Zwillingsebene), hegen. Die Erscheinungen der Reflexion und Brechung an 
der Zwillingsebene haben bei optisch einachsigen Kristallen Gratticu!) und Ost- 
HOFF*) berechnet und durch einige an Kalkspat angestellte Versuche qualitativ be- 
statigt; bei optisch zweiachsigen Kristallen wurden sie von RAYLEIGH®) (unter der 
speziellen Annahme, daB die Zwillingsebene senkrecht zu einer optischen Symmetrie- 
ebene steht und letztere parallel oder senkrecht zur Einfallsebene liegt) behandelt*). 

In dem allgemeinen Falle zweier aneinandergrenzender kristalli- 
nischer Medien ist auch der wichtige Sonderfall enthalten, daB eines der 
beiden aneinandergrenzenden Medien isotrop ist; auf diesen beziehen 
sich fast alle zur Priifung der Theorie angestellten Beobachtungen*). 

31. Brechungsindex und Schwingungsazimut der einfallenden Welle 
bei gegebener Wellennormalenrichtung. Der Lichtvektor der einfallenden 
Welle ist [vgl. (13), (16) und (18)] A 

ln eed ira (155) 


ist $ gegeben, so sind auch Brechungsindex » und Schwingungsrichtungen } 
eindeutig bestimmt, wie in dieser Ziff. gezeigt werden soll. 


1) J. Graiticn, Wiener Ber. Bd. 11, S. 817. 1853; Bd. 12, S. 230. 1854; Bd. 15, S. 341. 
4855; Bd. 19, S. 226. 1856; Wiener Denkschr. Bd. 9 (2), S. 57. 1855; Bd. 11 (2), S. 41. 1856; 
Pogg. Ann. Bd. 98, S. 203. 1856. 

2) A, OstHorFF, N. Jahrb. f. Min. Beil. Bd. 20, S.1. 1905. 

3) Lord RaYLeicH, Phil. Mag. (5) Bd. 26, S. 241. 1888; Scient. Pap. Bd. 3, S. 190. 
Cambridge 1902. 

4) Nach Lord Rayreicu [Phil. Mag. (5) Bd. 26, S.256. 1888; Scient. Pap. Bd. 3, 
S. 204. Cambridge 1902] sind die Farbenerscheinungen, die bei Reflexion von weiBem 
Lichte im Inneren mancher Kaliumchloratkristallblattchen auftreten (G. G. SToKEs, Proc. 
Roy. Soc. London Bd. 38, S. 174. 1885; Mathem. and Phys. Pap. Bd. 5, S. 164. Cambridge 
1905; H. G. Mapan, Nature Bd. 34, S. 66. 1886), auf Reflexionen an einem System zahl- 
reicher Zwillingslamellen zuriickzufithren. Uber die dabei unter Umstanden auftretenden 
dunkeln Banden vgl. R. W. Woop, Phil. Mag. (6) Bd. 12, S. 67. 1906. 

5) Das Problem der Reflexion und Brechung an Kristallen wurde fiir den Fall, daB 
das erste Medium isotrop ist, theoretisch zuerst von F. NeuMANN (Abhandlgn. d. 
Berl. Akad. 1835, S. 1; Ges. Werke Bd. II, S. 359. Leipzig 1906) und fast gleichzeitig von 
J. Mac Cutracu (Trans. R. Irish Acad. Bd. 18, S. 31. 1838; Collect. Works, S. 87. London 1880) 
gelést. Den allgemeineren Fall zweier aneinandergrenzender kristallinischer Medien 
hat spater G. KircHHoFF (Abhandlgn. d. Berl. Akad. 1876, S. 52; Ges. Abhandign., Seeks 
Leipzig 1882; Vorlesungen itiber mathem. Physik Bd. II. Mathem. Optik. Herausgeg. von 
K. HENSEL, S. 222. Leipzig 1891) behandelt. 
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a) Berechnung des Brechungsindex der einfallenden Welle. 
Um zu erhalten, benutzen wir die in Ziff.16a) besprochene, auf das Indexellip- 
soid gegriindete Konstruktion. Die Gleichung des Indexellipsoides in bezug 
auf das Koordinatensystem x’, y’, 2’ ist 


1 gl 1 2 2 2, 
ee ee en ae a ae ee es 
iy N32 N33 N33 ~ N34 Uae) 


dabei hat man, falls &,, %:, %3, 81, Bot Bs, Y1> Ye. 73 die Richtungskosinus der 
optischen Symmetrieachsen gegen die Koordinatenachsen sind, 


pig eto ia Cen a7: EC er cee eee aL 
ni, ny ee Nig nt | net ni’ Ni, = ny ' ni} n;’ 
1 &QM% Bobs, 273 ae ef etays BsPx , Yas Fe, 
nN? nme | nt | nw? 2 MP nw | ne? 
es ase Pi Ps oh vive 
nm, ne ' n ne * 


Wahlen wir der Einfachheit halber das Koordinatensystem x’, y’, 2 so, daB die 
z’%'-Ebene parallel zur Wellennormalenrichtung $ der einfallenden Welle liegt, 
somit Einfallsebene wird, so lautet die Gleichung der durch den Koordinaten- 
anfangspunkt senkrecht zu 8 gelegten Ebene 


x’sing + z’cosm = 0, (158) 


wobei m der (durch 8, = cosp bestimmte) Winkel zwischen 8 und der positiven 
z'-Achse ist. 

Ist B der Vektor, der vom Koordinatenanfangspunkte zu einem Punkte des 
durch (156) und (158) bestimmten ebenen Zentralschnittes gezogen ist und bedeutet 


7 den Winkel, den er mit der 2’x’-Ebene bildet, so haben wir 8, = | Xs | siny und 
k6nnen 
C= Bo y= B,=|Blsinn, = B= —|Blcosnsing 


setzen, da hierdurch die Gleichung (158), sowie die fiir & geltende Bedingung 
BV? = Vr, + B?, + BV? erfiillt wird. Das Einsetzen dieser Werte in (156) liefert 
uns folgende Gleichung des ebenen Zentralschnittes 
i 
Q32 


(ol : ie 
= lee cos?@ + a 


cos? -+ sin? 
(159) 
+2 | 


) sin n COSY ; 


hierzu tritt die eee 
sin?y + cos?7 —1=0. 


Zur Bestimmung des gré8ten und kleinsten Wertes von | & | erhalten wir aus 
den beiden letzten Gleichungen bei Einfiithrung des noch unbestimmten Multi- 
plkators 1/n? die beiden Bee 


(4 2 Lees De se 1 
(Se COS* p ar 72, In" YP — Fe sing cosp — Fe) cosy 
33 31 


M4 
1 de tae eis 
a (—- cos — ag in) sing) = 0, (160) 


1 1 1 1 5 2 
[= cos = a Sing) cosy +. & — sz) sing == (Ne | 


Nye ns 
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Das gleichzeitige Bestehen derselben erfordert das Verschwinden ihrer 
Determinante, so dab wir fiir 1/n? die biquadratische Gleichung 


face Pa a. ee ok! 1 
| 7 cos? + —sin?g — — sing cosp — —) |—- — 
My N33 sy WW") \Ns5 n (161) 


9 


< 


: COS ¢ : sing) =0 
(x . ni, A as 


erhalten; auBerdem ergibt sich aus (160) und (159) 
n2 = 32, 


Nach Ziff. 16a) ist somit » in der Tat der Brechungsindex einer einfallen- 
den Welle mit der durch 8, = sing, 8, = 0, 8, = cosq bestimmten Wellen- 
normalenrichtung 3. Gleichung (161) gibt daher die Lésung der Aufgabe, 
den Brechungsindex der einfallenden Welle bei gegebener 
Wellennormalenrichtung zu berechnen; die in (161) auftretenden 
Koeffizienten bestimmen sich aus den Hauptbrechungsindizes des Kristalls, in 
dem sich die einfallende Welle ausbreitet, gemaB (157). 

b) Berechnung des Schwingungsazimuts der einfallenden 
Welle. Die gesuchte Schwingungsrichtung » der einfallenden Welle ist die 
Richtung der  entsprechenden Halbachse des ebenen Zentralschnittes. Wir 
haben somit 

Dd, = cosy Cos@, Dy = sing, Dy = —cosysing, (162) 


wobei fiir 7, das Azimut der Schwingungsrichtung gegen die Einfalls- 
ebene oder das Schwingungsazimut, nach der zweiten Gleichung (160) die 
Beziehung 

1 1 


2 


fie Ge 


cotgy = = (163) 


tas 
ae oe sin p 
gilt. #52, M3 und 4, sind dabei wieder durch die Hauptbrechungsindizes n,, n, 
und #, des Kristalls, in dem sich die einfallende Welle ausbreitet, gemaB (157) 
bestimmt. 

32. Lage der Wellennormalen der reflektierten und gebrochenen Wellen. 
Wir unterscheiden die reflektierten Wellen durch I, II, IlI,..., die ge- 
brochenen Wellen durch 1, 2,3,... und schreiben fiir ihre Lichtvektoren 
nach (155) 
i “ gD wn) 


) 
iw(t- ns) x) 
c 
, ) 


_ = — - ia 


= 2 iw(t- wees gut gut) 
(IT) — DUD e c Cee 
(164) 
; (: ad wen) i (¢ ne 0) 
= =¢olt— —— 3 ( —1@ Shoma! | 
DH) — DH e c , DH?) = DO) e e ; 


ni) 
ie - -io (: - (3) x) 
DO = DHe c Acie 
Um die Lage der Wellennormalenrichtungen 3, 57, 3@),... und 3, 5@), BS). 
zu erhalten, benutzen wir die erste der Gleichungen (6); (155) und (164) ergeben 
dann fiir die Begrenzungsebene z’ = 0 


De + DP + DP 4 DY 4 = DP + DP+DP+ ---. (165) 
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Fiir jeden Punkt x’, y’ der gemeinsamen Begrenzungsebene # = 0 ist 


4 ‘ . 1 2) , 
iy tp aa aaa =a, 
. (2) »(1) »(2) / 
eal ties 

; . (2 i 
te rP yp ise ro) y2 ae On 


da die z’x’-Ebene zur Einfallsebene gewahlt wurde, so ist 3, = 0, und es folgt 
aus der letzten Gleichung mit Riicksicht auf (155) und (164) fiir einen beliebigen 
Punkt der gemeinsamen Begrenzungsebene 


ee) ; Boe AON pace deay of 5 AD Oy op 4 ACD yp 
aa) a Sx @ ASU ww SOs (3,7 a +30y ) WD Uo A (8% : T By Yu ) \ 
Dy é + Dy é + DY é€ = 
ni) : ; BY) of 
jo (Daisey) me io (Be'+ey) 
DD e c d 2) me 
eae od I a 


Diese Bedingung muB fiir jeden Punkt der x’y’-Ebene, d.h. fiir jedes Werte- 
system x’, y’ gelten; es folgt somit 


3) gu oe Ley 3) 3) 3%) cote a= 0, (166) 
NBy = nO B® — na — nD gt — ... — ng) — n@ 3% — n®3® =... (467) 


Die beiden Gleichungen enthalten das Gesetz fiir die Lage der Wellen- 
normalen der reflektierten und gebrochenen Wellen. 

(166) sagt aus, daB die Wellennormalen der reflektierten und ge- 
brochenen Wellen parallel zur Einfallsebene (y’ = 0) legen. 

Aus (167) folgt, daB die Sinus der Winkel zwischen dem Einfallslot 
und den Wellennormalen der reflektierten und gebrochenen Wellen 
sich verhalten wie die reziproken Brechungsindizes?). Bezeichnen 
wir némlich mit m bzw. 9, gv), mp4) ... baw. ~, m@, m&,-... die Winkel, 
welche das mit der positiven z’- Achse zusammenfallende Einfallslot mit $ bzw. 


gh gH chi bzw. 8%, 8@, 38), ... bildet, so haben wir 3, = sing, 
gD) sing, 3D) = — sin oo os, 22 =singY, 38 =sing®,... und dem- 
nach nach (167) 
sing:sing®: sing“): sing@):...:sing®:sing®:... | 
IS 1 gens gt Sale es Ge 
~ nD pe” yumerr nm)" p@* w@-** | 


Hierbei bedeutet offenbar ~—q den sog. Einfallswinkel; go, pm, 
sind die Reflexionswinkel und a2— go, a—gq®,.... die Brechungs- 
winkel. 

33. Wellennormalenrichtungen, Schwingungsazimute und Anzahl der 
reflektierten und gebrochenen Wellen. Wahrend bei der Reflexion und 
Brechung an der gemeinsamen Begrenzungsflache zweier isotroper Kérper 
nie mehr als eine reflektierte und eine oe Welle auftreten kdfnen, sind, 
wie wir jetzt zeigen werden2), bei demm entsprechenden Vorgang an der gemein- 
samen Begrenzungsflache zweier Kristalle im allgemeinen Heed Pei lek tee vec 
und zwei gebrochene Wellen vorhanden. 


a) F. Neonann Abhandlgn. d. Berl. Akad. 1835, S.9; Ges. Werke Bd.II, S. 369. 
Leipzig 1906; G. KIRCHHOFF, Abhandlgn. d. Berl. Akad. 1876, S. 76; Ges. Abhandlgn., 
S. 369. Leipzig 1882. 

2) G. Kircunorr, Abhandlgn. d. Berl. Akad. 1876, S. 79; Ges. Abhandlgn., S. 370. 
Leipzig 1882; Vorlesungen tiber mathem. Physik Bd. 1. Mathem. Optik. Herausgeg. von 
K. HENSEL. S. 224. Leipzig 1891. 
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a) Berechnung der Wellennormalenrichtungen der reflek- 
tierten und gebrochenen Wellen. Zwischen den Werten gy, n® 
irgendeiner im ersten Kristall sich ausbreitenden Welle und den entsprechenden 
Werten g, » der einfallenden Welle (155) besteht nach (168) die Beziehung 


nsing = n sing; (169) 
ferner gilt fiir m“ und n® die (161) entsprechende Gleichung 
1 Pac nigt wove i? 
(3; COS* gO + — -sin’ 2m az, Sin p cos p - a) ae nal 


1 . i A 
fe aes y= 0. 


Setzt man in diese Gleichung fiir n den aus (169) folgenden Wert ein, dividiert 
mit cost@® und benutzt die Identitat er =1+tg?~, so folgt fiir den 


Winkel g® einer sich im ersten Kristall ausbreitenden reflektierten 
Welle (= T2i5 dil - die Bedingungsgleichung 


: - i! ; . 1 1 ‘I F 
A) 2 mi | 7 
i(e™) ={A \m2, mn sin® =) eg ie 1 oe n? sin? | tg ge } 


4 ‘ Re 
= es a "gat (4 == te? pl )) = 0 


1 
5 


(170) 


Gleichung (170) erméglicht die Berechnung der Reflexionswinkel g® (i = I, II, 
III, ...) der sich im ersten Kristall ausbreitenden reflektierten 
Wellen. Eine ganz entsprechende Gleichung gilt fiir die Winkel g© (i = 1, 2,3,...) 
der sich im zweiten Kristall ausbreitenden, gebrochenen Wellen’). 
Die in (170) auftretenden GréBen 14,1, M2, M33, M42, M23 UNd M3, sind durch die 
Formeln (157) bestimmt, in welchen fiir 1, 1,, 23, 01, %, .-., 73 die Werte fir 
den ersten bzw. zweiten Kristall einzusetzen sind, je nachdem es sich um eine 
Welle im ersteren bzw. letzteren handelt. 

b) Berechnung der Schwingungsazimute der reflektierten 
und gebrochenen Wellen. Fir die Schwingungsrichtungen d® der 
reflektierten und gebrochenen Wellen gelten Gleichungen von der 
Gestalt (162), namlich 


n® = cosy cosg™, bY? = sin 7, bY = — cosy sing | 174) 
(i =I, II, IU,... bzw. =14, 2,3,...), | 
wobei die Schwingungsazimute 9 die (163) entsprechende Bedingung 
1 1 


nr ne, 


cotgy) = ———- 
— cosy — sin mo 
ia the 


zu erfiillen haben, die mit Hilfe von (169) auf die Form 
1 
2 to? md — 
(32 ae Ns Jb oF 
1 
on 


Nis (172) 


cotg7 = 
gebracht werden kann. 


1) Aus den Winkeln gy (7 = 1, 2,3,..-) ergeben sich nach Ziff.32 die Brechungs- 
qwinkel zu a — gy. 
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c) Anzahl der reflektierten und gebrochenen Wellen. Aus 
(162) und (163) bzw. (171) und (172) folgt, daB durch jeden Wert von tgg” 
die zugehérige Schwingungsrichtung ) im ersten oder im zweiten Kristall ein- 
deutig bestimmt ist; jeder Wurzel der Gleichung (170) und der entsprechenden, 
fiir den zweiten Kristall gebildeten Gleichung entspricht also nur eine Welle, 
und da beide Gleichungen biquadratisch sind, so sind demnach vier verschiedene 
Wellen im ersten und vier im zweiten Kristall méglich. 

Aus der Zweischaligkeit der Strahlenflache ergibt sich, daB, wenn (470) 
vier reelle Wurzeln besitzt, zwei von ihnen einfallenden, die beiden anderen 
reflektierten oder gebrochenen Wellen angehéren miissen, und da8 nur eine 
einfallende und eine reflektierte oder gebrochene Welle existiert, falls (170) nur 
zwei reelle Wurzeln besitzt; das gleiche gilt fiir die zu (170) analoge Gleichung 
des zweiten Kristalls. Experimentell realisieren lassen sich nur solche FaAlle, 
in denen nur eine einfallende Welle auftritt; besitzen (170) und die ent- 
sprechende, fiir den zweiten Kristall gebildete Gleichung lauter reelle Wurzeln, 
so muB man daher die Amplituden von dreien der vier insgesamt modglichen 
einfallenden Wellen!) gleich Null annehmen, z. B. im ersten Kristall von 
einer, im zweiten Kristall von beiden Wellen. Im dem ersten 
Kristall, in dem die ittbrigbleibende einfallende Welle sich aus- 
breitet, treten daher neben dieser im allgemeinen noch zwei 
reflektierte und in dem zweiten Kristall zwei gebrochene Wellen 
auf; diesen Fall, der in den folgenden Ziff. 34 bis 49 vorausgesetzt ist, be- 
zeichnet man als partielle Reflexion und Brechung?). 

d) Gegenseitige Lage der Schwingungsrichtungem der ge= 
brochenen Wellen. Fiir die Schwingungsazimute der beiden im zweiten 
Kristall sich ausbreitenden gebrochenen Wellen laBt sich folgende Beziehung 
erleiten’) {tg ten ® + cos(p® — y®)} sin(y® + p) | 

tg 6M sin? p® tg 62 sin? g® 


cos 7) cos 9) 


(173) 


=| 


hierin bedeuten €® und €@) die Winkel zwischen den Wellennormalenrichtungen 
der gebrochenen Wellen und ihren zugehérigen Strahlenrichtungen, die sich mit 
Hilfe von (127) \berechnen’). Aus (173) folgt, daB die Schwingungsrichtungen 
der gebrochenen Wellen jedenfalls dann senkrecht zueinander stehen, wenn 
p = y® =0 wird; dies ist der Fall, wenn die Wellennormale der einfallenden 
Welle senkrecht zur gemeinsamen Begrenzungsebene liegt [vgl. Ziff. 36a)]. 

34. Berechnung der Reflexions- und Brechungswinkel. Wir fragen jetzt 
nach den Wurzeln der Gleichung (170), welche bei gegebenem Einfallswinkel 
die Reflexions- und Brechungswinkel liefert, falls die Hauptbrechungsindizes 
und die kristallographischen Orientierungen der beiden aneinandergrenzenden 
Kristalle bekannt sind. 

Ordnet man die Glieder von (170) nach fallenden Potenzen von tg” 
und benutzt (157), so erhalt man nach einiger Umformung®) j 
{(tgp) = ay tg*y® + 4a, te? pO + 6a, te? + 4a,tgy + a,=0, (174) 


1) Uber die physikalische Bedeutung dieser Wellen vgl. Ziff. 35. 
2) Im Gegensatz zu der in den Ziff. 50—56 behandelten Totalreflexion. 

3) F, NEUMANN, Abhandlgn. d. Berl. Akad. 1835, S. 105; Ges. Werke Bd. II, S. 481. 
Leipzig 1906; J. Mac Cutracu, Trans. R. Irish Acad. Bd. 18, S. 52. 1838: Collect. Works, 
S. 112. London 1880. 

*) Beobachtungen iiber 9 — y® wurden von A. Scuraur (ZS. f. Krist. Bd. 11, S. 5. 
1885) bei Kalkspat angestellt. 

°) Tu. Lirpiscu, N. Jahrb. f. Min. 1885 (2), S. 190. 


* 
Ziff. 34. Berechnung der Reflexions- und Brechungswinkel. 705 


wobel dp, @,, @, a und ay durch folgende Ausdriicke bestimmt sind 
Ay = n* sin* p(n? a} + 36? + n2y?) 

— n® sin? gp {nnd + m3) of + m8 (5 + mf) BEE nd (nh 08) 98} + mde, 
4a, = 2ntsinty (nja, a3 + 238; Bs + 37175) 

— 2n® sin2y {n¥ (m8 + m8) oa + m3 (m8 + m3) By By + m8 (nt + 08) rarah, 
6a, = nt sing {ni(a} + a8) + 03(f% +B) + B02 + 7) 

— n® sini? p {mj (m3 + m3) x§ + 5 (m3 + mi) B3 + 18 (n? + 13) 723, 
4as = 2ntsin* —p (mia, a3 + 238, P3 + 1317s), 

a, = n'sint@(niaz + 2363 + 1372). 

Die Berechnung der Wurzeln der Gleichung (174) und der analogen 
Gleichung fiir den zweiten Kristall ist im allgemeinen nur durch Ndaherungs- 
methoden méglich; eine vollstandige Lésung gelingt jedoch in den folgenden 
Fallen, in welchen das optische Symmetrieachsensystem x, y, z des einen Kristalls 
eine spezielle Lage besitzt!) und die wir. mit Rticksicht auf spdtere Anwen- 
dungen besprechen miissen. 

a) Liegt bei dem einen der beiden aneinandergrenzenden Kri- 
stalle eine optische Symmetrieebene parallel zur gemeinsamen 
Begrenzungsebene (x’,y’-Ebene) oder eine optische Symmetrieachse 
parallel zur Schnittlinie von Einfallsebene und gemeinsamer Be- 
grenzungsebene (x%’-Achse), so reduziert sich die ftir ihn geltende 
Gleichung (174) auf eine quadratische Gleichung in tg?q. 

x) Ist namlich etwa die yz-Ebene parallel der gemeinsamen Begrenzungs- 
ebene, und « der Winkel zwischen Einfallsebene (z’x’-Ebene) und xy-Ebene, 


(175) 


so ist Sie =O, py = 'COSEé, = —sine, 
%» =0, bo = Sie, ij == CORE, 
o,—= 1, ps =0, t= 


und daher nach (175) 
Ay = (n*sin?@ — ni) {n?(n3 cose + n3 sin?) sin?’ — nzni}, 
6a, = n(n + ncoste + nfsinte)sint — ntni(ni + m8) sinty, | 
a, =n ni sinto, 
a =4,=0, 
f) Ist im zweiten Falle etwa die x-Achse parallel zur x’-Achse und e der 
Winkel zwischen z’-Achse und z-Achse, so wird 


Oy 4, Pr=0, =, 
%» =O, Pn. == COSE, %, = — sine, 
o.=0, f. = sine, Y, = COSE 


und somit nach (175) 
Ay = 13 (n? sin? — n3) (n* sin? — n3) , 


6a, = n4(n? + n3sin%e + n3 cose) sintp 


— n*(nzni + nin? cose + ning sin?e) sin’@, (177) 
a, = n4 (ng sin®e + nz cos%e) sinty, | 
a, = 4,=0. | 


1) Tu, Lieptscu, N. Jahrb. f. Min. 1885 (1), S. 250; (2), S. 191. 
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b) Ist die Einfallsebene (z’x’-Ebene) eine optische Symmetrie- 
ebene des einen Kristalls oder ist dieser optisch einachsig, so zer- 
fallt fiir ihn die Gleichung (174) in zwei Gleichungen zweiten 
Grades. 

o) Liegt die yz-Ebene parallel zur z’x’-Ebene und ist ¢ der Winkel zwischen 
positiver z’-Achse und positiver z-Achse, so erhalten wir 


CTO; p, = —cose, Vee SII e 
= 1, bo= 0; Ye 0, 
OO, pon ey Ve, == COSE; 


(174) geht dann itber in 
{(n? sin? — ni) tg? + n*sin?q} (dy tg2y + 2d, tgp + d,)=0, (178) 
wobei 
dy =n? (nzsin2e + 13 cos?) sin? p — n3n3, d, = n®(n3 — n3) sine cosesin®y, 
dy = n? (nz cos?e + n§ sine) sin? p 
ist. 

P) Ist der eine Kristall optisch einachsig (m, = ™,) und « der spitze Winkel 
zwischen seiner optischen Achse und der positiven z’-Achse, ferner € das Azimut 
der Einfallsebene gegen den Hauptschnitt der gemeinsamen Begrenzungsebene, 
so haben wir 


A= COS e COSs, A SEOs a. OO; =—sine, 
pf; =—sine, Da COses b= 0), 
Vi —=ICOSE SIE Vo Silene, n= COS.S 


und bekommen fir Gleichung (174) die Form 
{(n? sin? — nj) te?g + n® sin? y} (dotg?@ + 24, tgp + dz) =0, (179) 
wobei jetzt 
dy = n® sin? wm [n? + (nz — n2) sin?e cos?E] — nin? , | 
d, = n?(n3 — nj) sin?q@cosésinecose, dy = n?(n3 cose + ni sine) sin? | 20) 
gesetzt ist. 

35. Konstruktion der reflektierten und gebrochenen Wellennormalen- - 
richtungen. Statt auf dem in Ziff.34 angegebenen analytischen Wege kann 
man bei gegebenem Einfallswinkel die zugehérigen Reflexions- und Brechungs- 
winkel auch geometrisch mit Hilfe der abgeleiteten Flachen (Ziff. 17) finden. 

a) Konstruktion der reflektierten und gebrochenen Wellen- 
normalenrichtungen mit Hilfe "der Strahlentlachemns Ist dic 
Strahlenflache [Ziff. 17b)] gegeben, so kann man zur Konstruktion der 
reflektierten und gebrochenen Wellennormalenrichtungen das bekannte Ver- 
fahren von HuyGHENs benutzen. Man nimmt als gemeinsamen Mittelpunkt 
der Strahlenflachen der beiden Kristalle einen beliebigen Punkt A der ge- 
meinsamen Begrenzungsebene (x’y’-Ebene) und bestimmt die Schnittkurven 
S“) und X), welche die Einfallsebene (z’x’-Ebene) mit den beiden Strahlen- 
flachen erzeugt (Abb. 12); diese werden, wie aus (106) leicht folgt, durch je zwei’ 
geschlossene, im allgemeinen sich nicht schneidende Kurven dargestellt. 8 sei 
die Wellennormalenrichtung der einfallenden Welle, AW der Schnitt der ein- 
fallenden Wellenebene mit der Einfallsebene zu einem bestimmten Zeitpunkte, 


DW’ der Schnitt der namlichen Wellenebene zu einem um die Zeit t — 1 spateren 
; 
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Zeitpunkte, wobei ¢ die [in (18) auftretende] Lichtgeschwindigkeit im Vakuum 
ist. Man erhalt nach Ziff.17d) die Richtungen der Wellennormalen der ge- 
brochenen und reflektierten Wellen, indem man von A aus die Normalen AN 
zu den Tangentialebenen zieht, welche durch die Schnittgerade D von W’ und 
a’y-Ebene an die Strahlenflachen gelegt wurden. AN und AN sind dann 
die Wellennormalen der reflektierten, AN? und AN® jene der gebrochenen 
Wellen. Die zu diesen Wellen gehérenden Strahlen erhalt man, indem man 
A mit den Berihrungspunkten Sj?, S{?, SP? und S? der Tangentialebenen 
verbindet; die Strahlen liegen im allgemeinen nicht in der Einfallsebene. 


>4’ 


Abb.12. Konstruktion der reflektierten und gebro- Abb.13. Konstruktion der reflektierten und 
chenen Wellennormalenrichtungen mit Hilfe der gebrochenen Wellennormalenrichtungen 
Strahlenflachen. (z'x’-Ebene Einfallsebene. § Einheitsvektor mit Hilfe der Indexflachen. (z’x’-Ebene Ein- 
der einfallenden Wellennormale. AW Spur der zu § gehérenden fallsebene. AN() Wellennormalenrichtung der ein- 
Wellenebene zu einem bestimmten Zeitpunkte, — Spur der fallenden Welle, AN) Wellennormalenrichtung 
namlichen Wellenebene zu einem um die Zeit ¢ = 3 spateren der Hilfswelle. AN) und ANY) Wrellennormalen- 
Zeitpunkt, 21), X(2) Schnittkurven der Einfallsebene mit den richtungen der reflektierten, A Nn?) und AN®) 
um A als Se eee ~ eke gems der beiden Wellennormalenrichtungen der gebrochenen Wellen. 
Kristalle. AN’, AN,’ und AN{", AN,’ Wellennormalen- ANS? und A Nn?) Wellennormalenrichtungen zweier 
richtungen der reflektierten und gebrochenen Wellen, samtlich weiterer, im zweiten Kristall méglicher Wellen.) 


in der 2’x’-Ebene liegend; AS‘, AS und Asi), As?) 


Richtungen der reflektierten und gebrochenen Strahlen, im 
allgemeinen nicht in der z’x’-Ebene liegend.) 


b) Konstruktion der reflektierten und gebrochenen Wellen- 
normalenrichtungen mit Hilfe der Indexflachen. Einfacher als 
das unter a) besprochene Verfahren ist das folgende, auf HAmri_ron?) und 
MacCuLiLaGuH?) zuriickgehende, das sich der Indexflachen der beiden anein- 
andergrenzenden Kristalle bedient. 

Man wahlt als gemeinsamen Mittelpunkt der Indexflachen der beiden Kri- 
stalle wieder einen beliebigen Punkt A der gemeinsamen Begrenzungsflache 
(x’y’-Ebene) und bestimmt die Schnittkurven J@ und /@), welche die Ein- 
fallsebene (2z’x’-Ebene) mit den beiden Indexflachen erzeugt (Abb. 13); diese 
werden, wie mit Hilfe von (109) leicht folgt, durch je zwei geschlossene, im all- 


1) W. R. Hamitton, Trans. R. Irish Acad. Bd. 17, Slay S37. 
2) J. Mac CurraGcu, Trans. R. Irish Acad. Bd. 17, S. 252. 1837; Collect. Works, S. 36. 


London 1880. 
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gemeinen sich nicht schneidende Kurven dargestellt!). Man zieht ferner durch 
A die Parallele zur Wellennormalenrichtung der einfallenden Welle und sucht 
von den beiden Schnittpunkten mit J® denjenigen N® auf, fiir welchen AN@ 
gleich dem Brechungsindex der einfallenden Welle ist. Wir betrachten hier nur 
den allgemeinen Fall, da8 das von N® auf die x’y’-Ebene gefallte Lot NOF 
jeden Kurvenzweig von J® und J® in zwei Punkten schneidet*); die Schnitt- 
punkte mit J® oan J® seien N®, ND und Ni) bzw. N?, NY, NP und NP. 
Wir zeigen, daB AN‘, AN? und AN! die Wellennormalenrichtungen der im 
ersten, ferner AN’, AN’, AN? und AN? die Wellennormalenrichtungen der 
im zweiten Kristall sich ausbreitenden Wellen sind. 

Bezeichnet man die Winkel, welche die positive z’-Achse mit AN®, AN}, 
ANY, ANY, AN?, AN?, AN? und AN? bildet bzw. mit , pM, op, o&”, 
gy, p®, p® und ~®, so hat man 


AN® sing = ANY sing® = AN® sing® = AN? sing!” = AN? sing 
= AN® sing® = AN? sing®) = AN? sing® = AF. 


Jede der Strecken AN stellt aber nach Ziff.17c) den Brechungsindex fir die 
in die Richtung AN fallende Wellennormale dar; bezeichnen wir die zu den 
Richtungen AN®, ANY, AN, AN?, AN, AN? und AN? gehdrenden 
Brechungsindizes bzw. mit 2, n@), n@), n®, n@, n® und n@), so folgt aus 
dem letzten Gleichungssystem 


nsing =n) sing = n@) sin pl) = n&Y sin pl”) 
= 29 sing® = n® sing® = n® singw® = n® sing , 


d. h. die Bedingung (168) ist erfiillt; es stellen somit in der Tat AN{?, ANS und 
AN die Wellennormalenrichtungen der im ersten, ferner AN?, AN, AN? 
und AN? die Wellennormalenrichtungen der im zweiten Kristall’ fortschrei- 
tenden Wellen dar. 

AN und ANY liefern die Wellennormalenrichtungen 8” und 38@) der 
beiden reflektierten, ANP und AN die Wellennormalenrichtungen 8® und 8@) 
der beiden gebrochenen Wellen. 

AN} ergibt die Wellennormalenrichtung einer zweiten méglichen einfallen- 
den Welle (vgl. Ziff. 33), welche als Hilfswelle*) bezeichnet wird; dieselbe 
wirde reflektierte und gebrochene Wellen mit den namlichen Wellennormalen- 
richtungen erzeugen wie die tatsdchlich einfallende Welle mit der Wellennor- 
malenrichtung AN. 

AN¥ und AN? liefern die Wellennormalenrichtungen 8) und 3@) zweier 
weiterer, im zweiten Kristall méglicher Wellen (vgl. Ziff. 33), deren physika- 
lische Bedeutung man sich plausibel machen kann, indem man annimmt, dab 
der zweite Kristall eine zweite, zur x’y’-Ebene parallele Begrenzungsebene 
besitzt; 8@) und 8 sind dann die Wellennormalenrichtungen der an dieser 

zweiten Begrenzungsebene reflektierten Wellen?). 


1) HamiLtton und Mac Curracu haben die Konstruktion fiir den Fall behandelt, da 
nur das eine der beiden aneinandergrenzenden Medien kristallinisch ist; der allgemeinere 
Fall, daB beide paetianderseacenden Medien kristallinisch sind, ist paleee von A. OSTHOFF 
(N. Jahrb. f. Min. Beil. Bd. 20, S.17. 1905) und P. KAEMMERER (ebenda Bd. 20, S. 186. 1905) 
durchgefiihrt worden. 

*) Uber die Sonderfalle, in welchen die Zahl dieser Schnittpunkte sich reduziert, vel. 
Zit. 50; 

’) Die Bezeichnung stammt von P. KAEMMERER, N. Jahrb. f. Min. Beil. Bd. 20, 
Seetd O05. 

oe) A. OstHOFF, N. Jahrb. f. Min. Beil. Bd. 20, S. 419. 1904. 


{ 
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Die zu'den reflektierten und gebrochenen Wellen gehérenden 
Strahlen erhalt man, indem man von A die Normalen auf die an die Index- 
flachen durch Nj? und Ny? bzw. N?' uud N gelegten Tangentialebenen fallt; die 
Strahlen liegen im allgemeinen nicht in der Einfallsebene?). 


36. Spezielle Richtungen der gebrochenen Wellennormalen. a) Zu- 
sammenfallen der Wellennormalenrichtung einer gebrochenen 
Welle mit der Wellennormalenrichtung der einfallenden Welle. 
Wir fragen nach dem Einfallswinkel, bei dem die Wellennormalenrichtung einer 
gebrochenen Welle mit der Wellennormalenrichtung der einfallenden Welle 
zusammenfallt. 

Bei senkrechter Inzidenz ist @ = 0, somit nach (168) auch p®) = m® =0; 
die Wellennormalenrichtungen der gebrochenen Wellen fallen dann beide in 
die Wellennormalenrichtung der einfallenden Welle. 

Auch bei nicht senkrechter Inzidenz kann die Wellennormalenrichtung 
einer der beiden gebrochenen Wellen mit der Wellennormalenrichtung der 
einfallenden Welle zusammenfallen; die Bedingung hierfiir ist nach (168) 1 = n® 
oder » = n®). Um die Wellennormalenrichtungen $ der einfallenden Wellen zu 
erhalten, welche dieser Bedingung geniigen, hat man um einen Punkt A der 
gemeinsamen Begrenzungsflache die Normalenflachen der beiden aneinander- 
grenzenden Medien zu konstruieren. Schneiden sich die Flaéchen in einer 
reellen Kurve C, so sind die gesuchten Richtungen 8 die Mantellinien des 
Kegels, der durch C geht und seine Spitze in A hat. Sie wurden fir den 
speziellen Fall, daB das erste Medium isotrop und das zweite Medium optisch 
einachsig ist, von VERSCHAFFELT?) berechnet und experimentell bestatigt. 

b) Zusammenfallen der Wellennormalenrichtungen beider 
gebrochenen Wellen. Die Wellennormalenrichtungen der gebrochenen 
Wellen fallen {auBer dem unter a) angegebenen Fall der senkrechten Inzi- 
denz] zusammen, wenn sie parallel einer Binormale liegen. In diesem Falle 
wird namlich n® = n® (vgl. Ziff. 11), somit nach (168) auch gy® = gm® und 
nach (172) 7 = 17, d. h. man hat in diesem Falle nur eine gebrochene 
Welle. 

c) Innere konische Refraktion. Den zuletzt erwahnten Fall, daB die 
Wellennormalenrichtung der gebrochenen Welle parallel zu einer Binormale 
liegt, betrachten wir bei einem optisch zweiachsigen Kristall naher; nach 
Ziff. 21a) erfiillen dann die zur Wellennormalenrichtung gehdrenden Strahlen 
den Mantel eines Kegels. 

Befindet sich z. B. eine senkrecht zur Binormale b, geschnittene Platte eines 
optisch zweiachsigen Kristalls in einem isotropen Medium und legt die Wellen- 
normalenrichtung 3 der einfallenden Welle parallel 6,, so haben nach a) auch 
die Wellennormalenrichtungen der gebrochenen Wellen diese Richtung; es tritt 
somit nach b) nur eine gebrochene Welle auf. Die zur einfallenden Welle 
gehorende Parallelstrahlung gibt dann im Inneren des Kristalls zu dem singularen 
Strahlenkegel (136) Veranlassung*), zu dessen Mantellinien auch b, gehért. Er 
liefert beim Austritt in das isotrope AuBenmedium, in dem Wellennormalen- und 
Strahlenrichtung wieder zusammenfallen, einen zur Plattenebene senkrechten 


1) Uber die Konstruktion der Richtung des auf erordentlichen Strahles, der an der 
zweiten Begrenzungsflache einer optisch einachsigen, in einem isotropen Medium befind- 
lichen Kristallplatte reflektiert wurde, vgl. J. WALKER, Proc. Phys. Soc. London Bd. 25, 
S. 298. 1913. 

2) J. VERSCHAFFELT, Bull. soc. minéral. Bd. 19, S. 58. 1896. 

3) Uber die Komplikationen, welche eintreten, wenn der Strahlenkegel nicht ganz 
in der Kristallplatte liegt, vgl. G. CEsARo, Bull. de Belg. (3) Bd. 22, S. 503. 1891. 
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Strahlenzylinder von kreisférmigem Querschnitt (Abb. 14), dessen Polarisa- 
tionszustand in den einzelnen Mantellinien sich aus Ziff. 21a) und Abb. 8 
ergibt?). 

Dieser singulare Fall der Brechung ist von HAMILTON *) 
theoretisch gefunden und als innere konische Refrak- 
tion bezeichnet worden. Er la8t sich jedoch experimentell 
nicht verwirklichen, da es nicht méglich ist, eine einzelne, 
bestimmte Wellennormalenrichtung zu isolieren; ein end- 
licher Energiebetrag findet sich vielmehr immer nur in 
Pe et ca einem Wellennormalenkegel von endlicher Offnung. LaBt 
vektor der Wellennormale man aber auf eine planparallele Platte der beschriebenen 
bo mit a ulecheerichictee Art einen von Wellennormalen erfiillten, sehr engen Kegel 
ei nonaalenichtung) Mt. by als Achse fallen, so entstehen nach Ziff. 21b) im 

‘ Inneren der Platte zwei diinnwandige Strahlenkegel, die 
durch den (verschwindend wenig Energie transportierenden) singularen Strahlen- 
kegel der inneren konischen Refraktion getrennt sind; beim Austritt in das 
isotrope AuBenmedium liefern sie zwei diinnwandige, getrennte, koaxiale Strahlen- 
zylinder mit kreisférmigem Querschnitt, die senkrecht zur Plattenebene stehen. 
Fangt man diese Zylinder auf einem zur Plattenebene parallelen Schirm auf, 
so erhalt man daher zwei konzentrische Ringe, die durch einen dun- 
keln Kreis getrennt sind und deren Radien vom Schirmabstande 
nicht abhangen. Der dunkle Zwischenkreis entspricht dem theoretischen 
Kegel der inneren konischen Refraktion; die beiden hellen Ringe dagegen 
rihren nicht von der konischen Refraktion her, da sie von Wellen stammen, 
deren Wellennormalenrichtungen nicht genau parallel b, liegen. 

Die ersten Versuche uber die innere konische Refraktion wurden auf HAMIL- 
TONS Veranlassung von LLoypb?) angestellt*); da bei ihm der auffallende Wellen- 
normalenkegel nicht geniigend eng war, so iberlagerten sich beim Auffangen 
der austretenden Strahlung die beiden Lichtringe, und er erhielt nur einen 
hellen Lichtring, der von ihm und den spateren Physikern irrtitmlicherweise 
dem Strahlenkegel der inneren konischen Refraktion zugeschrieben wurde. Die 
beiden Lichtringe und der sie trennende dunkle Kreis wurden zuerst von PoGGEN- 
DORFF*®) und spater von HAIDINGER®) beobachtet. Da man aber damals die 
Erscheinung nicht zu deuten vermochte, geriet sie bald in Vergessenheit; ihre 
vollige Klarlegung erfolgte erst verhaltnismaBig spat durch Vo1cT’). 


1) Uber die Verteilung der Intensitat in dem Strahlenzylinder vgl. A. BEER, Pogg. 
Ann. Bd. 85, S. 67. 1852; bei beliebiger Lage und nicht senkrechter Inzidenz vgl. F. Nev- 
MANN, Abhandign. d. Berl. Akad. 1835, S.112; Ges. Werke Bd. II, S. 493. Leipzig 1906. 

2) W.R. Hamiztton, Rep. Brit. Assoc. 1833, S. 368; Trans. R. Irish Acad. Bd. 17, 
SE BOs SSI 

3) TH Lrowp, Phils Mace(G\ Bada ws 42a. 20718335 branch elnisheAcadmbd sat 7. 
S. 145. 1837; Misc. Pap. connected with physic. Science, S. 1. London 1877. Lroyp benutzte 
Aragonit, weil bei diesem der nach (137) aus den Hauptbrechungsindizes berechnete Offnungs- 
winkel ¢) besonders groB (nahezu 2°) ist; noch gréBer ist dieser bei Schwefel (€) nahezu’7°). 
Zum Nachweis der inneren konischen Refraktion geeignet sind auch Spaltstiicke von Kalium- 
dichromat, bei welchen stets eine Spaltungsflache senkrecht zu einer Binormale liegt (Nopot, 
Journ. de phys. Bd. 4, S. 166. 1875), sowie kiinstliche Kristalle von Amyrolin (H. Rose, 
N. Jahrb. f. Min. 1918, S. 14). 

4) Uber Anordnungen zur Demonstration der Lioypschen Versuchsergebnisse vel. 
H. ScuraAuF, Wied. Ann. Bd. 37, S. 127. 1889; Tu. Liepiscu, Physikal. Kristallographie, 
S. 346. Leipzig 1891; vgl. hierzu C. V. Raman, Nature Bd. 107, S. 747. 1921. 

°) J.C. Poccenporrr, Pogg. Ann. Bd. 48, S. 461. 1839. 

8) W. HarpinGEr, Wiener Ber. Bd. 16 (2), S. 129. 1854; Pogg. Ann. Bd. 96, S. 486. 1855. 

OW: Vorcr, Phys. 2S. Bd)6) 1S) 672) We Osa O0S, se Ann cl ohy cums SmOS 7 
1905; Bd. 19, S. 14. 1906; N. Jahrb. f. Min. 19145, (1) S. 39. 
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Nach Ziff. 21b) ist der Polarisationszustand fiir zwei Punkte des Licht- 
ringsystems, die auf demselben Radius liegen, der gleiche. LaBt man die aus- 
tretenden koaxialen Strahlenzylinder durch einen vor dem Schirm befindlichen 
Analysator gehen, so erscheinen dann bei jeder Stellung desselben zwei auf dem- 
selben Radius liegende Punkte gleichzeitig ausgeléscht. Dies ist der Grund, 
warum den alteren Beobachtern, bei welchen stets eine Uberlagerung der beiden 
Lichtringe vorlag, deren verschiedene Herkunft auch bei Anwendung eines Ana- 
lysators entgehen muBte. 

Die Verhaltnisse komplizieren sich, wenn die Offnung des auffallenden 
Wellennormalenkegels gréBer wird, z.B. bei Benutzung einer ausgedehnten 
Lichtquelle). Die austretende Strahlung liefert im letzteren Falle auf einem 
Schirme ein aufrechtes Bild, welches gleiche GréBe besitzt wie die Lichtquelle 
und als helles, unpolarisiertes Mittelfeld auf einer matter leuchtenden, gréBeren 
Scheibe auftritt*). Auch in diesem Falle lassen sich die Intensitats- und Polarisa- 
tionsverhaltnisse der einzelnen Teile des Bildes durch das in Ziff. 21 b) besprochene 
Verhalten der Wellennormalen in der Nahe der Binormale vollstandig itbersehen?). 


37. Spezielle Richtungen der gebrochenen Strahlen. a) Zusammenfallen 
der Richtung eines gebrochenen Strahles mit der Richtung des ein- 
fallenden Strahles. Bei Behandlung der Frage, wie der zur einfallenden 
Welle gehérende Strahl gerichtet sein mu8, damit einer der zu den gebrochenen 
Wellen gehérenden Strahlen mit ihm zusammenfallt, betrachten wir nur den 
einfachen Fall, daB das erste Medium isotrop ist; dann ist 2“ in Abb. 12 durch 
einen Kreis A‘) darzustellen. Damit der eine der beiden gebrochenen Strahlen 
die Richtung des einfallenden Strahles hat, muB er in der Einfallsebene liegen, 
und dies ist [vgl. Ziff. 19c)] nur dann der Fall, wenn letztere eine optische 
Symmetrieebene ist; 2® wird dann durch einen Kreis K® und eine Ellipse E 
dargestellt [vgl. Ziff.17b)]. Liegt S? auf K®), so fallt AS? bei senkrechter 
Inzidenz in Richtung des einfallenden Strahles. Soll dagegen nicht AS?, 
sondern der zum elliptischen Schnitt gehérende Strahl AS in die Richtung 
des einfallenden Strahles fallen, so muB S$ und der Beriihrungspunkt der (im 
zweiten Medium liegenden) Tangente, die von D an K® gezogen wird, auf 
einer durch A gehenden Geraden liegen. Letztere liefert die Richtung des ein- 
fallenden Strahles; ihre Bestimmung hat VERSCHAFFELT*) durchgefihrt. 

b) Zusammenfallen der Richtungen der beiden gebrochenen 
Strahlen. Damit die Richtungen der beiden gebrochenen Strahlen zusammen- 
fallen, miissen S? und S$ (Abb. 12) auf derselben durch A gehenden Geraden liegen ; 
das Problem, die entsprechende Richtung des einfallenden Strahles zu ermitteln, 
ist fiir den Fall, daB die Einfallsebene eine optische Symmetrieebene ist, eben- 
falls von VERSCHAFFELT behandelt worden’). 


1) Uber die Berechnung der Gestalt des singularen Strahlenkegels bei geradliniger 
Lichtquelle vgl. R.B.Cxrrrron, Quarterl. Journ. of Mathem. Bd. 3, S. 360. 1860. 

2) H. Lioyp, Phil. Mag. (3) Bd.2, S. 118. 1833; Trans. R. Irish Acad. Bd. 17, S. 153. 
1837; Misc. Pap. connected with physic. Science, S. 12. London 1877; E. Karxowsky, ZS. 
f. Krist. Bd. 9, S. 486. 1884; C.V. RAMAN u. V. S. Tama, Phil. Mag. (6) Bd. 43, S. 510. 1922; 
S. R. Savur, ebenda (6) Bd. 50, S. 1282. 1925. 

3) Dies wurde gezeigt von O. WEIGEL, Sitz.-Ber. Ges. z. Férder. d. ges. Naturwissensch. 
Marburg 1924, S. 31. 

4) J. VERSCHAFFELT, Bull. soc. minéral. Bd. 19, S. 55. 1896. 

5) J. VERSCHAFFELT, Bull. soc. minéral. Bd. 19, S. 40. 1896; fiir den Fall, daB das 
zweite Medium ein optisch einachsiger Kristall ist, wurde das Problem schon friher 
wiederholt untersucht [F. Birret, C. R. Bd. 39, S. 733. 1854; A. Bravais, l'Institut (4) 
Bd. 22, S: 413. 1854; F.C. Wace, Quarterl. Journ. of Mathem. Bd.3, S.47. 1858; 
C. Cavan, Arch. Math. u. Phys. Bd. 41, S.199. 1864; G.CxrsAro, Bull. soc. minéral, 
Bd. 12, S. 401. 1889]. 
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c) AuBere konische Refraktion. Wir behandeln jetzt den singularen 
Fall, da8 das zweite Medium optisch zweiachsig ist und die Richtung einer der 
beiden gebrochenen Strahlen in die Richtung einer Biradiale (z. B. r,) fallt. Da 
dann im Inneren des Kristalls unendlich viele Wellennormalenrichtungen existie- 
ren, die den Mantel eines Kegels K bilden [Ziff. 21 c)], so miissen auch im ein- 
fallenden Licht im ersten Medium unendlich viele Wellennormalenrichtungen 
vorhanden sein, die den Mantel eines bestimmten Kegels E erfiillen, der seine 
Spitze in der gemeinsamen Begrenzungsebene der beiden Medien hat. 

Befindet sich z. B. eine Platte eines optisch zweiachsigen Kristalls in einem 
isotropen Medium, und laBt man den Kegel E einfallen, so erhalt man im Inneren 
des Kristalls parallel r, einen einzelnen Strahl sowie den durch (141) gegebenen 
singularen Wellennormalenkegel K, dessen Polarisationszustand in den einzelnen 
Mantellinien sich aus Ziff. 21c) und Abb. 10 ergibt. Beim Austritt in das iso- 
trope AuBenmedium, in dem Wellennormalen- und Strahlenrichtungen wieder 
zusammenfallen, entsteht aus K ein Strahlenkegel A; dieser mu durch Auf- 
fangen auf einem Schirm einen Lichtring ergeben, dessen Durch- 
messer proportional dem Abstande des Schirmes von der Be- 
grenzungsebene der Kristallplatte zunimmt 

Dieser singulare Fall der Strahlenbrechung wurde zuerst von HAMILTON?) 
theoretisch vorausgesagt und als 4uBere konische Refraktion bezeichnet. 
Er 14Bt sich jedoch nicht streng realisieren, da es nicht méglich ist, einen von 
Wellennormalen gebildeten Kegelmantel FE einfallen zu lassen und parallel r, 
einen einzelnen Strahl hervorzubringen. Zur Erzielung eines endlichen Energie- 
betrages mu8 man vielmehr stets einen vollen, gegen einen Punkt der Be- 
grenzungsflache konvergierenden Wellennormalenkegel einfallen lassen und er- 
zeugt damit im Innern der Kristallplatte einen vollen Strahlenkegel, der r, 
zur Achse hat; der beobachtete Lichtring rihrt daher vorwiegend von Strahlen 
her, die sich in der Kristallplatte nicht genau parallel zu ry, sondern in allen 
méglichen, zu t, sehr benachbarten Richtungen fortgepflanzt haben, d. h. in 
Wirklichkeit keiner konischen Refraktion unterworfen waren. Eine dem POGGEN- 
porFFschen dunkeln Ringe analoge Erscheinung tritt bei der 4uBeren konischen 
Refraktion allerdings nicht auf, da hier, wie VoiIcT?) gezeigt hat, die Intensitats- 
verteilung im austretenden Strahlenkegel von jener im einfallenden nicht wesent- 
lich abweicht. 

Die ersten Versuche tiber die 4uBere konische Refraktion sind auf Veran- 
lassung HAMILTONs von LLoyb?) mit Aragonit ausgefiihrt worden‘); die vdéllige 
Aufklarung der Erscheinung erfolgte erst spater durch VoictT*). 

38. Die Sorsyschen Erscheinungen. Der Brechungsindex einer isotropen 
Platte laBt sich bekanntlich ermitteln*), indem man ihre wirkliche Dicke und 


t) Werk ELAMILDON, = INeGp. IStite eNSSOC. d6S3)on 900s siransesLweelcisieeAGademmis dead 75 
S. 136. 1837. 

2) Wis VOIGT, bhys) Zo.) Bd. 6, 5.672) 1905s) Ann ad. Phivcy isdedis a SOCOnm O05: 
IN, [evendoy, a, Moin, NOviGy, (Gh) Seal, j 

*) Ha Lroyp) Phils Maen (3) bdo) s208e 4833 lransekeslrisheAcadmsdhad sr smdsise 
1837; Misc. Pap. connected with physic. Science, 5.16. London 1877. 

4) Uber verbesserte Versuchsanordnungen zum Nachweis der 4uBeren konischen Re- 
fraktion vgl. F. Brtter, Traité d’optique physique Bd. IJ, 5.571. Paris 1859; L. LAURENT, 
Journ. de phys. Bd. 3, S. 23. 1874; J. Lissajous, ebenda Bd. 3, S. 25. 1874; Tu. Liepiscu; 
Géttinger Nachr. 1888, S. 124; Physikal. Kristallographie, S. 347. Leipzig 1891. 

5) Vel. die Zitate S. 710, Anm. 7. 

6) Duc DE CHAULNES, Histoire de l’Académie Roy. des Scienc. Paris 1767, S. 423; 
A. BERTIN, C. R. Bd. 28, S. 447. 1849; Ann. chim. phys. (3) Bd. 26, S. 288. 1849; H. Wixp, 
Pogg. Ann. Bd. 99, S. 258. 1856; L. BLEEKRODE, Proc. Roy. Soc. London Bd. 37, S. 339. 
1884; Journ. de phys. (2) Bd. 4, S. 109. 1885. 
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FAS 
mit Hilfe eines Mikroskopes ihre scheinbare Dicke miBt, und zwar ergibt er sich 
als Quotient dieser beiden Dicken’); bei einer doppelbrechenden Platte liegen die 
Verhaltnisse jedoch erheblich komplizierter. 

Wir denken uns ein aus zwei zueinander senkrechten Liniensystemen be- 
stehendes Objekt durch ein Mikroskop anvisiert, nachdem zwischen Objekt 
und Mikroskopobjektiv eine durchsichtige Platte geschoben wurde. Ist die 
Platte optisch isotrop, so sieht man das Liniensystem bei einer bestimmten 
Einstellung des Mikroskopes. Ist die Platte doppelbrechend, so hat 
man mehrere Einstellungen; dabei ist bei jeder Einstellung im allgemeinen 
nur das eine der beiden Liniensysteme scharf zu sehen, und zwar nur bei einer 
bestimmten Orientierung der Platte gegen die Linien. Diese Erscheinungen 
sind bald nach ihrer Entdeckung durch SorsBy?) von Sroxes?) erklart worden. 

Wir betrachten eine doppelbrechende Kristallplatte, die sich in einem iso- 
tropen AuBenmedium vom Brechungsindex »y (z. B. Luft) befindet. Von einem 
Punkte A der unteren Plattenebene (Abb. 15) mége ein enges Strahlenbiindel 
so ausgehen, da seine Achse BG nach dem Austritt 6 
aus der Platte senkrecht zur Plattenebene steht. Wir B 
legen um A als Mittelpunkt eine der beiden Schalen der 
Strahlenflache des Kristalls und wahlen den Mafstab bei 
dieser Konstruktion so, daB diese Schale die obere Platten- 
ebene im Punkte B beriihrt. Nach der HuyGHENSschen 
Konstruktion [Ziff. 35 a)] ist dann AB die Achse des E y | ees: 
Strahlenbiindels im Inneren der Platte. 

Ist APQ ein zur AB benachbarter Strahl, der die 
ins Auge gefaBte Schale der Strahlenflache in P und 
die Plattenebene in Q schneidet, und ist QB unendlich 
klein von der ersten Ordnung, so 1aBt sich leicht zeigen, 


Ve 


Abb. 15. Zur Veranschauli- 
chung der Sorsyschen Er- 
scheinungen. (A Spitze des von 
der unteren Plattenebene ED aus- 
gehenden Strahlenbiindels. BG 
Richtung der Achse des in das 


daB sich das ins isotrope AuBenmedium austretende 
Strahlenbiindel in erster Annaherung so verhalt, als 
ware die Platte isotrop und hatte sich in ihr ein 
Strahlenbiindel fortgepflanzt, dessen Richtungen die 
Normalen des dem Punkte B nachstgelegenen Stiickes 


isotrope AuGenmedium  austre- 
tenden Strahlenbiindels. EPBD 
eine der beiden Schalen der 
Strahlenflache der Kristallplatte. 
C, und C, Krimmungsmittel- 
punkte der zum _ Beriihrungs- 
punkt B gehérenden Hauptnor- 
malschnitte der Strahlenflache.) 


der Strahlenflachenschale DBE sind. 

Wir legen jetzt durch die Plattennormale GF die beiden (zueinander senk- 
rechten) Hauptnormalschnitte der Flache; die beiden zugehérigen Kriimmungsmit- 
telpunkte bezeichnen wir mit C, und C,, die beiden entsprechenden Hauptkriim- 
mungsradien mit 9, und g,, wobei letztere im selben MaBstabe ausgedriickt sein 
mégen, wie die Plattendicke BF =d. Dieser Mafstab ist aber nach unserer 


Konstruktion so gewahlt, daB d= FB = 7 ist, wobei nj den Brechungsindex 
“O 
der Welle mit der Wellennormalenrichtung / 4 bedeutet; es wird somit C,B 
= njo,d. Wir kénnen daher nach dem Gesagten die in dem einen Hauptnormal- 
schnitt liegenden Strahlen, deren zugehérige Wellennormalen sich in C, schneiden, 
so behandeln, als ob sie von C, in einer isotropen Platte mit dem Brechungsindex 
m/v ausgehen wiirden. Nach dem Austritt in das isotrope Aufenmedium ver- 
halten sie sich wie ein astigmatisches Strahlenbiindel, das von der oberen Platten- 


ebene BQ den Fokalabstand C,B5- — = vo,d besitzt; der scheinbare Brechungs- 


1 

2) H.C. Sorsy, Proc. Roy. Soc. London Bd. 26, S. 384. 1877; Mineral. Mag. Bd. 1, 
SAO Oos Loppers caise dt. 105: 1878; 

8) G. G. Stokes, Proc. Roy. Soc. London Bd. 26, S. 386. 1877; Mathem. u. Phys. Pap. 
Bd. 5, S. 6. Cambridge 1905. 
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index ist daher 1/o,v. Entsprechend 1aBt sich zeigen, daB 1/0, der scheinbare 
Brechungsindex im zweiten Hauptnormalschnitt ist. 

In jedem Falle erscheint daher der mit dem Mikroskop anvisierte Objekt- 
punkt als kurze, senkrecht zum Hauptnormalschnitt liegende Linie; will man 
nun mit dem Mikroskop ein scharfes Bild des einen oder des anderen der beiden 
zaeinander senkrechten Liniensysteme erhalten, so miissen die Linien offenbar 
senkrecht bzw. parallel zu den beiden Hauptnormalschnitten liegen. 

Fiihrt man die entsprechende Betrachtung mit der zweiten Schale der 
Strahlenflache durch, so sieht man ein, daB beim Anvisieren der beiden zu- 
einander senkrechten Liniensysteme durch ein Mikroskop nach Dazwischen- 
schieben einer Platte eines optisch zweiachsigen Kristalls im all- 
gemeinen vier verschiedene Mikroskopeinstellungen existieren, bei welchen die 
(geeignet orientierten) Linien scharf zu sehen sind; bei den beiden Einstellun- 
gen, die zu demselben Liniensystem gehéren, sind dann die aus der Platte aus- 
tretenden Strahlenbiindel offenbar senkrecht zueinander polarisiert. Hat man 
fiir das eine der beiden polarisierten Strahlenbiindel die richtige Orientierung 
des einen der beiden Liniensysteme gefunden, so gelangt man zu der dem 
anderen Strahlenbiindel entsprechenden richtigen Orientierung dieses Linien- 
systems, indem man die Platte in ihrer Ebene um 90° dreht. 

Bei einer Platte eines optisch einachsigen Kristalls reduziert sich 
die Zahl dieser Mikroskopeinstellungen auf drei, da die eine Schale der Strahlen- 
flache eine Kugel ist und das dem ordentlichen Strahlenbiindel entsprechende 
Bild keinen Astigmatismus besitzt. 

Die SorByschen Erscheinungen lassen sich daher benutzen, um isotrope, 
optisch einachsige und optisch zweiachsige Platten zu unterscheiden; auBerdem 
liefern sie die Méglichkeit einer angenaherten Bestimmung der Hauptbrechungs- 
indizes und der kristallographischen Orientierung einer doppelbrechenden Kristall- 
platte?). 

39. Astigmatische Strahlenbiindel in doppelbrechenden Kristallen. In einem 
isotropen Medium besitzt ein astigmatisches Strahlenbiindel bekanntlich die 
Eigenschaft, daB seine Fokalebenen senkrecht zueinander stehen. In einem doppel- 
brechenden Kristall dagegen kénnen, wie die Untersuchungen von KUMMER?) 
gezeigt haben, auch astigmatische Strahlenbiindel mit geneigten Fokalebenen 
(Biindel 2. Art) oder imaginaren Fokalebenen (Biindel 3. Art) auf- 
treten; wir geben in dieser Ziffer nur eine Ubersicht iiber die Ergebnisse jener 
Untersuchungen. 

Wir denken uns in einem doppelbrechenden Kristall durch irgendwelche 
brechenden und reflektierenden Flachen ein astigmatisches Strahlenbiindel mit 
der Achse G erzeugt und legen um einen beliebigen, auf G liegenden Punkt als 
Mittelpunkt die Strahlenflache des Kristalls. Ist P derjenige der beiden Schnitt- 
punkte der Strahlenflache mit G, welcher dem Achsenstrahl des Strahlenbiindels 
zugeordnet ist, so erzeugen die durch AP gelegten Fokalebenen mit der in P 
an die Strahlenflache gelegten Tangentialebene Schnittlinien, welche konju- 
gierte Durchmesser der zu P gehérenden Dupinschen Indikatrix der Strahlen- 
flache sind. 

In optisch einachsigen Kristallen sind die ordentlichen Strahlenbiindel 
von dcrselben Art wie die Strahlenbindel in einem isotropen Medium. Da nam- 
lich die zu den ordentlichen Strahlen gehérende Schale der Strahlenflache eine 


1) Eine eingehende Darstellung dieser Methoden bei B. Hecut, N. Jahrb. f. Min. Beil. 
Bd. 6, S. 258. 1889. 

2) E. E. Kummer, Monatsber. d. Berl. Akad. 1860, S. 469; Journ. f. Math. Bd. 57, 
S. 189. 1860; R. MerpaueEr, ZS. f. Math. u. Phys. Bd. 8, S. 369. 1863. 
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Kugel ist, so stehen die konjugierten Durchmesser der Duprschen Indikatrix 
stets senkrecht zueinander und auBerdem senkrecht zum Achsenstrahl; somit 
miissen auch die Fokalebenen senkrecht zueinander stehen. Fir die den auBer- 
ordentlichen Strahlen entsprechende Schale der Strahlenfliche ist die Dupinsche 
Indikatrix eine Ellipse, deren Achsen parallel und senkrecht zum Haupt- 
schnitt des Achsenstrahls liegen. Die Fokalebenen stehen nur dann senkrecht 
zueinander, wenn die eine von ihnen parallel zum Hauptschnitt des Achsen- 
strahls liegt; fiir alle anderen Lagen ist der von den Fokalebenen gebildete 
Winkel kleiner als 2/2 und erreicht ein Minimum, wenn sie symmetrisch zu 
jenen ausgezeichneten, zueinander senkrechten Fokalebenen liegen. 

In optisch zweiachsigen Kristallen existieren nicht nur gewohnliche 
astigmatische Strahlenbiindel und Biindel 2. Art (mit allen méglichen, zwischen 
0 und 2/2 legenden Winkeln der Fokalebenen), sondern auch Biindel 3. Art; 
denn fiir Achsenstrahlen, welche innerhalb eines der Kegel der inneren konischen 
Refraktion liegen [vgl.Ziff.36c)], ist die Duprnsche Indikatrix eine Hyperbel und 
besitzt daher neben reellen auch imaginare konjugierte Durchmesser. 

Die Kummersche Theorie der astigmatischen Strahlenbiindel in doppel- 
brechenden Kristallen wurde durch die an Kalkspat- und Aragonitplatten aus- 
gefihrten Messungen von QUINCKE?) bestatigt. 


?) Polarisations- und Intensitatsverhdltnisse bei der partiellen Reflexion 
und Brechung. 


40. Phasen der reflektierten und gebrochenen Wellen. Aus (172) folgt 
das durch die Erfahrung bestatigte Ergebnis, daB die reflektierten und 
gebrochenen Wellen, welche bei der partiellen Reflexion und 
Brechung an der gemeinsamen Begrenzungsflache nicht ab- 
sorbierender, nicht aktiver Kristalle aus der einfallenden, 
linear polarisierten Welle entstehen, ebenfalls linear polari- 
siert sind?); denn die Schwingungsazimute 7 sind nach (172) und (170) bei 
der partiellen Reflexion und Brechung samtlich reell und hangen nur von dem 
Einfallswinkel 2 — w, sowie von den kristallographischen Orientierungen und 
den Hauptbrechungsindizes der beiden aneinandergrenzenden Kristalle ab. 

Es kénnen daher die bei der partiellen Reflexion und Brechung entstehenden 
reflektierten und gebrochenen Wellen in den Punkten der gemeinsamen Be- 
grenzungsebene keine Phasendifferenzen gegen die einfallende Welle besitzen; 
in der Tat folgt aus (164) mit Riicksicht auf (166) und (167) die Beziehung 


AD ACD AW A) QO. 


falls wir die Phasendifferenzen zwischen der einfallenden und den beiden re- 
flektierten, bezw. gebrochenen Wellen mit 4 und A@), bezw. 4® und A®) 
bezeichnen?). 

41. Betrage der Lichtvektoramplituden der reflektierten und gebrochenen 
Wellen. Die weitere Untersuchung der Polarisations- und Intensitatsverhalt- 
nisse der an der gemecinsamen Begrenzungsfliche nicht absorbierender, nicht 
aktiver Kristalle durch partielle Reflexion und Brechung entstandenen Wellen 


1) G. QuINCcKE, Monatsber. d. Berl. Akad. 1862, S. 498; Pogg. Ann. Bd. 117, S. 563. 1862. 

2) Uber die durch fremde, an der gemeinsamen Begrenzungsflache haftende Ober - 
flachenschichten hervorgerufenen Anderungen des Polarisationszustandes vgl. Kap. 6 
ds. Bandes. 

3) Fir den Fall, daB das erste Medium kristallinisch und das zweite Medium isotrop 
ist, wurde die Beziehung 4” = A”) experimentell durch B. Brunues [C. R. Bd. 115, 
S. 502. 1892; Ann. chim phys. (6) Bd. 30, S. 98. 1893; Journ. de phys. (3) Bd. 2, S. 489. 
4893] nachgewiesen. 
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erfordert die Kenntnis der Betrage der Lichtvektoramplituden dieser Wellen, 
die wir daher berechnen miissen. 

Eine erste Beziehung fiir diese GroBen gewinnt man aus Gleichung (165), die 
fur Punkte der gemeinsamen Begrenzungsebene mit Riicksicht auf (166) und (168) 


a sy)| cos7“ sin pl) | 


|D| cosy sing + |DO| cosy sin g® + | (481) 


ie 
F | 


= |DM| cosy sing~® + |D2| cos7n®) sin p®) 
ubergeht. 

Drei weitere Gleichungen ergeben sich bei Durchfithrung der Gleichungen 
(9) und (10) unter Heranziehung der Grenzbedingungen (5) und der Verkniipfungs- 
gleichungen (43)'), und zwar lefert die zweite Grenzbedingung (5) die Glei- 


chungen 
|D| sing sin y cos—p + [D2 siny® sin ~® cosy + |PZ| sin n“ sin p cos p! 


= [DO siny® sing® cosp + |DO| siny® sin p® cos y®) i 
und [>| siny sin2@ + |d®| sing sin? g@® + |DeD| sin 7%) sin? @Z4) | 183) 
= |D@ | sin 7® sin? gy + | D2 sin ® sin? @® , 
wahrend die erste Grenzbedingung (5) zur Gleichung 
[3] sin?y (cosy cos p—tg ¢ sin p) + |D| sin?y (cosy cos —tgl sin gw) 
+ |D¥| sin?) (cosy cos pl) — tg EU) sin p™) (184) 


= |DO| sin? y® (cosy® cos p@ — tg 6 sin gw) 


+ |D®| sin? p® (cosy® cosp® — te l®) sin p®) 
fiihrt. 

Werden die Winkel @ und 4 aus (170) und (172) berechnet und sind die 
Winkel ¢ gema8 Ziff. 19 ermittelt?), so kann man mit Hilfe der Gleichungen 
(184), (182), (183) und (184) die Betrage der Lichtvektoramplituden ||, |D¢4| 
und |D@|, |D@)| der reflektierten und gebrochenen Wellen durch den Betrag der 
Lichtvektoramplitude || der einfallenden Welle ausdriicken. Sind J® und J@), 
bezw, J und J@ die Intensitaten der reflektierten, bezw. ge- 
brochenen Wellen, so hat man noch (32) 


IT) — |q@D/\2 ID —_ | @\(It)|\2 — lei) l2 2) __ |a2)l2 
[ON DO ED [= | Dee fOr | DO er eet 


Entsprechende Gleichungen wie fiir die Betrage der Lichtvektoramplituden 
erhalt man fiir die Betrage der Amplituden der magnetischen Feldstarken in 
den reflektierten und gebrochenen Wellen®). 


1) Uber die Einzelheiten der Durchrechnung vgl. z. B. P. VoLKMANN, Vorlesungen 
tiber die Theorie des Lichtes, S. 335—337. Leipzig 1891; Cu. E. Curry, Electromagnetic 
theory of light Bd. I, S. 362—368. London 1905. 

*) Ist das erste Medium isotrop und kennt man die kristallographische Oyientierung, 
sowie die Hauptbrechungsindizes des zweiten Mediums, so lassen sich die Winkel £Y und ¢®) 
fiir die beiden gebrochenen Wellen durch die zugehérigen Werte gy) und 7, bezw. gy”) 
und 7° ausdriicken; vgl. P. KAEMMERER, N. Jahrb. f. Min. Beil. Bd. 20, S. 206. 1905; 
F. E. Wricit, Sill. Journ. (4) Bd. 31, S. 175. 1901; Tschermaks mineral. und petrogr. Mitteil. 
IBral {0 Sy yl, sO he 

3) F. E. Wricut, Sill. Journ. (4) Bd. 31, S. 159. 1911; Tschermaks mineral. und petrogr. 
Mitteil. Bd. 30, S. 174. 1911. Mit den Gleichungen fiir die Amplitudenbetrage der magne- 
tischen Feldstarke formal identisch sind die Gleichungen, welche G. Ktrcnnorr (Abhand- 
lungen d. Berl. Akad. 1876, S. 77; Ges. Abhandlgn., S. 369. Leipzig, 1882) fiir die Betrage 
der Lichtvektoramplituden bei zwei aneinandergrenzenden kristallinischen Medien aus der 
elastischen Lichttheorie (vgl. Ziff. 1) hergeleitet hat. 


: 
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Fir den allgemeinen Fall, daB beide aneinandergrenzenden Me- 
dien kristallinisch sind, liegen Beobachtungen nur bei Zwillingskristallen 
(vgl. Ziff. 30) vor. Die bisherigen experimentellen Priifungen der Theorie beziehen 
sich jedoch gréBtenteils auf den in den folgenden Ziffern 42 bis 49 zu Grunde 
gelegten Fall, daB das eine der beiden aneinandergrenzenden 
Medien isotrop ist. 

42. Betrage der Lichtvektoramplituden der reflektierten und gebrochenen 
Wellen fiir den Fall, daB das erste Medium isotrop ist. Ist das erste Medium 
isotrop?), so hat man nur eine reflektierte Welle; in diesem Falle haben wir 
daher |B | = 0, ferner € = (2) = 0 und nach (168) (wegen x = 0) mp =a — o® 
zu setzen. Fiihren wir zur Vereinfachung der Schreibweise die Bezeichnungen 


S|=4, [P\=P, [s]=H, [Sl—H, 
7 =e, 7) == 0, nh) = 1; n®) = ps. 
cO=f, fC) = ¢,, p=n—i, gp) =74, 
gh sb — 75, gp) =I —1, 


ein, so daf also + den Einfallswinkel, 7, und 7, die Brechungswinkel 
(vgl. Ziff. 32) bedeuten, so erhalten wir aus den Gleichungen (181), (482), (183) 
und (184) die folgenden 


(A cosa + Pose) sint = H, cosy, sinr, + H, cosy, sin’, , (185) 
(A sina — Psing) sint cost = H,sinn, sinr, cosy, + H,siny,sinr,cos7,, (186) 
(A sinw + Psing) sin?s = Hy, sin, sin?7, + H, sinn, sin?7, , (187) 


(A cosa — P cose) cost sin?1 = H, (cos, cosr, + tg, sin7,) sin®7, | 
ie (188) 
+ H,(cosn, cosr, + tgl, sin7,) sin?7, . | 


In den Gleichungen (185), (486), (187) und (188) sind A, « und 7 als gegeben 
anzusehen, ferner sind ¢,, C3, 7, %2, 7; und 7, durch die schon besprochenen 
Gesetze der Doppelbrechung (Ziff. 19, 33 und 34) bekannt; man kann die Glei- 
chungen somit benutzen, um die unbekannten GriiBen P, 0, H, und H, zu 
berechnen?). Wir beschranken uns im folgenden auf die Berechnung der der 
Beobachtung leicht zuganglichen GréBen P und o, von welchen erstere die 
Intensitat der reflektierten Welle liefert. 


43. Uniradiale Schwingungsazimute. Fiir die weitere Betrachtung ist es 
zweckmaBig, die speziellen Falle zu betrachten, bei welchen im Kristall nur eine 
gebrochene Welle auftritt, also entweder H, = 0 oder H, = 0 ist. Das zu einem 
solchen Falle gehérende Schwingungsazimut a, bzw. a, der einfallenden Welle 
und das entsprechende Schwingungsazimut 0, bzw. 0, der reflektierten Welle 
bezeichnet man nach MAcCULLAGH®) als uniradiale Schwingungsazimute; 


1) Dieser speziellere Fall wurde auf Grund der elastischen Lichttheorie (vgl. Ziff. 1) zuerst 
von F, NEuMANN (Abhandlgn. d. Berl. Akad. 1835, 5.1; Ges. Werke Bd. II, 5S. 359. Leipzig 1906) 
und fast gleichzeitig von J. Mac CuLiaGu [Phil. Mag. (3) Bd. 8, S. 103. 1836; Bd. 10, S. 42. 
4837; Trans. R. Irish Acad. Bd. 18, S. 31. 1838; Collect. Works, S. 75, 83, 87 u. 140. London 
1880] behandelt. 

2) o ist unbekannt, weil das erste Medium isotrop ist und in diesem Falle bei der 
in Ziff. 33b) besprochenen Methode das Schwingungsazimut der reflektierten Welle un- 
bestimmt bleibt. 

3) J. MacCuLracu, Trans. R. Irish Acad. Bd. 18, S. 40. 1837; Collect. Works, S. 98. 
London 1880. 
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die uniradialen Schwingungsazimute lassen sich experimentell leicht be- 
stimmen?), 

Wir setzen fiir den durch H, = 0, & = d, 0 = @, baw. Hy =0 4 = 4, 
© = 0, gekennzeichneten Fall A=A,, P=P,, Hy=H, bow. A=A,, 
Pia eee 

Fir H, = 0 gehen dann die Gleichungen (185), (186), (187) und (188) in die 
folgenden iiber: 


(A, cosa, + P, cos@,) sint = H, cosy, sin’, , (189) 
(A, sina, — P,sing,) sinz cos? = H, sinn, sin7, cos7, , (190). 
(A, sina, + P,sing,) sin?¢ = A, sinn, sin?7,, (191) 


(A, cosa, — P, cosg,) cos? sin?s = H, (cosy, cosy, + tgé,sinr,) sin?7,. (192) 


Das gleichzeitige Bestehen der drei ersten Gleichungen fordert das Verschwinden 
ihrer Determinante und diese fiihrt, gleich Null gesetzt, nach geringer Um- 
formung zu der Beziehung 


sin (2 +7,)cotga, — sin(t — 7,)cotgo, = sin21 cotgy, ; (193) 


ferner ergibt das analog begriindete Nullsetzen der Determinante der drei letzten 

Gleichungen 

2sin’7, tg dy 
sin, 


sin(? + 7,)cotga, + sin(t — 7,)cotgo, = sin27, cotgy, + - (194) 


Aus (193) und (194) erhalt man fir die uniradialen Schwingungsazimute o, 
und 0, die Bestimmungsgleichungen?) 
sin’'7, tg cy 
sin(? + 7,)sinn,’ 


cotga, = cos(t — 7,)cotgy, + 
. . (195) 
sin?7, teG 
sin (4 — 7) sin 7, 


cotgo, = —cos(z + 7,)cotg 7, 4 


In entsprechender Weise erhalt man im Falle H, =O fir die uniradialen 
Schwingungsazimute a, und @, 

sin? 7, tg Cy 
sin (2 + 7) Sin” 


cotg &» = cos(t — 7,) cotgn, 4 
. (196) 
sin? 7, tg Co 
sin. (2 — 72) Sin 7, ~ 


cotg @. = —cos(t + 7,)cotgy, + 


Die Formeln (195) und (196) fir die uniradialen Schwingungsazimute verein- 
fachen sich erheblich bei optisch einachsigen Kristallen; ihre Richtigkeit_ wurde 


1) Das Prinzip des MeBverfahrens ist folgendes: Man la8t das einfallende, mono- 
chromatische, parallele Licht durch einen Polarisator gehen und dreht diesen so lange, bis 
nur cine gebrochene Welle im Kristall auftritt, was bei zwei Stellungen des Polarisators 
erreicht wird; das Azimut der Schwingungsebene des Polarisators in diesen beiden Stel- 
lungen liefert die uniradialen Schwingungsazimute «, und a, der einfallenden Welle. Die 
entsprechenden uniradialen Schwingungsazimute der reflektierten Welle 0, und 05 wer- 
den mit Hilfe eines drehbaren Analysators bestimmt. 

2) J. Mac Curracu, Trans. R. Irish Acad. Bd. 18, S. 54. 1838; Collect. Works, S. 410. 
London 1880; F. NEumaNN, Abhandlgn. d. Berl. Akad. 1835, S. 144; Ges. Werke Bd. II, 
S. 535. Leipzig 1906. 
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bei diesen durch die an Kalkspat angestellten Messungen von NEUMANN!) 
und WriGHT?) erwiesen’). 

Aus (193) ergibt sich, daB bei einer einfallenden Welle, die sich in 
einem uniradialen Schwingungsazimut befindet, die Schwingungs- 
richtung mit den Schwingungsrichtungen der reflektierten und 
gebrochenen Welle komplanar ist. Infolgedessen liegen auch die durch 
ein und denselben Punkt gezogenen Normalen der Schwingungs- 
ebenen dieser drei Wellen in einer Ebene, und eine einfache geometrische 
Betrachtung zeigt*), daB diese Ebene die Polarebene [vgl. Ziff. 17e)] des 
gebrochenen Strahles ist. Aus diesem Satze und den Gleichungen (189) 
und (191) folgt weiter, daB die Resultierende aus den Amplituden 
der in einem uniradialen Schwingungsazimut einfallenden und 
reflektierten Welle die Amplitude der gebrochenen Welle liefert. 

Die Einfithrung der uniradialen Schwingungsazimute bildet die Grundlage 
fiir die zuerst von Mac CuLLAcH durchgefithrte geometrische Behandlung des 
Reflexionsproblems5); sie erleichtert auBerdem die Berechnung der Amplituden- 
betrage des Lichtvektors der reflektierten Welle, wie aus der folgenden Ziffer 
zu ersehen ist. 

44. Berechnung der Intensitat und des Schwingungsazimuts der reflek- 
tierten Welle mit Hilfe der uniradialen Schwingungsazimute. Wir erledigen 
jetzt mit Hilfe der uniradialen Schwingungsazimute, das in Ziffer 42 angedeu- 
tete Problem, Intensitaét und Schwingungsazimut der reflek- 
tierten Welle bei gegebener einfallender Welle zu berechnen. 

Wir bezeichnen die parallel zur Einfallsebene genommenen Komponenten 
der Amplituden des Lichtvektors mit dem Index #, die senkrecht zur Einfalls- 
ebene genommenen Komponenten mit dem Index s, setzen also 


A, = Acosa, A,=Asne, Pp = fF ose, P= sito. 


Ist fir « = 4, (also 9 = 9, und H, = 0) gleichzeitig H, = 1, so bezeichnen 
wir die Betrage der Lichtvektoramplituden der einfallenden und reflektierten 
Welle mit Aj? und P}’; entsprechend benutzen wir fiir diese GréBen die Bezeich- 
nungen As’ und P,’, falls fiir « = a, (also9 = @, und H, = 0) gleichzeitig 
H, =1 ist. Af’, Pj}, A und P? berechnen sich aus den entsprechend spezia- 
lisierten Gleichungen (189), (190), (191), (192); sind die uniradialen Schwin- 
gungsazimute 4,, 4, 9, und o, bekannt, so hat man dann 
AY = Afcosa,, AP=—Asina,, AP = Afcosa,, Ag, = Ag’sin x, 
PP? = PPceso,, P= PVsino,, PR— PPeose,, Pi= PP sine. 
Unsere Aufgabe ist, P, und P, durch A{),, Aj}, AM, Ast, Pi,, Pit, Pg, und 
PS. auszudriicken. ‘ 
2) F. Neumann, Pogg. Ann. Bd. 42, S. 9. 1837; Ges. Werke Bd. II, S. 599. Leipzig 1906. 
2) F. E. Wricut, Sill. Journ. (4) Bd. 31, S. 188. 1911; Tschermaks mineral. und petrogr. 
Mitteil. Bd. 30, S. 206. 1911. 
3) Die geringere Ubereinstimmung, welche die nach der Theorie berechneten und von 
R. T. GLazEBROOK (Proc. Roy. Soc. London Bd. 33, S. 30. 1881; Phil. Trans. Bd. 173, S. 595. 
1883) an polierten Oberflachen beobachteten Werte zeigten, war durch Oberflachenschichten 
bedingt; vgl. hierzu R. T. GrazeBrook, Proc. Cambridge Phil. Soc. Bd. 5, S. 169. 1884; 
C. SpuRGE, Proc. Roy. Soc. London Bd. 41, S. 463. 1886; Bd. 42, S. 242. 1887. (Uber den 
EinfluB der Oberflachenschichten auf die Reflexionspolarisation vgl. Kap. 6 ds. Bandes.) 
4) J. Mac Cutracu, Trans. R. Irish Acad. Bd. 18, 5S. 40. 1838; Collect. Works, S. 97. 


London 1880. . 

5) J. Mac CuLracu, Phil. Mag: (3) Bd. 8, S. 103. 1836; Trans. R. Irish Acad. Bd. 18, 
S. 31. 1838; Proc. R. Irish Acad. Bd. 1, 5S. 228. 1841; Collect. Works, S. 75, 83, 87 u. 140. 
London 1880; A. Cornu, C. R. Bd. 60, S. 47. 1865; Ann. chim. phys. (4) Bap idevoe2ooe Looy. 
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Da die Gleichungen (185), (186), (187), (488) in H, und 4H, linear sind, so 
haben wir fiir beliebige, von 0 und 1 verschiedene Werte H, und H, 
Ap Ay peepee Ag= ALA, AS ASH 2» | 
P, = P®,H, + PY, P, = P&H, + Pe | 


Aus diesen Gleichungen lassen sich e gesuchten GroBen P, undP, berechnen. 
Man erhalt zunachst aus den beiden ersten Gleichungen (197) 


(197) 


ee oy. AeA - 4,48 
oe 7) a 4a)? P= Tip i) @ gad)? 
aa an ag Ay As Ageing 


mit Hilfe dieser Ausdriicke gewinnt man aus den zweiten Gleichungen (197) 
P, und P,, und zwar folgt 


P,= (—PRAS + PRAWNS = (PA Cee 


A, 


Pe = (= Pie 41 a oe feb Aft) Dp = (== PAS aie Po At) Ss 


wobei 
D = (Af AY, — Af, Ag) 
gesetzt ist. 

Fiir die Intensitat J und das Schwingungsazimut o der reflektierten Welle 
folgt dann oat P 
a aie IES Es 

45. Zusammenhang zwischen den Schwingungsazimuten der einfallenden 
und reflektierten Welle. Zwischen den Schwingungsazimuten der einfallenden 
und der reflektierten Welle 1aBt sich aus den besprochenen Gesetzen eine An- 
zahl einfacher Beziehungen herleiten, die sich experimentell priifen lassen. 

a) Zusammenhang zwischen den uniradialen Schwingungs- 
azimuten ,, %, 0, und o,. Aus den Gleichungen (189), (190), (491) und 
(192) ergibt sich fiir die uniradialen Schwingungsazimute o,, %,, 0, und gy bei 
Heranziehung der PotierRschen Relation (105) die Beziehung 

; COS (0&1 — X) 
0S (01 — 09) 


= My es 


: iP? IE, : ee 
wobei [ly = ate ce ey. gesetzt ist; sie wurde von SCHWIETRING!) ge- 
1 2 


gefunden und durch Messungen an Kalkspat bestatigt. 

b) Allgemeiner Zusammenhang zwischen den Schwingungs- 
azimuten der einfallenden und der reflektierten Welle. Es laBt 
sich zeigen, daB das Schwingungsazimut o der reflektierten Welle in einfacher 
Weise berechnet werden kann, falls der Einfallswinkel 1, die Brechungswinkel 
y, und 7,, das Schwingungsazimut « der einfallenden Welle und die uniradialen 
Azimute 41, % , 0, und e, bekannt sind. Zunachst folgt aus (190) und (191) 
sin 7, Sin7, sin (2 + 7) 

— sindsin2i 


pee = 5 = $inn,sin7, sin (4 — 7 
Asner Hy ; Pino = =f, eh) 
sin7sin 27 


» 


und entsprechend gilt 


: — Ns sin 7, Sin (2 + 72) : 
A,sina, = H, —*+_~_—* , Posi, = 


A SiN 79 SIN 72 Sin (¢ — 72) 
sin? sin 22 2 


z sin7sin 27 2 


somit wird A,sine, _Pysing, _ sin(@¢ +7) , sin(@é — 7%) 
A,sing, Pasine, ~ sin@ 7.) sin@— 7)” 


(198) 


1) FP. SCHWIBTRING, N. Jabrb. f. Min, Beil; Bdl26, 5. 334 uw. 336: 1008. 
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Besitzt nun eine einfallende, linear polarisierte Welle das beliebige Schwingungs- 
azimut a, die zugehGrige reflektierte Welle das Schwingungsazimut 0 und ist 
A, bzw. A, die nach dem uniradialen Azimut a, bzw. a, genommene Kompo- 
nente der Lichtvektoramplitude der einfallenden Welle, ferner P, bzw. P, die 
nach @; bzw. gg genommene Komponente der Lichtvektoramoplitude der reflek- 
tierten Welle, so ergibt eine einfache geometrische Betrachtung die Beziehungen 


Ay a sin (~ — a9) P;, __ sin(o — es) 
A, sin(a, — a)’ Py, sin(e, — @)’ 
woraus A,sina, a cotg a — cotg a, P,sine, _ cotge — cotgos 199) 
Agsina,  cotga, — cotga’ Pysing,  cotge, — cotge (19 
folgt. 


Aus (198) und (199) ergibt sich der folgende Zusammenhang}) zwi- 
schen den zugehérigen Schwingungsazimuten der einfallenden 
und der reflektierten Welle: 


Beotgacotge + Ccotga + Dcotgo + E=0 


oder ‘| Ceotga + E (200) 
Rote Cir iaa Bceotga + D’ 
wobel 
B=M—N, C = Neotgo, — Mocotge@,, 
D = —Mcotga, + Neotga,, E = Mcotga,cotgo, — Necotga,cotgo,, 
vu = int +n) _ sate = 4) 
“~~ sin (t + 9)? ~~ sin (t — 72) 


gesetzt ist. Die zweite der Gleichungen (200) liefert in der Tat o als Funk- 
toh VOR 9, f,, fo5 0s G1; Ge, C,. und ps: 

Aus den Messungen der Schwingungsazimute der Wellen, die an einer 
einzelnen, kristallographisch beliebig orientierten Kristallflache unter geeigneten 
Einfallswinkeln reflektiert werden, lassen sich die Hauptbrechungsindizes, 
sowie die Lagen der Binormalen des Kristalls ermitteln?). 

c) Hauptazimute. Setzt man in (200) fir « alle méglichen Werte ein, 
so sieht man, daB bei einem bestimmten Einfallswinkel die (durch die einfallende 
bzw. reflektierte Wellennormale gelegten) Schwingungsebenen der einfal- 
lenden und der zugeh6rigen reflektierten Wellen zwei projektive 
Ebenenbiischel bilden; die Schnittgeraden der Schwingungsebenen der zu 
einander gehérenden einfallenden und reflektierten Wellen bilden daher die 
Mantellinien eines Kegels zweiten Grades, der durch die einfallende und 
die reflektierte Wellennormale hindurchgeht?). 

Da in zwei projektiven Ebenenbiischeln zwei korrespondierende Ebenen- 
paare vorhanden sind, die senkrecht aufeinander stehen, so muB es zwei zuein- 
ander senkrechte Schwingungsazimute der einfallenden Wellen geben derart, 
daB die Schwingungsazimute der korrespondierenden reflektierten Wellen eben- 
falls senkrecht aufeinander stehen. Die Existenz dieser sogenannten Hauptazi- 
mute wurde von Cornu‘) durch Messungen bei Kalkspat und Schwefel mit 
groBer Genauigkeit nachgewiesen. 


1) F. NEuMANN, Abhandlgn. d. Berl. Akad. 1835, S. 142; Ges. Werke Bd. II, S. 532. 
Leipzig 1906. 
2) C. Viota, Lincei Rend (5). Bd. 16 (2), S. 668. 1907; Bd. 17 (1) Sr sl4e O08 Zo. 


f. Krist. Bd. 46. S. 154. 1909. 
3) A. Cornu, C. R. Bd. 60, S.47. 1865; Ann. chim. phys. (4) Bd. 11, S. 329. 1867. 
4) A. Cornu, Ann. chim. phys. (4) Bd. 411, S.11, 346 u. 376. 1867. 
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d) Beziehung zwischen den Schwingungsazimuten zweier 
einfallender Wellen mit gleicher Einfallsebene und entgegen- 
gesetzt gleichen Einfallswinkeln. Wir betrachten eine im ersten 
Medium unter dem Winkel 7 einfallende, linear polarisierte Welle mit dem 
Schwingungsazimut « und dem Betrag der Lichtvektoramplitude A; die (unter 
dem Winkel 2) reflektierte Welle soll das Schwingungsazimut @ und dessen 
Lichtvektoramplitude den Betrag P besitzen. AuBerdem fassen wir in derselben 
Einfallsebene eine zweite einfallende, linear polarisierte Welle ins Auge, bei 
welcher das Schwingungsazimut o’, der Betrag der Lichtvektoramplitude A’ 
und der Winkel zwischen Wellennormalenrichtung und Einfallslot qm’ = a+ 2 
ist; besitzt dann die (unter dem Winkel —1) reflektierte Welle das Schwingungs- 
azimut 0’ und den Betrag der Lichtvektoramplitude P’, so kann man aus den 
Gleichungen (185), (186), (187) und (188) unter Heranziehung der Relation 
(105) die Beziehung 


cos (a — @’) uu 


cos (oe —a’) py’ 
/ 


THs tees = gesetzt ist; ihre Richtigkeit konnte 


ae 
ae A’ 
ebenfalls an Kalkspat bestatigt werden’). 

46. Drehung der Schwingungsebene durch Reflexion. a) Drehung der 
Schwingungsebene durch Reflexion bei beliebigem Einfalls- 
winkel. Die Differenz 9 — « zwischen dem Schwingungsazimut o der re- 
flektierten Welle und dem Schwingungsazimut « der einfallenden, linear polari- 
sierten Welle bezeichnet man als die durch die Reflexion hervorgerufene 
Drehung der Schwingungsebene; eine gleiche Drehung erleidet offenbar auch 
die Polarisationsebene. Liegt die Schwingungsebene der einfallenden Welle parallel 


gewinnen?), wobel ju 


oder senkrecht zur Einfallsebene ( oo = 0 bzw. & = 5) , so verschwindet 0 — « 


\ 
fim Gegensatz zur Reflexion an isotropen Ké6rpern®)} im allgemeinen nicht, 
sondern nur fiir spezielle Wellennormalenrichtungen der einfallenden Welle; es 
laBt sich zeigen, daB dieselben die Mantel zweier gleichartiger Kegel dritter 
Ordnung bilden, die durch das Einfallslot hindurchgehen und in Bezug auf dieses 
um 180° gegeneinander verdreht sind‘). 

b) Drehung der Schwingungsebene durch Reflexion bei 
senkrechter Inzidenz. Eine Drehung der Schwingungsebene findet (eben- 
falls im Gegensatz zur Reflexion an isotropen K6érpern) auch bei der Re- 
flexion unter senkrechter Inzidenz statt5). Sind in diesem Falle n® 
und @) die Brechungsindizes der beiden gebrochenen Wellen und werden die 
Azimute « und @ auf die Schwingungsebene der Welle mit dem Brechungsindex 


nm?) bezogen®), so witd & = 0, = 0, 6 = 0; = ee aus (200) folgt dann 


meV nn) —y n@) +» ; 
cotgo = cotga lim Mi Pte oe cotga = pcotga, 

1) A. PotigR, Journ. de phys. (2) Bd. 10, S. 353. 1891; F. Scowiztrine, N. Jahrb. f. 
Min., Beil. Bd. 26, S. 320. 1908. : 

*) F. SCHWIETRING, N. Jahrb. f. Min., Beil. Bd. 26, S. 334. 1908. 

8) Vgl. hierzu die Ausfithrungen in Kap. 6 ds. Bandes. 

4) F. NeumMANN, Abhandlgn. d. Berl. Akad. 1835, S. 138; Ges. Werke Bd. II, S. 527. 
Leipzig 1906. 

5) Zuerst beobachtet von H. DESENARMONT, Ann. chim. phys. (3) Bd. 20, S. 428. 1847. 

5) Die Schwingungsebenen der bei senkrechter Inzidenz gebrochenen Wellen erhalt 
man, indem man mittels (84) die Schwingungsrichtungen Dd’ und d” fiir den Fall be- 
rechnet, da die Wellennormalenrichtung § mit der in das Innere des Kristalls gezogenen 
Normale der Begrenzungsflache (negative z/-Achse) zusammenfallt. Die gesuchten Schwin- 
gungsebenen sind die durch die z/-Achse und 0’ bzw. 0’ bestimmten Ebenen. 
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wobei » den Brechungsindex des isotropen AuBenmediums bedeutet. Die 


3 pas 1 
co o — a wird am. gréBten fir a = are cotg —und hat dann den Wert 


2 


= ———-, der durch die von Cornu?) an Kalkspat und rhombischem Schwefel 


Patan Beobachtungen gut bestatigt wird. Sie verschwindet, wenn entweder 
X= a, =*) bzw. a = a,(=0) ist, d.h. wenn das Schwingungsazimut der 
einfallenden Welle ein uniradiales ist (denn in diesem Falle wird auch 0 = =p 
baw. o = 0), oder wenn »™ = n@) ist, d. h. wenn die Begrenzungsebene des 
Kristalls senkrecht zu einer Binormale liegt. 

Ist » = n™ oder y = n@), so folgt weiter aus der letzten Gleichung, daB 
dann das Schwingungsazimut der reflektierten Welle unabhangig vom Schwin- 
gungsazimut der einfallenden Welle und gleich dem Schwingungsazimut der- 
jenigen gebrochenen Welle ist, deren Brechungsindex von y verschieden ist?). 

47. Polarisationswinkel. Unter dem Polarisationswinkel fiir eine be- 
stimmte Einfallsebene verstehen wir denjenigen Einfallswinkel 1 = 7, unter dem 
unpolarisiertes Licht einfallen muB, damit es nach der Reflexion an dem 
Kristall vollstandig linear polarisiert ist’). 

Fiir ¢ = ¢ muB demnach jede einfallende linear polarisierte Welle, unabhangig 
von ihrem Schwingungsazimut a, nach der Reflexion das namliche Schwingungs- 
azimut 0 besitzen; die Bedingung hierfiir ergibt sich durch eine einfache Be- 


trachtung zu 4, 4, Sin(o, — 0,) = 0, (201) 


wobei wieder 0, und 9, die uniradialen Schwingungsazimute der reflektierten 
Welle bedeuten und “4, = “i Peele SS peseizt 1st*); 
1 2 
Liegt die Einfallsebene parallel zu einer optischen Symmetrie- 
ebene, so liegen, wie aus Symmetriegriinden ohne weiteres ersichtlich®), die 


uniradialen Schwingungsrichtungen parallel und senkrecht zur Einfallsebene. 
Wir haben daher dann 0, — 0, = += und die Gleichung (201) fordert somit, 


2 


daB in diesem speziellen Falle beim Einfall unter dem Polarisationswinkel 
mindestens einer der beiden Faktoren m, und mw, verschwindet. Es 1aBt sich 
zeigen, daB derjenige Faktor nicht verschwinden kann, der sich auf die senk- 
recht zur Einfallsebene schwingende Welle bezieht; von den in uniradialen 
Azimuten schwingenden reflektierten Wellen muB daher die in der Einfalls- 
ebene schwingende verschwinden. Der oben definierte Polarisationswinkel fir 
eine parallel zu einer optischen Symmetrieebene liegende Einfallsebene ist somit 
dadurch gekennzeichnet, dafB die Schwingungsrichtung der reflektierten, linear 
polarisierten Welle senkrecht zur Einfallsebene liegt. 


1) A. Cornu, Ann. chim. phys. (4) Bd. 11, S. 384. 1867. 

2) M. BerEK, Ann. d. Phys. Bd. 58. S.172. 1919. 

3) F. NEUMANN, Abhandlgn. d. Berl. Akad. 1835, S. 34; Ges. Werke Bd. II, S. 396. 
Leipzig 1906. Uber das Verhalten des Polarisationswinkels in dem Falle, da der Bre- 
chungsindex des isotropen AuSenmediums nur wenig von dem mittleren Hauptbrechungs- 
index des Kristalls abweicht, vgl. R. Forrer, Vierteljschr. d. Naturf. Ges. Zirich, Bd. 69, 
S. 296. 1924. 

4) F. SCHWIETRING, Berl. Ber. 1911, S. 426. Die Bedingung (201) bedeutet, daB das 
Amplitudenverhaltnis P/A fiir das eine Hauptazimut [vgl. Ziff. 45c)] der einfallenden Welle 
verschwindet. Das zum anderen Hauptazimut gehdrende Schwingungsazimut @ der reflek- 
tierten Welle ist das Schwingungsazimut der linear polarisierten Welle, die aus der ein- 
fallenden unpolarisierten Welle durch Reflexion hervorgegangen ist. 

5) F. SCHWIETRING, N. Jahrb. f. Min., Beil. Bd. 26, S. 340. 1908; Berl. Ber. 19141, S. 427. 
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Liegt die Einfallsebene nicht parallel zu einer optischen 
Symmetrieebene, so sind mw, und py von Null verschieden; aus (201) folgt 
dann 


C1 = 02 =0 
und diese Bedingung?) liefert in Verbindung mit (195) und (196) fiir 7 die Gleichung 


sin? y, tg, sin? , tg lo 


cos (G+ 7) cotg 7, — ='C0s (c + a) cotg 175 (202) 


sin (7 —7,) sinn, sin(¢— 72) sin 
Das Azimut 0 der unter dem Polarisationswinkel reflektierten Welle wird 
als Ablenkung der Schwingungsebene bezeichnet2); die Ablenkung der Polari- 


o ergibt sich aus der zweiten For- 


sationsebene ist offenbar gleich = —0. @ 


mel (195) oder (196), indem man in dieser den aus (202) folgenden Wert 7 einsetzt ; 
in gewissen, durch Symmetrieeigenschaften ausgezeichneten Fallen*) wird e=5, 
so z. B. in dem vorhin besprochenen Falle, daB die Einfallsebene parallel zu 
einer optischen Symmetrieebene liegt‘). 

Gleichung (202) vereinfacht sich bei optisch einachsigen Kristallen und gestattet 
bei diesen eine strenge Berechnung von sini, wenn die Einfallsebene parallel zum 
Hauptschnitt der reflektierenden Flache liegt®); andernfalls mu8 sinz durch 
eine Naherungsformel dargestellt werden®). Die von der Theorie gelieferten 
Werte «7 sind in Ubereinstimmung mit den an Kalkspat angestellten Beob- 
achtungen von SEEBECK’) und CorNnuv§8). 

Auch beziiglich der Ablenkung o fihrt die Theorie, wie die bei Kalkspat 
ausgefiithrten Messungen von SEEBECK®), CORNU8) und Conroy”) gezeigt haben, 
zu richtigen Werten!). 

48. Schwingungsazimut einer aus einem Kristall in ein isotropes Medium 
austretenden Welle. Wahrend bisher das erste Medium als isotrop und das 


1) Die Bedingung 0, = 0, liegt der von J. Mac CuLLaGu (Trans. R. Irish Acad. Bd. 18, 
S. 41 u. 53. 1838; Collect. Works, S.99 u. 111. London 1880) gegebenen Definition des 
Polarisationswinkels zugrunde, die wegen ihrer Anschaulichkeit in den meisten Darstellungen 
der Kristalloptik aufgenommen wurde; sie versagt jedoch in dem vorhin besprochenen Falle, 
daB die Einfallsebene parallel zu einer optischen Symmetrieebene liegt. 

2) F, N—EuMANN, Abhandlgn. d. Berl. Akad. 1835, S. 33; Ges. Werke Bd. II, S. 396. 
Leipzig 1906; J. Mac CuLLaAGu, Trans. R. Irish Acad. Bd. 18, S. 41. 1838; Collect. Works, 
S. 99. London 1880. Beobachtet wurde die Ablenkung zuerst von D. BREwsTER (Phil. Trans. 
1819, S. 152). 

3) Diese Falle wurden von F. Neumann (Abhandlgn. d. Berl. Akad. 1835, S. 134; 
Ges. Werke Bd. II, S. 522. Leipzig 1906) untersucht. 

4) Im Gegensatz zur Reflexion an der gemeinsamen Begrenzungsflache zweier isotroper 
KG6rper, bei welcher stets 6 = O ist; vgl. die Ausfitthrungen im Kap. 6 ds. Bandes. 

5) A. SEEBECK, Pogg. Ann. Bd. 22, S. 133. 1831. 

8) F. Neumann, Abhand'gn. d. Ber’. Akad. 1835, S.37; Ges. Werke Bd. II, S. 401. 
Leipzig 1906. : 

7) A. SEEBECK, Pogg. Ann. Bd. 21, S. 309. 1831; Bd. 22, S. 135. 1831; F. Neumann, 
Abhandlgn. d. Berl. Akad. 1835, S. 38 u. 39; Ges. Werke Bd. II, S. 401 u. 402. Leipzig 1906. 

8) A. Cornu, Ann. chim. phys. (4) Bd. 11, S. 376. 1867. 

9) A, SEEBECK, Pogg. Ann. Bd. 38, S. 281. 1836; F. NEUMANN, ebenda Bd. 42, S. 26. 
1837eNGes. Werke 5d ils sio14 aieelpzeet OOo: 

10) J. Conroy, Proc. Roy. Soc. London Bd. 40, S. 173. 1886. 

4) Die im allgemeinen nur wenige Grade betragende Ablenkung 6 14Bt sich nach 
D. Brewster (Phil. Trans. 1819, S. 152) erheblich (bis zu 90°) steigern, indem man die 
reflektierende Flache mit einer Fliissigkeitsschicht von geeignetem Brechungsindex be- 
deckt; iiber die Theorie dieser Anordnung vgl. F. NEUMANN, Abhandlgn. d. Berl. Akad. 
1835, 5. 52; Ges. Werke Bd. Il, $417. Leipziz 41906. 


a 
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zweite als kristallinisch vorausgesetzt war, nehmen wir jetzt an, dab das erste 
Medium kristallinisch und das zweite isotrop ist). 

Im allgemeinen Falle?) hat man vier Wellen, namlich auBer der einfallenden 
Welle zwei reflektierte Wellen und eine in das isotrope, zweite Medium 
gebrochene Welle; in den Gleichungen (181), (182), (183) und (184) ist dann 
[2 |= 0, CM =0, pM = g® zu setzen?). 

Wir schreiben ferner zur Abkiirzung 


n=, n® = 7’, gp=n—t, C=C, g) =a—r 
und setzen fiir den Fall, daB an Stelle der einfallenden Welle die zu dieser gehorende 
Hilfswelle (vgl. Ziff. 35b) einfallt, 


=o", 7 = 9)", op=n— i*, = CF gY=na—7; 


man erhalt dann aus den Gleichungen (181), (182), (183) und (184) bei wieder- 
holter Benutzung der Potrerschen Relation (105) die folgenden Ausdriicke’) : 
sin «* sin (vy + 7*) 


Ole = — cosa* cin (y + 2*) cos(y — 7*) + sin®s*tgé*’ 


(203) 


sin x sin (yv + 7) 


cotgy = — cosa sin (y + 2) cos(y — 2) + sin®?z tgé 


hierbei sind die zur Hilfswelle geh6renden GréBen a*, 7* und ¢* als bekannt anzu- 
sehen, da 7* und der Brechungsindex der Hilfswelle und somit [nach (172)] auch 
das Schwingungsazimut «* durch die gegebene einfallende Welle bestimmt sind. 
Die Formeln (203) sind in einem speziellen Falle durch die von NORRENBERG®) 
an Kalkspat angestellten Beobachtungen bestatigt worden§). 

Wir denken uns nun den Lichtweg umgekehrt, nehmen somit an, daB eine 
Welle, aus dem isotropen zweiten Medium kommend, auf die gemeinsame Be- 
grenzungsflache unter dem Einfallswinkel y fallt und im Kristall zwei gebrochene 
Wellen erzeugt, welche (bis auf die Betrage der Lichtvektoramplituden und die 
entgegengerichteten Wellennormalenrichtungen) mit der vorhin behandelten ein- 
fallenden Welle und ihrer Hilfswelle identisch sind. Je eine dieser beiden gebrochenen 
Wellen verschwindet fiir die durch (195) und (196) bestimmten uniradialen 
Azimute «, und &,, wobei in diesen Formeln 1 =r, 7, = 1, 7, = 1*, ny = 4%, 
No = «*, ¢, = C, und ¢, = ¢* zu setzen ist; aus den so erhaltenen Ausdriicken 
ergibt sich durch Vergleich mit (203) 


cotga, = —tgy”, cotg a, = — tgy’, 
d. h. es ist 


M4 ov 
aay Ss. t—y =t>. (204) 
Die Schwingungsrichtung einer aus einem Kristall in ein angren- 


zendes isotropes Medium austretenden Welle, die aus einer im 
Kristall einfallenden linear polarisierten Welle Wentsteht, liegt 


1) Uber die eingehende Behandlung dieses Falles vgl. P. KarMMERER, N. Jahrb. f. 
Min., Beil. Bd. 20, S. 218. 1905. 
2) Vgl. hierzu S. 708, Anm. 2. 

7 3) Der Fall einer in einem Kristall einfallenden linear polarisierten Welle laBt sich 
realisieren, indem man auf die eine ebene Begrenzungsflache einer in einem isotropen Medium 
befindlichen Kristallplatte eine linear polarisierte Welle in einem uniradialen Azimut ein- 
fallen 1aBt. ‘ 

4) A. PotieR, Journ. de phys. (2) Bd. 10, S. 354. 1891. 

5) J. NoRRENBERG, Verhandlgn. naturhist. Ver. d. pr. Rheinl. Bd. 45, S. 1. 1888; Wied. 
Ann. Bd. 34, S. 843. 1888. 

8) P. KAEMMERER, N. Jahrb. f. Min., Beil. Bd. 20, S. 287. 1905. 
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somit senkrecht zur Schwingungsrichtung derjenigen Welle, 
welche, in entgegengesetzter Richtung aus dem isotropen Medium 
einfallend, im Kristall nur die zu W gehérende Hilfswelle erzeugen 
wirde}). 

Dieses Ergebnis la8t sich mit Hilfe des in Ziff. 43 angegebenen Satzes tiber 
die Polarebene des gebrochenen Strahls auch dahin aussprechen, daB die Polar- 
ebene der Hilfswelle, die zu der einfallenden Welle im Kristall ge- 
hért, die Wellenebene der in das isotrope AuBenmedium aus- 
tretenden Welle in deren Schwingungsrichtung schneidet?). 

49. Drehung der Schwingungsebene durch Brechung. Fallt eine linear 
polarisierte Welle W mit beliebigem Schwingungsazimut « auf eine in einem iso- 
tropen Medium befindliche, planparallele Kristallplatte, so entstehen im Inneren 
derselben durch Brechung im allgemeinen zwei linear polarisierte Wellen W, 
und W,, deren Schwingungsazimute 7 und 1 die durch (173) bestimmte 
gegenseitige Lage besitzen. Die Differenzen 7 — a und 7®) — a hei®en die 
durch Brechung hervorgerufenen Drehungen der Schwingungs- 
ebene; sie sind im allgemeinen auch bei senkrechter Inzidenz von Null ver- 
schieden 3). 

W, bzw. W, tritt in das isotrope AuBenmedium als linear polarisierte Welle W{ 
bzw. W% aus. Ist 7’ das Schwingungsazimut von W{ und 7” das Schwingungs- 
azimut von W%, ferner a, das zu W, und a, das zu W, gehorende uniradiale 
Schwingungsazimut yon W, so bestehen die zu (204) analogen Beziehungen 


y 76 he 


ay =t5, a,— =45, (205) 


die von WriGuHT*) hergeleitet und von ihm durch Messungen an Kalkspat be- 
statigt wurden. ‘i 
Da aus (195), (1496) und (173) folgt, daB a, — a, im allgemeinen von + = 


verschieden ist, so ist aus (205) zu schlieBen, daB 7’ — a, und 7” — a, nicht 
verschwinden; eine linear polarisierte Welle, die mit uniradialem 
Schwingungsazimut auf eine Kristallplatte fallt, erleidet so- 
mit peim Durcheane dureb idié, Blatte eine) Dréehune timer 
Schwingungsebene. 

yw) — yn’ und 7° — 7” geben die Drehungen der Schwingungsebenen 
an, welche die inder Kristallplatte durch Brechung erzeugten Wellen 
beim Austritt in das isotrope AuBenmedium erfahren; sie sind, wie sich 
mit Hilfe von (205), (195), (196) und (173) nachweisen 14Bt, im allgemeinen 
von Null verschieden. 


y) Totalreflexion. 


50. Grenzkegel der Totalreflexion. Wir betrachten wieder zwei ebenflachig 
aneinandergrenzende Kristalle, lassen aber die bisher gemachte Annahme fallen, 
daB samtliche Wurzeln der biquadratischen Gleichung (170) bzw. (174)fiir jedes 
der beiden aneinander grenzenden Medien reell sind. Existieren nur zwei reelle 
Wurzeln, so miissen die beiden anderen Wurzeln konjugiert komplex sein. Der 


1) A. Potier, Journ. de phys. (2) Bd. 10, S. 354 (FuBnote). 1801. 

) P. KAEMMERER, N. Jahrb. f. Min., Beil. Bd. 20, S. 243. 1905. 

%) Die durch Brechung hervorgerufenen Drehungen verschwinden bei senkrechter 
Inzidenz, wenn die Schwingungsebene der einfallenden Welle mit der Schwingungsebene 
einer der gebrochenen Wellen zusammenfallt; vgl. S. 722, Anm. 6. 

4) F. E. Wricut, Sill. Journ. (4) Bd. 31, 5.178 u. 188. 1911; Tschermaks mineral. u. 
petrogr. Mitteil. Bd. 30, S. 194 u. 205. 1911; F. SCHWIETRING, Centralbl. f. Min. 1912, S. 339; 
P. KAEMMERER, ebenda 1912, S. 521. 
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Ubergang von vier zu zwei reellen Wurzeln ist durch das Zusammenfallen zweier 
reeller Wurzeln gegeben. Bei diesem Ubergang mu also die Diskriminante von 
(174) verschwinden, d. h. es muB 


(aya, — 44,43 + 3.a5)® — 27 (apa,a, + 2a,a,a, — a,a3 — aaj — a)? =0 (206) 


sein; hierbei sind in dem die Koeffizienten aj, a,, a), a4; und a, darstellenden 
Formelsystem (175) sing und die die Lage der Einfallsebene definierenden 
Parameter!) als unabhangige Variable anzusehen. 

Bei beliebiger Wahl der Einfallsebene definiert derjenige Winkel m = 9g, 
fir den die fiir das erste Medium gebildete Gleichung (206) erfillt ist, einen 
Grenzwinkel streifender Reflexion; entsprechend liefert die Wurzel 
y = ¢ der fiir das zweite Medium gebildeten Gleichung (206) einen Grenzwinkel 
streifender Brechung oder der sog. Totalreflexion?). 

Variiert Man iN Qp, @, @, a; und a, die Parameter, durch welche die Lage der 
Einfallsebene bestimmt wird’), so erfiillen die von einem bestimmten Punkte der 
gemeinsamen Begrenzungsflache aus gezogenen, durch die Wurzeln w = @p be- 
stimmten Richtungen den Mantel eines zweischaligen Kegels, den man als 
Grenzkegel der totalen Reflexion bezeichnet; die beiden ineinander- 
liegenden Schalen des Kegels werden als innerer bzw. 4uBerer Grenzkegel 
unterschieden. 

Eine geometrische Veranschaulichung der Grenzwinkel erhalt 
man mit Hilfe der geometrischen Methode von HAMILTON und Mac CuULLAGH 
{Zitf. 35 b]. Im allgemeinen Falle der partiellen Reflexion und Brechung liegt 
(Abb. 13) die Indexflache J des ersten Mediums ganz innerhalb der Indexflache 
J® des zweiten Mediums, so daB NF jede Schale von J in zwei Punkten trifft, 
von denen jeder auf einer anderen Seite der gemeinsamen Begrenzungsebene 
liegt. Wir wenden uns nun dem Falle zu, da fiir jede beliebige Wellennor- 
malenrichtung die Brechungsindizes des zweiten Mediums kleiner 
sind als die Brechungsindizes des ersten Mediums, so da8 J® ganz 
innerhalb J“ liegt; fiir unsere Betrachtung behalten wir Abb. 13 bei, denken 
uns aber in dieser die 4uBere Schale von J) vollstandig von der inneren Schale 
von J‘) umschlossen. Ist g nahezu gleich a, so haben wir wieder partielle Re- 
flexion und Brechung; bei abnehmendem wird jedoch ein Grenzwinkel @ er- 
reicht, bei dem NF die innere Schale von J®) beriihrt, und bei einem noch 
kleinerem Winkel @ tritt nur eine gebrochene Welle auf. Dieser Grenzwinkel 
ist der Grenzwinkel der totalen Reflexion fiir die schwacher brechbare Welle. 
Der Strahl, welcher zu der durch g bestimmten Wellennormalenrichtung ge- 
hort, liegt in der gemeinsamen Begrenzungsebene der beiden Kristalle, denn 
seine Richtung ist durch die Normale der an den Beriihrungspunkt von N@F 
gelegten (und somit durch N“F gehenden) Tangentialebene der Indexflache 
gegeben [Ziff. 20b] und diese steht senkrecht zur Begrenzungsebene; da sie 
aber im allgemeinen nicht senkrecht zur Einfallsebene steht, so liegt der Strahl 
im allgemeinen nicht in letzterer. 

Der entsprechende Fall kann auch bei der a4uBeren Schale von J) eintreten 
und fiihrt dann zu einem zweiten Grenzwinkel qp. 


1) Diese Parameter sind a», f, und 7, falls (entsprechend der in Ziff. 31 getroffenen 
Festsetzung) die z’*’-Ebene die Einfallsebene ist. 

2) Das Problem der Totalreflexion an Kristallen wurde zuerst von G. KIRCHHOFF 
(Abhandlgn. d. Berl. Akad. 1876, S. 80; Ges. Abhandlgn. S. 373. Leipzig 1882) behandelt; 
vgl. ferner TH. Liepiscu, N. Jahrb. f. Min. 1885, (1) S. 245; (2) S. 181; 1886, (2) S. 47; 
P. VOLKMANN, Gottinger Nachr. 1885, S.336; 1886, S. 341; Wied. Ann. Bd. 29, S. 263. 1886; 
M. Hampt, Centralbl. f. Min. 1924, S. 520. 

3) Vgl. Anm. 1. 
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Um die beiden Grenzkegel der Totalreflexion geometrisch zu 
erhalten, denken wir uns senkrecht zur gemeinsamen Begrenzungsebene der 
beiden Kristalle den Tangentenzylinder an J®) gelegt, welcher J in einer Kurve 
— der Leitlinie der beiden Grenzkegel — schneidet. Die vom gemeinsamen Mittel- 
punkt der Indexflachen nach den Punkten dieser Kurve gezogenen Richtungen 
liefern die Mantellinien der Grenzkegel. 

Die Messung der Grenzwinkel der Totalreflexion bildet die Grundlage fiir 
eine Anzahl Methoden zur Bestimmung der Hauptbrechungsindizes eines Kri- 
stalls; auBerdem erméglicht sie die Priifung des FRESNELschen Gesetzes (47)'). 

Diesen Messungen liegt der im folgenden ausnahmslos vorausgesetzte ver- 
einfachte Fall zu Grunde, daB das erste Medium isotrop ist, reflektierter 
Strahl und reflektierte Wellennormale somit zusammenfallen. Liegt die ein- 
fallende Wellennormale innerhalb des inneren Grenzkegels, so hat man partielle 
Reflexion und Brechung, somit eine in das isotrope Medium reflektierte und zwei 
in den Kristall gebrochene Wellen. Liegt sie zwischen den Manteln des inneren 
und des auBeren Grenzkegels, so tritt eine in das isotrope Medium reflektierte 
und nur eine in den Kristall gebrochene Welle auf?); liegt sie auBerhalb des 
duBeren Grenzkegels, so erhalt man iberhaupt keine gebrochene, sondern 
nur eine in das isotrope Medium reflektierte Welle, somit Totalreflexion. 


51. Prinzip der Methoden zur Bestimmung der Hauptbrechungsindizes 
mittels Totalreflexion. Die Totalreflexion kann benutzt werden, um die Haupt- 
brechungsindizes eines Kristalls zu bestimmen?). Zu dem Zwecke 
la4Bt man die ebene Begrenzungsflache des Kristalls an ein Medium mit hin- 
reichend hohem Brechungsindex grenzen. Dies geschieht in der Weise, da man 
den Kristall entweder in eine Fliissigkeit einbettet oder seine reflektierende 
Flache mit der ebenen Begrenzungsflache eines festen K6rpers (z. B. Glas 
mit hohem Brechungsindex) von Prismen-, Zylinder- oder Halbkugelform in 
Beriihrung bringt; dabei wird der Zwischenraum zwischen Kristall und festem 
K6rper mit einer Flissigkeit angefullt, deren Brechungsindex gréBer ist als der 
groBte Hauptbrechungsindex des Kristalls*). 

LaBt man monochromatische Wellen mit allen méglichen Wellennormalen- 
richtungen (d. h. also diffuses oder konvergentes Licht) auf die gemeinsame Be- 
grenzungsebene fallen und beobachtet mit einem auf unendlich eingestellten 
Fernrohre, so zerfallt das Gesichtsfeld bei geeigneter Orientierung des Kristalls 
in Gebiete verschiedener Intensitat. 

Die Trennungslinien dieser Gebiete entsprechen den Grenzkegeln und heiBen 
die Grenzkurven der Totalreflexion®). Jedem Punkte P der Fernrohr- 
brennebene entspricht namlich ein System an der Begrenzungsebene reflek- 
tierter Strahlen, die parallel zu der Verbindungslinie von P mit dem optischen 
Mittelpunkt C des Fernrohrobjektivs verlaufen. Die beobachteten Grenzkurven 
zwischen den helleren und dunkleren Gebieten sind die Schnittlinien der Fern- 


1) Vgl. hierzu die Literaturangaben S. 650, Ziff.6, 7 u. 8. 

*) Dieser intermediare Fall ist eingehend behandelt bei P. KAEMMERER, N. ena: sip Mare 
Beil. Bd. 20, S. 245. 1905. 

» Zuerst durchgefithrt von W. H. Woxzaston, Phil. Trans. Bd. 92, S. 381. 1802. 

4) Die diesbeziiglichen Apparate nennt man Totalreflekt ometer. Uber die 
experimentellen Einzelheiten der totalreflektometrischen Methoden zur Bestimmung der 
Brechungsindizes vgl. den betr. Abschnitt in Bd. XVIII ds. Handb. sowie die zusammen- 
fassende Darstellung bei H. Ros—eNBuscu, Mikroskopische Physiographie der Mineralien und 
Gesteine, 5. Aufl. von E. A. WuLrine Bd. I (1). Untersuchungsmethoden, S. 647—661. Stutt- 
gart 1921—1924. 

5) Man kann die Grenzkurven noch deutlicher hervortreten lassen, indem man das 
Licht aus dem Kristall in das angrenzende isotrope Medium nahezu streifend eintreten laBt. 
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rohrbrennebene mit Kegeln, deren Spitzen sich in C befinden und deren Mantel- 
linien parallel zu den Mantellinien der Grenzkegel der Totalreflexion liegen, 
welche ihre gemeinsame Spitze in dem Schnittpunkt A der Fernrohrachse mit 
der reflektierenden Begrenzungsebene haben. Bei hinreichend kleinem Gesichts- 
feld kénnen die beobachteten Stiicke der Grenzkurven als nahezu geradlinig 
angesehen werden. 

Wird nun das Fernrohr in eine solche Lage gebracht, daB seine Achse AF 
durch einen Punkt B der Grenzkurve G geht, so fallt A F mit einer Mantellinie des 
einen Grenzkegels zusammen; der Winkel y, den die Grenzkurve G mit der Ein- 
fallsebene des reflektierten Strahles AF bildet, ist offenbar der Winkel zwischen 
dieser Ebene und der durch A F gehenden Tangentialebene des Grenzkegels. A F ist 
daher durch x und den zu B geh6renden Grenzwinkel p der Totalreflexion bestimmt. 

Das Problem der Bestimmung der Hauptbrechungsindizes 
mittels Totalreflexion besteht darin, die der Messung zuganglichen 
GréBen 7 und @ auszudriicken durch die Hauptbrechungsindizes des Kristalls, 
den Brechungsindex des angrenzenden isotropen Mediums und die als bekannt 
anzunehmenden Winkel, durch welche die kristallographische Orientierung der 
Begrenzungsebene und die Lage der Einfallsebene festgelegt werden?). 

52. Polarisation bei der Totalreflexion. Den Polarisationszustand des 
totalreflektierten Lichtes erhalt man aus den Gleichungen (185), (186), 
(187) und (188), in welchen aber mindestens einer der Winkel 7, und 7, kom- 
plex wird, sobald die einfallende Wellennormale nicht mehr innerhalb des (vom 
inneren Grenzkegel der Totalreflexion begrenzten) Gebietes der partiellen Re- 
flexion liegt. Die Durchrechnung?) fiihrt zu dem Ergebnis, daB die parallel 
und senkrecht zur Einfallsebene schwingenden Komponenten einer einfallenden, 
linear polarisierten Welle bei der Totalreflexion im allgemeinen verschiedene 
Phasendnderungen erleiden, die total reflektierte Welle somit [im Gegensatz 
zu einer partiell reflektierten (vgl. Ziff. 40)] elliptisch polarisiert ist. Die 
Verhaltnisse vereinfachen sich jedoch, wenn die Einfallsebene eine optische 
Symmetrieebene des Kristalls ist; ist in diesem Falle die einfallende Welle 
linear und parallel oder senkrecht zur Einfallsebene polarisiert, so gilt dann 
das gleich auch fiir die total reflektierte Welle. 

Bei der Beobachtung der Erscheinungen der Totalreflexion ist das ein- 
fallende Licht meistens unpolarisiertes; die in diesem Falle im reflek- 
tierten Lichte herrschenden Polarisationsverhaltnisse wurden theoretisch erst 
ziemlich spat*) durch KAEMMERER und SCHWIETRING aufgeklart*). Sie konnten 
zeigen, daB bei der Reflexion auBerhalb des inneren Grenzkegels das 
reflektierte Licht im allgemeinen teilweise elliptische Polarisation zeigt, 
die fiir diejenigen reflektierten Strahlen, welche die Mantellinien des Grenz- 


1) Die Lage der Begrenzungsebene (#’y’-Ebene) in bezug auf das optische Symmetrie- 
achsensystem x,y,z wird durch a@3,f,, y, und die Lage der Einfallsebene (z’7’-Ebene) 
durch a, Pg, 72 bestimmt; vgl. hierzu Ziff. 34. 

2) Uber die Durchrechnung vgl. z. B. Cu. E. Curry, Electromagnetic theory of light, 
Bd. I, S. 376—383. London 1905. Fiir den Fall, daB das erste Medium doppelbrechend und das 
zweite Medium isotrop ist, hat Sr. RysBAr (Ann. d. Phys. Bd. 46, S. 305. 1915) die bei der 
Totalreflexion eintretenden Phaseninderungen gemessen und Ubereinstimmung zwischen 
den berechneten und den beobachteten Werten gefunden. 

3) Die alteren Untersuchungen von E. KetreLrer (Wied. Ann. Bd. 28, S. 230. 1886) 
und F. KorAéex (Ann. d. Phys. Bd. 20, S. 433. 1906) waren nicht einwandfrei und fiihrten 
zu teilweise unrichtigen Ergebnissen; vgl. hierzu P. KArEMMERER, N. Jahrb. f. Min., Beil. 
Bd. 20, S. 311. 1905; F. SchwiETRING, ebenda Bd. 26, S. 369. 1908. 

4) P. KAEMMERER, N. Jahrb. f. Min., Beil. Bd. 20, S. 299. 1905; F. SCHWIETRING, 
ebenda Bd. 26, S. 360. 1908; Bd. 30, S. 495. 1910. 
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kegels bilden, in lineare iibergeht. |Diese teilweise Polarisation fehlt jedoch?), 
d. h. das reflektierte Licht ist unpolarisiert, wenn die Einfallsebene parallel zu 
einer optischen Symmetrieebene liegt?). 

58. Totalreflexion an optisch einachsigen Kristallen. Wir behandeln zu- 
nadchst den Fall, daB der an das isotrope Medium mit dem Brechungsindex y 
grenzende Kristall optisch einachsig ist’), 

a) Berechnung der Grenzwinkel der Totalreflexion. Um die 
Grenzwinkel der Totalreflexion zu erhalten, bezeichnen wir mit ¢« den Winkel 
zwischen der optischen Achse des Kristalls und dem Einfallslot (positive z’-Achse) 
und mit € den Winkel zwischen Einfallsebene und Hauptschnitt der Begrenzungs- 
ebene. Die Richtungen g™ der gebrochenen Wellennormalen sind nach (179) 
durch die Gleichungen 


sin?) = = sin’ und d, te2@ + 2d, tgp + d, =0 
i: 


bestimmt, wobei dy, d, und d, durch (180) gegeben sind. 

Die beiden Grenzwinkel und q’ der Totalreflexion sind diejenigen Werte 9, 
welche die reellen Wurzeln dieser Gleichungen von den imaginaren Wurzeln 
trennen (vgl. Ziff. 50). Aus der ersten Gleichung erhalt man daher (wegen 
iy = N) n2 
St Gee: (207) 


und aus der zweiten Gleichung 


oder 
n2 n? + (n} — n?) coste 
vy? n> — (n} — ni) sin®e sin? é° 


Si qe (208) 
b) Bestimmung der Grenzkegel der Totalreflexion. Um die 
Gleichungen der Grenzkegel zu erhalten, fiihren wir ein neues rechtwinkliges 


de jae ihe UMP vel Me 


Rechtssystem xy" 2” ein, dessen x#’’y'’-Ebene mit der x’y’-Ebene, dessen 
positive z’’-Achse mit der positiven z’-Achse zusammenfallt und dessen 2’ %’’- 
Ebene parallel zum Hauptschnitt der reflektierenden Begrenzungsebene liegt. 
Fir die Koordinaten x’, y’’, 2’’ eimes Punktes, der auf der durch g und & 
bestimmten reflektierten Strahlenrichtung liegt und vom Koordinatenanfangs- 


punkt die Entfernung # besitzt, haben wir dann 
x” = psingcosé, y = psing siné, Zs PCOS. (209) 


drei entsprechende Gleichungen bestehen fiir die durch ’ und & bestimmte Strah- 
lenrichtung. Ist K der zu m und K’ der zu gy’ gehérende Grenzkegel, so folgt 
aus (207) und (209) fiir die Gleichung von K 


(98 — WB) ("2 + 9%) — nie"? = 0; 


ferner ergibt sich fiir die Gleichung von K’ aus (208) und den zu (209) analogen, 
gy’ enthaltenden Formeln : 


2 ve J, 42 2) 2 2/2 
ie (= cost« + n? sin?« 1) feaeae Vs) a, 

1) F. SCHWIETRING, N. Jahrb. f. Min., Beil. Bd. 30, S. 502. 1910. 

*) Bei dieser speziellen Lage der Einfallsebene ist somit das Verhalten wie bei einem 
isotropen Korper, bei welchem einfallendes unpolarisiertes Licht nach der 
Totalreflexion jeder beliebigen Lage der Einfallsebene unpolarisiert ist. 

3) H. DE S&NaRMONT, C. R. Bd. 42, S. 65. 1856; Journ. de mathém. (2) Bd-45S5 306: 
1856; Tu. Lirpiscu, N. Jahrb. f. Min. 1885, (1) S. 246; (2) S. 203; 1886 (2), S. 47. 
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Durch Elimination von 2’ aus den beiden letzten Gleichungen erhalt man 


ng 119, 


ny cos®e + x!’ + (ni coste + ni sin2e) y'’? = 0. 


Die beiden Grenzkegel haben somit imallgemeinennur ihre Spitzen gemeinsam ; 
4 


liegt aber die optische Achse parallel zur Begrenzungsebene (« = 5) so berithren 
sie sich entlang der x’’-Achse (Schnittlinie von Begrenzungsebene und deren 
Hauptschnitt.) 

& ist ein senkrechter Kreiskegel, dessen Achse senkrecht zur Begrenzungs- 
ebene liegt; fiir diesen Kegel ist somit der Winkel y zwischen der Einfallsebene 
eines reflektierten Strahles und der durch letzteren gelegten Tangentialebene 
(vgl. Ziff. 51) gleich 2/2, also unabhangig von &. 

Beim Kegel A’ ist die Gleichung der Einfallsebene fiir die durch g’ und 
€ bestimmte reflektierte Strahlenrichtung 


wow Coles: 


die durch diese Strahlenrichtung an K’ gelegte Tangentialebene besitzt die 
Gleichung 


*- 3 ‘ — 
+ (v2 — n3)sinE-y"’ — n2- cotgg’-2” =0. 


: 5 
n3( 5 a, — 1) cose +a 
m; COSE + n; SIn*é 


Man erhalt daher aus diesen beiden Gleichungen mit Hilfe von (208)?) 


2 


y(n — n%) sin®e sin cos& 


cos 7 = (210) 


[74 (v® — (n3 cos? + n?sin®«)) cos?= + (v? — n3) (n3cos*e + n?sin®«)*sin? Et 
Die von DANKER?), PULFRICH’) und NORRENBERG*) an Kalkspat ausgefiihrten 
Messungen von 7 sind in Ubereinstimmung mit den nach (210) berechneten Werten. 
c) Bestimmung der Hauptbrechungsindizes des optisch ein- 
achsigen Kristalls und des Winkels zwischen seiner optischen 
Achse und der Normale der Bewegungsebene. Aus (210) folgt, daf 


1 = = wird, wenn entweder die optische Achse des Kristalls senkrecht zur 


Begrenzungsebene liegt (e = 0), oder bei beliebiger Lage der optischen Achse, 
wenn die Einfallsebene parallel oder senkrecht zum Hauptschnitt der Begrenzungs- 


ebene hegt E: = 0 oder = =e 


Fir & = 0 folgt aber aus (207) und (208) 


2 


ace n ; 1 ‘ ‘ ‘ 
sin? go = oe sin?g’ = a (n? + (nz — nz) cos?e) (211) 
se ee = IU 
und entsprechend erhalt man fiir § = > 
9 ni Pr , ni 
sin? = =a . sintg’ = | : (212) 


Bestimmt man somit bei einem optisch einachsigen Kristall 
an einer beliebigen Flache (von unbekannter kristallographischer 
Orientierung) die Grenzwinkel der Totalreflexion m und q’, wenn die 


1) Tu. LiepiscH, N. Jahrb. f. Min. 1886, (2) S.56 u. 58. 

2) J. DanxeErR, N. Jahrb. f. Min., Beil. Bd. 4, S. 265. 1885; TH. LreBiscu, ebenda 1886, 
{2) S. 63. 

3) C. PutFricu, N. Jahrb. f. Min. Beil. Bd. 5, S. 182. 1887. 

4) J. NORRENBERG, Verhandlgn. naturhist. Ver. d. pr. Rheinl. Bd. 45, S. 28. 1888; 
Wied. Ann. Bd. 34, S. 854. 1888. 
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Grenzkurven senkrecht zur Einfallsebene liegen, so lassen sich die 
Hauptbrechungsindizes m, und, des Kristalls aus (212) berechnen; 
die Messung der Grenzwinkel fiir den Fall, daB die Grenzkurven 
parallel zur Einfallsebene liegen, ergibt dann mit Hilfe von (211) 
den Winkel « zwischen der optischen Achse und der Normale der 
Begrenzungsflache}). 

d) Bestimmung des Charakters der Doppelbrechung aus der 
Lage der Grenzkurven der Totalreflexion. Aus (207) und (208) 
ergibt sich, -daB bei positiv einachsigen Kristallen (1, <3) » <q’ ist; bei 
negativ einachsigen (n, > 73) ist umgekehrt y > y’. Welche der beiden Grenz- 
kurven zu gy, bzw. gy’ gehort, laBt sich dadurch feststellen, daB erstere bei 
Anderung der Lage der Einfallsebene (d. h. des Winkels &) stets senkrecht zur 
Einfallsebene bleibt, letztere jedoch nicht. Aus der Lage der Grenzkurven 
kann man somit den Charakter der Doppelbrechung des optisch ein- 
achsigen Kristalls bestimmen. 

54. Totalreflexion an optisch zweiachsigen Kristallen bei spezieller Lage 
der Begrenzungsebene. Wir behandeln die Totalreflexion an optisch zwei- 
achsigen Kristallen?) zunachst bei den in Ziff. 34 besprochenen speziellen Lagen 
der Begrenzungsebene, bei welchen sich Gleichung (174) auf eine quadratische 
Gleichung in tg?q reduziert. Wir haben dann zwei Paare entgegengesetzt 
gleicher Wurzeln +tgg® und +tgq®); sollen die beiden Werte eines solchen 
Paares gleich werden, wie es der Grenzfall der Totalreflexion verlangt, so miissen 
sie entweder gleichzeitig verschwinden oder unendlich werden. Da der erstere 
Fall senkrechter Inzidenz entspricht, so kommt bei der Totalreflexion nur der 
letztere in Frage, und dieser erfordert, daB 


Dee (213) 
wird. 

a) Gestalt der Grenzkegel der Totalreflexion, wenn dice Be= 
srenzungesebene parallel zu einer optischen Symuretrieebene 
liegt. Liegt die Begrenzungsebene parallel zu einer optischen Symmetrie- 
ebene (z. B. zur yz-Ebene), so ergeben sich fiir die Grenzwinkel gy und q’ aus 
(213) und (176) die Gleichungen 


sin2 as nen 
——— Ss — = 5 = 
ae ‘a y? (n3 cos?e + 12 sin?) 


? 


wobei » wieder den Brechungsindex des isotropen AuBenmediums und « den 
Winkel zwischen Einfallsebene und xy-Ebene bedeutet. 

Bedeutet K den zu gm und K’ den zu gy’ gehérenden Grenzkegel, so ergibt 
sich die Gleichung von K durch eine analoge Betrachtung wie in Ziff. 53 zu 


(vo? — ni) (2+ 24) — nh x? = 0 
und die Gleichung von K’ zu 
n3 (v2 — 18) y2 + m3 (v2 — 18) 22 — nix? = 0, 
K ist ein —senkrechter Kreiskegel. K ist reell fir »v>n,, K firy>v, 


oderve-1,. BeiCist y= = wobei x wieder der Winkel zwischen der Einfalls- 


1) Ohne Beweis zuerst angegeben von F. KoHLRAUSCH, Wied. Ann. Bd. 4, S. 15. 1878. 

2) Das Problem der Totalreflexion an optisch zweiachsigen Kristallen wurde zuerst 
von H. DE SENARMONT, (C. R. Bd. 42, S. 65. 1856; Journ. de mathém. (2) Bd. 1, S. 309. 
1856) und spater von Tu. Ligrsiscu, [N. Jahrb. f. Min. 1885, (2) S. 198; 1886, (2) S. 58] 
behandelt. 


Zz 
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ebene des reflektierten Strahles und der durch letzteren gelegten Tangential- 
ebene des Kegels ist. Bei AK’ haben wir 


(my — nj)sine cose | 


Oe 25 9 *_.9 2 2 ee ; 
[ng (v2 — m§) sin?s + mf (v® — n2) cos?e]? 


Messungen von x hat DANKER?) bei Aragonit vorgenommen. 

Liegt die Begrenzungsebene parallel zu einer der beiden anderen optischen 
Symmetrieebenen, so erhalt man die entsprechenden Formeln durch zyklisches 
Vertauschen der Buchstaben 7,, , und mg bzw. x, y und z. 

b) Bestimmung der Hauptbrechungsindizes durch Total- 
reflexion, wenn die Begrenzungsebene parallel zu einer opti- 
schen Symmetrieachse liegt. Liegt die Begrenzungsebene parallel zu 
einer optischen Symmetrieachse (z. B. zur x-Achse) und ist die Einfallsebene 
ebenfalls parallel zu dieser, so folgt aus (243) und (177) 


so 5 soy 3 , 
ae =—7, sintgu=— 4 (214) 

Liegt die Einfallsebene dagegen senkrecht zurx-Achse (und damit parallel 
zur y2z-Ebene), so erhalt man fiir die Grenzwinkel aus (178) die Gleichungen 


wsintg —nj=0, dod, = aj; (215) 

diese ergeben 
sin?@ = 2 rei a = (13 + (n3 — n3) cos?e) : 

MiBbt mansomit in diesen beiden Einfallsebenen (welche sich dadurch 
kennzeichnen, da8 die Grenzkurven senkrecht zu ihnen liegen) die 
Grenzwinkel g und g’, so erhalt man mittels (244) und (2145) die 
gesuchten Hauptbrechungsindizes n,, m,, m3; sowie den Winkel «¢, 
den die Einfallsebene mit der zx-Ebene bildet. 

55. Totalreflexion an einer zur Binormalenebene parallelen Begrenzungs- 
ebene. Von besonderem Interesse ist derjenige der in Ziff.55a) behandelten 
Falle, bei dem die Begrenzungsebene parallel zur Binormalenebene 
(zx-Ebene) liegt?). 

a) Lage der Grenzstrahlen der Totalreflexion. Die Grenzkegel 
kK und K’ haben dann vier Mantellinien gemeinsam, welche in den senkrecht 
zur Begrenzungsebene liegenden, durch die Binormalen gehenden Ebenen liegen. 
AuBerdem erfiillen die Grenzstrahlen Teile der Mantel zweier weiterer Kegel L 
und L’, welche den Wellennormalenkegeln der in Richtung der Biradialen ge- 
brochenen Strahlen entsprechen; sie sind durch die singularen Tangentialebenen 
der Indexflache des Kristalls*) bestimmt, deren Mittelpunkt wir uns in die ge- 
meinsame Spitze A der beiden Kegel K und K’ gelegt denken. Diese singulairen 
Tangentialebenen liegen offenbar senkrecht zur Begrenzungsebene und gehen 
durch die gemeinsamen Tangenten an den Kreis und die Ellipse, in welchen die 
Indexflache von der Begrenzungsebene geschnitten wird. 

Ein senkrecht zur Begrenzungsebene an die Indexflache gelegter Tangential- 
zylinder berithrt somit die Indexflache nicht nur in Kreis und Ellipse, son- 
dern auch in den Beriihrungskreisen der singuléren Tangentialebenen; die 


1) J. DANKER, N. Jahrb. f. Min., Beil. Bd. 4, S. 272. 1885; Tu. Lizpiscu, ebenda 1886, 
(2) S. 63. 

2) H, DE SENARMONT, Journ. de mathém. (2) Bd. 1, S. 310. 1856; Tu. Ligsiscn, N. Jahrb. 
f. Min. 1856, (2) S. 60; E. Matrarp, Journ. de phys. Bd. 5, S. 389. 1886; Cu. Soret, Arch. 
sc. phys. et nat. (3) Bd. 20, S. 279. 1888. 

Wisi Sod wadlit ed. 
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Mantellinien der Kegel Z und L’ sind nun die Verbindungsgeraden von A mit 
den Punkten der Kurve, in welcher die singularen Tangentialebenen die um A 
mit dem Radius v beschriebene Kugel (d. h. die Indexflache des angrenzenden 
isotropen Mediums vom Brechungsindex ») schneiden. 

Da diese Tangentialebenen senkrecht zu den Biradialen liegen, so lauten 


ihre auf die optischen Symmetrieachsen bezogenen Gleichungen mit Riicksicht 
avo eel sence 
| ni— ni” =n, |) nt — 2 


N3 | 
zusammen mit der Gleichung der erwahnten Kugel 


1 
pula ae are) 


1 
Ng 


35 —= 4| —=(0)s 


2 


1=0 


(216) 


? 


liefern sie fiir die Kegel L und L’ die Gleichungen 


2 2 2 2 nz -— Ns 
Ne (x2 = y*? + 22) =p ok 226 


Jeder der beiden Kegel L und L’ hat mit jedem der Kegel K und K’ eine Mantel- 
linie gemeinsam. Die K und L (oder L’) gemeinsame liegt in der durch die zu- 
gehérige Biradiale senkrecht zur Begrenzungsebene gelegten Ebene; die K’ 
und L (oder L’) gemeinsame liegt in der Ebene, welche senkrecht zur Begren- 
zungsebene durch A und den Beriihrungspunkt der singularen Tangentialebene 
mit der Ellipse geht, in welcher die Indexflache des Kristalls von der Begren- 
zungsebene geschnitten wird. Nur die zwischen diesen gemeinsamen Mantel- 
linien liegenden Mantelsektoren der Kegel ZL und L’ liefern Grenzstrahlen 
der Totalreflexion; alle ibrigen Strahlen werden total reflektiert, da die durch 
ihre Schnittpunkte mit der Kugel (216) gehenden Normalen der reflektierenden 
Begrenzungsflache die Indexflache des Kristalls weder berithren, noch schneiden. 
b) Eintallsebene nahezu parallel zu ciner Binormale,, Wi 
wenden uns jetzt dem bemerkenswerten Falle zu, dab die reflektierende 
Flache parallel zur Binormalenebene 
und die Einfallsebene nahezu parallel zu 
einer Binormale liegt. Wir bezeichnen mit F 
fo den Fuf8punkt des Lotes, das vom Schnittpunkt NV 
W der einfallenden Wellennormale mit der Kugel (216) 
auf die Begrenzungsebene gefallt wurde und neh- 

men zunachst an, daB die Einfallsebene durch die 

Binormale AB geht (Abb. 16). Ist S der Schnitt- 

punkt von Ab mit der gemeinsamen Tangente an 

Kreis und Ellipse, so kann Totalreflexion offenbar 


aay SS 
[M1 — Ns 
ni — n5 | 


A tZ 


4Z nur dann eintreten, wenn F nicht auf AS liegt, 


Abb. 16. Zur Totalreflexion aneiner 
zur Binormalenebene parallelen 
Begrenzungsebene eines optisch 
zweiachsigen Kristalls, wenn die 
Einfallsebene nahezu parallel 
zu einer Binormale liegt. [Die 
Zeichenebene ist die Begrenzungsebene 
(zx-Ebene); die positive y-Achse geht von 
vorn nach hinten. Die Kurven sind der 
Schnittkreis und die Schnittellipse derBe- 
grenzungsebene mit der um A als Mittel- 
punkt gelegten Indexflache des Kristalls. 
ABS Richtung der einen Binormale, 
AUVW Spur der Einfallsebene.] 


da sonst das Lot NF die Indexflache des Kristalls 
in zwei Punkten schneidet. Die Einfallsebene mége 
daher die durch die Spur A UV W bestimmte Lage 
haben, wobei U, V und W die Schnittpuhkte dieser 
Spur mit der Ellipse, dem Kreis und der gemein- 
samenTangente dieser Kurven sind. Liegt f zwischen 
A und U, so trifft das Lot NF die Indexflache des 
Kristalls in zwei Punkten; es existieren dann zwei 
gebrochene Wellen und keine Totalreflexion. 


Liegt F zwischen U und V, so schneidet das Lot die Indexflache des Kristalls nur 
in einem Punkte; es tritt jetzt nur eine gebrochene und eine total reflektierte 
Welle auf. Liegt / zwischen V und W, so wird die Indexflache des Kristalls 


Ziff. 56. Allgemeiner Fall der Totalreflexion an einem optisch zweiachsigen Kristal, 
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wieder in zwei Punkten geschnitten, so daB man jetzt wieder zwei gebrochene 


Wellen und keine Totalreflexion hat. 


Liegt endlich F jenseits W, so be- 


findet sich das Lot auBerhalb der Indexfliche des Kristalls und_es tritt voll- 


standige Totalreflexion ein. 

Die beobachteten Grenzkurven!) stellt Abb. 47 dar; in 
dieser wird der Bereich der partiellen Reflexion durch das 
engschraffierte, der Bereich der teilweisen Totalreflexion durch 
das breitschraffierte und der Bereich der vollstindigen Total- 
reflexion durch das unschraffierte Gebiet dargestellt. 

Da die Einfallsebenen, in welchen sich die Grenzkurven 
schneiden, durch die Binormalen gehen, so laBt sich durch 
Bestimmung der Grenzkurven der Totalreflexion an einer zur 
Binormalenebene parallelen Flache der Binormalenwinkel 
messen?). 

56. Allgemeiner Fall der Totalreflexion an einem 
optisch zweiachsigen Kristall. Wir wenden uns jetzt dem 
allgemeinen Falle zu, daB die Begrenzungsebene des optisch 
zweiachsigen Kristalls weder parallel, noch senkrecht zu einer 


Abb. 17. Grenzkurven 
der Totalreflexion an 
einer zur Binorma- 
lenebene parallelen 
Begrenzungsflache 
eines optisch zwei- 
achsigen Kristalls. 
(Bereich partieller Re- 
flexion eng schraffiert, 
Bereich teilweiser Total- 
reflexion breitschraffiert, 
Bereich vollstandiger 
Totalreflexion un- 


1 i ; ffiert. 
optischen Symmetrieebene liegt. schraffiert.) 


Wir legen durch einen beliebigen Punkt A der Begrenzungsebene die op- 
tischen Symmetrieebenen und bezeichnen ihre Schnittgeraden mit der Be- 
grenzungsebene mit AS,, AS, und AS,. Hierbei sollen S,, S, und Sz; die 
Schnittpunkte dieser Geraden mit den Kreisen sein, in welchen die um A ge- 
legte Indexflache des Kristalls von den optischen Symmetrieebenen geschnitten 
wird und deren Radien ,, m, und ug sind. S,, S, und Sz liegen auf dem senk- 
recht zur Begrenzungsebene an die Indexflache gelegten Tangentialzylinder; die 
Grenzwinkel der Totalreflexion 9, y, und @, fiir die durch AS,, AS, und AS, 
gehenden Einfallsebenen sind durch 


Ny Ng 


aS —— Ng 
SIND, a 7 - SIN Po = ar > 


sin Ps, = — 
gegeben, wobei v wieder der Brechungsindex des isotropen AuSenmediums ist. 

Nun folgt aus (109), daB in dem durch die Begrenzungsebene erzeugten 
Zentralschnitt der Indexflache der gréBte bzw. kleinste Betiag der vom Mittel- 
punkt zu den Kurvenpunkten gezogenen Vektoren durch 1, bzw. n, (oder um- 
gekehrt) gegeben ist; m, ist, je nach der Orientierung der Begrenzungsebene, der 
Betrag des gréBten Vektors der inneren Kurve oder des kleinsten Vektors der 
auBeren Kurve. 

Variiert man die Lage der Einfallsebene, so erhalt man daher vier Lagen, in 
welchen der Grenzwinkel einen maximalen oder minimalen Wert besitzt. Drei 
dieser Einfallsebenen gehen durch AS,, AS, und AS,. Die durch AS, und 
AS, gehenden sind dadurch ausgezeichnet, dafi in der einen der Grenzwinkel 
ein absolutes Maximum, in der anderen ein absolutes Minimum wird; diese 
beiden extremen Werte der Grenzwinkel liefern unmittelbar n, und v,*). Von 
den beiden Grenzwinkeln, die zu den beiden anderen ausgezeichneten Kinfalls- 
ebenen gehoren, ergibt der eine m, und gehért zu der durch AS, gehenden 


1) W. Kourirauscu, Wied. Ann. Bd. 6, S. 113. 1879 (Weinsaure). 

2) A, MiLuerms, ZS. f. Krist. Bd. 14, S. 202. 1888. Die Methode liefert nur bei starkerer 
Doppelbrechung brauchbare Werte, da der Winkel zwischen den Grenzkurven sonst zu klein 
wird. 

3) Cu. Soret, C. R. Bd. 107, S.176 u. 479. 1888; Arch. sc. phys. et nat. (3) Bd. 20, 
S. 277. 1888; ZS. f. Krist. Bd. 15, S. 45. 1889; B. Hecht, N. Jahrb. f. Min., Beil. Bd. 6, S. 242. 
1889. 
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Einfallsebene; welcher dieser beiden Grenzwinkel jedoch , liefert, lat sich 
ohne Heranziehung besonderer Betrachtungen nicht entscheiden’). 

Man kann diese Entscheidung dadurch treffen, da8 man entweder an einer 
zweiten Begrenzungsebene angestellte Beobachtungen heranzieht, da bei diesen 
in den ausgezeichneten Lagen der Einfallsebene der zu m, gehérende Wert wieder 
vorkommen muB2). Steht jedoch nur eine Kristallflache zur Verfiigung, so 
mu8 man zur Entscheidung die Polarisation der reflektierten Grenzstrahlen 
heranziehen*). Die Grenzstrablen, welche ,, m, und m, liefern, haben namlich 
ihre Schwingungsebenen parallel zu den optischen Symmetrieebenen, in welchen 
sie selbst liegen, und wenn £,, E, und £, ihre Einfallsebenen sind, so hat man 
fiir die Winkel #, g und zwischen den optischen Symmetrieebenen und der Be- 
erenzungsebene die Beziehungen*) 


COS? == cotg Ej EB, cotg Ee COS 8G cotg EE; cotg E>, a 
; 247 
COS*7 == cole EL cote HE .. 


Diese Winkel lassen sich aber mit Hilfe eines in dem Beobachtungsfernrohr des 
Totalreflektometers befindlichen Analysators bestimmen®) ; die Ubereinstimmung 
zwischen beobachteten und berechneten Werten liefert die Entscheidung tiber 
die Lage der Einfallsebene des zu u, gehérenden reflektierten Grenzstrahles®). 

Ist m, der Brechungsindex, der sich aus dem erwahnten vierten ausgezeich- 
neten Grenzwinkel ergibt, so gilt die Identitat’) 


n? = nz cos? nz cos? nz cos? 7, 
4 1 2 3 


wobei #, q und y durch (217) bestimmt sind; diese Formel kann zur Kontrolle®) 
dienen, ob die richtigen Winkel zur Berechnung von 7,, p, g und 7 benutzt 
wurden. 

J) Durchgang ebener Wellen durch Prismen. 


57. Allgemeines tiber den Durchgang ebener Wellen durch Prismen. Wir 
betrachten das Verhalten ebener Wellen beim Durchgang durch ein 


doppelbrechendes KristalJprisma P, welches sich in einem isotropen 
pS 2 

1) Diese Zweideutigkeit hat ihre Ursache darin, da durch einen gegebenen ebenen 
Zentralschnitt die Indexflache nicht eindeutig bestimmt ist; zu einem solchen Zentral- 
schnitt gehdéren vielmehr zwei verschiedene Indexflachen, bei welchen der gréfte und 
kleinste Hauptbrechungsindex tbereinstimmt, der mittlere aber verschieden ist [A. BRILL, 
Miinchener Ber. Bd. 13, S. 423. 1883; Math. Ann. Bd. 34, S. 297. 1889; Tu. Lirpiscu, N. Jahrb 
fo Mine 188650 (nS) o4ie 

oN XCisk, Stosoig, ASE Ge, Getsie, IBXel, WS, “SANS, SSeS IR Ie, Merino, (CSIR, 1h, Os, S. 037 
1889; Arch. sc. phys, et nat. (3) Bd. 21, S. 113. 1889; B. Hrecut, N. Jahrb. f. Min., Beil. Bd. 6 
S. 241. 1889; A. LaventR, Buil. soc. minéral. Bd. 14, S. 100. 1891. 

*\C; VioraA, Zs. i. Krist. Bd134,s: 402 118995 Bd.36, S. 345. 1902; Bull soc, minerals 
IBdh25, Soom. 1476 1902) 

4) C. Viora, Lincei Rend. (5) Bd. 8 (1), S. 279. 1899; A. Cornu, C. R. Bd. 133, S. 465. 
1901; Journ. de phys. (4) Bd. 1, S. 143. 1902; Bull. soc. minéral. Bd. 25, S.17. 1902. 

5) Vgl. die Zitate Anm. 3 sowie F. SCHWIETRING, N. Jahrb. f. Min. 1912, (0) So Ae 
Centralbl. f. Min. 1913, S. 577; C. Viora, N. Jahrb. f. Min. 1912, (2) S. 45; Lincei Rend. 
(5) (Bd224(4)) S35 737-.1012" Bullsocssminéraly Bdi35) o.4516 1942: 

8) Eine weitere Methode von C. Vrova [N. Jahrb. f. Min. 1912 (2), S. 63; Lincei Rend. 
(5) Bd. 21 (1), 8.737. 1912; Bull. soc. minéral. Bd. 35, S. 4841. 1912] zur Entscheidung, welcher 
Grenzwinkel zu n, gehért, beruht auf den Interferenzerscheinungen im konvergenten, polari- 
sierten Lichte. 

*) A. Cornu, C. R. Bd. 133, S. 129. 1901; Journ. de phys. (4) Bd. 1, S. 140. 1902; Bull. 
soc. minéral. Bd. 25, S. 13. 1902. 

8) Vgl. hierzu C. Viota, Bul. soc. minéral. Bd. 25, S. 149. 1902; F. Pocxrts, Lehrb. d. 
Kristalloptik, S. 132. Leipzig 1906; L. WeBrr, Mitt. naturf. Ges. Freiburg (Schweiz), Ser. 
Math, u. Phys. Bd. 4, S.24. 1921. 
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Medium vom Brechungsindex » befindet!) und nehmen an, daf » kleiner ist 
als der kleinste Hauptbrechungsindex des Prismas, so da fiir eine im isotropen 
Medium einfallende Welle Totalreflexion ausgeschlossen ist (vgl. Ziff. 50). Jenes 
Verhalten ist von Wichtigkeit fiir gewisse Methoden zur Bestimmung der 
Hauptrechnungsindizes eines Kristalls, die wir in den folgenden Ziffern 50 bis 
66 besprechen. 

Wie stellen uns in diesen Ziffern die Aufgabe, den Brechungsindexn 
einer der in das Prisma gebrochenen Wellen durch der Mes- 
sung zugangliche WinkelgréBen auszudriicken, d.h. die sog. 
»Prismenformel* aufzustellen. Zu diesem Zwecke legen wir um irgendeinen 
Punkt A der Prismenkante?) (Abb. 18) die Indexflache K des isotropen 
AuBenmediums (d.h. eine Kugel mit 
dem Radius »), welche von der durch 
A gehenden Wellennormale der ein- 
fallenden Welle in N geschnitten werden 
mége und fallen von N das Lot auf 
die Eintrittsflache AE des Prismas. 
Die auf derselben Seite wie N liegen- 
den Schnittpunkte dieses Lotes mif 
der um A gelegten Indexflache J des 
Kristalls seien M und Q; die durch 
letztere Punkte senkrecht zur Austritts- 
flache AF des Prismas gezogenen Senk- is 


rechten médgen die Kugel K in den 
(dem Punkte NV nachstgelegenen) Punk- 
ten N’ und N” schneiden. .4M und 
AQ sind dann [vgl. Ziff. 35 b)] die 
Wellennormalen der in das Prisma ge- 
brochenen, A N’und A N” diejenigen der 
aus dem Prisma austretenden Wellen. 

Wir betrachten zunachst den ein- 


Abb. 18. Durchgang ebener Wellen durch ein 
doppelbrechendes Kristallprisma. [Wellenebene 
parallel zur Prismenkante, Zeichenebene Normalschnitt 
des Prismas P. A Prismenkante, AE Eintrittsflache, 
AF Austrittsflache des Prismas. « Prismenwinkel. AN 
Richtung der Wellennormale der einfallenden Welle. 
AM und AQ (letztere nicht ausgezogen) Wellennormalen- 
richtungen der in das Prisma gebrochenen Wellen; AN’ 

und AN” (letztere nicht ausgezogen) Wellennormalen- ~ 
richtungen der aus dem Prisma austretenden Wellen. 
K Schnittkurve des Normalschnitts mit der Indexflache 
des isotropen AuBenmediums, J Schnittkurve des Normal- 

schnittes mit der Indexflache des Kristalls.] 


facheren Fall, daB die Ebene der ein- 

fallenden Welle parallel zur Prismenkante liegt (d. h. daB der Normalschnitt des 
Prismas Einfallsebene ist) und bezeichnen den Prismenwinkel mit a, die Gesamt- 
ablenkung der aus dem Prisma tretenden von uns ins Auge gefaBten Welle mit 
D, den Winkel zwischen der einfallenden Wellennormale und der in das Innere 
des Prismas gezogenen Normale der Prismenflache AE mit 7, den Winkel 
zwischen der austretenden Wellennormale und der nach auBen gezogenen Nor- 
male der Prismenflache AF mit 7’, die Winkel zwischen der Wellennormale A M 
der gebrochenen Welle und der Normale der Fliche AF bzw. AF mit r bzw. 7’, 
endlich den Winkel zwischen AM und der Halbierungsebene des Winkels « 
reat ¥, 

1) G. G. Stokes, Cambr. and Dublin Math. Journ. Bd. 1, S. 183. 1846; Rep. Brit. Assoc, 
1862, S. 272; Mathem. and Phys. Pap. Bd. 1, S. 148; Bd. 4, S. 187. Cambridge 1880 u. 1904; 
H. pE SENARMONT, Nouv. Ann. de mathém. Bd. 16, S. 273. 1857; V. v. LanG, Wiener Ber. 
Bd. 33, S.155 u. 577. 1858; H. Torpsoz u. C. CHRISTIANSEN, Ann. chim. phys. (5) Bd. 1, 
S. 12. 1874; Pogg. Ann. Erg.-Bd. 6, S. 506. 1874; A. Cornu, Ann. de l’école norm. (2) Bd. 14, 
S. 234. 1872; Bd. 3, S.4. 1874; Tu. Liepiscn, N. Jahrb. f. Min. 1386 (4), 5S. 14; M. Born, 
ebenda, Beil. Bd. 5, S. 16. 1887; H. Smiru, Phil. Mag. (6) Bd. 12, 5.29. 1906; L. WEBER, 
Mitt. naturf. Ges. Freiburg (Schweiz), Ser. Math. u. Phys. Bd. 4, S.1. 1921. 

2) Uber die beim Prisma gebrauchlichen Bezeichnungen vgl. den Abschnitt iber Prismen 
in Bd. XVIII ds. Handb. Statt der sonst tiblichen Bezeichnung ,,Hauptschnitt des 
Prismas“ sagen wir im folgenden ,,Normalschnitt”, um Verwechslungen mit dem 
kristallographischen Hauptschnitt [Ziff.24b)] zu vermeiden. 


Handbuch der Physik. XX, 47 
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Stellt in Abb. 18 die Zeichenebene den Normalschnitt des Prismas dar 
und ist 2 die Lange von AM, so ergibt eine einfache geometrische Betrachtung 
mit Hilfe von (168) 


sin? = —sinr, sind’ = — sin7’, ytry=a, t1+7=64+D (218) 
und 
Gaye eae I, Uy ay, 
ae 2D, P) <i : 2 2 


oder 
IPa=a+r—r. 


Aus diesen Gleichungen kénnen wir die der Messung nicht zuganglichen 
Winkel y und 7’, sowie einen der Winkel D, 7 oder 2’ eliminieren und damit V 
und den Brechungsindex m durch a, zwei andere meBbare Winkel 
und den Brechungsindex y des isotropen AuBenmediums ausdriicken. 


Zunachst ist aoe ne Pan ; 
sin? + sina’ = 7 (siny + sin7’), 


oder 
a+ 74 i 10 6 Yee eh 

sin cos = = Sin cos . 

2 2 v 2 2 

, : ; ; (219) 
ey a ee the in 
S a 
22 Ps v ® 2 : 


hieraus erhalt man durch Elimination von n/y 


NS / SEEN? : ) 


und diese Gleichung liefert mit (218) und dem darunter stehenden Werte fiir 


die Beziehung o+D)\, «+D 
; t i 
2 } 2 


tg ¥ = —cotg = cote (i (220) 


Ree? 
Eliminiert man andererseits aus den Gleichungen (219) pets so ergibt sich 


2 
yty ~ot4tVv 
‘ Coe ao Sink lpia : 
Se pe cinta (haa aoe cost W + sin? (221 
ul ear ar 2 mee ed Tis a OF: S? : ) 
Oe —— Soa} — 
2 2 
wobei 
a+D a+ D 
C08 ae Sens 
C= — ‘ 5 —— 
(a4 a 
cos sine 
2 


gesetzt ist. 

Hat man die Winkel «, D undz gemessen und kennt man den Brechungs- 
index y des isotropen AuBenmediums, so kann man mit Hilfe von (220) und 
(221) den Winkel Y und den gesuchten Brechungsindex  berechnen. 

Mit Hilfe der Gleichungen (220) und (221) laBt sich ferner die Schnitt- 
kurve der Normalenflache mit dem Hauptschnitt des Prismas aus gemessenen 
Gr6éBen bestimmen!) und damit auch eine experimentelle Priifung des FRESNEL-: 
schen Gesetzes (47) vornehmen?). 


1) G. G. STOKES, Rep. Brit. Assoc. 1862, S$. 272; Proc. Roy. Soc. London Bd. 20, S. 443. 
(872; C. Ky Bd. 77, S. 1450. 13873) Mathem. and ehyssiPaperss Bd. 4, Sudc7 scours 
Cambridge 1904. 

*) Vgl. die Literaturangaben S. 650, Anm. 4, 5, 9 u. 10. 
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58. Schrager Durchgang ebener Wellen durch Prismen. Der allgemeinere 
Fall des Durchgangs ebener Wellen durch ein Prisma ist der, daB die Wellen- 
ebene der einfallenden Welle nicht parallel zur Prismenkante 
liegt, d. h. daB die Einfallsebene gegen den Normalschnitt des Prismas geneigt 
ist; wir wollen fiir diesen Fall die den Formeln (220) und (221) entsprechenden 
Ausdriicke aufstellen. 

Die Prismenkante mu jedenfalls mit der Ebene der einfallenden und der 
austretenden Welle den gleichen Winkel x bilden, da N, N’ und N” (Abb. 18) in 
einer Ebene (senkrecht zur Prismenkante) liegen und AN = AN’ = AN" ist. 

a) Brechungsgesetz fiir die Schnittgeraden der Wellenebenen 
mit dem Normalschnitt des Prismas. Fiir die Schnittgeraden der 
Wellenebenen mit dem Normalschnitt des Prismas gilt das durch (218) aus- 

2 2 
gedriickte Sinusgesetz, wenn in diesem m =)/ _ De i a 
geschrieben wird. Denn da Mund N gleich weit vom Normalschnitt des Prismas 
entfernt sind, so haben wir 


1) tg?y an Stelle von 


AM siny n 
—_ = = -— 5), 
AN sin 7’ vy? (222) 


AMsiny'’ = AWNsiny,  somit 


falls y’ den Winkel zwischen der gebrochenen Wellennormale AM und dem 
Normalschnitt des Prismas bedeutet. Sind nun M* und N* die Projektionen von 
Af und N auf den Normalschnitt des Prismas, so wird 


A M* AM cos7’ n cosy’ /n? n? m 
AN*  ANcosy ¥ cosy \3 | ( 1) tez =a 
der Vergleich mit (222) zeigt, daB in der Tat m an Stelle von  getreten ist. 

b) Prismenformel bei schragem Durchgang. Ist EAF der 
Normalschnitt des Prismas (Abb. 19), so denken wir uns um A als Mittelpunkt 
eine Kugel beschrieben und durch A die 
Parallelen zur Normale der Eintrittsflache 
AE, der Normale der Austrittsflache AF 
und den Wellennormalen der einfallenden, 
der gebrochenen und der austretenden Welle 
gezogen. Die Kugeloberflaiche mége von ¢ 
diesen Parallelen in der angegebenen Reihen- 
folge in den Punkten N,, Nz, S,, S und Sg, 
von der Prismenkante im Punkte 2’, von 
der Halbierungslinie des Winkels EAF im 
Punkte x’ und von der Halbierungslinie 
seines Nebenwinkels im Punkte y’ getroffen 
werden; die Schnittpunkte der GroBkreise 
z’S), z’S und z'S» mit dem Grofkreis xy! Abb, 19. Zum schragen Durchgang ebener 
seien o,, 9 und o,. Bezeichnen wir die Ab-  Wellen Sea ore Per anaSs 
lenkung S,S, wieder mit D und die Ab- ; 
lenkung 6,6, der auf den Normalschnitt des Prismas projizierten Wellennor- 
malen mit Dj, so haben wir zundchst im spharischen Dreieck 2’S, S, (wegen 


4 


2S, = 2S, = tees © Bote og ==} 
cos D = sin?y + cos*z cosDy 


sin 2 
ee 
Pee) 


i 18; 
= cosz sin. (223) 
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In der Bezeichnung der vorigen Ziffer ist weiter S,N, = 12, S.N,=7, 
SN,=r7 und SN,=/7. Setzt man ferner N,o, = %, N,o, = %, Nio=%, 
NO 7on and 46— 1, So wird 


COS? = COS%9COSY, COS? t= COS, Cos 7, | (224) 
COSY = COS7gCOS 7’, COSY’ == COS7, COSY 5 | 


da fir die auf den Normalschnitt des Prismas projizierten 
Wellennormalen das durch (218) ausgedriickte Sinusgesetz gilt, falls in 
diesem m an Stelle von 1 geschrieben wird, so ergibt sich nach (220) und (221) 
mit Riicksicht auf (222) 


: D D 
te ¥ = —cotg $ cote (i, ae a Oe e + $ (225) 
und Ay eae lene, yee y? = v2 cos?7 Ps te? 7’ 
c2 00S Y gesin Vee Fi eye (226) 
: pote 
wobel cos oe sin 7 ih 
C= as SS == 
cos — si 
2 2 


gesetzt ist; W bedeutet hierin nach seiner obigen Definition den Winkel, den 
die auf den Normalschnitt des Prismas projizierte Wellennormale der gebro- 
chenen Welle mit der Halbierungsebene des Prismenwinkels bildet. 

Sind «, D, 1 und y gemessen und kennt man den Brechungsindex » des 
isotropen AuBenmediums, so lassen sich demnach Do, 1», Y% v7’ und der gesuchte 
Brechungsindex u mit Hilfe von (223), (224), (225), (226) und (222) berechnen. 

c) Symmetrischer Durchgang. Aus (223) liest man das fiir die An- 
wendungen wichtige Ergebnis ab, da} das Minimum von Ddem Minimum 
von Direntspricht, 

Setzen wir (Abb: 19) 5.4 —=17 534 =a, = S47) = O.und 2S, 4a OF 
so nennt man A’— A die Langenablenkung und 0’ — @ die seitliche 
Ablenkung der austretenden Wellennormale; aus diesen beiden Teilablen- 
kungen setzt sich die Gesamtablenkung D zusammen. Da nun 


sin y = sinAsinO = sin A’ sin’ 
ist, so erhalten wir bei verschwindender seitlicher Ablenkung (0 = 0’) 
sin A = sin A” oder A = xa. 


In diesem Falle wird demnach der Bogen S,S, von dem GroBkreis y’ 2 
halbiert und S liegt aus Symmetriegrtinden auf diesem GroBkreis; hieraus folgt, 
daB dann S, N, = S, Ny ist, d. h. da Einfalls- und Austrittswinkel gleich werden. 
Man bezeichnet diesen Fall als symmetrischen Durchgang. 

59. Allgemeine Bedingung ftir das Minimum der Ablenkung. Die Ab- 
lenkung D verschwindet fiir gewisse Wertesysteme 7, 7’, wenn der Brechungs- 
index » des isotropen AuBenmediums innerhalb bestimmter, von der “kristallo- 
graphischen Orientierung des Prismas und seinen Hauptbrechungsindizes ab- 
hangenden Grenzen liegt; zwischen zwei solchen Wertesystemen liegt dann eines, 
fiir welches D ein Maximum ist!). Wir tibergehen dieses Verhalten und wenden 
uns dem fiir die Anwendungen wichtigen Falle zu, daB die Ablenkung D 
ein Minimum wird. 


1) J. E. VERSCHAFFELT, Bull. de Belg. 1910, S. 125, 169 u. 380; A. ScouvarRT, ebenda 
1913, S. 497. VERSCHAFFELT hat auch gezeigt, daB die Ablenkung unabhangig vom Ein- 
fallswinkel (d. h. also beim Drehen des Prismas um seine Kante konstant) sein kann, 
wenn »y innerhalb gewisser Grenzen liegt. 


Ziff. 60. Prismen optisch einachsiger Kristalle. 744 


Um die Bedingungsgleichung fiir das Minimum der Ab- 
lenkung zu erhalten, bemerken wir, daB fiir den Brechungsindex 7 einer im 
Kristall fortschreitenden Welle nach (222) und (226) die Beziehung gilt 


1 4 sin? y” « al eee Pe eeb ee 
is (sin 7 = COSPy feign: 


nm sin? y 
: (227) 
= -, (sin?z’ + cos? (K + Lceos2¥)), 
wobei Sy ee. r Pe ee 
<a: Sale Ree oS 


gesetzt ist; andererseits muB » der Gleichung der Normalenflache des Kristalls 
geniigen, welche wir uns in der Form 


f(n, ¥ 7) =0 


geschrieben denken kénnen. Eliminiert man ” aus (227) und der letzten Glei- 
chung, so ergibt sich eine Gleichung von der Form 


F (Dy, ¥, 7) =0; (228) 


da das Minimum der Ablenkung offenbar der Bedingung 0° =Ogentigen muB, 
so gilt fiir dasselbe auch die Bedingungsgleichung 


OF 
ov 

60. Prismen optisch einachsiger Kristalle. Wir betrachten zundchst den 
einfacheren Fall, daB das Prisma aus einem optisch einachsigen Kristall 
von beliebiger kristallographischer Orientierung besteht!) und _ be- 
sprechen das Prinzip der Methoden zur Messung der Haupt- 
brechungsindizes mittels eines solchen Prismas. Dasselbe besteht darin, 
die Brechungsindizes n™ und n®) fiir die in das Prisma gebrochene ordentliche 
und auBerordentliche Welle zu ermitteln und aus diesen die Hauptbrechungs- 
indizes , und m, zu berechnen. 

Man hat zu dem Zwecke den Prismenwinkel a, den Einfallswinkel 7, den 
Winkel zwischen Prismenkante und einfallender Wellenebene z und die der be- 
treffenden gebrochenen Welle entsprechende Ablenkung D zu messen. Aus (223) 
und der ersten Formel (224) ergibt sich dann D, und 1, aus (225) folgt Y und 
aus (226) 7’; 7’ liefert mittels (222) den gesuchten Brechungsindex n bzw. n( 
der betreffenden Welle. 

Fiir die weiteren Betrachtungen beziehen wir das Prisma auf ein recht- 
winkliges Rechtssystem xy’ 7, dessen #-Achse in die Prismenkante fallt und 
dessen 2 x’-Ebene den Prismenwinkel halbiert; die «’-Achse ist dann die sogen. 
innere Mittellinie des Prismas, d.h. die Gerade, in der die Halbierungs- 
ebene des Prismenwinkels vom Normalschnitt des Prismas geschnitten wird. 
uw sei der Winkel zwischen optischer Achse und Normalschnitt des Prismas 
und ® der (entgegen der Richtung der einfallenden Wellennormale positiv ge- 
rechnete) Winkel, den die auf den Normalschnitt des Prismas projizierte op- 
tische Achse mit der positiven x-Achse bildet. 

a) Bestimmung von »,. Ist m ermittelt, so folgt aus (144) 


=0. (229) 


t=). 
b) Bestimmung von 7. m, 1aBt sich berechnen, wenn n©) und n, = n@) 
ermittelt sind. Die Normalenflache des Prismas besteht namlich [vgl. Ziff. 24b)] 


1) H. TopsoE u. C. CHRISTIANSEN, Ann. chim. phys. (5) Bd. 1, S. 13. 1874; Pogg. Ann., 
Erg.-Bd. 6, S. 506. 1874; Tu. Lizsiscu, N. Jahrb, f. Min. 1886 (1), S. 18. 
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aus einer Kugel vom Radius 7, und einer ovalférmigen Rotationsflache mit der 
Gleichung 


4 cos?b sin?b 
ner 9 Un 2) 


eine einfache geometrische Betrachtung!) ergibt 
cosb = sinwsiny’ + coswcosy’ cos (WY — ®); (231) 


in dieser Gleichung zur Berechnung von 6 sind W und 7’ in der vorhin angege- 
benen Weise durch die gemessenen Winkel bestimmt, wahrend jw aus der als 
bekannt angenommenen kristallographischen Orientierung des Prismas folgt. 

Sind ”@ und 6 ermittelt und ist , nach a) gefunden, so folgt 3 aus (230). 

61. Minimum der Ablenkung bei Prismen optisch einachsiger Kristalle. 
Wir behandeln jetzt bei einem aus einem optisch einachsigen Kristall ge- 
schnittenen Prisma den wichtigen Fall, da®B die Ablenkung der betreffenden 
gebrochenen Welle ein Minimum ist (vgl. Ziff. 59) sowie die hierauf gegriindeten 
Methoden zur Messung von 7, und 7,. 

a) Minimum der Alenkung der ordentlichen Welle. Fir die 
ordentliche Welle bekommt (228) die Form 


—; fsin?y’ + cos*y/ (K + Lcos2¥)} = —; (232) 
wir erhalten daher beim Minimum der Ablenkung nach (229) 
K cos?’ sin2V = 0, 
i) 


woraus W = <. folgt, d. h. die auf den Normalschnitt projizierte Wellennormale 


der gebrochenen ordentlichen Welle steht beim Minimum der Ablenkung senk- 
recht zur Halbierungsebene des Prismenwinkels. (227) ergibt dann 


tgy = tgy/K —L = tgy —_—__, (233) 


wobei ad, das Minimum von D, bedeutet; aus (232) gewinnt man schlieBlich die 

zur Bestimmung von 7, dienende Beziehung 

ee 

; ; She 

pay Sean 2 ay’ a2 a! apa ee ees ornare ol wen = 
Fe eh a OS (UI) oe | Sin? y + cos*y ae 
sin? ae v 


\ 


b) Minimum der Ablenkung der auBerordentlichen Welle. 
Fur die auBerordentliche Welle bekommt (228) mit Riicksicht auf (230) und 
(231) die Form ; 

1 1 


9 2 
} N3 


{sin? y’ + cos?y’(K + Lcos2 ¥)} — 


= (— = “| {sin uv siny’ + cos cos ¥’ cos(Y%— @)2 = 0 


n? ni 


> 


1) Stellt man samtlche Richtungen durch Punkte der Einheitskugel dar, so erhalt 
man (231) aus dem spharischen Dreieck, dessen Ecken von den Punkten der positiven 
z/-Achse, der optischen Achse und der Wellennormale der im Prisma fortschreitenden 
Welle gebildet werden. 


Ziff. 61. Minimum der Ablenkung bei Prismen optisch einachsiger Kristalle. 743 
welche fiir das Minimum der Ablenkung nach (229) 


s27’. Lsin2 ¥ — (<: — ) fein sin 7 
BY 


(235) 
+ cosucos7’ cos('Y — &)\ cos cosy’ sin(W%— &) = 0 
liefert. 

Aus (235) kénnte ms berechnet werden, wenn m, [etwa nach a)] ermittelt 
ist. Die Geichung ist aber bei einem beliebig orientierten Prisma sowie bei be- 
liebig schragem Durchgang der Welle zu kompliziert; wir wenden uns daher 
speziellen Fallen zu. 

c) Einfallende Wellenebene parallel zur Prismenkante. Ist, wie 
meistens bei den MeBanordnungen, die einfallende Wellenebene parallel zur 
Prismenkante (d. h. ihre Wellennormalenrichtung senkrecht zur Eintrittsflache 
des Prismas), so ist y’ = 0 zu setzen. Man erhalt dann aus (234) und (235) 


(K + Lcos2¥) — a — & — sya) Cost COS (Y — DP) =), 
und 
5 Lsin2 ¥ — (— — yz) costye sin (Y — P) cos(W — &) = 0; 


hieraus ergibt sich durch Elimination von L die Gleichung 


sin 2 ¥ — ene — & 1} cost cos(¥Y%— )sin(W+ 6) =0, 


ny 
die zusammen mit der letzten Gleichung die Beziehungen 


kta) x sin2¥ = 2(7 


— | cos? cos(Y — @) cos @sinY 


(5 (K — 1) 


= =2(— Le, a) cos? u cos(¥Y% — @) sin cos ¥ 


2 
n? 


liefert. Aus diesen Sc sich die Gleichungen 


4 1 4\/1 1 4\. 1 4 \2 : ; 
to eee sin2¥ = ( _ sf 2(Y — @) sin2 
ie C 7) (32 S 72) at ne) Coste cost(Y — 2) sin2®, 
und 

ek eer 1 4). i 4 1 

s(-5 sin? ® + — cos? to 2 sin2¥= |—, — —,] cos? cos?(W — @) sin2®@, 
y= \C2 S niJ ni nS 


durch deren Division 


(ice — ag) Sy ae) (ag — ax) mH (cgi D+ spemwre)— 3a} 239 


y= C2 n2 iy nz as ne Ns 


folgt. (236) gestattet, den Hauptbrechungsindex ng aus der Messung des Prismen- 
winkels und der Minimalablenkung der auBerordentlichen Welle zu ermitteln, 
falls n, bekannt ist; sie ist allerdings quadratisch in 3, aber da die Doppel- 
brechung der Kristalle erfahrungsgemaB gering ist, so mu8 diejenige Wurzel 
gewahlt werden, fiir welche Y dem [nach a)] fiir die ordentliche Welle geltenden 


Werte = moglichst nahe lhegt 1). 


d) Einfallende Wellenebene schrag zur Prismenkante, Ebene 
der auBerordentlichen Welle im Inneren des Prismas beim Mini- 


1) Vel. hierzu die Messungen von A. Cornu, Ann. de l’ecole norm, (2) Bd. 3, S. 25 u. 42. 
1874. 
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mum der Ablenkung parallel zur inneren Mittellinie des Prismas. 
TU 


In diesem Falle ist ¥ = = und die seitliche Ablenkung [vgl. Ziff. 58c)] ver- 
schwindet; die Gleichungen (234) und (235) gehen dann iiber in 


= (sin?y’ + cos? v’(K — L)) — ae — & pat 7 (sin usin y’+ cos wcos x’sin D)?=0 (237) 


n> n? n? 
a (sin siny’ + cos cos7’sin®) cos cosy’cos® = 0. (238) 
Aus (238) folgt, da& entweder 
sin siny’ + cosucos7’sin® = 0 oder Cost ==0 oder cos® = 0 


ist; wir behandeln diese Unterfalle, welche bequemere Methoden zur Bestim- 
mung von 7”, liefern als b), getrennt. 

Im ersten Unterfalle ist das Prisma nach (231) so orientiert, daB die 
optische Achse senkrecht zur Wellennormale der im Prisma _ fort- 
schreitenden auBerordentlichen Welle liegt, und wir erhalten aus (233) und (237) 
zur Bestimmung von , die Gleichung 


1 
n2 


= 


— in2zy’ 24/ 
= (se Nf a= COS 9 


Im zweiten Unterfalle wird u = = , d.h. das Prisma ist so aus dem Kristall 


geschnitten, daB die optische Achse parallel zur Prismenkante liegt; 
(233) und (237) liefern dann fiir ”, die Beziehung 


n> n® n3 | 


1 . 1 : , yA 

s & = 7 | sinty = sz | Sin?y’ + cos* x a 
sin? ——_— 

Im dritten Unterfalle wird @ = a d. h. es wird ein Prisma vorausge- 


setzt, welches kristallographisch so orientiert ist, daB der Hauptschnitt der 
Prismenkante senkrecht zur Halbierungsebene des Prismenwinkels 
liegt; (233) und (237) ergeben dann fiir 7, die Bestimmungsgleichung 


/ (as 
1 hel 1 ; Wy Ree ; 
ro | ro = cos?(u— 7) = 3 (son = = (OY? == =) 

62. Prismen optisch zweiachsiger Kristalle; Transformation der Glei- 
chung der Normalenflache. Wir wenden uns in den folgenden Ziffern 62 bis 
66 der Behandlung von Prismen optisch zweiachsiger Kristalle4) 
zu, und stellen zunachst die Gleichung der Normalenflache auf, die wir nach 
Ziff. 59 zur Herleitung der Bedingung fiir das Minimum der Ablenkung be- 
nétigen. Wir beziehen das Prisma auf das in Ziff. 60 eingefiihrte Koordinaten- 
system x’, y’, 2’. Zwischen den Koordinaten x’, y’, 2’ eines Punktes und seinen 
Koordinaten im optischen Symmetrieachsensystem x, y, z bestehen die Be- 
ziehungen 
% = OX + Oy + O32’, y = Bix + Boy’ + Bat, Z= YX + Yel + 9%, 


1) Tu. Lrepiscu, N. Jahrb. f. Min. 1886 (1), S. 23; L. WEBER, Mitt. naturf. Ges. Freiburg 
(Schweiz), Ser. Math. u. Phys. Bd. 4, S.4. 19214. 
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wobei die Koeffizienten a,, 4,,..., vg die in Ziff. 31 angegebene Bedeutung 
haben und den bekannten Orthogonalititsbedingungen geniigen. 

Die Gleichungen der Normalenflaiche im System x’ y’z’ folgt dann aus (47) zu 

ae 3/2 x’ , 2 Meet Sear 2 
(oy tot X32’) es (P.¥ ao Tee ea (1 lay fipee) =0; (239) 

re Ghee nm nt nm nt 
da nach der Bedeutung der Winkel WY und 7’ (Ziff. 58) fiir die Koordinaten 
eines Punktes der Normalenflache 


, 


‘i 1 Peedi / / 1 ne Ps 1 . y, 
x = —-COS Ycosy’, a sin cos 7’, oz 7 SN (240) 
ist, so geht die letzte Gleichung iiber in 


(Ay, cos? Y cos?’ + Koy sin? Y cos?’ + Ky, sin? 7’ 


; as. 1 

f(n, ¥, 7’) =e 
+ Ko; sin’ sin2y’ + K,, cosWsin27’ + K,.sin2¥ cos®y’) (241) 
+ L,, cos? ¥ cos?’ +- L,, sin? cos? y’ + L5, sin? 


+ L,3;sinWsin27’ + Ls, cosWsin27’+ L,,.sin2Vcos?7’=0, 


} 


Paes | ne ak | 1 
Ki = ae =z) On & ( a a} PrBi + (a a =) YRYt 


und One, » Prbr VaVt 
Se ets al mint * nin (h, 1 = 1, 2, 3) 
gesetzt ist. 

Ist 7’ = 0, so gestattet die Bestimmung zusammengehoriger Werte Y und n die 
Ermittelung der Hauptbrechungsindizes eines kristallographisch beliebig orien- 
tierten Prismas, wenn auBerdem die Azimute der Schwingungsrichtungen der 
gebrochenen Wellen fiir den Fall ermittelt sind, daB ihre Wellennormalen- 
richtungen senkrecht zur Eintritts- bzw. Austrittsfliche des Prismas liegen. 
Wir gehen auf dieses allgemeinere, von WEBER?) behandelte Problem nicht 
naher ein, sondern begniigen uns im folgenden mit der Besprechung der 
spezielleren Falle, welche den vorzugsweise benutzten Methoden zur Bestimmung 
der Hauptbrechungsindizes zugrunde liegen. 

63. Bestimmung der Hauptbrechungsindizes eines optisch zweiachsigen 
Kristalls mittels eines Prismas von bekannter kristallographischer Orien- 
tierung. Auf Gleichung (241) griindet sich ein Verfahren zur Bestimmung 
der Hauptbrechungsindizes mittels eines Prismas aus einem 
optisch zweiachsigen Kristall von beliebiger, aber bekannter 
kristallographischer Orientierung. 

1 


eo 1 1 & 
Ordnet man namlich (241) nach at? und yz? 80 erhalt man 
1 2 3 


wf i Y V W 1 ri baat Ne 
i(n, ©, 1 n3 n= * nin? + nent n® n? ia oat 8 n* 2 (Wi) 
1 7 1 
< ning U ce ee Pr, lk 


wobei (x, cos¥cos7’ + a, sin cosy’ + a, siny’)?, 


U = 
V = (f,cos¥cos7’ + f, sin cosy’ + f, sinz’)?, 
W =(y,cosWcos7’ + y,sin¥cosy’ + yz siny’)? 


1) L. WEBER, Mitt. naturf. Ges. Freiburg (Schweiz), Ser. Math, u. Phys. Bd. 4,5. 41. 1926. 
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gesetzt ist; hierbei sind die Winkel «,, %2,..., 73 durch die bekannte kristallo- 
graphische Orientierung des Prismas gegeben. 

Hat man nun drei Tripel zueinander gehérender Werte 2 = mm), Y= Yn) 
und y' = 7m (m=1, 2, 3) durch Messung gefunden), so entsprechen den- 
selben drei Gleichungen 


Or Vx W 1 4 1 
: _ > (Vn +W. W,,+ U, meas a) 
nin? i oa l nen ae | mol in) Nn? 72 ( mi a) Nn? 8 nv Vi 
1 
1 —' 0), (Cp = Ty 2S) 
Him) 
: 1 1 1 # . 
die, nach —,, -,—; und —, aufgeldst, zu den Gleichungen 
nine’? nen? ne n> 
eee a B, Ei eh A A, 15% Cy ne 
Die = Vee ail oe cont iNe ee) ln een er ee 2? 
nin? n? ne ne nin? n? n> ne 
1 As Bs Cz 
nent on? ' ne? | ye ' 8 


fuhren, in welchen A,, B,,..., H, nur von den ermittelten GréBen U,, V,,..., 
W3, n), NM» und n2, abhangen. Die ersten beiden dieser Gleichungen liefern 


A’ ni + BY’ nz + Cu" 


A” ni + BY n? +67” 


A” ni ae (BUlye all: (uke 
A’ni + Binz t+ C’ ”’ 


N= We 
wobei die Koeffizienten rechts Funktionen von U,, V,,... Ws, 4), % und 72, 
sind. Setzt man diese Werte in die dritte Gleichung ein, so ergibt sich eine 
Gleichung, die nur m3 und aus den gemessenen GréBen zusammengesetzte 
Koeffizienten enthalt; diese Gleichung ist aber vom fiinften Grade, und um 
festzustellen, welche ihrer Wurzein (nebst den zugehérigen Werten m, und 7,) 
zu nehmen ist, muB man schon anderweitig Naherungswerte von 7,, m, und 
kennen?). 

64. Minimum der Ablenkung bei Prismen optisch zweiachsiger Kristalle. 
Wir leiten jetzt die Bedingung fiir das Minimum der Ablenkung bei 
Prismen optisch zweiachsiger Kristalle her, da sich hierauf die ge- 
brauchlicheren Methoden zur Bestimmung der Hauptbrechungsindizes griinden. 

nm geniigt einerseits der allgemeinen Bedingung (227), andererseits der Glei- 
chung der Normalenflache (241). Eliminiert man m aus diesen beiden Glei- 
chungen, so folgt 


F(E, %y)= 4 {sin?z’ + cos?y’ (K + Lcos2¥)\2 
- {sin?y’ + cos?y’ (K + L cos2¥)}{K,, cos? ¥ cos?’ 
+ Ky. sin? cos?’ +- Ks, sin? y’ + 2K,,sin¥ sin y’ cosy’ 
+ 2.K5,cos¥siny cosy ++ 2.K,,sin cos cos? 

+ D,;.cos?¥ cos*y’ -> Enesin® cos’y -toL.. sin2y’ 


+ 2L,, sin¥siny’ cosy’ + 2L5, cos¥siny’ cos 7’ 


+ 2L,,sin¥ cos¥ cos?y’ = 0. 

1) Unmittelbar gemessen werden auBer dem Prismenwinkel a der Einfallswinkel 7, 
der Winkel y zwischen Prismenkante und einfallender Wellenebene und die Ablenkung D; 
aus diesen GroBen werden Y und m mittels (225) und (226) unter Zuziehung von (223) 
und (224) berechnet. 

2) M. Born, N. Jahrb. f. Min., Beil. Bd. 5, S. 40. 1887. 
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Fir das Minimum der Ablenkung!) ergibt sich aus (242) mit Riicksicht 
auf (229) die Bedingungsgleichung 


{sin?y’ + cos*y’ (K + Lcos2¥)} 
4 ‘ . 1 eee ss - P78 
— Lcos?y’ sin 2 — sa (Ky, sin2¥ cos? y’ — Ky, sin2¥ cos?’ 
— 2 K,,cosWsiny’ cosy’ + 2K, sinWsiny’ cosy’ 


— 2K, cos 2¥ cos?y’)| 


= 
— = Lsin2¥'cos?y’ (Ky, cos? ¥ cos? y’ 


+ Ko. sin? Ycos?y’ + Kg, sin? y’ 


-- 


2 Ky; sin Vsiny’ cosz’ + 2K3, cos¥ sin y’ cosy’ (243) 


aoe 


+ 2K,,.sin¥cos¥ cos? 7’) + Lj, sin2¥ cos?7’ 
— L,,sin2¥cos*y’ — 2L,, cos ¥ sin y’ cosy’ 
+ 2L,,sinWsiny’ cosy’ — 2L,.cos2¥ cos?y’ = 0. 


Die Gleichungen (242) und (243) stellen die Lésung des allgemeinen Problems 
dar; sie sind jedoch bei beliebiger kristallographischer Orientierung des Prismas 
fiir die Anwendung zur Bestimmung der Hauptbrechungsindizes ,, m, und 
m3 selbst dann zu kompliziert?), wenn y’ = 0 ist, d. h. wenn die Ebene der 
einfallenden Welle parallel zur Prismenkante liegt*). Wir betrachten daher in 
den folgenden Ziff. 65 und 66 spezielle Falle. 

65. Minimum der Ablenkung bei Prismen optisch zweiachsiger Kristalle, 
wenn die Ebene der einfallenden Welle parallel zur Prismenkante und letztere 
eine optische Symmetrieachse ist. Wir wenden uns zunichst dem Falle zu, 
daB die Ebene der einfallenden Welle parallel zur Prismenkante 
liegt und diese eine optische Symmetrieachse ist‘); derselbe liefert 
eine wichtige Methode zur Bestimmung der Hauptbrechungsindizes. 

Fallt die Prismenkante in die zAchse des optischen Symmetrieachsen- 
systems und der Normalschnitt des Prismas somit in die xy-Ebene und ist 
uw der Winkel zwischen der positiven x-Achse und der positiven «’-Achse des 
Bezugssystems x¥'z, welches wir wie in Ziff. 60 legen, so wird 


&1=COS [l, %.=Sin HL, Py=—sinp, Pyg=Cosp, 73=1, %3=fP3=71=72=0. (244) 


Ist die Ebene der einfallenden Welle parallel zur Prismenkante, so ist 7’=0 
und wir erhalten aus (239), (240) und (244) als Gleichung der Schnittkurve der 
Normalenflache mit dem Normalschnitt des Prismas 


, ’ suas a a (oe — oa) sin® = b= 
f(m, B) (os a) (a ns ne nz sin? (P p)p = 0. 

1) Zuerst behandelt bei Tu. Lizpiscu, G6Ottinger Nachr. 1888, S. 97. 

2) Uber gewisse Naherungsformeln vgl. F. NEUMANN, Vorlesungen iiber theoret. Optik. 
Herausgeg. von E. Dorn, S. 211. Leipzig 1885. Ein von G. Bartarini (Giorn. de Min., 
Crist. e Petrogr. Bd. 1, S. 94. 1890) angegebenes Verfahren, die Hauptbrechungsindizes eines 
optisch zweiachsigen Kristalls aus den Minimumablenkungen an drei verschieden orientier- 
ten Prismen zu ermitteln, liefert nur angenaherte Werte (vgl. hierzu I*. PocKELs, Beibl. 
Ann. d. Phys. Bd.17, S.458. 1893). 

3) Uber spezielle Falle bei von Null verschiedenem 7’ vgl. Ziff. 66. 

4) G. G. Stokes, Cambr. and Dublin Math. Journ. Bd. 1, S. 183. 1846; Mathem. and 
Phys. Papers Bd. 1, S. 148. Cambridge 1880; H. DE SfNARMoNT, Nouv. Ann. de mathém. 
Bd. 16, S. 273. 1856; V.v. Lanc, Wiener Ber. Bd. 33, S.155 u. 577. 1858; H. Torsor u. 
C. CHRISTIANSEN, Ann. chim, phys. (5) Bd. 1, S. 13. 1874; Pogg. Ann., Erg.-Bd. 6, S. 507. 1874; 
Tu. Liepiscu, N. Jahrb. f. Min. 1886 (1), S. 29. 
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Diese Gleichung ist erfuillt, wenn entweder 


1 1 qf 1 1 
=, — 0 oder 5 ; 
n ne n ns n* 


— nee! = 2) = 0 
ist. as 

Die erste dieser Gleichungen ergibt = ”,. Da namlich die Wellennormalen 
der beiden gebrochenen Wellen in einer optischen Symmetrieebene (xy-Ebene) 
liegen, so besitzt eine der beiden Wellen konstanten Brechungsindex [Ziff. 24b)]; 
fiir diese Welle ergibt demnach das Minimum der Ablenkung nach der ge- 
wohnlichen Prismenformel fiir optisch isotrope Prismen unmittelbar n,. 

Fir das Minimum der Ablenkung der anderen Welle erhalt man aus 
der letzten Gleichung und der fiir y’= 0 spezialisierten Gleichung (227) 

F = (K + Lcos2¥) : & iz) sin’ (YW — ps) =0, 


ne n> n> 
OF 
OV 
die Elimination von Y aus diesen Gleichungen liefert die Beziehung 
( | sin? wu or ( 4 cos? u | a ( 4 


= GLsin2¥ + (3 — 4) sin2(¥— 1) = 0; 


ne 


WW 2 
SEER Seed ety eee ee =) ‘sin cost; (24 
pee n® ne } \w Se ny ns ni al p se: 


diese kann zur Bestimmung von m, und m, dienen, wenn man auBerdem die Ab- 
lenkung der Welle fiir irgendeinen anderen, gemessenen Einfallswinkel bestimmt?). 

66. Minimum der Ablenkung bei Prismen optisch zweiachsiger Kristalle, 
wenn die Ebene der gebrochenen Welle parallel zur inneren Mittellinie des 
Prismas liegt. Wir betrachten jetzt die Falle, in welchen die Wellenebene im 
Inneren des Prismas parallel zur inneren Mittellinie legt?). Es verschwindet 
dann die seitliche Ablenkung, d. h. wir haben symmetrischen Durchgang [vel. 


“att. 59'¢)|s da ferner, Y == = ist, so folgt aus (242) und (243) 
<7 {sin® 7 + (K — L) cos?” 
— = {sin? 7’ + (K — L)cos®y’} (Ky cos?’ + Ky,sin? 7’ + 2K,,sin y’cos 7’) 
+ Lg. cos?y’ + L,, sin?’ + 2L,,siny’ cosy’ = 0 
d a ; 
a ~s {sin?/’ + (K — L) cos?y’} (K3, sin7’ cosy’ + K,, cos? 7’) 
— (L,,siny’ cosy’ + L,,.cos?y’) = 0; 


setzen wir in diese Gleichungen die Werte fiir K,,, K3,, Ly, und Lg, (Ziff. 62) ein, 
so erhalten wir 


_{sin2 7 + (K — L) cos? 7’? 
1 Sts, Dah 
= = {sin?y + (K — L) cos?7’}- { 


1 1 EO ae Me 
2 ar al (a, cosy’ + a, siny’)? 


3 


n> ne 


= AL 4 (8,cos7’ + 6,siny’)® + AG + a (y,cosy’ + y,sin | re4e) 


ee ;(% cosy’ + a3 sinz’)? + — (f,cosy7’ + f sin yz’)? 


n> ne n2 ne 


Twn? s (72 cosy’ + y3sin x’)? = 0 | 


z=) Um den Einflu8 der Beobachtungsfehler zu verringern, pflegt man gleich eine gréBere 
Anzahl zusammengehoriger Einfalls- und Ablenkungswinkel zu messen und dann unter Be- 
nutzung von (245) m, und 2, nach der Methode der kleinsten Quadrate zu berechnen [V.v. LANG, 
Wiener Ber. Bd. 76 (2), S. 795. 1877; M. Born, N. Jahrb. f. Min., Beil. Bd. 5, S. 44. 1887]. 
2) C. VIoLA, Lincei Rend. (5) Bd. 9 (4), S. 196. 1900; ZS. £. Krist. Bd. 32, S. 545. 4900. 


— 
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und 
° , > ° 1 1 / Uy / 
—y {sin?y’ + (K — L) cos? y'} (45 + =) &, (A, cosy + a, s1n7’) 
1 1 ; Ca? Steg 
+ (se + 33) PilBe cosy’ + By sin) 
1 1 , . , OL / s / (247) 
+ br + <3) 7172008 7/ + ya siny mI — 584, (049008 7/ -+ 04g sin 7) 
peo an (P, cosy’ + fs siny’) — — 7, (72, cosy’ + yg sin’) = 0. 


Aus (247) ergibt sich mit Riicksicht auf (227) fiir die Gleichung 


ne ne 


B ; y : 
tan ng (8 cosy’ + a, siny’) + 5 (6 cosy’ + f; siny’) as 5 (v2 cos 7’ + 7, sin 7’) 
ni nin? n? nz 


| ‘ol n2 aa (a2c0s7/-+ agin z’) + & 1s +) bx(B.cos7/+ Pssinz’) + ee si a 71(72C087’+ y3sin 7’) 
3 1/ a 2 


ny = 


Nun stellt aber, wie sich mit Hilfe des in Ziff.13 Gesagten leicht zeigen 1aBt, 
dieser Ausdruck das reziproke Quadrat des Brechungsindex einer im Kristall fort- 
schreitenden Welle dar, deren Schwingungsrichtung senkrecht zur inneren Mittel- 
linie des Prismas liegt; wir erhalten somit das wichtige Kriterium, daB die Ab- 
lenkung bei symmetrischem Durchgang ein Minimum ist, wenn die 
Schwingungsebene der gebrochenen Welle parallel zur Prismenkante 
und senkrecht zur Halbierungsebene des Prismenwinkels liegt}). 

Fiir die Anwendungen brauchbare spezielle Falle ergeben sich mit Hilfe 
der Orthogonalitatsbedingung 


O (%_cosz’ + asin z’) + B,(f,cosz’ + Bysiny’) +71 (7200s x’ + 73siny’) =0. (248) 
Ist namlich 0%, (%,cos7’ + a, Sinz’) = 0, 
so geht (247) mit Riicksicht auf (248) in 
1 +R | ¢ < / 1 
<x {sin?y’ + (K — L) cos* 7} — =, 


fied da ? Fi 
(a oi | 71 (7, cosy’ + ygsiny’) = 0 
uber, und diese Gleichung wird erfiillt, wenn entweder 

71 (72 cosy + 73siny’)=0 und somit auch (6, cosy’ + f;sinz’) = 0 


der seals 2 
i sin? 7’ + (K — L) cos? = 


ist; wir betrachten diese beiden Falle getrennt. 
a) Ist 
01 (%, cosy’ + x siny’) = fy (By cosy’ + fy sinz’) = 71 (72 cos 7 + 73 sing’) = 
so si wir ‘die er drei Unterfalle zu unterscheiden: 
{== 4, = =o, — 2, =f, = 7, = 7,— 0, db. die Koor- 
Pa aah ote ae ay a one mit den optischen Symmetrieachsen 
zusammen. Gleichung (246) wird dann 


Laren ey / 1 
=z {sin?y + (K — L) cos?y'} — =} 


| |e {sin? y’ + (K — L) cos? y’} 


aay 2 2 eogh 
iis Zz Nees zh 


1) C. Viora, Lincei Rend. (5) Bd. 11 (2), S. 24. 1902. Das Problem, fiir welche kri- 
stallographische Orientierung eines Prismas eines optisch zweiachsigen Kristalls das Mini- 
mum der Ablenkung bei symmetrischem Durchgange eintritt, wurde zuerst von H. DE Sk- 
NARMONT (Nouv. Ann. de mathém. Bd. 16, S. 273. 1857) und V. v. Lane (Wiener Ber. Bad. 33, 
S. 155. 1858) in Angriff genommen. 
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Hat man somit ein Prisma, welches aus einem optisch zweiachsigen Kristall 
so geschnitten ist, daB die eine optische Symmetrieachse (z-Achse) parallel zur 
Prismenkante und die eine optische Symmetrieebene (zx-Ebene) parallel zur 
Halbierungsebene des Prismenwinkels liegt, so liefert das Minimum der Ab- 
lenkung bei der einen Welle den einen Hauptbrechungsindex (m,) und bei der 
anderen Welle eine lineare Beziehung zwischen den reziproken Quadraten der 
beiden anderen Hauptbrechungsindizes (m, und m3). 

B) %=1, Ba=yg=cosu, Py=—ye= Sin, % = %3 = fy == 0, 
d.h. die x-Achse ist innere Mittellinie des Prismas, und die positive 
y-Achse bildet mit der positiven y’-Achse den Winkel w. Aus (246) 
folgt dann 


—, {sin® 7’ + (K — L) cos? 7’) — - 


i 


|. i fsin?y’ + (K — L) cos? y’} 


— 2 sin®(z — 0) — 7 cost(z — )| = 0, 


n3 n3 


und es gilt wieder das beim Fall 1 bemerkte?). 


Vv) O,=0, O = cosy’, G,=sny, pr=—sinw, fs ——cosusmye 
Bs = COSM'COSY, ¥,)= COS,’ J, == —sml sin y > y,-== sim Cosy Fd lh emdie 


x-Achse steht senkrecht zur inneren Mittellinie des Prismas. Die 
seitliche Ablenkung verschwindet bei dieser Art der kristallographischen Orien- 
tierung des Prismas nur dann, wenn die Wellenebene im Inneren des Prismas 
parallel zur yz-Ebene liegt. Ist diese Bedingung erfiillt, so ergibt (246) 


= 0. 


1 
ns 


1 z , ey 1 UC Po a; / 
<a {sin?y -- (K — L) cos? 7’ — Fa - a fsin’y + (K — L) cos? yt — 


Hat man somit ein aus einem optisch zweiachsigen Kristall derart geschnittenes 
Prisma, da die eine optische Symmetrieachse (x-Achse) senkrecht zur inneren 
Mittellinie des Prismas liegt, so ergeben sich bei symmetrischem Durchgang 
zwei Hauptbrechungsindizes (m, und m3) unmittelbar aus den Minimalablen- 
kungen der beiden Wellen?). 

b) Ist 


0, (0, cosy’ + a,siny’) = 0 und sin?’ + (K — L) cos? 7’ = 


9 
2 


y 


Te 
so folgt aus (246) mit Riicksicht auf 
(x, cosy’ + asin’)? + (6, cosy’ + fs siny’)? + (y,cos7’ + ygsiny’)? = 4 


die von a, unabhangige Gleichung 


ere : eee ; 1 4 
TEC UG ee) cos? \2 — a {sin? v7’ + (K — L) cos? ate a a 
1 ae vy’ | ww. sin y’)2 f ep ny sin y’)2 
= gateegs (%, cosy -- &,siny )? 4- ie as (y, cosy + y,siny’) 
\ 2 3 c i . 
1 1 1 i ae Ba NS 
— B_COS4 Sin )* 
nen? n? ee al eee ek) 


1 1 1 Ea), Dew el NOW ae 
o | a «1 (ygcosy + ygsiny)? = 0. 
1) Uber Messung der Hauptbrechungsindizes nach dieser Methode bei senkrechtem 
Durchgang (y’ = 0) vel. V.v. Lane, Wiener Ber. Bd. 37, S. 380 u. 382. 1859. 
*) Fir senkrechten Durchgang (y’ = 0) wurde dieser Fall zuerst von Tu. LIEBISCH 
[N. Jahrb f. Min. 1900 (1), S. 57] behandelt. 
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Diese Gleichung wird erfillt, wenn neben 

nj {sin?y’ + (K — L) cos?y’} — 2 = 0 
noch X, cosy’ + a, siny’ = 0 
ist, d. h. wenn die x-Achse in der Wellenebene der im Inneren des Prismas 
fortschreitenden Welle liegt bzw. diese Wellenebene senkrecht zur yz-Ebene 
steht; das durch fehlende seitliche Ablenkung gekennzeichnete Minimum der 
Ablenkung liefert dann den Hauptbrechungsindex 1, . 

Entsprechende Resultate ergeben sich fiir die beiden anderen Haupt- 
brechungsindizes, wenn die Wellenebene im Inneren des Prismas 
senkrecht zu einer der beiden anderen optischen Symmetrieebenen 
steht}?). 

Auf dieses Verhalten hat V1oLA*) eine Methode gegriindet, um n,, ”, und 
nm, durch Beobachtung der Minimumablenkung an ein und demselben beliebig 
orientierten Prisma zu ermitteln. 

67. Richtungen der gebrochenen Strahlen. Wir denken uns ein Spektro- 
meter, dessen Spalt sich in der Brennebene des Kollimatorrohres und auf dessen 
Tischchen sich ein doppelbrechendes Kristallprisma befindet. Liegt der Spalt 
parallel zur Prismenkante, so beobachtet man mit dem auf paralleles Licht 
eingestellten Beobachtungsfernrohr zwei Spaltbilder, die im allgemeinen gegen 
die Prismenkante geneigt sind; um eines der beiden Bilder in eine zur Prismen- 
kante parallele Lage zu bringen, mu8 man den Spalt gegen letztere neigen. Der 
Winkel @ zwischen Spaltbild und Prismenkante ist stets dann von Null verschie- 
den, wenn der gebrochene Strahl nicht im Normalschnitt des Prismas liegt. 

Ist nun w der Winkel zwischen Spalt und Prismenkante, so laBt sich, wie 
CoRNU®) gezeigt hat, aus der Messung zusammengehorender Werte w und @ bei 
verschiedenen Einfallswinkeln die Richtung des Strahles ermitteln, welcher zu 
einer gebrochenen Welle mit parallel zur Prismenkante liegender Wellenebene 
gehort; auBerdem liefert die Messung den zu diesem Strahl gehérenden Strahlen- 
index s. Damit ist eine Méglichkeit zur experimentellen Priifung der Ge- 
stalt der Strahlenflache [vgl. Ziff. 17b)] gegeben; diese ist von CORNU*) 
bei Kalkspat durchgefiihrt worden und hat die Ubereinstimmung zwischen den 
berechneten und beobachteten Werten erwiesen. 


c) Interferenzerscheinungen an Platten nicht absorbierender, 
nicht aktiver Kristalle im polarisierten Lichte. 


x) Interferenzerscheinungen im parallelen, senkrecht auffallenden 
polarisierten Lichte. 


68. Allgemeines iiber Interferenzerscheinungen im parallelen, senkrecht 
auffallenden, linear polarisierten Lichte. Die Interferenzerscheinungen, welche 
Kristalle im parallelen, linear polarisierten Lichte zeigen, sind von ARAGO®) bei 
Glimmer und Gips entdeckt und bald darauf von Bror®) in einer Reihe von 

1) C. Viora, ZS. f. Krist. Bd. 32, S. 66. 1900; Lincei Rend. (5) Bd. 9 (1), S. 196. 1900. 


(GC ViODaA Zot, nist, ibd, 43, 5.210 a. 588, 1907. 

3) A. Cornu, Ann. de l’école norm. (2) Bd. 1, S.255. 1872. 
) 

) 


- 


A. Cornu, Ann. de l’école norm. (2) Bd. 3, S. 4. 1874. 
F. AraGo, Mém. de la classe des Scienc. math. et phys. de l’Inst. 1811 (1), S. 93; 
CEuvr. compl. Bd. X, S. 36. Paris-Leipzig 1858. 

8) J. B. Biot, Mém. de la classe des Scienc. math. et phys. de l’Inst. 1811 (1), S. 135; 
1812 (1), S. 1; (2) S.4 u. 31; Mém. de phys. et de chim. de la Soc. d’Arcueil. Bd. 3, S. 132. 1813. 
Zusammenfassende Darstellung in seinem Traité de physique expériment. et mathém. 
Bd. IV, S. 253. Paris 1816. 


o 
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Arbeiten eingehend experimentell untersucht worden. Eine Erklérung der 
Erscheinungen auf Grund der Wellentheorie des Lichtes wurde zuerst von 
Younc!) versucht, gelang aber vollstandig erst FRESNEL?) auf Grund der Gesetze, 
die er zusammen mit ArAco fiir die Interferenz polarisierten Lichtes gefunden 
hatte; nach diesen Gesetzen interferieren zwei linear und senkrecht zuein- 
ander polarisierte Wellen nach Zuriickfiithrung auf eine gemeinsame Polarisa- 
tionsebene, falls sie aus der namlichen linear polarisierten Welle hervorgegangen 
sind (vgl. Kap. 4 dieses Bandes). 

Die Erscheinungen werden am tbersichtlichsten, wenn der Kristall die 
Form einer planparallelen Platte hat, die sich in einem homogenen, 
isotropen Medium (z. B. Luft) befindet?). La8t man auf die eine Begrenzungs- 
flache der Platte eine ebene, monochromatische, linear polarisierte Welle‘) 
unter einem Einfallswinkel fallen, bei dem partielle Reflexion eintritt, so 
entstehen im Inneren der Platte zwei gebrochene Wellen, deren Wellennormalen- 
richtungen im allgemeinen nicht zusammenfallen und die verschiedene Bre- 
chungsindizes besitzen (vgl. Ziff. 32 und 33); dieselben treten nach (168) mit 
gleichen Wellennormalenrichtungen und einer bestimmten Phasendifferenz aus 
der Platte in das isotrope AuBenmedium aus. 

Diese beiden im Inneren des Kristalls durch Brechung entstehenden 
Wellen sind linear polarisiert, wegen der verschiedenen Brechungswinkel stehen 
aber ihre Schwingungsebenen nach (173) bei beliebigem, von Null ver- 
schiedenem Einfallswinkel im allgemeinen nicht senkrecht zueinander; 
die in den AuBenraum austretenden Wellen sind (vgl. Ziff. 40) ebenfalls 
linear polarisiert, ihre Schwingungsebenen stehen aber auch dann nicht senk- 
recht zueinander, wenn dies bei den Wellen im Inneren des Kristalls der Fall 
ist, da bei der Brechung in das isotrope AuBenmedium Drehungen der Schwin- 
gungsebenen eintreten (vgl. Ziff. 49) °). 

Nun vereinfachen sich die Verhaltnisse aber bedeutend, wenn die Schwin- 
gungsebenen der in das isotrope AuBenmedium tretenden Wellen senkrecht zu- 
einander stehen. Dieser Fall tritt nach (173) stets dann ein, wenn die 
Wellennormale der auffallenden ebenen Welle senkrecht zu den 
ebenen Begrenzungsflachen der planparallelen Platte liegt. Man 
bezeichnet die zueinander senkrechten Schwingungsrichtungen der Platte bei 


1) TH. YounG, Quarterl. Rev. Bd. 11, S. 49. 1814; Miscell. Works Bd. I, S. 270. London 
1855. 

2\ A. PRESNEL, Ann. chim. phys. (2) Bd. 17, S. 80, 102, 167, 312, 303. 18244 Gauva, 
compl. Bd. I, S. 523, 533, 553, 601 u. 609. Paris 1866; hierzu J. B. Biot, Ann. chim. phys. 
(2) Bd. 17, S. 225. 1821; F. ARaco, ebenda (2) Bd. 17, S. 258. 1821; CEuvr. compl. Bd. X, 
S. 425. Paris-Leipzig 1858. 

8) Der Fall der planparallelen Platte ist der wichtigste. Die Interferenzerscheinungen, 
die beim Durchgang linear polarisierten Lichtes durch eine Kugel aus einem optisch ein- 
achsigen Kristail auftreten, sind von TurPAIN und de Bony DE LAVERGNE [Journ. de phys. 
(6) Bd. 6, S. 259. 1925] untersucht worden. 

4) Wir behandeln im folgenden nur die Interferenzerscheinungen im polarisierten 
Lichte; beziiglich der auch bei isotropen planparallelen Platten im unpolarisi¢rten Lichte 
auftretenden Interferenzen gleicher Neigung vgl. Kap. 1 dieses Bandes. Uber die 
Modifikationen, welche die Interferenzen gleicher Neigung erfahren, wenn die planparallele 
Platte aus einem doppelbrechenden Kristall besteht, vg]. Lorp Raytericu, Phil. mag. (6) 
Bd. 12, S. 489. 1906; Scient. Pap. Bd. 5, S. 341. Cambridge 1912; T. V. CHINMAYANANDAM, 
Proc. Roy. Soc. London, Bd. 95, S.176. 1919; Ph. N. Guosn, ebenda Bd. 96, S. 257. 1919: 
Cl. SCHAFER und K. Fricke, ZS. f. Phys. Bd. 14, S. 253. 1923; Cl. ScHAFER und A. HERBER, 
ZS. f. techn. Phys. Bd. 7, S. 98. 1926; O. M. Corpino, Lincei Rend. (6) Bd. 3, S. 573. 
1926. Uber die Queteletschen Ringe bei doppelbrechenden Kristallplatten vel. 
N. K. SetHrt und C. M. Socani, Proc. Ind. Assoc. Bd. 7, S. 614. 1922. 

5) Vgl. hierzu die Messungen von F. E. Wricurt, Sill. Journ. (4) Bd. 31, S.. 183. 19114; 
Tschermaks mineral. und petrogr. Mitteil. Bd. 30, S. 200. 1911. 
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senkrechter Inzidenz als die Hauptschwingungsrichtungen oder Aus- 
léschungsrichtungen (vgl. Ziff. 69); dieselben sind durch die kristallographische 
Orientierung der Platte bestimmt und werden berechnet, indem man in (83) 
die Wellennormalenrichtung 3 mit der Plattennormale zusammenfallen laBt. 

Wir koénnen uns im Folgenden auf diesen, fiir die Beobachtungen besonders 
wichtigen Fall beschranken, da auch im allgemeinen Falle nicht senkrechter 
Inzidenz die Schwingungsebenen der gebrochenen Wellen nahezu senkrecht 
zueinander liegen, wofern der Einfallswinkel hinreichend klein bleibt; ferner 
betrachten wir nur die Interferenz der direkt hindurchgehenden Wellen}), 
sehen also von dem Einflu8 innerer Reflexionen?) auf die Interferenzerschei- 
nungen ab). 

69. Eine einzelne Kristallplatte im parallelen, senkrecht auffallenden, 
linear polarisierten, monochromatischen Lichte. Wir betrachten zunachst die 
Interferenzerscheinungen, welche eine einzelne, planparallele Kristallplatte im 
parallelen, senkrecht auffallenden, linear polarisierten Lichte zeigt und denken 
uns dabei folgende Versuchsanordnung zugrunde gelegt: 

Eine ebene, linear polarisierte, monochromatische Welle von der Frequenz w, 
die von einer polarisierenden Vorrichtung, dem Polarisator, kommt, fallt 
senkrecht auf die eine ebene Begrenzungsflache der Platte. Die aus ihr in 
das isotrope AuBenmedium austretenden, linear und senkrecht zueinander 
polarisierten Wellen fuhren wir auf dieselbe Polarisationsebene zuriick, indem 
wir sie durch eine zweite polarisierende Vorrichtung, den Analysator, hin- 
durchgehen lassen; die den Analysator verlassenden Wellen sind dann nach 
dem obenerwahnten ARAGO-FRESNELschen Gesetze interferenzfahig, und es ist 
jetzt unsere Aufgabe, die Intensitat J des aus dem Analysator aus- 
tretenden Lichtes zu berechnen. 

Zu diesem Zwecke legen wir ein rechtwinkliges Rechtssystem x’, y’, 2’ so, 
daB die Richtung der positiven z’-Achse in Richtung der Wellennormale fallt; 
die x’-Achse und y’-Achse mégen mit den Hauptschwingungsrichtungen der 
Kristallplatte (vgl. Ziff. 68) zusammenfallen. Ist z° = 0 die Begrenzungsebene, 


1) Bei der Reflexion an der zweiten Begrenzungsflache der Kristallplatte entstehen 
vier Wellen, die nach der Brechung in das isotrope AuBenmedium an der ersten Begrenzungs- 
flache zur Interferenz gelangen; diese Interferenzerscheinungen im reflektierten Lichte 
wurden von E. GENZKEN (N, Jahrb. f. Min., Beil. Bd. 30, S. 383. 1910) behandelt. 

2) Uber den Einflu® der inneren Reflexionen auf die Interferenzerscheinungen vel. 
Lord RayLeicH, Phil. Mag. (6) Bd. 12, S. 489. 1906; Scient. Pap. Bd. 5, S. 341. Cambridge 
1912; H. Joacuim, Géttinger Nachr. 1907, S. 321; Centralbl. f. Min. 1907, 5S. 577; M. BEREK, 
Ann. d. Phys. Bd. 58, S. 165. 1919. 

%) Lat man auf eine planparallele, parallel zur optischen Achse geschnittene Platte eines 
optisch einachsigen Kristalls paralleles, weiBes, linear polarisiertes Licht fallen, dessen Schwin- 
gungsebene senkrecht zur Einfallsebene liegt und dann das reflektierte Licht durch einen Ana- 
lysator gehen, dessen Schwingungsebene parallel zur Einfallsebene liegt, so wird das an der 
ersten Begrenzungsflache der Platte reflektierte Licht wegen der durch Reflexion hervor- 
gerufenen Drehung der Schwingungsebene (Ziff. 46) zwar nicht vollkommen, aber nahezu 
ausgeléscht. Die an der zweiten Begrenzungsflache reflektierten Wellen besitzen jedoch eine 
von der Frequenz abhangige Phasendifferenz; wenn man daher das aus dem Analysator 
austretende Licht spektral zerlegt, so ist das Spektrum von dunkeln Streifen durchzogen. 
Ist die Platte (durch Drehen in ihrer Ebene) so orientiert, daB die Schwingungsazimute der 
gebrochenen Wellen angenahert 45° betragen, so ist die Lage jener dunkeln Streifen bei einer 
genau parallel zur optischen Achse geschnittenen Platte dieselbe, als ob das Licht durch eine 
gleichorientierte Platte von doppelter Dicke hindurchgegangen ware. Hierauf hat B. BRUNHES 
ein Verfahren gegriindet, um festzustellen, ob eine Platte genau parallel zur op- 
tischen Achse geschnitten ist und gegebenenfalls den Neigungswinkel der optischen 
Achse gegen die Begrenzungsflache der Platte zu bestimmen [C. R. Bd. 115, S. 600. 1892; 
Etude expérimentale sur la réflexion cristalline interne, S. 82. Thése. Paris 1893; Journ. 
de phys. (3) Bd. 3, S. 22. 18941. 
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auf welche die Welle auffallt, so sind in dieser Ebene die Komponenten des 
Lichtvektors D der auffallenden Welle durch 


Di, = | D cos; Dy = |D|sinv, ay (0) 


gegeben, wobei nach (13) und (16) = 
D= Dew 


gesetzt werden kann und v das Azimut von ® gegen die positive «’-Achse bedeutet. 

Sieht man von der durch Reflexionen hervorgerufenen Schwachung ab’), 

so sind beim Austritt aus der Kristallplatte die Komponenten 9, und 2, von 
der Form . 

De = |Dcosve .ee— 7), Dy DSi Ctr aac, (249) 


Bedeutet d die Plattendicke, so ist 


T=—md, w= —ny"d, 

wobei ”/ und 2 die Brechungsindizes der beiden im Kristall in Richtung der 
Plattennormale fortschreitenden Wellen sind; fiir die Phasendifferenz 4, um 
welche beim Austritt D/, gegen D/, zuriickgeblieben ist, erhalt man daher 

Azar =" (i —)d= = (ng — ni) d = dd (250) 

“0 

wobei 4, die Wellenlange im Vakuum und 6 die durch (72) gegebene, auf die 
Langeneinheit bezogene Phasendifferenz ist. 

Da A im allgemeinen von 2ma2 (m = 1, 2, ...) verschieden ist, so iberlagern 
sich die beiden aus der Platte austretenden, linear und zueinander senkrecht 
polarisierten Wellen zu einer elliptisch polarisierten Welle (vgl. Kap. 4 
dieses Bandes). 

Ist w das Azimut der Schwingungsrichtung des Analysators A gegen die 
positive «’-Achse (Abb. 20), so ergibt sich der Betrag des Lichtvektors der aus 
A austretenden resultierenden Welle mit Ricksicht auf (249) zu 


DD Csi Cost) ean ia am rein esi eal ea eae 
wobei ¢« von der Entfernung des Analysators von der Kristallplatte abhangt; 
fey’ hierfur kénnen wir auch schreiben 
A —— 
oN = ee 7 a4 | i(mt-e-7’ a 
A D4 = |Dl{cosucosw + sinvsinwe *M4e-twt-e-7) (254) 


Die gesuchte Intensitéat J des aus dem Analysator 
P austretenden Lichtes ergibt sich nach (33), indem man 
die rechte Seite von (251) mit ihrem konjugiert kom- 


xv plexen Werte multipliziert; man erhalt somit?) 
=420/ 


Abb. 20. Doppelbrechende = nAQc2 ae — gn Iain 29 cINn2 A 
Kristallplatte im paralle- m8 rae To {cos (v w) Sin 42vsin 2w sm Dalle (252) 


en,senkrecht auffallen- : 

den, linear polarisierten wobei a le 

Lichte. (P Schwingungsrich- J, = | D |? 

tung des Polarisators, A Schwin- ea | : 

erate eee enacin2) offenbar die Intensitaét der aus dem Polarisator 

4%, V au schwingungsrich- . Fe. c T bd 
apes det Platte) austretenden, auf die Kristallplatte fallenden Welle ist. 


1) Diese Vernachlassigung ware streng berechtigt, wenn die durch Reflexionen an 
den Begrenzungsebenen der Platte hervorgerufenen Schwachungen fiir beide IKompo- 
nenten Di und D/ gleich waren. Nun hangt aber diese Schwachung bei jeder I<ompo- 
nente von ihrem Brechungsindex mj, bzw. nf ab; unsere Vernachlassigung ist daher 
um so zutreffender, je kleiner 1/,— n/’, d.h. je geringer die Doppelbrechung der Platte 
in Richtung der Plattennormale ist. Vg]. hierzu M. BEREK. Ann. d. Phys. Bd. 58, S. 165. 1919. 

*) Diesen Ausdruck fiir die Intensitat fand A. FRESNEL, Ann. chim. phys. (2) Bd.'17, 
S. 107. 1821; Gfuvr. compl. Bd. I, S. 615. Paris 1866. - : : 


i 
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Es ist zu beachten, daf das erste Glied auf der rechten Seite von (252) die 
Intensitat des aus dem Analysator austretenden Lichtes darstellt fiir den Fall, daB 
entweder sich uberhaupt keine doppelbrechende Kristallplatte zwischen Polari- 
sator und Analysator befindet, oder die Platte senkrecht zu einer Binormale ge- 
schnitten ist!). In diesem Falle ist némlich ae nach der Schwingungsrichtung 
des Analysators genommene Komponente von D durch |D| cos ( v — w) gegeben, 
und die Tntensitat des aus dem Analysator aaisthetand ss Lichtes wird nach (32) 


J = |®)2cos?(v — w) = J,cos? (vu — w), (253) 


d. h. sie reduziert sich in der Tat auf das erste Glied von (252)1). Denselben 
Wert (253) besitzt J nach (252) bei einer Kristallplatte, deren Phasendifferenz 
A=2m2x(m = 0, 1,2, ...) ist. 

70. Abhangigkeit der Intensitat J von der Orientierung der Platte. Aus 
(252) folgt, daB sich die Intensitat J des aus dem Analysator austretenden Lichtes 
andert, wenn entweder die Platte bei unveranderter Stellung von 
Polarisator und Analysator in ihrer Ebene gedreht wird, oder 
wenn die Platte festgehalten und Polarisator oder Analysator 
gedreht wird. 

Wird die Kristailplatte in ihrer Ebene gedreht, ohne ‘daB die Stellungen 
von Polarisator und Analysator geandert werden, so bleibt v — w ungedandert, 
wahrend die Anderungen von v und w dem Drehungswinkel der Platte ent- 
gegengesetzt gleich sind. Bei einer einmaligen Umdrehung der Platte erhalt man 
acht singulare Plattenstellungen, welche durch 


aA 32 at 3.0 
a Fee dia | ge"), 


mo de 
bestimmt sind und bei welchen die Intensitat nach (252) 
J = Jocos? (v — w) 


wird. In diesen Stellungen ist somit die Intensitat, wie der Vergleich mit (253) 
ergibt, dieselbe, als ob die Kristallplatte tberhaupt nicht vorhanden 
ware; zwischen ihnen erreicht die Intensitat abwechselnd viermal ein Maximum 
und viermal ein Minimum. Besitzen die Schwingungsrichtungen der Platte 
Dispersion (vgl. Ziff. 28), so sind auch diese acht singularen Plattenstellungen 
von der Frequenz abhangig. Die beiden folgenden speziellen Falle, bei welchen 
sich die acht singulaéren Stellungen auf je vier reduzieren, besitzen besondere 
Bedeutung. 
a) Sind die Schwingungsrichtungen von Polarisator und Ana 

lysator gleichgerichtet [Fall ,,paralleler Polarisatoren“ (Nrcors)], 
so ist w =v und man erhalt fiir die Intensitat J), aus (252) 


i, = J){1 —sin®2vsin? “i; (255) 


v=0 


1) Eine senkrecht zu einer Binormale geschnittene Platte eines optisch zweiachsigen 
wu . . . os . 
Kristalls miiBte nach (253) bei gekreuzten Polarisatoren (v — w =| in jeder Stellung volliige 


Dunkelheit des Gesichtsfeldes zeigen. In Wirklichkeit beobachtet man jedoch stets eine ge- 
ringe Aufhellung; diese rilhrt aber nicht, wie man friher irrtiimlich annahm [E. KaLkowsky, 
ZS. f. Krist. Bd. 9, S..486. 1884; E. CarvaLLo,. Journ. de phys. (3) Bd..4, S. 312. 1895], von 
der konischen Refraktion [vgl. Ziff. 36c)} her, sondern von der stets unvollkommenen Paralleli- 
tat des benutzten Lichtes [C. Travis, Sill. Journ. (4) Bd. 29, S. 427. 1910}. In der Tat fin. 
det man dieselbe Erscheinung auch bei einer senkrecht zur optischen Achse geschnittenen 
Platte eines optisch einachsigen Kristalls (vgl. hierzu E. BERTRAND, Bull. soc. minéral. 

3, S. 93. 1880), obgleich bei einer solchen konische Refraktion ausgeschlossen ist 
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diese erreicht beim Drehen der Platte in ihrer Ebene das Maximum /, fiir die 
singularen Stellungen v = 0, = a und ae d. h. wenn die eine Hauptschwin- 
gungsrichtung der Platte parallel zur Schwingungsrichtung von Polarisator und 
his Bis 52 WE 
lee ae ve 
d. h. wenn die (gleichgerichteten) Schwingungsrichtungen von Polarisator und 
Analysator den Winkel zwischen den Hauptschwingungsrichtungen der Platte 
halbieren. 

b) Stehen die Schwingungsrichtungen von Polarisator und 
Analysator senkrecht zueinander [Fall ,gekreuzter Polarisatoren‘ 


Analysator liegt, und das Minimum / (1 — sin? =} fir vy = 


(NICOLS)], so-ist v— w=+ = und man erhalt fiir die Intensitat J, den Aus- 
druck 


J. = Josin® 2vsin? >. (256) 


J. erreicht beim Drehen der Platte in ihrer Ebene den maximalen Wert 
TEENS CN) OG 
4 cde A 
gen der Platte den Winkel poten den Schwingungsrichtungen von Polarisa- 
tor und Analysator halbieren, und ihr Minimum 0 fiir die singularen Stellungen 


esi es fur und a , d. h. wenn die Hauptschwingungsrichtun- 


0; o , vw und “S , d. h. wenn die Hauptschwingungsrichtungen der Platte 


mit den Schwingungsrichtungen von Polarisator und Analysator zusammen- 
fallen. Man bezeichnet aus diesem Grunde die Hauptschwingungsrichtungen der 
Platte auch als Ausléschungsrichtungen!); dieselben hangen, wie aus (83) 
und der Bemerkung in Ziff. 68 folgt, von der kristallographischen Orientierung 
der Platte ab?). 

Eine einfache Methode zur Bestimmung der Ausléschungsrich- 
tungen?) einer doppelbrechenden Kristallplatte besteht daher darin, daB man 
die Platte im parallelen, monochromatischen Lichte zwischen gekreuzten Polari- 
satoren so lange in ihrer Ebene dreht, bis das Gesichtsfeld véllig dunkel ist4). 

Wir bemerken noch das nach (255) und (256) fiir denselben Wert v stets 


J+ Ji = So 


iSite 


1) Fallt die Plattennormale nicht mit der Wellennormale der auffallenden Welle zu- 
sammen, so wird bei keiner Stellung der Platte véilige Ausléschung erreicht, da dann die 
Schwingungsrichtungen der im Kristall durch Brechung entstandenen Wellen sowohl im 
Innern des Kristalls, als auch nach dem Austritt in das isotrope AuBenmedium nicht 
senkrecht zueinander stehen (vgl. Ziff. 68); vgl. hierzu F. E. Wricut, Sill. Journ. (4) Bd. 31, 
S. 209. 1911; Tschermaks mineralog. und petrogr. Mitteil. Bd. 30, S. 231. 1911. 

2) Vgl. hierzu J. SCHMUTZER, Versl, Kon. Akad. Wetensch. Amsterdam Bd. 16, S. 362. 
1907. Uber die Verwendung der Ausléschungsrichtungen zur Bestimmung der Lage der 
Binormalen in einer Kristallplatte und des Binormalenwinkels vgl. A. BEER, Pogg- Ann. 
Bd. 91, S. 279. 1854; Tu. Liepiscu, N. Jahrb. f. Min. 1886 (1), s 155; M. BErEK, ebenda 
Beil. Bd. 35, S. 221. 1913; ZS. f. Krist. Bd. 56, S. 515. 1921; A. JOHNSEN, Centralbl. f. Min. 
1919, S.321;-L. WEBER, ZS. f. Krist. Bd. 56, S. 1 u. 96. 1921; O. Mitces, Centralbl. f. Min. 
1924, S. 385. Uber die Beziehung zwischen den Ausléschungsrichtungen und den Flachen 
einer Zone vgl. H. MicHet-Levy, Ann. d. mines Bd. 12, S. 392 u. 411. 1877; G. CESARO} 
Mém. cour, et mém, des sav. étrang. publ. par. l’Academ. de Belg. Bd. 54, Nr. 3. 1896; 
LE DUPARG i ES PEARCH MATCH SC mpliyvcn etenia tam (4) eden 1S OOmmMOOOtE Loam kenists 
Bd. 42, S. 34. 1907; V. DE Souza-BRANDAO, ebenda Bd. 35, S. 635. 1902; Bd. 49, S. 293. 1911. 

3) Uber ein Verfahren zur genauen Markierung der Ausléschungsrichtungen auf einer 
Kristallplatte vgl. A. Cotton, Ann. chim, phys. (8) Bd. 22, S. 428. 1911. 

4) Uber empfindlichere Methoden vgl. Ziff. 75 und 117. 


Ziff. 71. Abhangigkeit der Intensitat J von der Plattendicke. se, 


71. Abhangigkeit der Intensitat J von der Plattendicke. Aus (252) folgt 
mit’ Riicksicht auf (250), daB die Intensitét des aus dem Analysator 
austretenden Lichtes eine periodische Funktion der Dicke der 
Kristallplatte ist. 

Man kann die Abhangigkeit der Intensitét / von der Plattendicke d iiber- 
sehen, wenn man zwischen Polarisator und Analysator an Stelle der Kristall- 
platte einen doppelbrechenden Kristallkeil bringt, dessen Keilwinkel so gering 
ist, daB die Wellennormalenrichtungen der beiden Wellen, die aus der senk- 
recht auf die eine Keilflache fallenden Welle durch Doppelbrechung entstehen, 
nach dem Austritt in das isotrope AuBenmedium angenahert mit der Wellen- 
normalenrichtung der auffallenden Welle zusammenfallen. Das Gesichtsfeld 
erscheint dann von parallel zur Keilkante liegenden, abwechselnd hellen und 
dunkeln Streifen durchzogen, die nach (252) und (250) dort liegen, wo die Keil- 
dicke der Bedingung 


d=m———, (m = 0, yee ager ac | (257) 
bzw. 
2m + 1 ho 
— We = — #, 
d = al ii) Nees) (258) 
genugt. 


Der Abstand @ zweier aufeinanderfolgender heller bzw. dunkler Streifen 
ist daher 


A 
a= °__ cotgt, 


m — NG 
wobei 7 den Keilwinkel bedeutet; a nimmt somit mit der Wellenlange 2, des auf- 
fallenden Lichtes ab. 

Geniigt die Dicke d einer doppelbrechenden Kristallplatte der Bedingung 
(257) oder (258), so ist nach (250) die aus ihr austretende Welle linear polari- 
siert. Aus (249) und (250) folgt, daB im ersteren Falle die Schwingungsrichtung 
der austretenden Welle parallel zur Schwingungsrichtung der auffallenden Welle 
liegt ; beziiglich der Intensitat (252) des aus dem Analysator austretenden Lichtes 
verhalt sich die Platte dann fiir die betreffende Wellenlange A, so, als ob sie tiber- 
haupt nicht vorhanden ware. Im zweiten Falle liegt die Schwingungsrichtung 
der austretenden Welle in bezug auf die Hauptschwingungsrichtungen der Platte 
symmetrisch zur Schwingungsrichtung der auffallenden Welle. 

Besitzt d den speziellen Wert 

1 ho Bia bp Re ho 
einer eee | ES he ae 
so heiBt die Platte eine Halbwellenlangen- bzw. eine Viertelwellen- 
langenplatte!), weil dann die als Gangunterschied bezeichnete GréBe 


G= A= ad(m,—m) (259) 


7 9 
gleich /,/2 bzw. 4,/4 wird. Aus (249) und (250) ergibt sich, daB die aus einer 
Viertelwellenlangenplatte austretende Welle zirkular polarisiert ist, wenn 
auBerdem v = + = ist, d. h. die Schwingungsrichtung der senkrecht auffallenden 
linear polarisierten Welle den Winkel zwischen den Hauptschwingungsrichtungen 
der Kristallplatte halbiert (vgl. Kap. 4 dieses Bandes). 


1) Die Viertelwellenlangenplatte wurde zuerst von G, B. Atry (Trans. Cambr. Phil. 
Soc. Bd. 4, S. 313. 1838) benutzt. 
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72. Eine einzelne Kristallplatte im parallelen, senkrecht auffallenden, 
linear polarisierten weiBen Lichte. a) Chromatische Polarisation. Tritt 
bei der in Ziff. 69 beschriebenen Anordnung aus dem Polarisator weiBes Licht 
aus, so ist das aus dem Analysator austretende Licht im allgemeinen gefarbt. 
Man erhalt die Intensitat des Gesichtsfeldes durch Summierung samtlicher, den 
verschiedenen Frequenzen des weifen Lichtes entsprechender Intensitatsaus- 
driicke (252); hierbei sind bei den optisch zweiachsigen Kristallen auBer Jo 
und A auch v und w von der Frequenz abhangig, weil die Schwingungsrich- 
tungen dieser Kristalle Dispersion besitzen (vgl. Ziff. 28). Da diese aber stets 
gering bleibt, kann man sie naherungsweise vernachlassigen und erhalt dann 


J =cos?(v — w) > Jy— sin2vsin2w>' J, sin? =; (260) 


RIN 


hierin stellt \’ 7, gemaB (253) die Intensitaét des aus dem Polarisator austretenden 
weiBen Lichtes dar. 

Das erste Glied in (260) bezieht sich somit ebenfalls auf weiBes Licht, das 
zweite dagegen stellt farbiges Licht dar, weil nach (250) der Faktor sin?4/2 
(mit A,, 6 und jf) von der Frequenz abhangt. Das aus dem Analysator aus- 
tretende Licht ist somit (als ein Gemisch von weiem und farbigem Lichte) 
gefarbt; diese von ARAGO!) entdeckte Erscheinung bezeichnet man als chro- 
matische Polarisation’). 

b) Abhangigkeit der chromatischen Polarisation von der 
Orientierung der Kristallplatte. Die Farbe des aus dem Analysator 
austretenden Lichtes andert sich mit der Orientierung der Kristallplatte. 

Dreht man diese in ihrer Ebene, so verschwindet das zweite Glied des 
Ausdruckes (260) in den acht singularen Stellungen (254); in diesen Stellungen 
ist daher das Gesichtsfeld wei. In den acht Zwischenstellungen ist es ab- 
wechselnd komplementar gefarbt, da in diesen das zweite Glied von (260) ab- 
wechselnd entgegengesetzt gleich wird. 

Bleibt die Platte und der Polarisator fest, wahrend der Analysator gedreht 


wird, so verschwindet fiir den Wert w = m = (W1=0, 1,12, «= ) das*zweite Glicd 


und es tritt somit weiBe Farbung des Gesichtsfeldes ein; in den vier Zwischen- 
stellungen ist die Farbung abwechselnd komplementar?). Entsprechend ist das 
Verhalten, wenn man Platte und Analysator festhalt und den Polarisator dreht. 

Sind die Schwingungsrichtungen von Polarisator und Analysator parallel 
bzw. senkrecht zueinander, so tritt beim Drehen der Platte in ihrer Ebene 
keine Anderung der Farbe ein; fiir die Intensitat J), bzw. J, erhalt man dann 
aus (260) a | 
Hr. 0= w= 0: Ji = >) Joi sint20 > Josin® ; 


fir v—w= =: 1 FSA) SI Jesme 
ce — 


Im Falle v — w = 0 andert sich beim Drehen der Platte mit v nur‘die Inten- 
sitat des am urspritnglich weiBen Lichte fehlenden Bestandteils, nicht aber 


1) ¥, Araco, Mém. de la classe des Scienc. math. et phys. de l’Inst. 1811 (1), S. 93; 
(uvr. compl. Bd. X, S. 36. Paris-Leipzig 1858. 

*) Fallt teilweise polarisiertes Licht auf ein Gipsblattchen, so zeigt dieses infolge der 
im Inneren der Platte mehrfach reflektierten und dann interferierenden Wellen auch ohne 
Analysator eine matte Farbung [L. DirscHEINER, Wiener Ber. Bd. 73 (2), S. 180. 1876]; 
vel. hierzu S. 753) Aum. 1 uw. 2: 

5) Uber die beim Drehen des Analysators eintretende Veranderung der Interferenzfarben 
vgl. A. WENZEL, Centralbl. f. Min. 1915, S. 233. 
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seine spektrale Zusammensetzung. Es andert sich somit neben der Gesamtinten- 
sitat auch die Sattigung der Farbe, nicht aber letztere selbst. Die Sattigung 


s on Bs Sgr « 
erreicht fiir vy = + x und -+- 4 ihr Maximum. 


2 a ee : P 4 ye 
Im Falle v — w = , dndert sich mit v nur die Intensitat des austreten- 


den gefarbten Lichtes, nicht aber die Sattigung seiner Farbe. Da nach (261) 
stets J) + J, = >'Jo ist, so sind die Farbungen bei parallelen und ge- 
kreuzten Polarisatoren komplementar. 

c) Ordnungen der Interferenzfarben; FizEau-Foucauttsche 
Streifen. Fallt paralleles weiBes (unpolarisiertes oder polarisiertes) Licht 
senkrecht auf eine ebene, planparallele Luftschicht von der Dicke /, so ist be- 
kanntlich?) die Intensitat des durchgehenden bzw. an den Begrenzungsebenen 
reflektierten Lichtes durch einen Ausdruck gegeben, der mit (260) bzw. (261) 
ibereinstimmt, falls in diesem 
_ 4al 


A i, 


(262) 


gesetzt wird. 

Wird bei der Kristallplatte die meist geringe Dispersion der Doppelbrechung 
(vgl. Ziff. 26) vernachlassigt, so folgt aus (261), (262) und (250), daB die Inter- 
ferenzfarbe einer Kristallplatte von der Dicke d zwischen. par- 
allelen bzw. gekreuzten Polarisatoren bei Beleuchtung mit senk- 
recht auffallendem, parallelem, weiBem Lichte angendhert wberein- 
stimmt mit der Interferenzfarbe einer planparallelen Luftschicht 
von der Dicke 

1= 5 (nh) 


> 


im durchgehenden bzw. reflektierten Lichte?). Fur den Gangunterschied 
(259) folgt hieraus G = d(n, — nj) = 21, d.h.er ist doppelt so groB wie die 
Dicke einer gleichwirkenden Luftschicht. 

Man pflegt die Interferenzfarben in Ordnungen einzuteilen, von denen 
jede ein Intervall 2/ = 550 my umfaBt; in den aufeinanderfolgenden Intervallen 
wiederholen sich dann die Farben in 4hnlicher Reihenfolge, namentlich in den 
héheren Ordnungen. In diesen werden die sich wiederholenden mattgriinen und 
-roten Farbenténe aber immer schwicher, bis sie schlieBlich mit bloBem Auge von 
Wei8 nicht mehr unterschieden werden kénnen. Ein solches Wei8 hoherer Ord- 
nung ist jedoch nach (260) von demWeiB des auffallenden Lichtes spektral verschie- 
den. Bei gekreuzten Polarisatoren z. B. fehlen in ihm nach (261) diejenigen Frequen- 
zen, fiir welche 1 = +2mz ist; sein Spektrum erscheint daher von einer Anzahl 
dunkler Streifen durchzogen®), die als FizeEAu-Foucauttsche Streifen bezeich- 
net werden und deren Anzahl in einem bestimmten Spektralintervall offenbar mit 
der Plattendicke wachst. Bei beliebiger Stellung von Polarisator und Analysator 


1) Vel. z.B. P. Drupe, Lehrb. d. Optik, 3. Aufl., S. 292. Leipzig 1912... 

2) Uber die in Wirklichkeit vorhandenen Abweichungen vgl. C. GAuDEFRoy, C. R. 
Bd. 177, S. 1046, 1227 u. 1452. 1923. 

3) J. Mtrrer, Pogg. Ann. Bd. 69, S. 98. 1846; Bd. 71, S. 91. 1847; H. Fizzau u. L. Fou- 
cauLT, Ann.:chim. phys. (3) Bd. 26, S. 138. 1849; Bd. 30,.S. 146. 1850; L. FoucauLt, Re- 
cueil de trav. scientif., S. 105. Paris 1878; J. STEFAN, Wiener Ber. Bd. 50 (2), S. 481. 1864; 
L. DITSCHEINER, ebenda Bd. 57 (2), S. 709. 1868; E. Macu, Optisch-akustische Versuche, 
S. 94. Prag 1873; F. Deas, Trans. Edinbg. Roy. Soc. Bd. 26, S. 177. 1872. Uber die spektrale 
Zerlegung der Interferenzfarben doppelbrechender Kristalle bei Beobachtung im polarisierten 
Lichte: unter dem Mikroskop vgl. J. CL. MAxweELt, ebenda Bd. 26, S. 185. 1872; Tu, Liz- 
BISCH, Physikal. Kristallographie, S. 469. Leipzig 1891. 
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treten vollkommen dunkle Streifen nach (260) nur bei der speziellen 
Plattenstellung v-+w= +5 auf, und zwar bei denjenigen Frequenzen, fir 


welche A = +(2k +1) ist. 

d) Skala der Interferenzfarben; empfindliche Farben. Die 
Reihenfolge oder Skala der Interferenzfarben diinner Platten ist zu- 
erst von BrUcKe!), WERTHEIM?) und QUINCKE?’) genauer untersucht worden. 
RotietT) und Krarr®) haben spater gezeigt, daB die Stellung einer einzelnen 
Farbe in dieser Skala von der Natur der benutzten weiBen Lichtquelle abhangt; 
da aber eine weifBe Normallichtquelle nicht eingefiihrt ist®), so ist der Zusam- 
menhang zwischen Interferenzfarbe und Gangunterschied in allen bisher auf- 
gestellten Interferenzfarbenskalen nicht streng definiert. 

Tabelle 2 gibt die Skala der Interferenzfarben fiir Quarzplatten zwischen 
gekreuzten und parallelen Polarisatoren nach den Beobachtungen von KRaFT. 
G = 21 = d(n, — nj) ist der in m w gemessene Gangunterschied der Platte fiir 
die Wellenlange 2) = 550mm; als weiBe Lichtquelle diente bei der Aufstellung 
dieser Tabelle von Schnee reflektiertes Sonnenlicht. 

Man kann die Skala der Interferenzfarben iibersehen, indem man eine in 
eine scharfe Kante auslaufende keilférmige Kristallplatte zwischen 
gekreuzte bzw. parallele Polarisatoren bringt; das Gesichtsfeld 
zeigt dann die ganze Farbenfolge*) der Labelle, falls dex Kristal) 
angenahert dieselbe Dispersion der Doppelbrechung besitzt wie 
Quarz. Bei hiervon abweichender Dispersion der Doppelbrechung sind die 
Farben in der I. Ordnung, je nach der Art der Abweichung, lebhafter (,,iiber- 
normal‘) oder weiBlicher und schwacher (,unternormal')§); betrachtliche 
Anderungen in der Reihenfolge der Interferenzfarben treten auf, wenn der be- 
treffende Kristall fiir eine bestimmte Frequenz optisch einachsig wird, wie 
z. B. Apophyllit (vgl, Ziff. 26) 9). 

Aus Tabelle 2 sieht man, da zwischen gekreuzten oder parallelen Pola- 
risatoren eine deutlich ausgesprochene Farbung nur dann auftritt, wenn die 
Phasendifferenz fiir den mittleren Spektralbereich weder zu groB noch zu klein 
ist; auBerdem zeigt sie, daB die Platte um so dinner sein muB, je gréBer 
m— nj, d. h. je starker die Doppelbrechung in Richtung der Plattennormale 
ist 10). Ferner folgt aus Tabelle 2, daB fiir gewisse Gangunterschiede Farben 
auftreten, welche sich schon bei geringer Anderung des Gangunterschiedes 

1) E. BRUcke, Pogg. Ann. Bd. 74, S. 582. 1848. 


2) G. WERTHEIM, Ann. chim. phys. (3) Bd. 40, S. 180. 1854. 
3) G. QuINcCKE, Pogg. Ann. Bd. 129, S. 177. 1866. 
) 
) 


cs 


AC ROLLEID, Wiener Ber, Bd 771(3), 5.477. 1578. 

5) C. Krart, Krakauer Anzeiger 1902, S. 310. 

cy Uber den Versuch zur Definition einer weiBen Normallichtquelle vgl. P. G. NutTine, 
Circular Bur. of Stand. Nr. 28, S. 6. 1911, 

7) Uber Keilvorrichtungen fir die tieferen Stufen der Interferenzfarbenskala vel. 
D. J. Manony, Nature Bd. 74, S. 317. 1906; F. E. Wricut, Tschermaks mineral. und 
petrogr. Mitteil. Bd. 20, S. 275. 1901; Sill. Journ. (4) Bd. 29, S. 415. 1910. { ; 

8) F, BecKre, Wiener Denkschr. Bd. 75 (1), S. 60. 1913. 

9) Vgl. hierzu C. Krein, Berl. Ber. 1892, S.217; N. Jahrb. f. Min. 1892 (2), S. 165; 
C. Hrawatscy, Tschermaks mineral. und petrogr. Mitteil. Bd. 21, S. 107. 1902; Bd. 23, 
S. 415. 1904; B. TRoLLE, Phys. ZS. Bd. 7, S. 700. 1906; H. AMBRonn, Leipziger Ber. Bd. 63, 
S. 249 u. 402. 1911; F. Beck, Wiener Denkschr. Bd. 75 (1), S.60. 1913; A. EHRING- 
HAUS, N. Jahrb. f. Min., Beil. Bd. 41, S. 392. 1917; Bd. 43, S. 589. 1920; K. HorMANN-DEGEN, 
Sitzungsber. Heidelb. Akad. Bd. 10 (A), Nr. 14. 19149. 

10) Bei sehr diinnen Platten, welche die niedrigsten Interferenzfarben zeigen, kann 
deutliche Farbung erzielt werden, wenn man das Licht durch Reflexion an einem Spiegel 
zweimal durch die Platte gehen laBt; vgl. F. WALLERANT, Bull. soc. minéral. Bd. 20, S. 172. 
1897; J. Coox, Nature Bd. 60, S. 8. 1899; J. Jory, Proc. Dublin Soc. Bd. 9, S. 485. 1901. 
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Tabelle 2. Skala der Interferenzfarben fiir Quarzplatten zwischen gekreuzten 


bzw. parallelen Polarisatoren (nach Krart). 


(G Gangunterschied der 


fiir die Wellenlange dy = 550 my). 


Parallele 
Polarisatoren 


Gekreuzte | 
Polarisatoren | 


Das Schwarzgeht Die Farbe der 
durch ,,Eisen- | Lichtquelle 
grau“’ aber in geht unmittel- 


Indigograu bar uber in | 
Graublau GelblichweiB 

Kiareres Grin. |Klares Braun — 
wipineenci vi R6tlichorange 


WeiB mit blaulich 
griiner T6nung Rot 


WeiB mit Spuren Dunkles Karmin 
von Griin 


WeiB (gelblich- 
grin) 


Dunkles Purpur 


I Sehr klaresGriin-) Dunkelviolett 
lichgelb 


| Indigo er 
| Bl 

Klares Gelb —— 

Braun Griinlichblau 


Orange z 


Jak I Gelblicherin 
Violett oie 
Indigo riinlichgelb 
Blau - Gelb 
Grinlichblau === 
a Orange 
II deel 
Blaulichgrin —_| R6tlichorange 
| Klares Rot 
Grin ‘anita 
| Purpur 


Gelblichgriin 


Ord- 
nung 


Il 


Parallele 
Polarisatoren 


Gekreuzte 
Polarisatoren 


Grinlichgelb _| Violett 
Indigo 
Gelb Blau 


Orange Grinlichblau 
Rétlichorange 
Kiares Rot Blaulichgriin 


R6tlichorange  Blaulichgriin 
Klares Rot =< a 
Karmin Grin 


Karmin | Griin 
| 
Purpur | Gelblichgriin 
Violet 
~ ie z | Griinlichgelb 
Indigo 
Blau Blasses Schmut- 
Grinlichblau | 2188elb 
| bleischtarbe 
Blaulichgriin 
Sehr klares Rot 
Griin ‘Kilares Karmin — 
: | Klares Purpur 
Gelblichgriin 
BlaBviolett 
=== MLL Griinlichgelb _Graugetontes 
Indigo 


_Blasses Schmut- Graublau 
ziggelb 


_Griinlichblau 
| 
Hleischfarbe | Blaulichgriin 
Sehr klares Rot) — 
| Klares Karmin lc b 
a TIT 
Sehr klares Pur- 
poy Gelblichgriin 


Blasses grau- 
gefarbtes Violett 


Griinlichgelb 


Platte 


stark andern; diese Interferenzfarben bezeichnet man als empfindliche Far- 


ben}). 


Die empfindlichen Farben treten nach WENZEL”) stets dann auf, wenn 


der Spektralbezirk maximaler Intensitat ausgeléscht ist. Am empfindlichsten 
ist bei gekreuzten Polarisatoren nach WENZEL das Purpur erster Ordnung, das bei 
geringer VergréBerung des Gangunterschiedes in Violett, bei Verringerung in 


1) Uber die Intensitaten der einzelnen Spektralbezirke, aus welchen sich die empfind- 


liche Farbe zusammensetzt, 
Nr, 24. 1910. 


vel. 


2) A. WENZEL, Phys. ZS. Bd. 18, S. 472. 1917. 


E, A. Wurrine, Sitzungsber. Heidelb. Akad. Bd. 1, 
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Karmin umschlagt. Auch das Violett zweiter Ordnung wird vielfach als emp- 
findliche Farbe Ronda dasselbe geht bei Verecoberane des Gangunterschiedes 
in Indigo, bei Verringerung in Darpurrot liber. 

73. Zwei iibereinanderliegende Kristallplatten im parallelen, senkrecht 
auffallenden, linear polarisierten Lichte. Die Interferenzerscheinungen, welche 
mn ibereinanderliegende Kristallplatten im parallelen, senkrecht auffallenden, 
polarisierten Lichte zeigen, sind von TuCKERMAN!) behandelt worden; wir be- 
schranken uns im folgenden auf den wichtigen 
Fall = 

Wir denken uns zwei planparallele, iiberein- 
anderliegende, doppelbrechende Kristallplatten 
zwischen Polarisator und Analysator im senk- 
recht auffallenden parallelen, monochromati- 
schen Lichte und fragen nach der Intensitat 
des aus dem Analy satot austretenden Lichtes. 
Zu dem Zwecke legen wir das rechtwinklige 
Rechtssystem x’, y”, 2’ so, daB die Richtung der 
positiven z’-Achse in die Richtung der Wellen- 
Abb. 21. Zwei tbereinanderliegende — ormele talltund.7*—= Osdiejemipe Plavtenebenc 
Keistallplatten am sparallelen Maea stalk welene cic VW elle Zucrst aul tml. 
polarisierten, monochromatischen 3 . é z 
Lichte. (P Schwingungsrichtung des Polari- Wir bezeichnen mit &’, 1)’ die Hauptschwin- 
Se ion den hae ea Mee wunesrichtungen-der Platte mit der Plattenc 


sators. x’ feste Achsenrichtung. &, 7’ Haupt- 
schwingungsrichtungen der ersten Platte; ebene 2’ = 0; ist v das Azimut der Schwingungs- 


<”, 9” Hauptschwingungsrichtungen der . a Z aay 
zweiten Platte.) richtung des Polarisators gegen die positive 
x’-Achse, u, der Winkel zwischen der positiven 

&’-Achse und der positiven x«’-Achse (Abb. 21) und 4, die gem&B (250) bestimmte 
Phasendifferenz, welche die Komponente Dz des Lichtvektors D der auffallenden 
Welle beim Durchgang durch die Platte gegeniiber D,, erhalten hat, so haben 


wir beim Austritt aus der ersten Platte 

De = |D| cos(v — u,) e7*?, Dy = |D| sin (v — u,)e-*@t+4) (263) 

SiGe) 07) wce eee ee der zweiten Platte und ist 

uy der Winkel zwischen der positiven &’’-Achse und der positiven x’-Achse, 

ferner A, die gemaf (250) bestimmte Phasendifferenz, welche die Komponente 

D beim Durchgang durch die Platte gegentiber D,,”, bekommen hat, so haben 
wir beim Austritt aus der zweiten Platte 

De = |D| {cos(v—w,) cos(w.—w,) +sin(v—w,) sin(w.—u,) e~*4rbe-tlot-e') | 


Dy = |D|{— cos(v—w,) sin (#y—m,)e~ *42 +- sin (v—u,) cos(u.—u,) e~ Art AN g-tlot—2’) 


(264) 


wobei é’ von der gegenseitigen Entfernung der beiden Platten abhangt. 
Bezeichnen wir mit D4 die nach der Schwingungsrichtung des Analysators 
genommene Komponente von 2, so haben wir 
D4 = De cos(w — u) + Dy,” sin(w — uy) , : 
falls w die Schwingungsrichtung des Analysators gegen die positive x’-Achse 
bedeutet; mit Riicksicht auf (264) folgt hieraus 
Dy = |D]+[{cos(v—u,)cos(w_—u,) +sin(v —u,)sin(u,—,)e-*4:\cos(w—us) 
+ {—cos(v —i,)sin (tty —,)e~* 42 (265) 
+ sin(v—u,)cos(t,—,)e- #414 42) sin(w —ty) ]e Mote" 2") 
wobei é” von der Entfernung des Analysators von der zweiten Platte abhanet. 


1) L. B. TUCKERMAN, Univ. Studies of the University of Nebraska Bd. 9, S. 157. 1909. 


/ 


Ziff. 73. Zwei tibereinanderliegende Kristallplatten im linear polarisierten Lichte, 763 


Die Intensitat J des aus dem Analysator austretenden Lichtes ergibt sich 
aus (33), indem man die rechte Seite von (265) mit ihrem konjugiert komplexen 
Werte multipliziert; bezeichnen wir wieder die Intensitat der aus dem Polari- 
sator austretenden, auf die Kristallplatte fallenden Welle mit Jo, setzen also 
nach (32) ae . 

Jo = [BP 
so ergibt sich fiir J mit Hilfe von (265) nach einiger Umformung der folgende 
Ausdruck?) Z 
{9 feos (v — w) — sin2(v — u,) sin2(w — u,) sin? 


— sin2(v — wg) sin2(w — mw) sin? 2 


2 
a) 
— 2sin2(v — u,) sin2(w — uz) sin Bi cine | cos) const 
a2 = ‘3 a\d vo 2 S 2 2 COS 2 
A 4 
= sin > sin COS 2 (tty — u)) : 
der sich auch auf die Form bringen 1aBt 
1 = Ff, feos? (v — w) — sin2(v — u,)cos2(w — u,)sin2 (uw, — 4) sin? | 
Ty ee 
+ cos2(v — u,)sin2(w — u)sin2 (u, — u,) suis! 
+ (267) 
D} Ser 


; : , - »>4,—4 
+ sin2(v — m,)sin2(w — u,)sin?(u, — u,) sin? et 


Aus (206) folgt, daB bei beliebiger Stellung des Analysators eine Vertauschung 
von u#, mit #, und 4, mit A, eine Anderung von J hervorruft, d.h. dieIntensitat 
des aus dem Analysator austretenden Lichtes hangt bei belie- 
biger Stellung von Polarisatorund Analysator von der Reihen- 
folge ab, in welcher die beiden tibereinanderliegenden Platten 
in den Gang der senkrecht auffallenden Welle gebracht werden. 

Ist 4. — u, = ma(m =O, 1, 2,...), d. h. befinden sich die beiden tiber- 
einanderliegenden Platten in solcher Lage, daB die Hauptschwingungsrichtungen 
der entsprechenden (weniger bzw. starker brechbaren) Wellen einander parallel 
sind (sog. ,Additionslage’), so folgt aus (267) 


a 


J=TJo {cost (v — w) — sin2(v — u,) sin2(w — u,) sin? 


ist U, — UW =+ = , d. h. befinden sich die beiden wtbereinanderliegenden 
Platten in solcher Lage, dafi ihre entsprechenden Hauptschwingungsrichtungen 
gekreuzt sind (sog. ,Subtraktionslage“), so ergibt sich aus (267) 
: ; dle smear 
=F, feos? (o — w) — sin2(v — u,) sin2(w — ) sin? ~~ 4 ; (269) 
Der Vergleich von (268) und (269) mit (252) zeigt, da} in diesen beiden Fallen 
die beiden iibereinanderliegenden Platten wie eine einzelne Platte wirken, deren 
Phasendifferenz im ersteren Falle gleich der Summe und im zweiten 
Falle gleich der Differenz der Phasendifferenzen der beiden tiber- 
einanderliegenden Platten ist. 


1) A. FRESNEL, Ann. chim. phys. (2) Bd. 17, S. 172. 1821; Guvr. compl. Bd. 1, S. 624. 
Paris 1866. 
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74. Zwei iibereinanderliegende Kristallplatten im parallelen, senkrecht 
auffallenden Lichte zwischen parallelen bzw. gekreuzten Polarisatoren. Sind 
die Schwingungsrichtungen von Polarisator und Analysator gleich- 
gerichtet [Fall ,,paralleler‘ Polarisatoren (Nicols)], so ist v= w, und 
wir erhalten dann aus (266) bzw. (267) fiir die Intensitat /), 


: we : ae 
{ith {! — sin? 2(v — uy) sin® a — sin?2(v — u,) sin? = 


; AGL A, Ape ee 
— 2sin2(v— u4,) sin2(v— u4,) sin 5 sins (cos 7 C985 (270) 


Cee 
= sin= sin i COS 2 (tz — 1) } 
bzw. 
| . ae 
J, = Jo |! — sin2 (v — %) cos2(v — mp) sin2 (#4, — m) sin? 
A; 
Bo 


+ cos2(v — u,) sin2(v — u2) sin2 (t#t, — u,) sin?- 


: : pee 
— sin2(v — u,) sin2(v — uy) cos? (#4, — 4) ee 


+ sin2(v — u) sin2(v — ug) sin® (uw, — 4) sin® a8 3 ae 


Liegt die Schwingungsrichtung des Analysators senkrecht zur 
Schwingungsrichtung des Polarisators [Fall ,gekreuzter“ Polari- 


satoren (Nicols)], so ist v—w=-+ 5 , und man bekommt aus (266) bzw. (267) 
fiir die Intensitat J, 


Jae fsin?2 (v — uy) sin? + sin?2(v — up) sin?“ 


: ; Ah on A A 

+ 2sin2(v — ™) sin2(v — u) sin sin a (cos = cos = (272) 
Papa: 

— sin-> sin cos 2 (Uy — 4) 


bzw. 
J. = Jo{sin2(v — uy) cos2(v — ug) sin2 (ug — u,) sin? 
— cos2(v — u,) sin2(v — 4) sin2 (uv, — ) sin? 


A, ap A, 
2 


+ sin2(v — 4) sin2(v — u,) cos? (uw, — u,) sin? 


— sin2(v — w,) sin2(v — u,) sin? (uw, — u,) sin? ae : 


— 


Aus (270) und (272) bzw. (274) und (273) folgt, daB 
Ji +I 2 = So 
ist. 


Aus (271) und (273) ergibt sich ferner, daB bei parallelen bzw. gekreuzten 
Polarisatoren eine Vertauschung von a, mit w, und 4, mit 4, keine Anderung von 
J bzw. J, hervorruft ; in diesen beiden Fallen ist somit die Intensitat des aus 
dem Analysator austretenden Lichtes unabhangig von der Reihen- 
folge, in welcher die beiden titbereinanderliegenden Platten in 
den Gang der senkrecht auffallenden Welle gebracht werden. 


. 'S 
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Fir den Fall gekreuzter Polarisatoren ist aus (272) zu schlieBen, daB J, 
bei beliebigen Werten von -1,, 1, und w#, — “, durch alleinige Anderung von uw, 
nicht zum Verschwinden gebracht werden kann; hieraus folgt, daB zwei 
beliebig wtbereinanderliegende doppelbrechende Kristallplatten 
zwischen gekreuzten Polarisatoren in keiner einzigen Lage voll- 
kommen dunkles Gesichtsfeld ergeben kénnen, 

Weiter ergibt sich aus (272), daB J, jedenfalls verschwinden mu, wenn 

a Su Rey ae er 

sin 2(v — w) sin>* = sin2(v — wg) sin= = 0 (274) 
ist. Sind 4, und J, fiir die Frequenz der auffallenden Welle von 2ma(m = 0, 4, 
2,...) verschieden, sonst aber beliebig, so wird (274) erfillt, wenn entweder 
v— uy, =v — Mp = 0, oder v — wy = 0,0 — % = Soder v — y= 5,0 —%,=0 
ist. Im monochromatischen Lichte kann somit zwischen gekreuzten Polarisatoren 
bei beliebigen Phasendifferenzen der tibereinanderliegenden Platten vollkom- 
mene Dunkelheit nur dann eintreten, wenn die Hauptschwingungsrichtungen 
der entsprechenden (weniger bzw. starker brechbaren) Wellen der Platten par- 
allel oder senkrecht zueinander legen und mit den Schwingungsrichtungen der 
Polarisatoren zusammenfallen. 

Ist dagegen v — w, und v — uw, weder gleich Null, noch gleich 2/2, so kann 
(274) nur erfiillt sein, wenn 4, = 2m,2(m, = 0,1,2,...) oder 4, = 2m,2(m, = 0, 
1, 2,...) ist; in diesem Falle geht die aus dem Polarisator austretende Welle 
ungeadndert durch jede der beiden Platten hindurch und die Plattenkombination 
verhalt sich so, als ob sie iiberhaupt nicht vorhanden ware. 

75. Nachweis kleiner Doppelbrechungen und Bestimmung der Aus- 
loschungsrichtungen. a) Platte empfindlicher Farbung.  Befindet 
sich eine doppelbrechende Kristallplatte zwischen gekreuzten Polarisatoren und 
ist ihre Phasendifferenz 4, von solcher Gr6éBe, daB bei Beleuchtung mit weiBem 
Lichte die empfindliche Farbe [vgl. Ziff. 72d)]| auftritt, so wird die Intensitat 
des aus dem Analysator austretenden Lichtes durch die zweite Formel (261) 
gegeben; bringt man nun eine zweite doppelbrechende Platte in beliebigem Azi- 
mut zwischen die Polarisatoren, so folgt mit Hilfe von (272), da eine Anderung 
der Farbung des aus dem Analysator austretenden Lichtes eintreten mu. Diese 
Anordnung 1aBt sich daher benutzen, um bei einer Kristallplatte eine geringe 
Doppelbrechung nachzuweisen, da sich schon Spuren einer solchen durch 
Umschlag der empfindlichen Farbe in eine Nachbarfarbe bemerkbar machen}), 

Die zweite Platte wird nach (272) oder (273) unwirksam, wenn w#, = v oder 
=v +a/2 ist, d. h. wenn ihre Hauptschwingungsrichtungen mit den Schwingungs- 
richtungen von Polarisator und Analysator zusammenfallen; man kann daher die 
Ausléschungsrichtungen (Ziff. 70) einer Kristallplatte bestimmen, 
indem man sie zusammen mit einer Platte empfindlicher Farbe zwischen 
gekreuzte Polarisatoren bringt und (bei Beleuchtung mit senkrecht auffallen- 
dem, weiBem Lichte) so lange in ihrer Ebene dreht, bis die empfindliche Farbe 
sich nicht andert?). 

b) Doppelbrechende Halbschattenplatten. (BRAvAIssche und 
CALDERONSche Doppelplatte.) Die Empfindlichkeit der unter a) bespro- 
chenen Anordnung 1aBt sich erheblich steigern, indem man nach dem Vor- 


1) Vgl. hierzu E. K6uLER, ZS. f. wiss. Mikrosk, Bd. 38, S. 29. 1921; E. A, WULFING, 
Sitzungsber. Heidelb. Akad. Bd. 10, Nr. 24. 1910. 

2) Besitzen die Schwingungsrichtungen der Platte Dispersion (Ziff. 28), so liefert diese 
Methode nur eine gewisse mittlere Lage der Ausloschungsrichtungen. 


766 Kap. 11. G. Szrvessy: Kristalloptik, Zitt 75. 


gang von Bravats!) die Platte empfindlicher Farbung derart zerschneidet, 
daB die Schnittlinie mit der einen Hauptschwingungsrichtung den Winkel 


€ (0 Ze 2 bildet, hierauf die eine Halfte um die Normale der Schnittflache 


um 180° dreht und dann beide Halften wieder zusammenfiigt. Die Hauptschwin- 
gungsrichtungen der entsprechenden (weniger bzw. starker brechbaren) Wellen 
der beiden Halften bilden dann miteinander den Winkel 2¢; eine solche 
Doppelplatte wird als doppelbrechende Halbschattenplatte bezeichnet?). 
Sind uw, und w,-+ 2¢ die gegen eine feste Richtung gezahlten Azimute der ent- 
sprechenden Hauptschwingungsrichtungen der beiden Halften, so sind die Inten- 
sitaten J’ und J” der beiden Halften bei gekreuzten Polarisatoren und Be- 
leuchtung mit weiBem, parallelem, senkrecht auffallendem Lichte nach (261) _ 


: ; : ies a4 
J =sm724, Se sin? — J” =sin?2 (wu, + 2S I sin® 5 phos 2 7be 


wobei A, die Phasendifferenz der Platte ist. Bete = 7 witd J =>/\" tur jedes 
beliebige u,; bei einem von 2/4 verschiedenen ¢ besteht Gleichheit von J’ und J” 
nur fir 4, — a — e(m = 0, 1, 2,...). Eine solche Stellung der Halbschatten- 


platte, be1 welcher die beiden Halften bei Beleuchtung mit weiBem Lichte gleich 
gefarbt erscheinen, nennt man eine Halbschattenstellung; bei Beleuchtung 
mit monochromatischem Lichte ist die Halbschattenstellung an der gleichen 
Intensitat der beiden Halften zu erkennen. 

Befindet sich die Halbschattenplatte in einer Halbschattenstellung und bringt 
man zwischen die gekreuzten Polarisatoren eine zweite, schwach doppelbrechende 
Platte mit der Phasendifferenz 4, in ein von 0 und a/2 verschiedenes Azimut 
ty, SO ergibt sich mit Hilfe von (272), daB bei Beleuchtung mit weiBem 
Lichte die Farben und bei Beleuchtung mit monochromataschem 
Lichte die Intensitaten der beiden Halften in entgegengesetztem 
Sinne umschlagen. 

Die Anordnung wird benutzt, um sehr geringe Doppelbrechungen 
nachzuweisen; die Empfindlichkeit kann so weit gesteigert werden, daB eine 
Phasendifferenz 4, von der GréBenordnung 1-10~>*- 22 noch sicher zu erkennen 
ist. Ferner laBt sie sich verwenden, um bei Beleuchtung mit monochromatischem 
Lichte die Ausléschungsrichtungen einer doppelbrechenden Kristall- 
platte zu ermitteln®). Zu dem Zwecke wird diese so lange in ihrer Ebene 
gedreht, bis die (in Halbschattenstellung befindliche) Halbschattenplatte keinen 
Intensitatsunterschied der beiden Halften zeigt; die Ausléschungsrichtungen der 
zu untersuchenden Platte fallen dann mit den Schwingungsrichtungen der ge- 
kreuzten Polarisatoren zusammen. Bei den Beobachtungen wird mittels einer 
Lupe scharf auf die Trennungslinie der beiden Halften der Halbschattenplatte 
eingestellt. - | 

[ste 4 80 stehen die entsprechenden HauptschwingungsricHtungen in 


den beiden Halften der Halbschattenplatte senkrecht zueinander. Aus (275) ergibt 
sich, dafi sich die Halbschattenplatte dann bei jedem beliebigen, zwischen 0 und 2/2 


*) A. BRAvAIS, C. R. Bd) 3255S. 1412, 18545 Aun. chim, phys. (3) Bd43; Si 431. 1855. 

*) Uber eine auf einem anderen Prinzip beruhende Doppelplatte vgl. Ziff. 117. 

°) Uber die Methoden zur Bestimmung der Ausléschungsrichtungen vel. F..E. WRIGHT, 
Sill. Journ. (4) Bd, 26, S. 34. 1908; The methods of petrographic-microscopic research, S, 115. 
Washington 1911 (Carnegie Instit. of Washington, Public. Nr. 158); M. Brrex, N. Jahrb 
teen, Beil) ds 33,95. 580. dodge Ann dae hiss dears edo Seno 10s 
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gelegenen Azimut 2, in Halbschattenstellung befindet; gréBte Intensitat ist bei 


= ; . Eine solche Halbschattenplatte bezeichnet man als BRAvatssche 
Doppelplatte}). 


Ist «von a/4 verschieden, so nennt man die Halbschattenplatte eine CALDERON- 
sche Doppelplatte?). Halbschattenstellung ist bei dieser nach (275) nur dann 
vorhanden, wenn die entsprechenden et alia eta chtungen der beiden 


Plattenhalften die Azimute uj = —eund uf = — at EOP el) 


besitzen, d. h. wenn die Halbierungslinie ihres Winkels ee eder mit der Schwin- 
gungsrichtung von Polarisator oder Analysator, oder aber mit einer der Winkel- 
halbierenden dieser beiden Richtungen zusammenfallt. 

Beziiglich weiterer Einzelheiten itiber die Eigenschaften doppelbrechender 
Halbschattenplatten und ihrer Verwendung beim Nachweis geringer Doppel- 
brechungen vgl. das Kapitel wber die Messung elliptisch polarisierten Lichtes 
in Bd. XIX dieses Handbuches. 

76. Durchgang parallelen, polarisierten Lichtes durch ein symmetrisches, 
geschlossenes Lamellenpaket; Reuscusche Glimmersaulen. Mit Rticksicht 
auf gewisse Fragen der Kristallstruktur sind die Interferenzerscheinungen bei 
Systemen von Kristdliplatien von Interesse, bei welchen jede Platte gegen die 
folgende hinsichtlich ihrer Lage um denselben Winkel verdreht erscheint. 

Wir betrachten daher jetzt ein System von / diinnen, planparallelen, doppel- 
brechenden Kristallamellen im parallelen, senkrecht auffallenden, monochro- 
matischen, elliptisch polarisierten Lichte. Ein solches Lamellensystem bezeich- 
net man als ein Paket*); das Paket heiBt symmetrisch, wenn samtliche / 
Lamellen gleichartig sind und die Hauptschwingungsrichtungen der starker 
brechbaren Wellen je zweier aufeinanderliegender Lamellen den gleichen Win- 


kel w bilden. Ist insbesondere w = — so nennt man das symmetrische Paket 
geschlossen. 

Mehrere iibereinanderliegende Pakete bilden eine Sadule. 

Um das Verhalten eines geschlossenen, symmetrischen Lamellen- 
paketes gegeniiber parallelem senkrecht auffallendem, elliptisch polarisiertem 
Lichte zu ermitteln, benutzen wir mit PoINcARE*) die von ihm herrihrende geome- 
trische Methode zur Darstellung des Schwingungszustandes einer elliptisch polari- 
sierten Welle; die Grundlage dieser Methode ist in Kap. 4 (Ziff. 9) dieses Ban- 
des dargestellt, auf welches wir beziiglich der Einzelheiten, sowie hinsichtlich 
der Bezeichnungsweise verweisen. 

Ist M der Mittelpunkt der Einheitskugel und - die von jeder der / Lamellen her- 
vorgerufene Phasendifferenz, so stellt sich die Wirkung des Paketes auf die durch- 


1) Vgl. die Zitate S. 766 Anm. 1. Bravais stellte seine Doppelplatte aus Glimmer 
her; spater wurde auch Quarz benutzt (F. St6per, ZS. f. Krist. Bd. 29, S. 22. 1898). Eine 
Steigerung der Empfindlichkeit kann man mit vier paarweise gekreuzten, méglichst diinnen 
Glimmerblattchen (Vierteilung des Gesichtsfeldes) erhalten (J. KOENIGSBERGER, Centralbl. 
f. Min. 1908, S. 729; 1909, S. 249 u. 746). Uber die praktische Herstellung der Bravaisschen 
Doppelplatte vgl. E, Perucca, Cim. (6) Bd. 6, S. 186. 1913; ZS. f. Instrkde. Bd. 43, S. 26. 
1923. Uber eine Keilkombination, die wie eine BravaAissche Doppelplatte mit variierbarer 
Empfindlichkeit wirkt, vgl. F. E. Wricut, Sill. Journ. (4) Bd. 26, 5. 370. 1908. 

2) L. CaLpEron, ZS. f. Krist. Bd. 2, S. 69. 1878; F. E. Wricurt, Sill. Journ. (4) Bd. 26, 
S. 370. 1908. CALDERON stellte seine Doppelplatte aus Kalkspat her; spater wurde als Material 
auch Glimmer [H. TRAuBE, N. Jahrb. f. Min. 1898 (1), S. 251], Gips [E. SOMMERFELDT, ZS. 
f. wiss. Mikrosk. Bd. 24, S. 24. 1907; F. E. Wricur,-Sill. Journ. (4) Bd. 26, S. 371. 1908] oder 
Quarz [F. E. Wricut, Sill. Journ. (4) Bd. 26, S.374. 1908] genommen. 

3) EH. Mabrarp, C. R. Bd. 92, S, 1155. 1884;.Ann. d. mines.(7) Bd. 29, S. 265. 1881. 

4) H. Poincaré, Théorie mathématique de la lumiére Bd. II, S.275. Paris 1892. 
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gehende, elliptisch polarisierte Welle als das Resultat von aufeinanderfolgenden 


Einzeldrehungen um den Winkel 4 um die Achsen MA,, M4A,,... dar, die in der 
Aquatorebene der Kugel liegen; hierbei ist offenbar 4,A, = 4,43; = ++: = *. 


Bedeutet nun D, eine dieser Drehungen um eine Achse MA,, ferner S; eine 
Drehung -s um die Polarachse M p,, so kénnen wir}) fiir die resultierende Drehung 
in leicht verstandlicher Schreibweise 

dD, 7 D, eo ed Oe S_,D,S;- S_9,D, S27. one S_@-1)1D4 Sq@-ni; 


schreiben; da nun S@_y,-S; = Sj; = Sez=1 und somit auch Sg_y;= Se 
ist, so erhalt man 
DD ere) NL) oa 


d. h. die / aufeinanderfolgenden Einzeldrehungen sind gleichwertig mit der 
l-fachen Resultierenden aus den Drehungen D, und S_;. Zur Ermittelung dieser 
Resultierenden legen wir durch A, und #, je einen GroBkreis; ersterer soll mit A, p, 
(entgegen dem Drehungssinn um MA) den Winkel 4/2, letzterer mit £,A, (im 
selben Sinne wie die Drehung um M #,) den Winkel z// bilden (Abb. 22). Ist B der 
Schnittpunkt dieser beiden GroBkreise, so erhalt man als Resultierende der bei- 
den aufeinanderfolgenden Drehungen eine Drehung um den Winkel 2t um MB 


als Achse, falls t= A,B, gesetzt wird. Da A,p, = * ist, so ergibt sich fiir 


2 


8 das spharische Dreieck A,B, 
A at 
COST. == COs = €0s—-& 
D l 
Lay ee py setzt man % == - -+@ und ist O unendlich klein von der 
GE 


ersten Ordnung, so folgt aus der letzten Gleichung in 
Abb, 22. Zur geometrischen = 2 

Darstellung des Durch- erster Annaherung 2 a 

ganges einer elliptisch po- = 3 cotg va 

larisierten, ebenen Welle 


durch ein symmetrisches, : . ; A 
geschlossenesLamelienpas Die resultierende Drehung (D,S2,)* stellt sich somitidan 
ket. (Die Pfeilrichtungen geben - ; s 
ose CoP als eine Drehung um MB um den Winkel 
treffenden Kugeldurchmesser 2 A2 
als Drechachsen an.) 7 ( x rE 
Se \ a7 4 


Ist A sehr klein, so ist demnach die Wirkung des Paketes derart, daB sich 
der betreffende Kugelpunkt entlang eines Breitekreises zu einem Meridian ver- 
schiebt, der mit dem urspriinglichen Meridian den Winkel 


cotg *\i= an +“ cogs, 


2 


lA fig 
P= ae cotg > 


bildet; die Verschiebung erfolgt entgegengesetzt dem Sinne, in dem der Winkel 
zwischen den Hauptschwingungsrichtungen der starker brechbaren Wellen zweier 
auteinanderliegender Lamellen gezahlt wird. Fir P kann man bei,Heranzie- 
hung von (72) auch 


schreiben, wobei mj und uj die Brechungsindizes einer Lamelle in Richtung der 
Lamellennormale, d die Dicke einer Lamelle und 4, die Wellenlange (im Va- 
kuum) der auffallenden elliptisch polarisierten Welle bedeutet. 

') J. Wacker, Phil. Mag. (6) Bd. 3, S. 548. 1902; The analytical theory of light, S. 354. 
Cambridge 1904. 


oe 
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Beim Durchgang durch ein geschlossenes, symmetrisches Lamellenpaket 
wird daher das Azimut der Schwingungsellipse einer senkrecht auffallenden 
ebenen, elliptisch polarisierten Welle um den Winkel P/2 gedndert, wahrend 
die Elliptizitat der Schwingungsbahn ungedndert bleibt; ist die auffallende 
Welle linear polarisiert, so besteht die ‘Wirkung des Paketes in einer ein- 
fachen Drehung der Polarisationsebene. Bei einer aus m symmetrisch 
geschlossenen Paketen bestehenden Saiule ergibt sich der Winkel, um den die 


o ° : . F ‘ m 
Schwingungsellipse bzw. Polarisationsebene gedreht wird, offenbar zu oF bg 


Diese Erscheinung ist von ReuscH?) bei Séiulen von symmetrischen, ge- 
schlossenen, aus Glimmerlamellen hergestellten Paketen (sog. REUScHsche 
Glimmersaulen) experimentell gefunden worden. Auf ihr griindeten sich die 
alteren Strukturtheorien von SOHNCKE und MALLARD zur Erklarung der 
optischen Eigenschaften aktiver Kristalle?). 

77. Durchgang parallelen, polarisierten Lichtes durch ein unsymmetrisches, 
offenes Lamellenpaket; Theorie der isomorphen Mischkristalle von Matrarp. 
Wir wenden uns jetzt dem allgemeineren Falle eines unsymmetrischen, 
offenen Paketes zu und betrachten den Durchgang einer senkrecht auf- 
fallenden ebenen, elliptisch polarisierten Welle; hierbei benutzen wir wie in 
der vorhergehenden Ziffer die geometrische Methode von POINCARE. 

Sind A,, Ay, 43, ... die Phasendifferenzen der Lamellen und 2, w,, w3,... 
die Winkel zwischen den Hauptschwingungsrichtungen der starker brechbaren 
Wellen je zweier aufeinanderliegender Lamellen, so haben wir um die in der 


Aquatorebene liegenden Radien MA,, MA,,... als Achsen die aufeinanderfol- 
genden Drehungen 4,, 4, .. . auszufiihren; dabei gilt fiir die Punkte A,, A,,..., 


Ay A. a 2W,, A,As = ZW, ae 


Diese Drehungen lassen sich insgesamt durch eine Drehung um den Winkel 
um eine gewisse in der Aquatorebene liegende Achse MA, verbunden mit einer 
Drehung P um die Polarachse M,, ersetzen; um diese beiden Einzeldrehungen 
zu ermitteln, bestimmen 
wir die ihnen entgegen- 
gesetzt gleichen Drehun- 
gen, welche den betref- 
fendenins Auge gefaBten 
Kugelpunkt in seine ur- 


spriingliche Lage zu- Mo é 
rickfiihren wirde, nach- a 
dem die aufeinanderfol- Abb. 23. Zur geometrischen Darstellung des Durchganges einer ebenen, ellip- 


tisch polarisierten Welle durch ein unsyinmetrisches, offenes Lamellenpaket. 
genden Drehungen 4,, 


1,, 4d, ... ausgefiihrt worden sind. 

Zu dem Zwecke betrachten wir’) ein raumliches Vielkant MEE,EF,... EF, 
dessen Kante ME, den Winkel a — 4, (h=1, 2, ...) besitzt und dessen Seitenflache 
E, ME, 1 = AnMAjy1 = 20, (h =1,2,...) ist (Abb. 23a). Dieses Vielkant 
denken wir uns so auf dé T Aquatore be ne abgerollt, dab bei der Ausgangslage die 
Seitenflache EME, mit der Aquatorebene und die Kante ME, mit dem Aqua- 
torradius MA, eee realit die Kanten ME,, ME,,..., ME; und ME 
fallen dann der Reihe nach mit den Radien MA,, MA;,..., MA, und MA zu- 
sammen. Um nun den betreffenden mit dem Vielkant fest verbunden gedachten 


1) E. Reuscu, Monatsber. d. Berl. Akad. 1869, S. 530; Pogg. Ann. Bd. 138, S. 628. 1869. 
2) Vgl. hierzu Ziff. 96 und Ziff. 110. 
3) H. Poincart, Théorie mathématique de la lumiere Bd. II, 5.296. Paris 1892. 
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Kugelpunkt in seine urspriingliche Lage zuriickzubringen, mlssen wir zu- 
nachst eine Drehung um einen Winkel 4 um MA als Durchmesser ausfuhren, 
wobei a — A der Kantenwinkel von ME ist und bringen dadurch ME, nach 
MA‘, (Abb. 23b); eine zweite Drehung um den Winkel 4; MA, =P um die zur 
Aquatorebene senkrechte Achse fiihrt MA{ nach A,, falls P der ExzeB von 27 
iiber die Summe der Seiten des Vielkantes ist. 

Das unsymmetrische, offene Lamellenpaket wirkt demnach auf 
eine senkrecht auffallende, elliptisch polarisierte Welle wie eine 
einzelne doppelbrechende Platte von der Phasendifferenz A, deren 
zur starker brechbaren Welle gehérende Hauptschwingungsrichtung 
mit der entsprechenden Hauptschwingungsrichtung der ersten La- 
melle den Winkel A,MAj bildet, verbunden mit einer Drehung 
der Schwingungsellipse der aus der doppelbrechenden Platte aus- 
tretenden Welle um den Winkel P/2. 

Wir betrachten jetzt den Fall, daB die einzelnen Lamellen des 
Paketes sehr dtinn und sehr schwach doppelbrechend sind, so 
da die Phasendifferenzen 4,, 4,, ... als unendlich klein von der ersten Ord- 
nung angenommen werden kénnen. Legt man um die Spitze des Vielkantes die 
Einheitskugel, so schneiden die Seiten des Vielkantes die Kugeloberflache in 


einem sphdrischen Polygon EE,E,...E,)E. Ist -ee,é....e¢e das zu diesem 
Polygon polare Polygon, so ist 
Bape ill 6,0, ee Cree nee Cpe =A, $2tt6, = 1 — 20, 
06 €,€3 = TE — 2Wy,..-; 


die Winkelsumme des polaren Polygons ist somit 
lan — 2(w, + w+...) =la —(2a — P), 


sein Flacheninhalt betragt daher P. 

Sind 4,, 4, 4s, ... sehr klein, so wird das polare Polygon nahezu eben, und 
man erhalt die Wirkung des Lamellenpaketes, indem man den ebenen Linienzug 
€€,€,... €, (Abb. 23c) zeichnet?), dessen aufeinanderfolgende Seiten ee, , ¢,é,..- 
den Achsen MA,, MA,,... parallel sind; die Langen von ¢e¢,, ¢¢,,... sind 
gleich den entsprechenden Drehungen 4,, 45, ... um diese Achsen. ee, ist dann 
parallel dem der resultierenden Hauptschwingungsrichtung OA entsprechenden 
Aquatorradius, die Lange von ee, ist gleich der durch die Doppelbrechung her- 
vorgerufenen resultierenden Phasendifferenz 4 und der (im selben Makstabe 
wie ee, gemessene) Flacheninhalt P des Polygons gleich der doppelten, durch 
das Paket erzeugten Drehung der Schwingungsbahn P/2. Es folgt hieraus, 
daB diese Drehung bei einem aus sehr diinnen Lamellen bestehenden 
Paket unendlich klein von der zweiten.Ordnung ist, falls die 
Phasendifferenzen A,, A,,... der einzelnen Lamellen unendlich 
klein von der ersten Ordnung sind und daB bei Vernachlassigung 
von P die Reihenfolge der Lamellen ftir die resultierende Wir 
kung gleichgiltig ist. ‘ 

Diese Eigentiimlichkeit der unsymmetrischen, offenen Lamellenpakete hat 
MALLARD?) benutzt, um die optischen Eigenschaften isomorpher Misch- 


1) E. Matrarp, Ann. des mines (7) Bd. 10, S. 184. 1876; Bd. 19, S. 290. 1881; Traité 
de cristallographie géometr. et phys. Bd. II, S. 266. Paris 1884. 

*) E. MALLARD, Bull. soc. minéral. Bd. 4, S. 71. 1881; Ann. des mines (7) Bd. 19, S. 257. 
1881; ferner A. MicHEL-Ltvy, Bull. soc. minéral. Bd. 18, S. 79. 1895 (Berechnung der Bi- 
normalenrichtungen des Mischkristalls) ; G. WuLFr, ZS. f. Krist. Bd. 36, S. 1. 1902 (Berechnung 
der Binormalenrichtungen des Mischkristalls, Verhalten des Mischkristalls in den Binormalen- 
richtungen der Komponenten). 


Ziff. 78. Interferenzerscheinungen im konvergenten, polarisierten Lichte. 774 


kristalle aus denjenigen ihrer Mischungsbestandteile (Komponenten) zu be- 
rechnen, unter Zugrundelegung der Vorstellung, dab jeder Mischkristall aus 
sehr dinnen Lamellen zusammengesetzt ist, die abwechselnd aus den einzelnen 
Komponenten bestehen. Die nach der MALLARDschen Theorie aus den Haupt- 
brechungsindizes der Komponenten berechneten Werte der Hauptbrechungs- 
indizes und des Binormalenwinkels des Mischkristalls stimmen mit den be- 
obachteten Werten+) befriedigend tiberein; dasselbe gilt auch von den Aus- 
léschungsrichtungen?). Allerdings lassen sich die meisten der an Mischkristallen 
angestellten Beobachtungen ebensogut durch die Annahme erklaren, daB sich 
dieselben wie feste Lésungen der einen Komponente in der anderen verhalten; 
fur diese Annahme spricht auch die Art der Abhangigkeit der Léslichkeit der 
Mischkristalle von ihrem Mischungsverhiltnis. 


3) Interferenzerscheinungen im konvergenten, polarisierten Lichte. 


78. Allgemeines uber Interferenzerscheinungen im konvergenten, linear 
polarisierten Lichte. a) Interferenzbild. Wir wenden uns den Inter- 
ferenzerscheinungen zu, welche planparallele, doppelbrechende Kristall- 
platten im konvergenten, linear polarisierten Lichte zeigen, betrachten 
also den Fall, daB ebene, linear polarisierte Wellen, deren Wellennormalen 
einen Kegel bilden, auf eine derartige Kristallplatte fallen. Ein Teil der hier- 
her gehérenden Erscheinungen ist schon von BREWSTER®) beobachtet worden; 
ihre Erklarung wurde (fiir eine senkrecht zur optischen Achse geschnittene 
Platte eines optisch einachsigen Kristalls) von Arry+) und spater (fur eine kri- 
stallographisch beliebig orientierte Platte eines optisch zweiachsigen Kristalls) 
von NEUMANN ®) gegeben. 

Das Prinzip der Versuchsanordnung, mit welcher man die in Rede stehen- 
den Interferenzerscheinungen zu beobachten pflegt und die beim Polari- 
sationsmikroskop§®) verwirklicht ist, ist folgendes. Man 1laBt die von 
einer monochromatischen Lichtquelle ausgehenden Wellen durch ein optisches 
System gehen, welches aus einem Polarisator, einem ersten System von 
Sammellinsen, der Kristallplatte, einem zweiten System von Sammellinsen und 
einem Analysator besteht. Die Wellennormalen, welche sich nach dem Durch- 
gang durch den Polarisator in einem bestimmten Punkte 5 derjenigen Brenn- 
ebene des ersten Linsensystems vereinigen, welche dem Polarisator zugewandt 
ist, verlaufen zwischen den beiden Linsensystemen parallel; nach dem Durch- 
gang durch die Kristallplatte und das zweite Linsensystem schneiden sie sich 
in einem Punkte 5’ derjenigen seiner Brennebenen, die dem Analysator zu- 
gewandt ist. Die Intensitat J im Punkte 5’ hangt von der Orientierung 

1) Eine Priifung der MaLttarpschen Theorie an Hand der Beobachtungsergebnisse hat 
F. PocKEts (N. Jahrb. f. Min., Beil. Bd. 8, S. 117. 1892; Lehrbuch der Kristalloptik, S. 283. 
Leipzig 1906) durchgefihrt. 

2) G. Wutrr, ZS. f. Krist. Bd. 36, S.1. 1902. Spater hat G. WuLFF (ebenda Bd. 42, 
S. 558. 1907; Bull. soc. minéral. Bd. 30, S. 282. 1907) in Zweifel gezogen, ob die Haupt- 
brechungsindizes isomorpher Mischkristalle lineare Funktionen der Zusammensetzung 
sind, wie es nach der MaLiarpschen Theorie der Fall sein soll; doch ist seiner Auffassung 
widersprochen worden (G. Wyrougporr, ebenda Bd. 30, S. 94 u. 289. 1907). 

3) D. BREwsTER, A treatise on new philosophical instruments, with experiments on 
light and colour, S. 336. Edinburgh 1813; Phil. Trans. Bd. 104, 5.4187. 18445 Bd. 408) 
S. 199. 1818. 

4) G. B. Airy, Trans. Cambr. Phil. Soc. Bd. 4, S. 88. 1833. 

5) F. NEUMANN, Pogg. Ann. Bd. 33, S. 257. 1834; Ges. Werke Bd. II, S. 317. Leipzig 1906. 

6) Uber das Polarisationsmikroskop vgl. insbesondere H. Rosenpuscu, Mikroskopische 
Physiographie der Mineralien und Gesteine, 5. Aufl. von E. A. WitrrFine, Bd. I, 1. Unter- 
suchungsmethoden S. 318—600. Stuttgart 1921/1924 sowie den Abschnitt uber optische 
Instrumente in Bd. XVIII ds. Handb. 
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der Hauptschwingungsrichtungen der Kristallplatte gegen die Schwingungsrich- 
tungen von Polarisator und Analysator sowie von dem Einfallswinkel 7 ab, unter 
dem die von B kommenden Wellen auf die Kristallplatte fallen; da 7 bei be- 
stimmter Orientierung der Kristallplatte fur die einzelnen Punkte 5’ der Brenn- 
ebene verschieden ist, sonimmt man eine ungleichmafige Intensitatsverteilung 
im Gesichtsfelde — ein sog. Interferenzbild oder Interferenzfigur — wahr, 
falls mit dem Auge oder einer Lupe auf die Punkte 5’ eingestellt wird. 

Erfolgt die Beleuchtung mit weiBem Lichte, so tritt an Stelle einer un- 
gleichmaBigen Intensitatsverteilung eine ungleichmabige Farbung des Gesichts- 
feldes, d. h. ein farbiges Interferenzbild auf. 

Zur Ermittelung des Interferenzbildes miissen wir die Intensitat be- 
rechnen, welche eine ebene, linear polarisierte, monochromatische Welle, die unter 
dem Einfallswinkel 7 auf die Kristallplatte fallt, nach dem Durchgang durch diese 
und den Analysator besitzt; von den durch Reflexion an den Begrenzungsflachen 
eintretenden Intensitatsverlusten soll dabei ebenso wie bei den bisherigen 
Betrachtungen abgesehen werden. 

b) Inverterenzerscheinumgen im) unpolarisierten. Pichite, 
epoptische Kristalle. Ein Teil der Interterenzerscheinungen im konver- 
genten Lichte laBt sich auch ohne Polarisator und Analysator bei Be- 
nutzung von unpolarisiertem Licht erhalten4); dies ist insbesondere bei ge- 
wissen Zwillingsverwachsungen der Fall?). Wir betrachten einen Kri- 
stall I, der mit einer planparallelen Schicht II in Zwillingsstellung (vgl. Ziff. 30) 
verwachsen ist; ein dritter Kristall III soll mit I gleich orientiert und mit II 
ebenfalls in Zwillingsstellung verwachsen sein, so daB I und III symmetrisch 
zu II liegen. Fallt eine monochromatische, ebene, unpolarisierte Welle auf I, 
so entstehen im Inneren von I im allgemeinen zwei linear polarisierte ge- 
brochene Wellen. Der Einfallswinkel der auffallenden Welle soll nun so gewahlt 
sein, daB eine der beiden gebrochenen Wellen beim Auffallen auf II total reflek- 
tiert wird; die andere gebrochene Welle soll beim Ubergang von I in II mit 
ihrer Wellennormalenrichtung in Richtung einer Binormale von II fallen, so dab 
also in II nur eine linear polarisierte Welle fortschreitet [vgl. Ziff. 36b)]; der 
Kristall I wirkt dann wie ein Polarisator. Beim Ubergang der in II fortschrei- 
tenden Welle nach III entstehen durch Brechung wieder zwei Wellen, die beim 
Austritt in das isotrope AuBenmedium verschiedene Wellennormalenrichtungen 
besitzen. Bringt man nun das Auge in eine solche Lage, da es nur diejenige 
austretende Welle auffangt, deren Schwingungsrichtung nahezu senkrecht zur 
Schwingungsrichtung der in II fortschreitenden Welle liegt, so wirkt III wie ein 
mit dem Polarisator I nahezu gekreuzter Analysator; man sieht dann bei Be- 
nutzung einer hellen Lichtquelle angenahert dieselben Interferenzerscheinungen, 
wie sie bei einer senkrecht zu einer Binormale geschnittenen Kristallplatte im 
konvergenten Lichte zwischen gekreuzten Polarisatoren auftreten (Ziff. 85 und 86). 

Solche Kristallverwachsungen, welche die Interferenzerscheinungen ohne 
Polarisator und Analysator bei Beleuchtung mit unpolarisiertem Lichte zeigen, 
nennt man epoptische Kristalle*); sie finden sich in der Natut z. B. als 


1) Vgl. hierzu E. Mascart, Traité d’optique Bd. II, S.191—198. Paris 1891. 

*) Uber die Deformation der Interferenzfigur einer doppelbrechenden Kristaliplatte 
im konvergenten polarisierten Lichte durch eingewachsene Zwillingsschichten vel. B. Cua‘ 
KRABARTI, Bull. Calcutta Math. Soc. Bd. 12, S.145. 1921; B.N.CuHucKkersurti, Phil. 
Mag. (6) Bd. 43, S. 560. 1922. 

3) Der Name riihrt von E. Ermann (Abhandlgn. d. Berl. Akad. 1832, S. pia scolereme 
Ann. Bd. 26, S. 302. 1832) her. Hine andere Bezeichnung ist idiozyklophanisch, die 
von J. Herscuer (Light § 1082 in Encyklop. Metropolit. Bd. 4, S. 562. London 1827) 
stammt, aber jetzt zuweilen fiir eine andere Erscheinung [vel. Ziff, 145b)] benutzt wird. 
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Aragonitzwillinge’), kénnen aber auch kiinstlich aus Kalkspat hergestellt 
werden ?). 

79. Durchgang ebener Wellen durch eine planparallele, doppelbrechende 
Kristallplatte bei von Null verschiedenem Einfallswinkel. Wir betrachten jetzt 
entsprechend dem in Ziff. 78a gesagten eine ebene, monochromatische, linear 
polarisierte Welle, die unter einem beliebigen Einfallswinkel auf eine plan- 
parallele, doppelbrechende Kristallplatte fallt. 

Aus der einfallenden Welle mit der Wellen- 
normalenrichtung $ (Abb. 24) entstehen im Inneren 
der Platte zwei gebrochene Wellen mit den (in der 
Einfallsebene hegenden) Wellennormalenrichtungen 
MP und MQ, die beim Austritt in das isotrope 
AuBenmedium die parallelen Wellennormalen PW’ 
und QW” besitzen. PW’ und QW” werden bei 
der in Ziff. 78a) besprochenen Anordnung durch 
das vor dem Analysator befindliche Linsensystem 
in einem Punkte B’ seiner einen, dem Beobachter 
zugewandten Brennebene vereinigt und besitzen 
dort eine Phasendifferenz A, welche gleich der iy, 24, purchgang einer ebenen 
Phasendifferenz in einer beliebigen, senkrecht zu Welle durch eine planparalele, 

3 ‘ oppelbrechende ristallplatte 
PW’ gelegten Ebene ist. Legen wir durch P eine bei von Null verschiedenem Ein- 


i s 7 Tiles eS fallswinkel. (8 Einheitsvektor der 
Ebene senkrecht zu P W ? welche OW in R Wellennormalenrichtung der einfallenden 


schneidet, so hat man offenbar Welle, MP und MQ Wellennormalenrich- 
a‘ tungen der gebrochenen Wellen, PW’ und 

OW” Wellennormalenrichtungen der aus- 

Az2n & P QR MQ ] (2 76) tretenden Wellen. i Einfallswinkel, 7 und 

ts Ps ho aa is y’ Brechungswinkel. d@ Dicke der Kristall- 


latte. 
falls 2’ bzw. 4” die zu MP bzw. MQ gehérende Ae 
Wellenlange im Inneren des Kristalls ist und A, die Wellenlange im isotropen 
AuBenmedium (Vakuum oder Luft) bedeutet. 
Ist d die Dicke der Kristallplatte, 1 der Einfallswinkel und sind 7’ und 7” 
die Brechungswinkel, so gilt 
d d 


MP= ;, MO =—,,, QDR=0Psini = (MPsinv’ — MOQsinr")sinz; 
cosyr COSY 
wir erhalten somit aus (276) 
‘sinz sinr” 1 1 /sinz sin?’ 1 1 
{= 2nd | a a7 erry = — ae mee | 
he 1} COSY ho h cosr’{ 
und da aus (168) und (18) die Beziehung 
sint sin7’ siny” 
= Sy (277) 
ho A ys 


folgt, so ergibt sich fiir die Phasendifferenz, um welche die in Richtung MP fort- 
schreitende Welle beim Durchgang durch die Kristallplatte gegeniiber der in 
Richtung MQ fortschreitenden Welle zuriickgeblieben ist, 
say eae 
1 vi 
ete eer. , A 
Dieser Ausdruck*) 1a8t sich bei Einfiihrung der Brechungsindizes 1° = 7G 


und ”” = +s des Kristalls fiir die in den Richtungen MP und MQ fort- 
1) Vgl. z. B. P.Grotu, Physikal. Kristallographie, 4. Aufl., S. 403. Leipzig 1905. 
2) J. Mtrrer, Pogg. Ann. Bd. 41, S. 110. 1837; S. P. THomson, Chem. News. Bd. 61, 
24554) 1890: 
3) Uber eine geometrische Deutung dieses Ausdruckes vgl. G. WuLFF, Ann. d. Phys. 
Bde 18, 52579. 1905: 
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schreitenden Wellen, sowie bei Heranziehung von (277) auf die Formen 
bringen+) 5 er ae 
22d Qad . .sin(r” —7) = 
A = —— (n’ cos’ — n’ cosr’) = sint ——;~=- 7 3 (278) 
Ao ho siny’siny 


dieselben?) nehmen eine fiir manche Anwendungen geeignetere Gestalt an, wenn 
man die Winkel bj und 0% bzw. b/ und 0% einfithrt®), welche die Wellennormalen 
MP und MQ im Inneren des Kristalls mit dessen Binormalen bilden. 

Ist der Einfallswinkel 7 klein‘), so sind auch die Brechungswinkel 7’ 
und 7’ nur wenig voneinander verschieden, so daB man angenahert 0; = by 
= b,, bs = bf = b, und in (77) m’ an Stelle von , sowie ”” an Stelle von nj 
schreiben kann; aus (168) und (77) folgt dann 


; sin?7 Wa 1 ih if A 1 + 9° 
siny = — = ie 7 3 °) cos(b, — 6 |sin?y 
n 13 ee Te 2 \n? n er 2) 4 
: sin? Ae i Lf 1%) B68 
sin2?y” =~ -( Zot 7 | —— | cos (b b \sin’i 
yn”? 2\n2 " ww 2 \n? n?, Dias) 2 
also sin(’ — 7) = sinty” Sint iS 1 \ sind, sin’, sin*2z 
if sin (7 + 7”) ni nz} sin (7 + 7”) 


( 
Setzt man diesen Wert in (278) ein, so ergibt sich 


a 


dy) sinysiny’sin (y’ + 7”) \n2 n? 


20d sin?7sinb, sin by (1 1 


Bei kleinem Einfallswinkel 7 und geringer Doppelbrechung der Kristallplatte 
in Richtung der Plattennormale kann man weiter angenahert 7? = 7” =r, 
setzen, d. h. die Wellennormalen der beiden gebrochenen Wellen als gleich- 
gerichtet betrachten und erhalt dann aus dem letzten Ausdruck die Beziehung 


1 1 
2ad sin®zsinb, sinb, n? ne 
Mie sin’y cosy : 


Ae 


| 


: 5 Sy, é Wied 1 1 \E cae es e : 
Wird auBerdem die Naherungsformel siny = | ale “= ==)sin 1 eingefiithrt (die 
4 \N3 ‘i 
um so mehr gilt, je weniger die Doppelbrechung , — 1, von Null abweicht), 
so ergibt sich der Naherungsausdruck 


1 1 
ng 7 
22 2 : ; 
SS ee es (279) 

Ao 1 Ls 
Sale oe lh 

| ne Ny 

2) 


1) F. NEUMANN, Pogg. Ann. Bd. 33, S. 265. 1834; Ges. Werke Bd. II, S. 325. Leipzig 1906. 

4) Fir 2 =O =1 =0, wW =n), 0’ — ng) geht (278) im (250) tiber, Hieraus und 
aus dem in Ziff. 72 Gesagten folgt, da® die Interferenzfarbe, welche eine Kristallplatte 
zwischen gekreuzten Polarisatoren im parallelen, weiBen Lichte zeigt, sich andern muB, 
falls die Platte um eine in ihrer Ebene liegende Gerade etwas gedreht wird. Hierauf laBt 
sich eine Methode griinden, um bei einer optisch einachsigen Platte die Projektion ¢ler opti- 
schen Achse auf die Plattenebene und bei einer parallel oder senkrecht zur ersten Mittellinie 
geschnittenen optisch zweiachsigen Platte die Spur der Binormalenebene zu finden 
[G. Mestin, Ann. chim. phys. (8) Bd. 17, S. 140. 1909]. 

3) F. Neumann, Pogg. Ann. Bd. 33, S. 275. 1834; Ges. Werke Bd. II, S. 334. Leipzig 
1906; Vorlesungen tiber theoret. Optik. Herausgeg. von E. Dorn, S. 233. Leipzig 1885. 

4) Eine strengere Berechnung, die jeden gewiinschten Annaherungsgrad liefert, hat 
J. WALKER (Proc. Roy. Soc. London Bd. 63, S. 79. 1898) gegeben; fiir den Fall optisch ein- 
achsiger Kristalle vgl. hierzu J. NakamuRA u. R. Tapime, Proc. Tokyo math.-phys. Soc. 
(@) Wile 7, So BGs TOKE. f 
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; d eed F 
wobel | = er, den von den gebrochenen Wellen im Kristall zuriickgelegten 


Weg MP = MQ bedeutet. Damit ist die gesuchte Phasendifferenz der ge- 
brochenen, in das isotrope AuBenmedium tretenden Wellen durch die Haupt- 
brechungsindizes der Kristallplatte und die Winkel ausgedriickt, welche die 
Wellennormalenrichtungen der gebrochenen Wellen mit den Binormalenrich- 
tungen der Platte bilden. 

80. Intensitat des Interferenzbildes. Unsere nichste Aufgabe bei der 
Ermittelung des Interferenzbildes ist nach Ziff. 78a) die Berechnung der Inten- 
sitat der aus der Kristallplatte austretenden Wellen. 

a) Kurven konstanter Phasendifferenz; Isogyren; Kurven 
konstanter Intensitat. Ist der Wellennormalenkegel des auf die Kristall- 
platte fallenden konvergenten Lichtes klein, so liegen die Schwingungsebenen 
der beiden Wellen, die im Inneren des Kristalls aus jeder einfallenden Welle 
durch Brechung entstehen, angenadhert senkrecht zueinander und diese senk- 
rechte Lage bleibt auch nach dem Austritt der Wellen in das isotrope AuBen- 
medium bestehen (vgl. Ziff. 68); ein kleiner Wellennormalenkegel des einfallen- 
den Lichtes bedingt ferner, daB die Orientierung dieser beiden zueinander senk- 
rechten Schwingungsebenen sich mit dem Einfallswinkel nicht merklich andert. 
Die Schwingungsebenen der aus der Platte austretenden Wellen schneiden daher 
die Schwingungsebenen von Polarisator und Analysator in Geraden, welche 
nahezu parallel zur Achse des auffallenden Wellennormalenkegels liegen. 

Bei dieser Annaherung erhalt man fir die Intensitat eines Punktes des 
Interferenzbildes nach (252) 


j= Jofcos? ee) ene al sin2 te sin? SH, (280) 
wobei uv bzw. w das gegen eine feste (parallel zur Kristallplatte liegende) Richtung 
gezahlte Azimut der Schwingungsrichtung des Polarisators bzw. Analysators 
und w das gegen dieselbe Richtung gezahlte Azimut der einen (zur betreffenden 
Wellennormalenrichtung gehérenden) Schwingungsrichtung der Platte bedeutet; 
A ist die Phasendifferenz, welche die in dieser Wellennormalenrichtung fort- 
schreitenden Wellen beim Austritt in das isotrope AuBenmedium besitzen. Geht 
man von einem Punkte des Interferenzbildes zu einem anderen itiber, so andern 
sich im allgemeinen w und J. 

Hieraus folgt, daf fiir die Interferenzerscheinungen drei Kurvenscharen 
wesentlich sind: 

{. die Kurven konstanter Phasendifferenz A = konst., 

2. die Kurven konstanter Schwingungsrichtung oder Isogyren 
a“ = konst. und 

3. die Kurven konstanter Intensitat / = konst. 

b) Hauptkurven konstanter Phasendifferenz; Hauptiso- 
gyren. In allen Punkten des Interferenzbildes, welche der Bedingung 


sin 2(v — “)sin2(w — u)sin?— = 0 (281) 


geniigen, verhalt sich die Intensitat so, als ob die Kristallplatte iberhaupt nicht 
vorhanden ware; Gleichung (281) liefert nun 
4. eine Kurvenschar, genannt Hauptkurven konstanter Phasendiffe- 
renz, fiir deren Punkte A=2mn (= Ot eee eta te : 
2. die als Hauptisogyren bezeichneten Kurven «=v und u =v + > 


bzw. 4 = w und 4 = w+ aK d. h. die Verbindungslinien derjenigen Punkte des 


776 Kap. 11. G. Szivessy: Kristalloptik. Ziff. 84. 


Interferenzbildes, fiir welche die Schwingungsrichtungen im Inneren der Platte 
parallel und senkrecht zu den Schwingungsrichtungen der Polarisatoren liegen. 
Das von J abhangige Glied in (280) wird bei konstant gehaltenem 4 am 


“ IC IG TC IG IU 

groBten, wenn v— 4 = 7 naval (2) =) == i oder Uist tr und Wha eee 
5 ow . . 

(una somit v—w=0O oder + 5) ist, d.h. wenn Polarisator und Analysator 


parallel oder gekreuzt sind und ihre Schwingungsrichtungen gegen die Haupt- 
schwingungsrichtungen der Platte unter 7/4 geneigt sind [sog. Diagonal- 
stellune der Platte, vel) Zitt.85-a),))). 

Aus (280) folgt, daB bei parallelen bzw. gekreuzten Polarisatoren 
die Hauptkurven konstanter Phasendifferenz sowie die Haupt- 
isogyren als ganz helle bzw. ganz dunkle Linien (J=/Jp, bzw. 
J = 0) erscheinen; dabei treten die Hauptkurven konstanter Phasendifferenz 
nach dem eben Gesagten am deutlichsten auf, wenn sich die Platte in Diago- 
nalstellung befindet. 

Die Hauptisogyren zerlegen das Interferenzbild in Gebiete, in welchen die 
Intensitat abwechselnd gréBer und geringer ist als bei fehlender Kristallplatte ; 


bei parallelen bzw. gekreuzten Polarisatoren (2 =w oder v= w+ 5 fallen die 


beiden Hauptisogyrenpaare zusammen}), und die Intensitat des Interferenzbildes 
wird (auBer auf den Hauptisogyren und Hauptkurven konstanter Phasendifferenz 


selbst) fiir v = w geringer und fir v=w-+ ; groBer als bei fehlender Kristall- 
platte. % 

c) Achromatische und isochromatische Kurvens Ist dieyDic- 
persion der optischen Symmetrieachsen und der Binormalen des Kristalls (vgl. 
Ziff. 27 und 29) so gering, daB sie angenahert vernachlassigt werden darf?), so 
andern sich die Hauptisogyren mit der Frequenz des auffallenden Lichtes nicht; 
bei Beleuchtung mit weiBem Lichte erscheinen sie daher in diesem Falle farblos 
und werden deshalb auch als achromatische Kurven bezeichnet. Die Haupt- 
kurven konstanter Phasendifferenz hangen dagegen mit 4A von der Frequenz 
ab; sie werden bei Beleuchtung mit weifem Lichte von den Hauptisogyren in 
Stiicke konstanter Farben der Interferenzfarbenskala [Ziff. 72d)] zerlegt, wobei 
zwei aneinanderstoBende Sticke komplementar gefarbt sind. Fallen die beiden 
Hauptisogyrenpaare zusammen, so zeigen die Kurven konstanter Phasen- 
differenz entlang ihrer ganzen Ausdehnung konstante Farbung; sie werden 
daher auch als isochromatische Kurven bezeichnet, ein Name, der aber 
bei betrachtlicherer Dispersion der optischen Symmetrieachsen und Binormalen 
nicht mehr zutreffend ist. 

81. Geometrische Darstellung des Interferenzbildes. Die weiteren Be- 
trachtungen vereinfachen sich, wenn das Interferenzbild, welches bei der in 
Ziff. 78a besprochenen Anordnung des Polarisationsmikroskopes in der dem 
Beobachter zugewandten Brennebene des zweiten Linsensystems entsteht, in 
folgender Weise auf die zweite Begrenzungsflache & (Abb. 24) der Kristallplatte 
abgebildet wird. 

Es sei M der Schnittpunkt der ersten Begrenzungsflache A der ‘Kristall- 
platte mit der Achse des Linsensystems; M entspricht dem Mittelpunkt 


“ : ' : . = a 
1) Strenggenommen hat man in den beiden Fallen v = w und v=w-+ — zwei sehr 
2 


benachbarte Hauptisogyrenpaare, die um so deutlicher auseinandertreten, je starker kon- 
vergent das benutzte Licht ist (G. CesARo, Bull. de Belg. 1906, S. 368). 

*) Uber den Einflu8 der Dispersion auf das Interferenzbild bei Beleuchtung mit weiBem 
Lichte vgl. Ziff. 88. 


Ziff. 82. Kurven konstanter Phasendifferenz. vay! 


des Gesichtsfeldes. Man denkt sich nun die Wellennormalen samtlicher 
im Inneren des Kristalls fortschreitender Wellen durch M gelegt. Dem Punkte B’ 
der Brennebene, in dem die Wellen W’ und W’’ interferieren, wird Punkt P 
zugeordnet (oder auch Punkt Q, da fiir kleine Einfallswinkel 7 nach Ziff. 79 
ry’ =r" =r gesetzt und MP mit MQ vertauscht werden kann). Hierdurch 
entsteht eine Figur auf der zweiten Begrenzungsfliche F, welche bei kleinem 
Einfallswinkel ¢ dem Interferenzbilde in erster Annaherung dhnlich ist1); wir 
bezeichnen diese dem Interferenzbilde zugeordnete Figur kurz als die Projek- 
tion des Interferenzbildes und kénnen dieselbe an Stelle des Interferenz- 
bildes selbst betrachten. 

Ehe wir dazu tibergehen, die Projektion der Interferenzbilder bei Kristall- 
platten von spezieller kristallographischer Orientierung zu behandeln (Ziff. 85 
und 86), besprechen wir die hierzu benGtigten allgemeinen geometrischen Eigen- 
schaften der Kurven konstanter Phasendifferenz, der Isogyren und der Kurven 
konstanter Intensitat. 

82. Kurven konstanter Phasendifferenz. a) Flachen konstanter 
Phasendifferenz. Wir denken uns von einem beliebigen Punkte im Inneren 
eines Kristalls den Vektor 


Ba=34 


abgetragen, wobei $ der Einheitsvektor einer bestimmten Wellennormalen- 
richtung, 6 die auf die Langeneinheit bezogene, zu 3 geh6rende Phasendifferenz 
(72) und -J eine gegebene Konstante ist. Lat man 8 alle méglichen Richtungen 
annehmen, so beschreibt der Endpunkt von % die Flache konstanter 
Phasendifferenz 

| = konst. 


Haben nun M und F die in Ziff. 81 erlauterte Bedeutung, so sieht man, daB 
die Projektionen der Kurven konstanter Phasendifferenz offenbar die Schnitt- 
kurven der Ebene F mit den um MW beschriebenen Flachen konstanter Phasen- 
differenz sind?). 

Wir beziehen die Projektion des Interferenzbildes auf das optische Symmetrie- 
achsensystem x, y, z, dessen Anfangspunkt wir mit M zusammenfallen lassen; 
ist n der Einheitsvektor der Plattennormale, so ist die Gleichung von F 


NX + ty-y¥ +12 = da; (282) 


die Polargleichung der um \W beschriebenen Flache konstanter Phasendifferenz 
ergibt sich mit Hilfe von (279) zu 


p|\%| sind, sind, = A = konst., (283) 


1) Der in der Ebene F vom Mittelpunkt der Figur zu dem Punkte P gezogene 
Radiusvektor besitzt namlich einen mit tgy proportionalen Betrag; andererseits ergibt 
sich mit Hilfe einer einfachen geometrisch-optischen Betrachtung (vgl. z. B. Tu. L1EBIscH, 
Physikal. Kristallographie, $.476. Leipzig 1891 oder F. Pockets, Lehrbuch der Kristalloptik, 
S. 237. Leipzig 1906), daB der entsprechende, in der Brennebene vom Mittelpunkt des 
Interferenzbildes zum Punkte B’ gezogene Radiusvektor einen Betrag besitzt, der mit 
siny proportional ist. Die Ahnlichkeit besteht somit in dem MaBe, als (bei kleinem 
Winkel 7) siny mit tgy vertauscht werden darf. 

2) A. BERTIN, C. R. Bd. 52, S. 1213. 1861; Ann. chim. phys. (3) Bd. 63, S.57. 1861; 
A. SCHRADER, Geometrische Untersuchung der Geschwindigkeitskegel und der Oberflachen 
gleichen nag aero optisch doppeltbrechender Kristalle. Dissert. Minster 1892; 
C. Raveau, C. R. Bd. 155, S. 965. 1912. Uber die Konstruktion der Flachen konstanter Phasen- 
differenz mit Hilfe der TadextlAche vgl. C. RAVEAU, Bull. soc. minéral. Bd. 34, S. 24. 1941. 
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ae (284) 


Zu Setzen. Ist. 

Die Schnittkurve von (282) und (283) liefert somit die Projektion der zu 
A =konst. gehérenden Kurve konstanter Phasendifferenz. Nun ist aber die 
Schnittkurve der Ebene (282) mit der Flache #|¥|sind,sinb, = A offenbar 
derjenigen Kurve ahnlich, die sich als Schnitt der Flache (283) mit einer zu (282) 
parallelen Ebene ergibt, welche von M den Abstand d/h besitzt, und zwar sind 
die linearen Abmessungen der letzteren Kurve mal kleiner als die der ersteren. 
Man kann somit die Projektion samtlicher Kurven konstanter Phasendifferenz 
erhalten, indem man eine um M gelegte Flache konstanter Phasendifferenz 
durch ein System zu (282) paralleler Ebenen schneidet, jede der entstandenen 
Schnittkurven im umgekehrten Verhaltnis des Abstandes ihrer Ebene von M 
linear vergréBert und dann das so erhaltene Kurvensystem senkrecht auf die 
Ebene F  projiziert. 

Aus (282), (283) und (284) laBt sich ohne weiteres folgern, daB die Haupt- 
kurven konstanter Phasendifferenz um so dichter beieinanderliegen und um so 
feiner erscheinen, je gréBer die Plattendicke d, je starker die Doppelbrechung 
nN, — ", und je kleiner die Wellenlange 4, des be- 
nutzten monochromatischen Lichtes ist. 

b) Flachen konstanter Phasendifferenz 
bei optisch zwerachsigen Kristallens Bei 
optisch zweiachsigen Kristallen wachst |%| bei 
Annaherung an die durch 0, =0 und 8,=0 be- 
stimmten Binormalenrichtungen unbegrenzt ; in diesen 
Richtungen erstreckt sich die Flache somit ins Un- 
endliche (Abb. 25). Um die Gestalt der vier sich ins 
Unendliche erstreckenden Aste zu iibersehen, beachten 
wir, daB |B |sind, baw. |B|sinb, bei Annaherung an 
die Binormalenrichtung 6, bzw. b, nach (283) gegen 
den konstanten Grenzwert — ee O konvergiert, wobei O 


p sin 


den Binormalenwinkel bedeutet; nun ist aber |¥|sinb, 
Abb. 25. Fliche konstanter Phasen- bzw. |%8|sinb, der Abstand des betreffenden Flachen- 


differenz eines optisch zweiachsigen ‘ : : ‘ ey 
Kristalls. (x, y, z optisches Sym- punktes von der Binormale by bzw. bs , die Flache 
metrieachsensystem. M Mittelpunkt ss : 0 P a 5 
Tee Pike Eocanice Phecnen, ~~ Oustanter Phasendiiterenz™ besitzt conta rasan 


ae Weds Reyes reichender Entfernung von M die Gestalt zweier 
von M zu dem Flachenpunkt s. Kreiszylinder mit den Binormalen als Achsen. 
b, bzw. 6, Winkel zwischen 3 und ‘ wx ; . my ES . A % 
6, bzw. b,. C, und C, Schnittkurven P Die Sra hi Flache mit der x-Achse 
der Flache mit einer Ebene parallel 4 It ‘ a 
zu xy-Ebene; B, und B, Spuren (2, ae ey bs Teese aI S| bzw. y-Achse (b= Ds => 
der Binormalen in dieser Schnitt- a + +) i \ Ais, AD 2 
ebene.) 


a 


7 


bzw. z-Achse (0, = besitzen nach (283) von 


A 
P 


der vz-Ebene bzw. zx-Ebene bzw. xy-Ebene die Abstande + — cS bzw. + - 
p sin? - 


»| O} 


A ; : : : Ais es 
bzw. -- ———,-; seinen kleinsten Wert — erreicht |¥| in Richtung der y-Achse. 
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Die optischen Symmetrieebenen sind zugleich auch Symmetrieebenen der 
Flache konstanter Phasendifferenz; die von ihnen erzeugten Schnittkurven sind 
in der zx-Ebene vier hyperbelahnliche Aste mit den Binormalen als Asymptoten, 
in der xy-Ebene und der yz-Ebene je ein lemniskatendhnliches Oval. 

c) Flachen konstanter Phasendifferenz bei optisch ein- 
achsigen Kristallen. Die Polargleichung der Flache konstanter Phasen- 
differenz bei optisch einachsigen Kristallen (b, =, =) folgt aus (283) zu 

p\%|sin*s = A = konst., (285) 
die Flache ist somit eine nicht geschlossene Rotationsflache mit der z-Achse als 
Rotationsachse (Abb. 26). || erreicht seinen kleinsten Wert fiir die in der xy- 
Ebene liegenden Richtungen (6 = 3); derselbe betragt 4. 


a 
2 p AFZ 


Bezogen auf die optischen Symmetrieachsen geht die ee 
Flachengleichung (285) wegen ; 
sint = —=t" wl aye pete 
aay = S : 2 


uber in 

od & a — y?)? a A (x os y — Zz?) — 0; 
die Flache wird fiir sehr groBe Werte z angenahert zum 
Rotationsparaboloid 


p(x? + y")— 4z=0, 
as : a z £: Abb. 26. Flache kon- 
fir sehr kleine Werte z (d. h. in der Nahe der xy-Ebene) an- _ stanter Phasendiffe- 


= “ renz eines optisch 
genahert zum Rotationshyperboloid ate 


ea ee = . A Kristalls. 
PP Oe ee 2) AS ae. 


83. Isogyren. a) Isogyrenflachen. Um die Projektionen der Isogyren 
zu erhalten, denken wir uns in der zweiten Begrenzungsflache F der Kristall- 
platte (Abb. 24) eine beliebige Richtung gezogen, deren Einheitsvektor wir 
mit g bezeichnen. Ist M wieder der Schnitt der ersten Begrenzungsfléche A 
mit der Achse der Linsensysteme des Polarisationsmikroskopes (Ziff. 81), so 
kénnen wir uns durch M alle Wellennormalenrichtungen $ gezogen denken, 
fiir welche eine der beiden zugehérigen Schwingungsrichtungen (z. B. d’) senk- 
recht zu q liegt; diese Wellennormalen bilden den Mantel eines Kegels mit M als 
Spitze, der als Isogyrenflache!) bezeichnet wird. LaBt man g alle méglichen 
Lagen annehmen, so erhalt man samtliche tiberhaupt méglichen Isogyrenflachen ; 
die Projektionen der Isogyren sind offenbar die Schnittkurven dieser Flachen mit 
der Ebene F. 

Wir benutzen zur Herleitung der Gleichung der Isogyrenflache?) das optische 
Symmetrieachsensystem x, y, z, dessen Anfangspunkt wir mit M zusammenfallen 
lassen. Aus (85) und (89) ergibt sich 


1 ee open 1 
DY, Di, : DD, DLDT = a 


a (286) 


ne n° ne nn? ny 
fiir eine der Isogyrenflache angehdrende Wellennormalenrichtung mu ferner 
die Bedingung 

ene vg =0. (287) 


erftillt sein. 


1) E. Lommet, Wied. Ann. Bd. 18, S. 56. 1883; J. Mac& pe Liépinay, Journ. de phys. 
(2) Bd. 2, S. 162) 1883; K. Pirscu, Wiener Ber. Bd. 91 (2), S. 527. 1885; G. CEsARo (Bull. 
de Belg. 1906, S. 373 u. 493) nennt die Isogyrenflache ,,achromatischer Kegel‘ (cone 
incolore). 

2) Uber eine andere Herleitung vgl. F. Pearce, ZS. f. Krist. Bd. 41, S.113. 1906. 
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Um die Gleichung der Isogyrenflache zu erhalten, miissen wir Di, D,, DZ, 
“, df und bY aus (87), (88), (286) und (287) eliminieren. Aus (88) und (286) 
ergibt sich zunachst unmittelbar 
Sed 1 Lae ieee 4\ = Be 
Dp’ | ne ( : :] T 0’ ( = 0, (288) 


N18 ne nN WE, 


wahrend (87) und (287) die Beziehungen 
De: D, : A — (Sy Qz a 3, hy) : (82Qx “a; Bn Gz): (8, Qy a Sy Gx) (289) 


liefern. Setzt man (289) in (288) ein, so erhalt man fiir die Gleichung der Isogyren- 
flache in Polarkoordinaten die Form 


ae za ae =| ae =| 
Oi Stet oe) oaaeot OT eras MENTE Zila eT 
“\ny 13) ONT ie n? *\ 2 ne 


aa ee ——- 0) 
ey, G2 — 22 Q, SP Gaz — 92G2 Da Gy, me 84 Gx 
oder in rechtwinklgen Koordinaten 
1 1 1 i 1 All | 
dseclge ec ria 
Qe a Gy 2 ' G4 ha Q.% Gy wa GeV i 
Aus letzterer Gleichung folgt mit Riicksicht auf (76) 
xX COS" “ * zsin? os 
ee Sateen (290) 


G2V — Qyé G24 — Gv Gy% — Gx¥ 
Die Gestalt der Isogyrenflache hangt auBer von den Hauptbrechungsindizes 
des Kristalls noch von der kristallographischen Orientierung der Kristallplatte 
ab; denn ist wieder n der (in Richtung der auffallenden Wellennormalen gezogene) 
Einheitsvektor der Plattennormale, so besteht fiir die in (290) auftretenden 
Komponenten von q die Nebenbedingung 


NG = Me, + Ny Gg, + 1g, = 0. (291) 

Fur jede besondere Orientierung der Kristallplatte hat man daher eine besondere 

Isogyrenflachenschar, im Gegensatz zu den Flachen konstanter Phasendifferenz 

[Ziff. 82 a)|, die (bei gegebener Frequenz der durch die Platte gehenden Wellen) 
nur von den Hauptbrechungsindizes des Kristalls abhangen. 

(290) und (291) liefern zusammen mit (282) die Projektionen der Isogyren. 

b) Gestalt der Isogyréentlache bel optisch zwelachsigen-und 

optisch einachsigen Kristallen. Aus (290) folgt, daB die Isogyren- 

flache bei optisch zweiachsigen Kristallen ein Kegel dritten Grades ist, 


der durch die beiden Binormalen (y 105 == 7 te 5) hindurchgeht. 


Bei optisch einachsigen Kristallen ist O = 0; Gleichung (290) zerfallt da- 
her bei diesen in die Gleichung der Ebene 


QyX — G2) = 0 (292) 
und in die Gleichung des Kegels zweiten Grades 
glx? + y?) — 2(gex + Gyy) = 0, * (293) 


der durch die optische Achse hindurchgeht. 

Wir bemerken noch, daB eine angenaherte Darstellung des Verlaufes der 
Isogyren, die fiir manche Zwecke der kristallographischen Bestimmungsmethoden 
ausreicht, sich mit Hilfe der Skiodromen [Ziff. 11c)] geben laBt}). 


1) AuBer den Literaturangaben S. 657, Anm. 3 vgl. H. Hizron, ZS. f. Krist. Bd. 42, 
.277. 1907; E. SomMMERFELDT, Tschermaks mineral. und petrogr. Mitteil. Bd. 27, S. 285. 1908. 


nN 
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84. Kurven konstanter Intensitat. Die Hauptkurven konstanter Phasen- 
differenz und die Hauptisogyren teilen das Interferenzbild in Gebiete, in 
welchen sich je ein Punkt gréSter und geringster Intensitaét (J = J) und J = 0) 
befindet ; jeder dieser Punkte wird von ganz in dem betreffenden Gebiete liegenden 
Kurven konstanter Intensitiat [vgl. Ziff. 80a)] umgeben!). Die Gleichung 
der Kurven konstanter Intensitat ist nach (280) 


To} cos? — w) — sin2(v — u) sin2(w — u)sin? 3 == konst., 


wobei # und 4 als Variable anzusehen sind. 

Die Punkte gréBter bzw. kleinster Intensitat sind offenbar die Schnittpunkte 
der Kurven konstanter Phasendifferenz 1 = (2m + 1)a(m = 0, 4, 2,...) mit 
den beiden Isogyren 


er : i — 
2 2 
bzw. cS 
vtw ,. a eee 3. 
a> = are aa ame eee er 
ass ee ey 
wie sich aus (280) mittels der Bedingung cma e ohne weiteres ergibt. Um 


die Intensitatsverteilung im Interferenzbild zu tbersehen, be- 
trachten wir nun das von den Hauptisogyren «=v und u=w _ begrenzte 
Gebiet und setzen zur Abkirzung 


—sin2(v — u)sin2(w — u)sin?— =». 


Alle in diesem Gebiet hegenden Kurven konstanter Intensitat, die zu einem 
bestimmten y gehéren, werden von den Isogyren 


Uv + Ww 
o=—— +6 
2 
beriihrt, wobei 
—sin(20 + v—w)sin(20—v-+w)=y, somit sin2o= ])sin?(v — w) —» 


ist; durch die Beritthrungspunkte gehen die Kurven konstanter Phasendifferenz 
1 = (2m-+1)a. Auferdem werden jene Kurven konstanter Intensitat von den 
Kurven konstanter Phasendifferenz 
A=2ma+1,4=2(m+1)a—1 
beruhrt, wobei 
sin? (vy — w) sin? — = 7 


: : ey Z ; 4 : ae ae 
ist; durch die Beriihrungspunkte gehen die Isogyren u = eat 
Endlich wird jede der zu einem bestimmten y gehérenden Kurven konstanter 
Intensitat von einer Kurve konstanter Phasendifferenz 
{J/=2mn-+ 6 (e >1) 


in den Punkten der Isogyren 


vtw., 
C= —-+to 
2 
geschnitten, wobei ar 
sin2o° = |/ sin?(v — w) — — 


sin? — 
2 
1) E. LommeEt, Pogg. Ann. Bd. 120, S. 69. 1863; Mitnchener Ber. Bd. 19, S. 317. 1889; 
Wied. Ann. Bd. 39, S. 258.1890; W. D. Niven, Quarterl. Journ. of Mathem. Bd. 13, S. 172. 
1874; R. T. GLazEBRooK, Proc. Cambr. Phil. Soc. Bd. 4, S. 299. 1883; C. Spurcr, ebenda 
Bd. 5, S. 74. 1884; Trans. Cambr. Phil. Soc. Bd. 14, S. 63. 1889. 
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ist; andererseits liegen die weiteren Schnittpunkte dieser Isogyren mit der be- 
treffenden Kurve konstanter Intensitat auf den Kurven konstanter Phasen- 
differenz A= 2(m+1)a—e. Bezeichnen wir nun in dem zu m gehoérenden 
Gebiet des Interferenzbildes mit 4,, und 4’, die Phasendifferenzen in denjenigen 
Punkten, in welchen eine Kurve konstanter Intensitat y von einer Isogyre ge- 
schnitten wird, so ist A’, — 4, = 2” — 2¢, also unabhangig von m; ferner ist 
A’ + An = 2(2m + 1)a, d.h. unabhangig von ¢ und somit auch unabhangig 
von der Kurve konstanter Intensitaét y. Sind ferner 4,,_, und 4’,,_, die Phasen- 
differenzen in denjenigen Punkten, in welchen dieselbe Isogyre die zu demselben 
y gehorende Kurve konstanter Intensitat in dem zu m — 1 gehérenden Gebiet 
des Interferenzbildes schneidet, so ist A/,_, = 2mm — «; somit wird J,,— Ji,_, 
= 2¢, d.h. unabhangig von m, und 4,, + Aj,_, = 4ma, d. h. unabhangig von y 
und folglich auch unabhangig von der betreffenden Kurve konstanter Intensitat. 

Entsprechendes gilt fiir die tibrigen Gebiete des Interferenzbildes. 

85. Interferenzbilder optisch zweiachsiger Kristalle. Wir wenden uns jetzt 
den Interferenzbildern beioptisch zweiachsigen Kristallen zu}), 
beschranken uns dabei aber auf die fiir die Beobachtungen?) besonders wichtigen 
speziellen Falle, daB die Kristallplatte senkrecht zu einer der beiden Mittel- 
linien oder parallel zur Binormalenebene oder senkrecht zu einer Binormale 
geschnitten ist?). 

a) Plattenebene senkrecht zu einer Mittellmic. a) kurven kone 
stanter Phasendifferenz. Ist die Platte senkrechtzurersten Mittel 
linie (z-Achse) geschnitten und ist der Binormalenwinkel nicht zu klein, so 
haben wir zunachst 


ij a < aalata O a a O * < F a4 O . s O A 7 
COS Di COSY? COS a + simny sin 5 sing 5 COS 05 = ASIST SINS geo: 


wobei y den Brechungswinkel und € das Azimut der Einfallsebene gegen die 
yvz-Ebene bedeutet. In der Annéherung, die bei schwach konvergentem Lichte 
und geringer Doppelbrechung zulassig ist (vgl. Ziff. 79), folgt dann 


sind, sinb, 
cosy 


Ae 0) il a OG nee 
= sin? ae ae = (cos? a 1) sin®r (cos 


nach Einfithrung der rechtwinklgen Koordinaten*) 
(= dense, y= dsinycosé 


erhalt man hieraus mittels (283) 
2 9 O 
(v2 — x?) (1 air cos? 3} =— KOnSt, 


\ 


als Glerchung fur die Projektionen der Kurven konstanter pnae 
sendifferenz; dieselben sind somit gleichseitige Hyperbeln, deren 
Asymptoten die Winkel zwischen x-Achse und y-Achse halbieren. 


') Reproduktionen photographischer Aufnahmen der in dieser Ziffer zu besprechenden 
Interferenzbilder optisch zweiachsiger Kristalle bei H. Hauswa.prt, Interferenzerscheinungen 
an doppeltbrechenden Kristallplatten im konvergenten polarisierten Lichte. Taf. 18—32. 
Magdeburg 1902. 

>) Uber die Verwendung der Interferenzkurven zur angendherten Bestimmung der 
Hauptbrechungsindizes von Dinnschliffen vgl. F. E. Wricut, Journ. Washington Acad. 
dea om 54 onas 

3) Uber den allgemeinen Fall einer gegen die Binormalenebene und die Binormalen 
beliebig geneigten Kristallplatte vgl. F. Becker, Tschermaks mineral. u. petrogr. Mitteil. 
Inet, 27, Se alyeys THOVORS 

4) Bei der erwahnten Annaherung kann tgy mit siny vertauscht werden. 
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Ein entsprechendes Resultat erhalt man bei einer senkrecht zur 


zweiten Mittellinie (x-Achse) geschnittenen Platte, indem man O mit 


= — O vertauscht. 


Ist bei dem vorhin besprochenen Falle einer senkrecht zur ersten 
Mittellinie geschnittenen Platte der Binormalenwinkel klein, so erhalt 
man die Projektionen der Kurven konstanter Phasendifferenz am einfachsten, in- 
dem man nach Ziff. 82a) die Schnittkurven einer Fliche konstanter Phasen- 
differenz mit den Parallelebenen zur xy-Ebene bestimmt. Sind a, und ay, die 
Entfernungen eines Punktes S einer solchen Schnittkurve von den Binormalen- 
spuren B, und By, (Abb. 25) und bedeutet a, bzw. «, den Winkel, welchen a, 
bzw. a, mit MWB, bzw. WB, bildet, so haben wir 


as, 
|| 
somit bekommt man fiir die Projektionen der Kurven konstanter Phasendifferenz 


nach (283) die Gleichung 


P 


ee 
[3 


ey AS See Dy ae See aie 
SO Fag HD » sin by = SIN X93 


&, dg 51h, SINK, = A = konst. 


Bei kleinem Binormalenwinkel O wird || fiir alle Punkte einer Schnittkurve, 
die durch eine hinreichend weit von der x y-Ebene entfernte Schnittebene erzeugt 
wird, nahezu konstant; 4, und a, sind dann nur wenig von a/2 verschieden, 
so daB sina, und sina, nahezu gleich 1 werden. Wir erhalten in diesem Falle 
fiir die Projektionen der Kurven konstanter Phasendifferenz 
ia 
i Mess p i 


Nun ist, wie man ohne weiteres einsieht, 


a,=\/(x d tg cs | y2, a,=| (x + ates) +9, 


wobei @ wieder die Plattendicke bedeutet; die letzte Gleichung nimmt daher 
die Form an 


(x2 — a te SY + yt + 2y2 (2° + @ tg? 


Diese Gleichung sagt aus, daB die Kurven konstanter Phasendifferenz 
Cassinische Ovale sind; sie werden zu Lemniskaten, wenn die Schnitt- 
ebene durch den Schnittpunkt N der Flache mit der positiven z-Achse geht. 

Ist der Abstand der Schnittebene von der xy-Ebene gréBer als MN, so 
besteht die Schnittkurve aus zwei getrennten, geschlossenen Kurven C, und Cy, 
von denen jede eine Binormalenspur 6, bzw. 6, umgibt. 

Wir bemerken noch, dai der Fall des kleinen Binormalenwinkels in den 
vorhin behandelten Fall des gréBeren Binormalenwinkels tbergeht, wenn man 
sich auf ein kleines Gebiet um den Mittelpunkt des Interferenzbildes beschrankt ; 


o 7409 0 Py ee eae 
es kénnen dann x4, y* und x? y? gegen x*d? tg? ; und y? d? tg? - vernachlassigt 
werden, so daB man als Kurven konstanter Phasendifferenz wieder die vorhin 
erwahnten gleichseitigen Hyperbeln 


y2 — x2 = konst. 
erhalt. 
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6) Isogyren. Ist w das Azimut von g gegen die zx-Ebene, so ist bei einer 
senkrecht zur ersten Mittellinie (z-Achse) geschnittenen Platte in (290) und (282) 


0, = 0S), 07 = Sin nO ett tO, ene 


zu setzen; somit folgt fir die Gleichung der Projektionen der Isogyren 


(BO ee xy (cos® 2 cotgy — tg y | —y2 = d*sin* oF (294) 


Sind B, (x =dtg =, 0) naked Toe, (x= —dtg on y = 0) die Spuren 


der durch M gelegten Binormalenrichtungen (sogen. Binormalenspuren)?), 
so folgt aus (294), daB jede Isogyre eine durch eine Binormalenspur Bb, bzw. B, 
gehende Hyperbel ist, deren Asymptoten durch den Mittelpunkt des Gesichts- 
feldes gehen und die Gleichungen 


xcos? =“ Vteay == 0, x — vcotgy = 0 (295) 
besitzen. . 

Bei kleinem Binormalenwinkel fallt demnach die eine Asymptote mit g, 
die andere mit der zu q senkrechten Richtung q’ zusammen. In diesem Falle 
sind also die Isogyren gleichseitige Hyperbeln, deren Asymptoten parallel zu 
den (auf jeder Hyperbel konstanten) Schwingungsrichtungen q und q’ der beiden 
sich im Kristall fortpflanzenden Wellen sind; die beiden Hauptisogyren besitzen 
demnach [vgl. Ziff. 80 b)] Asymptoten, die parallel und senkrecht zur Schwingungs- 
richtung von Polarisator und Analysator legen. 

Fallt bei gekreuzten Polarisatoren die Binormalenebene mit der 
Schwingungsebene des Polarisators oder Analysators zusammen (sog. Hauptstel- 
lung der Platte), so ist fir die dann zusammenfallenden?) Hauptisogyren y = 0 


oder y = = zu setzen; ihre Gleichung ist somit nach (294) x = 0, y = 0, d.h. die 


Hyperbel entartet in die durch den Mittelpunkt des Gesichtsfeldes gehenden, zu 
den Schwingungsrichtungen der Polarisatoren parallelen Geraden (sog. dunkle 
Balken). Halbiert die Ebene der Binormalen den Winkel zwischen den Schwin- 


gungsebenen der gekreuzten Polarisatoren (sog. Diagonalstellung der Platte), 


a : : Tv a 
so hat man fir die zusammenfallenden Hauptisogyren wy = 7 oder y = — — 


2 


dieselben bilden somit bei kleinem Binormalenwinkel nach (294) eine dunkle 
gleichseitige Hyperbel, deren Asymptoten nach (295) parallel zu den Halbierungs- 
linien der Schwingungsrichtungen der Polarisatoren liegen. 

Dreht man die Platte aus der Hauptstellung in die Diagonalstellung, so 


6ffnen sich die dunkeln Balken immer mehr, bis bei yw = = die dunkeln gleich- 


seitigen Hyperbeln auftreten, die sich tiber 2/4 hinaus wieder schlieBen und bei 
ep) = a erneut in die dunkeln Balken zerfallen’). 

Die dunkle Hauptisogyrenhyperbel, die bei gekreuzten Polarisatoren in der 
Diagonalstellung die dunkeln Hauptkurven konstanter Phasendifferenz durch- 
zieht, ist nur in der Nahe von B, und By, wo sich q von Punkt zu Punkt stark 
andert, als scharfe Linie zu erkennen, wahrend sie sich in gréBerer Entfernung 


immer mehr verbreitert und verwaschener wird. 

1) Die Binormalenspuren im Interferenzbilde werden von den Mineralogen als 
Achsenbilder bezeichnet. 

Wy Wiel, lonterrany Sy, Wyo, (Nations Ic 

8) Uber die geometrische Veranschaulichung dieses Verhaltens der Hauptisogyren 
beim Drehen der Platte vgl. E.G. A. TEN S1ETHOFF, Centralbl. f. Min. 1900, S. 267. 
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Bei einer senkrecht zur zweiten Mittellinie geschnittenen Platte ist 
das Verhalten der Isogyren im wesentlichen dasselbe. 

Abb. 27 gibt das Schema des Interferenzbildes einer senkrecht zur ersten 
Mittellinie geschnittenen, optisch zweiachsigen Kristallplatte zwischen gekreuzten 
Polarisatoren bei kleinem Binormalenwinkel in der Haupt- 
stellung (obere Figur), bzw. in der Diagonalstellung 
(untere Figur). 

b) Plattenebene parallel zur Binormalen- 
ebene. a) Kurven konstanter Phasendifferenz. 
Ist die Platte parallel zur Binormalenebene (z x-Ebene) 
geschnitten, so daB die positive y-Achse in die Richtung 
des Einheitsvektors n der Plattennormale fallt und be- 
deutet y das Azimut der Einfallsebene gegen die zy- 
Ebene, so haben wir 


: O , ‘O N 
cos, = sinr cos {> — y), cOs0, — sin? cos (5 ae y), 
somit 
[ O O \19 Abb. 27. Schema des Inter- 
aaa ae ae Vee pets 2a = ani pans Dy a ferenzbildes einer senk- 
sin? b, sin? by ‘1 — sin r(cos 3 cos’ + sin’ — sin 7) er iat e pa SOP re 


linie geschnittenen, op- 
tisch zweiachsigen Kri- 
stallplatte (mit kleinem 
Binormalenwinkel)  zwi- 
schen gekreuzten Polari- 
satoren im konvergenten 
hieraus folgt bei schwach konvergentem Lichte und ge- Lichte. (Obere Figur Haupt-, 
. : i i 5 untere Figur Diagonalstellung. 
ringer Doppelbrechung in derselben Annaherung wie bei — P Hauptkurven konstanter Pha- 


sendifferenz, J Hauptisogyren. 
dem unter a, «) besprochenen Falle Bene, Bement 


= cos?y — sin? z sin’). (296) 


re OFT ; \2 
= (2 sin*7 Cos — sin > cosy siny : 


sin b, sinb, St eae ¢ ae cae 
cosy : 2 


Fuhrt man in diese Gleichung die rechtwinkligen Koordinaten « = dsinysin y), 
z= dsinrcosyein, so ergibt sich mit Hilfe von (283) fiir die Projektion der 
Kurven konstanter Phasendifferenz die Gleichung 


# ; — sin? ?) + za(— 
oder 


(x? — z?)cosO = konst. 


Die Kurven konstanter Phasendifferenz sind somit (unabhangig von der 
Gr6éBe des Binormalenwinkels) gleichseitige Hyperbeln, deren Asym- 
ptoten die Winkel zwischen den beiden Mittellinien (z-Achse und x-Achse) hal- 
bieren!); die Phasendifferenz nimmt vom Mittelpunkt des Gesichtsfeldes aus 
in Richtung der ersten Mittellinie ab, in Richtung der zweiten Mittellinie zu. 

Hieraus und aus dem unter a, a) besprochenen Verhalten einer senkrecht zur 
z-Achse bzw. senkrecht zur x-Achse geschnittenen Platte folgt, daB bei schwach 
konvergentem Lichte, nicht zu kleinem Binormalenwinkel und geringer Doppel- 


4) Ist.0 = 5 so verschwindet zwar das die linke Seite der letzten Gleichung darstellende 


Glied erster Ordnung; die Kurven konstanter Phasendifferenz sind aber auch in diesem Falle 
noch gleichseitige Hyperbeln, da man dann in der nach Potenzen von z und ¥ 
fortschreitenden Entwicklung von (296) fiir das Glied zweiter Ordnung den Aus- 
druck 4 (x? — z?)? erhalt. 


wn 
oO 


Handbuch der Physik. XX. 


786 Kap. 11. G. Szivessy: Kristalloptik. Ziff. 85. 


brechung die Kurven konstanter Phasendifferenz bei senkrecht zu den optischen 
Symmetrieachsen geschnittenen Platten eines optisch zweiachsigen Kristalls im 
mittleren Teile des Gesichtsfeldes (d. h. bei kleinem 7) stets gleichseitige Hyper- 
beln sind; die kristalloptische Ungleichwertigkeit der optischen Symmetrie- 
achsen zeigt sich erst, wenn die Doppelbrechung so stark ist, daB die Annaherung 
vy =r =y (vel. Ziff. 79) unzuldssig wird. In diesem Falle sind die Kurven 
konstanter Plrasendifferenz, wie die an (278) ankniipfende strengere Rech- 
nung zeigt, ungleichseitige Hyperbeln, deren halber Asymptotenwinkel fiir eine 
senkrecht zur x-Achse geschnittene Platte durch arctgs/m2, fiir eine senkrecht 
zur y-Achse geschnittene Platte durch ‘arctgm,/n, und fiir eine senkrecht zur 
z-Achse geschnittene Platte durch arctg 7,/n, gegeben ist. 

B) Isogyren. Die Isogyren ergeben sich [durch eine entsprechende Rech- 
nung wie bei a, f)] auch bei einer parallel zur Binormalenebene geschnittenen 
Platte zu Hyperbeln. Da sich aber die Schwingungsrichtungen innerhalb des 
Gesichtsfeldes von Punkt zu Punkt nur wenig andern, so sind die bei gekreuzten 
Polarisatoren auftretenden dunkeln Hauptisogyren viel undeutlicher als bei 
einer senkrecht zu einer Mittellinie geschnittenen Platte!). 

c) Plattenebéne senkrecht zuveiner Binormale. a) Kurven kone 
stanter Phasendifferenz. Um die Kurven konstanter Phasendifferenz bei 
einer senkrecht zu einer Binormale geschnittenen Platte eines optisch zwei- 
achsigen Kristalls zu erhalten, beachten wir, daB sich jede Flache konstanter 
Phasendifferenz nach Ziff. 82 in hinreichender Entfernung von ihrem Mittel- 
punkte wie zwei Kreiszylinder mit den Binormalen als Achsen verhalt. Die 
Kurven konstanter Phasendifferenz sind daher bei einer solchen Platte an- 
genahert Kreise, falls der Brechungswinkel 7 klein gegen den Binormalenwinkel 
Oist. Die Radien der Kreise ergeben sich aus (283) fiir 6, =7, 6, =O und 


\S| =d zu { 
dsiny = ——;; 
psinO’ 
sie sind somit den Phasendifferenzen proportional und verhalten sich bei den 
Hauptkurven konstanter Phasendifferenz (m= 0,1, 2,...) wie die 


ganzen Zahlen. 

In weiterer Entfernung vom mittleren Teile des Gesichtsfeldes weichen die 
Kurven konstanter Phasendifferenz merklich von der Kreisform ab und er- 
scheinen nach der Spur der anderen Binormale hin deformiert. 

fh) Isogyren. Um die Gleichung der Isogyren bei einer senkrecht zu einer 
Binormale geschnittenen Platte eines optisch zweiachsigen Kristalls herzuleiten, 
fiihren wir ein zweites rechtwinkliges Rechtssystem x’, y’, 2’ mit dem Anfangs- 
punkt im Mittelpunkt MW des Gesichtsfeldes ein, dessen positive 2’-Achse mit 
dem Einheitsvektor n der Plattennormale (und damit mit der Richtung der 
betreffenden Binormale), und dessen positive y’-Achse mit der positiven y-Achse 
zusammenfallt; wir haben dann 


O O O O 
/f erie el f oq Bee is aes hie y " 
COS resin, y= YY, = x sIn=> r % COS, 
O . : pe we) 
Qz = COS—_ cosy, Qy = siny, gz = —sIn- cosy 4 


zu setzen, falls yw das Azimut von q gegen die 2’x’-Ebene bedeutet. Fiihren wir 
diese Werte in (290) ein, so erhalten wir als Gleichung der Isogyrenflache 


y' (x sinw — y’ cosp)* — 22’ cotgO (x’ siny — y’ cosy) (x’ cosy + y’ sin) 


— 2'2(x'sin2w — y’ cos2y) =0. 


) IGACEsARO, Bull de Bele 1007s o9 7. 
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Da die Gleichung der Ebene (282) beim Ubergang zum System x’, y’, 2’ die Form 
eee w 
annimmt, so folgt hieraus in Verbindung mit der letzten Gleichung fiir die 
Projektionen der Isogyren 
vy’ (x siny — y’ cosy)? — 2d cotgO (x’ sinw — y’ cosp) («’ cosy + y’ siny) 
— d?(x’sin2y — y’ cos2y) =0. 
Beschrankt man sich auf ein Gebiet in der Nahe des Mittelpunktes des Ge- 


sichtsfeldes, so kénnen wir in (297) die Glieder vernachlassigen, die in x’ und 
y von hdheren als der ersten Potenz sind, und erhalten dann 


(297) 


x’sin2y — y'cos2y = 0. 

Bei einer senkrecht zu einer Binormale geschnittenen Platte sind die Haupt- 
isogyren somit im mittleren Gebiet des Gesichtsfeldes zwei 
Gerade, welche durch den Mittelpunkt des Gesichtsfeldes gehen 
und miteinander einen Winkel bilden, der doppelt so groB ist wie 
der Winkelzwischen den Schwingungsrichtungen der Polarisatoren, 
Sind letztere gekreuzt, so fallen die beiden Geraden zu einer einzigen dunkeln 
Geraden zusammen und der Winkel, den diese Gerade mit der Spur der Bi- 
normalenebene bildet, wird von der Schwingungsrichtung des Polarisators bzw. 
Analysators halbiert. Dreht man die Platte in ihrer Ebene, so dreht 
sich daher die dunkle Gerade um denselben Winkel im entgegen- 
gesetzten Sinne. 

Fiir eine gr6Bere Ausdehnung des Gesichtsfeldes laBt sich aus (297) folgern, 
daB die bei gekreuzten Polarisatoren auftretende dunkle Hauptisogyre ge- 


krimmt ist, wenn die Platte aus der Normalstellung |y = 0 oder y= >] 


herausgedreht wird. Die Kriimmung ist am starksten, wenn sich die Platte in 
der Diagonalstellung befindet und kehrt die konvexe Seite nach der Spur der 
ersten Mittellinie hin; sie wird um so kleiner, je weniger der Binormalenwinkel 
O von 2/2 abweicht. 

86. Interferenzbilder optisch einachsiger Kristalle'). a) Allgemeiner 
Fall. a) Kurven konstanter Phasendifferenz. Um die Kurven kon- 
stanter Phasendifferenz bei einer kristallographisch beliebig orientierten Platte 
eines optisch einachsigen Kristalls zu erhalten, fiihren wir neben dem optischen 
Symmetrieachsensystem x, y, z ein zweites rechtwinkliges Rechtssystem 2’, 
y’, z ein, dessen Anfangspunkt sich in der ersten Begrenzungsflache A der 
Platte (Abb. 24) im Mittelpunkt M des Gesichtsfeldes befindet; seine positive 
z'-Achse soll mit dem Einheitsvektor n der Plattennormale zusammenfallen und 
mit der optischen Achse (positiven z-Achse) den Winkel @ bilden, seine x’- 
Achse parallel zum Hauptschnitt der Begrenzungsflache legen. Ist § das Azi- 
mut irgend einer Einfallsebene gegen die z’x’-Ebene, so kann ein Punkt der 
Projektion des Interferenzbildes entweder durch die Polarkoordinaten €und dsinr*) 
oder durch die rechtwinkligen Koordinaten x’ = dsinrcos&, y’ = dsinrsin§ 
festgelegt werden. 

1) Reproduktionen photographischer Aufnahmen der in dieser Ziffer zu besprechenden 
Interferenzbilder optisch einachsiger Kristalle bei H. Hauswa.pt, Interferenzerscheinungen 
an doppeltbrechenden Kristallplatten im konvergenten polarisierten Licht. Taf. 1—10. 
Magdeburg 1902. Neue Folge, Taf. 3—6. Magdeburg 1904. Die analogen Interferenzbilder des 
nicht aktiven mesomorphen Zustandes (Ziff. 7) von Athoxybenzalamino-w-Athylzimtsaure- 
athylester sind von D. VorLANDER u. H. Hauswatpt (Abhandlgn. d. K. Leop.-Car. Deutsch. 


Akad. d. Naturf. Bd. 90, S.110. Taf.1 u.2. 1909) reproduziert worden. 
2) Vgl. die Bemerkung S. 782, Anm. 4. 
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Fiir die Projektionen der Kurven konstanter Phasendifferenz folgt dann aus 


(285), da |B] = Le Ge ivan $e 
COSY ; a 5 
sin / 
‘cosy pd’ (298) 


da nun fiir eine Wellennormalenrichtung, die in einer Einfallsebene mit dem 
Azimut & liegt, die Beziehung besteht 


cosb = cos ®cosy + sin @siny cosé, 

so ergibt sich 

sin2b = 1 — cos? Pcos?v — sin? @ sin2y cos? é — siny cos7 sin2 Pcos& (299) 

= sin? @ + sin?r (cos? @ — sin? ® cos? é) — siny cosy sin2 ®cosé. | 

- . : ee. m 1 ; : : 
Setzt man naherungsweise 1 + Ss sin?y fir soap? Was bei kleinen Winkeln 7 
zulassig ist, so erhalt man aus (298) und (299) fiir die Projektionen der Kurven 
konstanter Phasendifferenz die Gleichung 


Si es ee : ; ; Ne A ‘ 
sin? (> sin? ® + cos? ® — sin? P cos? é) —siny cosésin2 @ = rh sin? ®, (300) 


die bei Einfthrung der rechtwinkligen Koordinaten x’ =d sinyv cos€, y’=d siny sin § 
die Form annimmt 


f IWS eee ted s2) ; YN ‘ 
x/2(cos? D =e lus ?) at y’2 (cos? B Re sin? ©) —xdsin2P 


NA 


| 

; + (301) 
= pi esr? = | 

wobei 1, die Phasendifferenz der beiden in Richtung der Plattennormale (7 = 

fortschreitenden Wellen ist. 

Die Kurven konstanter Phasendifferenz sind somit bei einer 
kristallographisch beliebig orientierten Platte eines optisch ein- 
achsigen Kristalls im mittleren Teile des Gesichtsfeldes konzen- 
trische, ahnliche und ahnlich liegende Kegelschnitte, deren Mittel- 
punkt aus dem Mittelpunkt des Gesichtsfeldes parallel zum Haupt- 
schnitt der Begrenzungsflache der Platte verschoben ist. 

Da A) mit @ stark zunimmt, so kann man bei Beleuchtung mit weifem Lichte 
bei betrachtlich gegen die optische Achse geneigten Platten die Hauptkurven kon- 
stanter Phasendifferenz nicht mehr wahrnehmen, weil dann iiberall das Weif 
héherer Ordnung auftritt. 

Ist y sehr klein gegen ® und betrachten wir eine durch den Mittelpunkt 
des Gesichtsfeldes parallel zum Hauptschnitt der Begrenzungsflache (& = 0) ge- 
zogene Gerade, so erhalten wir fiir die Mittelpunktsabstande dsiny,, und 
dsiny,.; der Schnittpunkte, welche diese Gerade mit zwei aufeinanderfolgen- 
den Hauptkurven konstanter Phasendifferenz [4 = 2mn, A= (2m +1)a; 
m= 0,1,2,...] erzeugt, aus (300) die Beziehung 


0) 


{ 1 r 


sin Ym+1— sin 'm = pa : sin2 ® 

Dieser Ausdruck wird am kleinsten fiir ® = 45°; bei gleich dicken Platten des 
namlichen Kristalls zeigt somit die unter 45° gegen die optische Achse ge- 
schnittene die Hauptkurven konstanter Phasendifferenz in dichtester Aufein- 
andertfolge. Bei einer sehr dicken Platte eines stark doppelbrechenden optisch 
einachsigen Kristalls, die ungefahr unter 45° gegen die optische Achse geschnitten 
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ist, kann es daher vorkommen, dab auch bei Beleuchtung mit streng monochro- 
matischem Lichte die Hauptkurven konstanter Phasendifferenz sich wegen zu 
groBer Feinheit der Wahrnehmung entziehen. 


Abgesehen von den Sonderfallen @=0 und @= > die weiter unten 


unter b) und c) besonders behandelt werden, sind folgende spezielle Werte 
bzw. Grenzen von zu beachten: 

14. 0< ®<arctg)2. Die Kurven konstanter Phasendifferenz werden 
nach (301) zu Ellipsen, deren groBe Achsen parallel zum ees der} Be- 


grenzungsflache liegen. Das Achsenverhaltnis der Ellipsen betragt)/ 7 Cartes ‘ 
1+4 1+ £ tg? Pp 
ihr Mittelpunkt ist aus dem Mittelpunkt des Gesichtsfeldes um se in kRich- 


tung der positiven x’-Achse verschoben. 
2. ® = arctg)2 = 54° 44’. Die Kurven konstanter Phasendifferenz sind 
nach (301) Parabeln, deren Achse parallel zum Hauptschnitt der Begrenzungs- 
flache liegt. Bei starker doppelbrechenden Kristallen hangt allerdings, wie 
die auf (278) zuriickgehende strengere Rechnung zeigt, der Grenzwert von ®, 
bei dem die Ellipsen in Parabeln tibergehen, noch von dem Verhaltnis der Haupt- 
brechungsindizes ab); er betragt z. B. fiir Kalkspat 53° 45’). 

3. arctg}2 < @< 90°. Die Kurven konstanter Phasendifferenz sind nach 
(301) Hyperbeln, deren Mittelpunkt aus dem Mittelpunkt des Gesichtsfeldes um 
tg @ 
tg? S—2 
der Asymptoten gegen die x-Achse betragt arctg |/ 


in Richtung der negativen x’-Achse verschoben ist; das Azimut 
te? —2 
te? + 2° 

fp) Isogyren. Um die Gleichungen fiir die Projektionen der Isogyren zu 
erhalten, denken wir uns das xy-Kreuz des optischen Symmetrieachsensystems 
so gelegt, daB die x-Achse parallel zum Hauptschnitt der Begrenzungsflache 
liegt; auBerdem fiihren wir ein zweites rechtwinkliges Rechtssystem x’, y’, 2’, 
ein, welches dieselbe Lage haben soll wie in a) angegeben. Ist y das Azimut 
von q gegen die zx-Ebene, so gilt 


x=x'cos®+2'sin®, =", z=—x'sin®+ z'cos® 
x= dr cosP+ q,sin®, ima G2 = — Ge sin ® + g, cos @; 

diese Beziehungen gehen wegen gq, = cosy, Qy = siny, gy = 0 uber in 
x=x'cos®+2z'sin®@, qe ay! 2=—x' sin®-+2z'cos@, 
qd, = cosy cos®, dy=siny, gr=—cosysin®. 


Fiihrt man diese Werte in (292) und (293) ein und beachtet, daB Gleichung (282) 
im gestrichenen Koordinatensystem die Form 
te — a 
besitzt, so erhalt man fiir die Projektionen der Isogyren die Gleichungen 
x'—y' cotgy + dtg®=0, | 


(302) 
V2te PD — x'y'teptgD+ d(x’+ y' tgp + dtg D0; | 


Die erste dieser Gleichungen stellt eine Schar von Geraden dar, die durch die 
Spur der durch M gelegten optischen Achse (x’ = —dtg®, y’ = 0) gehen. Der 


1) G. S. Oum, Miinchener Abh. Bd. 7, S. 105. 1853. 
2) E. Mascart, Traité d’optiaue Bd. II, S.131. Paris 1891. 
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zweiten entspricht eine Hyperbelschar, die durch denselben Punkt hin- 
durchgeht; ihre Asymptoten sind die Gerade y’— x'tgy =0O und die durch 
den Mittelpunkt des Gesichtsfeldes gehende Parallele zum Hauptschnitt der 
Begrenzungsflache (y’= 0). 

b) Plattenebene senkrecht zur optischen Achse. «) Kurven kon- 
stanter Phasendifferenz. Bei einer senkrecht zur optischen Achse ge- 
schnittenen Platte ist ®=0; fir die Projektionen der Kurven konstanter 
Phasendifferenz erhalt man daher aus (301) die Gleichung 


Ve ee a. (303) 


Diese Kurven sind somit konzentrische Kreise, deren Mittelpunkt im Zentrum 
des Gesichtsfeldes liegt. Fir die Hauptkurven konstanter Phasendifferenz er- 
halt man daher aus (303), je nachdem man [vgl. a, «)] rechtwinklige Koordi- 
naten bzw. Polarkoordinaten beniitzt, 

/2ma 
/ pd 


bei Einfiihrung von (284) gehen die Gleichungen tiber in 


2 1 42 = g, bzw. SMM, (Gi, 4, By oo 0) 3 


- a, bzw. Sint = }- 


Die Durchmesser der die Hauptkurven konstanter Phasendif- 
ferenz darstellenden Kreise verhalten sich somit wie die Qua- 
dratwurzeln aus den ganzen Zahlen; hierdurch unterscheiden sie sich 
ohne weiteres von dem Kreissystem, welches nach Ziff. 85c, «) die Hauptkurven 
konstanter Phasendifferenz einer senkrecht zu einer Binormale geschnittenen 
Platte eines optisch zweiachsigen Kristalls bildet. Durch Messen der Kreis- 
durchmesser ]aBt sich mit Hilfe der letzten Formel die Differenz der Quadrate 
der Hauptbrechungsindizes m3— nj bestimmen, falls man einen mittleren 
Brechungsindex des Kristalls kennt?). 

Ist y nicht mehr so klein, da8 naherungsweise 1 + - = sin? fiir 


ge- 
cosy © 


setzt werden kann, so ergibt die auf (299) zuriickgehende Pane Berechnung 
fiir sinv,, die genauere Beziehung?) 


d sin?y,, n2 ne 


2 Die ee ee 
| 1 ae her 

fb) Isogyren. Fir die Projektionen der Isogyren einer senkrecht zur opti- 
schen Achse geschnittenen Platte eines optisch einachsigen Kristalls e#halt man 
aus (302) mittels der Substitution ® = 0 die Gleichungen 


x —¥ Cotes == 0, ey tet =O. 
1) Uber die Bestimmung von ng aus dem Interferenzbilde vgl. H. E. MERwIN, Journ. 
Washington Acad. Bd. 4, S. 530. 1914. 
2) M. Bauer, Monatsber. d. Berl. Akad. 1881, S.958; J. WALKER, Proc. Roy. Soc. 
London Bd. 63, S. 79. 1898. 
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Die Isogyren sind somit zwei Scharen von Geraden und die Hauptisogyren 
sind zwei Geradenpaare parallel und senkrecht zu den Schwingungs- 
richtungen der Polarisatoren. Sind letztere parallel oder gekreuzt, so 
reduzieren sich die Geradenpaare auf eines, welches sich bei der Interferenz- 
figur im ersteren Falle als helles, im letzteren als dunkles Kreuz zu erkennen 
gibt; dasselbe ist im Mittelpunkt des Gesichtsfeldes, wo q sich von Punkt zu Punkt 
am starksten andert, am deutlichsten ausgeprigt. Wird die Platte in ihrer 
Ebene gedreht, so bleibt das Kreuz fest, im Gegensatz zum Verhalten der 
Hauptisogyren bei einer senkrecht zu einer Binormale geschnittenen Platte eines 
optisch zweiachsigen Kristalls zwischen gekreuzten Polarisatoren [Ziff. 85 c, f)]. 

c) Plattenebene parallel zur optischen Achse?), «) Kurven kon- 
stanter Phasendifferenz. Um die Projektionen der Kurven konstanter 


Phasendifferenz zu erhalten, hat man in (301) @= = zu setzen und bekommt 


/ 


Ape g pep need 


P 


die Kurven konstanter Phasendifferenz sind somit gleichseitige Hyperbeln?) mit 
dem Mittelpunkt im Zentrum des Gesichtsfeldes und den Asymptoten y/=-—1’. 
Diejenigen dieser Hyperbeln, fiir welche 4 — 4) = + 2m'ax(m' = 0,1, 2,.. .) ist, 
besitzen reelle Achsen, die sich wie die Quadratwurzeln aus den ganzen Zahlen 
verhalten; dieselben sind jedoch nur dann Hauptkurven konstanter Phasen- 
difterenz (4'= 29acc; m— 0; 4, 2,,. . -), wenn dA, = 2m,70(m, =0, 15.2)... .) ist. 

fp) Isogyren. Bei kleinem Gesichtsfelde treten die Isogyren bei einer par- 
allel zur optischen Achse geschnittenen Platte eines optisch einachsigen Kristalls 
nicht hervor, da die Schwingungsrichtungen der Platte fiir alle Punkte des Ge- 
sichtsfeldes nahezu konstant sind; liegt der Hauptschnitt der Begrenzungsflache 
parallel zur Schwingungsrichtung einer der beiden Polarisatoren, so zeigt das 
Gesichtsfeld gleichférmige Intensitat. 

Bei gréBerem Gesichtsfelde folgt aus (302) fiir die Projektionen der Isogyren 
mittels der Substitution ® = z/2 die Gleichung 


a; 


y'? — x'y'tep + d* = 0; 


2 cosy ; 
be - das Azimut der 
1 — cos yw 


reellen Achse gegen die positive x’-Achse betragt w/2. 

Die Hauptisogyren werden der Beobachtung am besten zuganglich, wenn mit 
weiBem Lichte beleuchtet wird und die Platte so dick ist, daB sie keine deutliche 
Interferenzfarbe im parallelen, linear polarisierten Lichte zeigt [vgl. Ziff. 72c)], da 
in diesem Falle die (sonst stérenden) Hauptkurven konstanter Phasendifferenz zu- 
riicktreten. Bei gekreuzten Polarisatoren bilden die Hauptisogyren ein dunkles 
Kreuz, dessen Arme mit den Schwingungsebenen der Polarisatoren zusammen- 
fallen, falls der Hauptschnitt der Begrenzungsebene der Platte parallel zu einer 
dieser Schwingungsebenen liegt. Bei jedem anderen Azimut der Platte treten 
zwei Hyperbeln auf, deren reelle Achsen in dem die optische Achse enthaltenden 


Die reelle Halbachse einer solchen Hyperbel ist d| 


1) J. MtLrer, Pogg. Ann. Bd. 33, S. 282. 1834; Bd. 35, S.95. 1835. 

2) Bei starkerer Doppelbrechung ergibt die strengere, auf (278) zuriickgreifende Rech- 
nung, daB die Hyperbeln nicht genau gleichseitig sind, sondern ihre Asymptoten gegen die 
x’-Achse das Azimut arctg Ra? besitzen; dasselbe ist somit bei positiven Kristallen > 45°, 

Ny 
bei negativen Kristallen < 45°. 
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Quadranten liegen; von diesen beiden Hyperbeln wird nur eine bemerkbar, falls 
das Azimut des Hauptschnittes der Begrenzungsebene gegen die Schwingungs- 
ebene eines der beiden Polarisatoren klein ist. Auf dieses Verhalten hat LoMMEL?) 
ein Verfahren gegriindet, um bei einer parallel zur optischen Achse geschnittenen 
Platte eines optisch einachsigen Kristalls die Richtung der optischen Achse 
festzustellen. 

87. Bestimmung des scheinbaren Binormalenwinkels mit Hilfe des Inter- 
ferenzbildes. Das Interferenzbild kann benutzt werden, um den scheinbaren 
Binormalenwinkel O’ zu bestimmen, dessen Kenntnis bekanntlich bei der ex- 
perimentellen Ermittelung des Binormalenwinkels O erforderlich ist (vgl. Ziff. 12) ; 
wir geben hier nur die Prinzipien der wichtigsten Methoden?) zur Messung 
von O. 

4. Ausmessung des Abstandes der Binormalenspuren. Hat man 
eine senkrecht zu einer Mittellinie geschnittene Kristallplatte, so kann O’ er- 
mittelt werden, indem man das Interferenzbild, welches bei der in Ziff. 78 be- 
sprochenen Versuchsanordnung in der dem Analysator zugewandten Brenn- 
ebene des zweiten Linsensystems entsteht, mittels eines Hilfsmikroskopes 
beobachtet, in dem ein Okularmikrometer angebracht ist; mit letzterem wird 
der Abstand a der Binormalenspuren im Interferenzbilde ausgemessen. Ist die 
Platte etwa senkrecht zur ersten Mittellinie geschnitten und bedeutet / die 
Aquivalentbrennweite, so hat man 

& 7 1a 

sin@ = ie 
wobei » der Brechungsindex des isotropen AuBenmediums ist; bei einer senk- 
recht zur zweiten Mittellinie geschnittenen Platte ist in diesem Ausdruck 
a/2 —O' an Stelle von O’ zu setzen. 

Der Faktor q = = die sog. MALLARDsche Konstante, laBt sich in der 
Weise bestimmen, dai man Messungen von a@ bei einer senkrecht zur Mittel- 
linie geschnittenen Platte mit bekanntem scheinbarem Binormalenwinkel O’ 
ausfuhrt. 

Diese Methode lefert jedoch nur bei kleinem O’ hinreichend befriedigende 
Ergebnisse’). 

2. Achsenwinkelapparate. Erheblich genauer laBt sich O’ mit Hilfe 
der Achsenwinkelapparate bestimmen. Bei diesen Apparaten befindet sich 
die Kristallplatte so zwischen den beiden Linsensystemen der in Ziff. 78 be- 
sprochenen Versuchsanordnung, daB die Achse derselben parallel zur Binor- 
malenebene der Platte hegt. Letztere laBt sich um eine Gerade senkrecht zur 
Binormalenebene (y-Achse des optischen Symmetrieachsensystems) drehen, so 
daB zuerst die eine, dann die andere Binormalenrichtung in eine zur Achse des 
Linsensystems parallele Lage gebracht werden kann. Man ermittelt diese 
Lagen, indem man jeweils den Mittelpunkt des in Ziff. 85c, «) besprochenen 
Kreissystems mit dem Schnittpunkte eines Fadenkreuzes zur Deckung bringt, 
das sich in der dem Beobachter zugewandten Brennebene des zweiten Linsen- 

4 


1) E. LoMMEL, Wied. Ann. Bd. 18, S. 68. 1883; F. Pearce, ZS. f. Krist. Bd. 41, S. 131. 
1906; C. VioLra, Bull. de Belg. 1906, S. 368. 

*) Uber eine eingehende Darstellung dieser Methoden und MeBverfahren vgl. F. E. WriGHT, 
Sill. Journ. (4) Bd. 24, S. 317. 1907; The methods of petrographic-microscopic research, ‘ 
S. 147. Washington 1911 (Carnegie Institut. of Washington, Public. Nr. 158); H. RosENBUSCH, 
Mikroskopische Physiographie der Mineralien und Gesteine, 5. Aufl. von E, A. WULFING, 
Bd. 1,1. Untersuchungsmethoden, S. 600. Stuttgart 1921/1924. 

8) Vgl. S. CzaApsxi, N. Jahrb. f. Min., Beil. Bd. 7, S. 506. 18014. 
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systems befindet. Der Winkel 0’, um den hierbei gedreht werden mub, wird 
an einem Teilkreise abgelesen!). 

Die vollkommeneren Instrumente besitzen auBer den beiden Rohren, in 
welchen der Polarisator und Analysator sitzen, noch ein seitliches Kollimator- 
rohr, mit welchem die Winkel #{ und #% (Ziff. 12) zwischen der Plattennormale 
und den Schenkeln des scheinbaren Binormalenwinkels O’ gemessen werden 
kénnen; auBerdem sind sie mit einem Monochromater verbunden, so daB die 
Beleuchtung mit monochromatischem Lichte erfolgen kann. 

Bei einer senkrecht oder nahezu senkrecht zu einer Binormale geschnittenen 
Platte laBt sich der scheinbare Binormalenwinkel auch aus der Kriimmung 
ermitteln, welche die Hauptisogyren in einem Gesichtsfelde von gr6Berer Aus- 
dehnung bei gekreuzten Polarisatoren zeigen, falls die Platte aus der Normal- 
stellung herausgebracht wird (vgl. Ziff. 85c, A)?%). 

Die Achsenwinkelapparate kénnen ferner benutzt werden, um die kristallo- 
graphische Orientierung der Begrenzungsebenen einer Kristallplatte gegen dic 
Binormalen zu bestimmen’). 

88. EinfluB der Dispersion auf das Interferenzbild. Wir betrachten jetzt die 
Modifikationen, welche die Interferenzerscheinungen einer planparallelen, doppel- 
brechenden Kristallplatte im konvergenten, linear polarisierten Lichte erfahren, 
wenn dieses nicht monochromatisch, sondern weiB ist; in diesem Falle er- 
scheint das Interferenzbild gefarbt, falls (wie bei allen Interferenzerscheinungen) 
die Phasendifferenzen der interferierenden Wellen nicht zu groB sind, da 
sonst ein Weif héherer Ordnung auftritt [Ziff. 72c)]. 

Die Kurven konstanter Farbung oder isochromatischen Kurven [vgl. Ziff. 80c) ] 
besitzen dann bei nicht zu groBer Dispersion der optischen Parameter angenahert 
dieselbe Gestalt wie die Kurven konstanter Phasendifferenz‘) ; die Hauptisogyren 
sind bei gekreuzten Polarisatoren dunkle, farbig geranderte Balken. Eine be- 
trachtliche Anderung der Erscheinungen tritt jedoch ein, falls nicht nur die 
Hauptbrechungsindizes, sondern, wie bei den Kristallen des triklinen und mono- 
klinen Systems, auch die optischen Symmetrieachsen Dispersion besitzen.) Wir 
besprechen im folgenden die bei den einzelnen Kristallsystemen eintretenden 
Abweichungen getrennt. 

a) Triklines System. Bei den Kristallen des triklinen Systems, bei wel- 
chen keine der optischen Symmetrieachsen eine durch die kristallographische 
Symmetrie festgelegte, von der Frequenz unabhangige Richtung besitzt (vgl. 
Ziff. 23), zeigt das Interferenzbild bei Beleuchtung mit weiBem Lichte bei jeder 


1) G. KircHHOFF, Pogg. Ann. Bd. 108, S. 567. 1859; Ges. Abhandlgn., S. 557. Leipzig 
1882. Beschreibungen neuerer Formen der Achsenwinkelapparate finden sich bei H. RosEN- 
BuSCH, Mikroskopische Physiographie der Mineralien und Gesteine, 5. Aufl. von E. A. WUL- 
FING Bd. I, 1. Untersuchungsmethoden, S. 615. Stuttgart 1921/1924 (daselbst auch Lite- 
raturangaben). 

2) F. Becks, Centralbl. f. Min. 1905, S. 286; Tschermaks mineral. und petrogr. Mitteil. 
Bd. 24, S. 35. 1905; Bd. 28, S. 290. 1909; F. E. Wriaut, Sill. Journ. (4) Bd. 24, 5. 317. 1907; 
Tschermaks mineral. und petrogr. Mitteil. Bd. 27, S. 293. 1908; vgl. auBerdem die zusammen- 
fassende Darstellung von P. KArEMMERER, Fortschr. d. Mineral., Kristall. und Petrogr. 
Bd. 3, S. 144. 1913, sowie V. Souza-BRANDAO, ZS. f. Krist. Bd. 54, S. 113. 1915; F. Scuwiz- 
TRING, Centralbl. f. Min. 1915, S. 293. 

3) Uber die Bestimmung der kristallographischen Orientierung einer Kristallplatte 
auf diesem Wege vgl. H. Durer, Bull. soc. minéral. Bd. 13, S. 341. 1890; Journ. de phys. 
(2) Bd. 10, S. 174. 1891; W. J. Porz, Proc. Roy. Soc. London Bd. 60, S. 7. 1896; E. A. WUL- 
FING, ZS. f. Krist. Bd. 36, S. 403. 1902. 

4) Uber einen Hinweis zur theoretischen Ermittlung der Abweichung zwischen der 
mit monochromatischem und der mit weiBem Lichte erhaltenen Interferenzfigur, vel. 
C.. Raman, Nature Bd. 113, S. 127. 1924. Nach Raman hat man hierzu in (18) fir ¢, 
die Gruppengeschwindigkeit der Wellen zu setzen. 
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beliebigen kristallographischen Orientierung der Kristallplatte véllig unsymme- 
trische Farbenverteilung!). (Beispiel Traubensdaure.) 

b) Monoklines System. Bei den Kristallen des monoklinen Systems 
sind die in Ziff. 29 unterschiedenen Falle?) getrennt zu betrachten; die folgenden 
Bemerkungen beziehen sich auf eine senkrecht zur ersten Mittellinie ge- 
schnittene Platte [vgl. Ziff. 85 a)]. 

ao) Geneigte Dispersion. Die Binormalenspuren des Interferenzbildes 
andern ihre Lagen mit der Frequenz in verschiedenem Mafe, und zwar wandern 
sie nach derselben Seite bzw. nach entgegengesetzten Seiten, je nachdem die 
Dispersion der Mittellinien oder die Dispersion der Binormalen tiberwiegt. Die 
bei Beleuchtung mit weiBem Lichte zu beobachtende Farbenverteilung des 
Interferenzbildes ist daher zwar symmetrisch zur Verbindungslinie der Bi- 
normalenspuren, besitzt aber kein Zentrum der Symmetrie; in den beiden 
farbigen Ringsystemen, von welchen je eines eine Binormalenspur umgibt, ist 
sie verschieden. Die Hauptisogyren sind in der Diagonalstellung der Platte ver- 
schieden stark farbig umséumt. (Beispiel: Gips bei gew6ohnlicher Temperatur.) 

6) Horizontale Dispersion. Die Binormalenspuren liegen fiir jede Fre- 
quenz symmetrisch zur Spur der Spiegelebene?), d. h. zur Mittelsenkrechten ihrer 
Verbindungslinie; diese Verbindungslinie verschiebt sich bei Anderung der Fre- 
quenz parallel mit sich selbst. Das bei Beleuchtung mit weiBem Lichte auf- 
tretende farbige Interferenzbild liegt daher symmetrisch zur Spur der Spiegel- 
ebene und besitzt kein Symmetriezentrum. Die die beiden Binormalenspuren 
umgebenden farbigen Ringsysteme sind spiegelbildlich gleich, jedes fiir sich 
ist aber unsymmetrisch. Die horizontale Dispersion ist dadurch leicht zu er- 
kennen, daB bei einer zwischen gekreuzten Polarisatoren in Normalstellung 
befindlichen Platte die die Binormalenspuren verbindende Hauptisogyre zu 
beiden Seiten eine verschiedene (aber bei beiden Binormalenspuren gleiche) 
farbige Saumung zeigt. (Beispiel: Orthoklas.) 

y) Gekreuzte Dispersion. Die Verbindungslinie der Binormalenspuren 
besitzt eine von der Frequenz abhangige Richtung; dieselbe geht fiir alle Fre- 
quenzen durch den Mittelpunkt des Gesichtsfeldes, d.h. durch die Spur der. 
ersten Mittellinie, welche fiir das bei Beleuchtung mit weiBem Lichte entstehende 
farbige Interferenzbild ein Symmetriezentrum ist. Letzeres hat zur Folge, da8 die 
die Binormalenspuren umgebenden unsymmetrisch gefarbten Ringsysteme durch 
Drehung zur Deckung gebracht werden kénnten. Befindet sich die Platte 
zwischen gekreuzten Polarisatoren in Normalstellung, so ist die durch die beiden 
Ringsysteme gehende Hauptisogyre farbig gesdumt, und zwar (im Gegensatz zu 
einer Platte mit horizontaler Dispersion) in ihren beiden Halften in entgegen- 
gesetztem Sinne. (Beispiel: Borax.) 

Man sieht ohne weiteres ein, daB die Interferenzkurven an denjenigen 
Stellen nahezu achromatisch sein werden, wo die durch eine Anderung der 
Frequenz hervorgerufenen Anderungen von dy, ”,, ”3, 6, und by sich in der 
Formel (279) gerade kompensieren. 

c) Rhombische Kristalle (vgl. hierzu Ziff. 29). Da die Binormalen in 
den meisten Fallen bei einer Anderung der Frequenz in ein und derselbenjoptischen 
Symmetrieebene bleiben, so tritt nur eine Anderung des Binormalenwinkels 
ein. Bei einer senkrecht zur ersten Mittellinie geschnittenen Platte zwischen ge- 
kreuzten Polarisatoren ist das bei Beleuchtung mit weiBem Lichte entstehende 
farbige Kurvensystem symmetrisch sowohl zur Verbindungslinie der Binormalen- 


1) F. NEUMANN, Pogg. Ann. Bd. 35, S. 384. 1835. 
*) Vel. hierzu die historischen Bemerkungen S. 697, Anm. 8. 
8) Bzw. zu der senkrecht zur zweizahligen Symmetrieachse liegenden Ebene. 
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spuren als auch zu deren Mittelsenkrechte. Da die Binormalenspuren ihren 
Abstand mit der Frequenz dndern, so kénnen sich entsprechende Kurven kon- 
stanter Phasendifferenz, die zu verschiedenen Frequenzen gehéren, schneiden; 
in diesem Falle tritt in der Anordnung der Farben eine Abweichung von ‘der 
gewohnlichen Skala der Interferenzfarben [Ziff. 72d)] ein"), die um so betracht- 
licher wird, je starker die Dispersion der Binormalen ist. 

Die Anderung der Lage der Binormalenspuren bedingt ferner eine Anderung 
der Lage der Hauptisogyren; dieselben sind, je nach der Starke der Dispersion, 
bei Beleuchtung mit weiBem Lichte (ausgenommen in der Normalstellung) 
Biischel farbiger Hyperbeln oder dunkle, farbig gesiumte Hyperbeln. Ist in 
der Diagonalstellung der Platte der Hyperbelscheitel auf der konvexen Seite 
rot (bzw. blau) gefarbt, so kann man hieraus schlieBen, daB der Binormalen- 
winkel im roten Spektralbereich gréBer (bzw. kleiner) ist als im blauen, da nach 
Ziff. 85a, 8) der Scheitelabstand der den ausgeléschten Farben entsprechenden 
Hyperbeln mit wachsendem Binormalenwinkel zunimmt. 

Fallt die Binormalenebene fiir verschiedene Spektralbereiche mit verschie- 
denen optischen Symmetrieebenen zusammen, so daf der Kristall fiir eine be- 
stimmte Frequenz optisch einachsig ist (Ziff. 29), so sind die isochromatischen 
Kurven, welche eine senkrecht zur ersten Mittellinie geschnittene Platte eines 
derartigen Kristalls bei Beleuchtung mit weiBem Lichte zeigt, auch der Gestalt 
nach von den Cassinischen Ovalen bzw. Lemniskaten konstanter Phasendiffe- 
renz [Ziff. 85a, «)] vdllig verschieden. 

Auch bei den rhombischen Kristallen sind die Interferenzkurven an ge- 
wissen Stellen achromatisch; der Grund ist derselbe wie der unter b) bei den 
monoklinen Kristallen angegebene. 

d) Optisch einachsige Kristalle. Bei den optisch einachsigen Kristallen 
liegen die bei Beleuchtung mit weiBem Lichte auftretenden isochromatischen 
Kurven symmetrisch zum Hauptschnitt der Begrenzungsflache; da dieser un- 
abhangig von der Frequenz ist, so zeigt das bei Beleuchtung mit weifem Lichte 
auftretende farbige Interferenzbild dieselbe Symmetrie wie das mit monochro- 
matischem Lichte erhaltene. Die Dispersion der Doppelbrechung kann aber zur 
Folge haben, daB die Farbenfolge der isochromatischen Kurven von der ge- 
wohnlichen Skala der Interferenzfarben Abweichungen zeigt; diese sind beson- 
ders deutlich bei denjenigen optisch einachsigen Kristallen, deren Doppelbrechung 
ihr Vorzeichen bei einer bestimmten Frequenz umkehrt (Ziff. 26)*). 

89. Interferenzerscheinungen im konvergenten, elliptisch polarisierten 
Lichte. Wir wenden uns den Interferenzerscheinungen zu, welche planparallele, 
doppelbrechende Kristallplatten im konvergenten, elliptisch polarisierten Lichte 
zeigen; zu dem Zwecke denken wir uns bei der in Ziff.78 angegebenen Anord- 
nung elliptische Polarisatoren an Stelle der gewdhnlichen Polarisatoren 
verwendet. 

Unter einem elliptischen Polarisator verstehen wir eine polarisierende Vor- 
richtung, welche die Eigenschaft besitzt, eine hindurchgeschickte Lichtwelle 
elliptisch polarisiert austreten zu lassen und die auferdem gestattet, Azimut und 
Elliptizitat der Schwingungsellipse der austretenden Wellen beliebig zu variieren ; 
1) Zuerst beobachtet von J. Herscner (Phil. Trans. 1820, S. 45.) bei Topas und 
Aragonit. 

2) C. Kien, Berl. Ber. 1892, S. 217; N. Jahrb. f. Min. 1892 (2), S. 165; C. HLawatscu, 
Tschermaks mineral. und petrogr. Mitteil. Bd. 21, S. 107. 1902; Bd. 23, S. 415. 1904; B. TROLLE 
Phys. ZS. Bd. 7, S. 700. 1906; H. AMBRONN, Leipziger Ber. Bd. 63, 5.249 u. 402. 1911; 
F. BEcKE, Wiener Denkschr. Bd. 75 (1), S. 60. 1913; A. WENzzEL, N. Jahrb. f. Min., Beil. 
Bd. 41, S. 565. 1917; K. Hormann-DEGEN, Sitzungsber. Heidelb. Akad. Bd. 10 (A), Nr. 14. 


1919. 
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eine elliptisch polarisierende Vorrichtung, als Analysator verwandt, wird auch 
als elliptischer Analysator bezeichnet. Man erhalt einen elliptischen Polari- 
sator, indem man das Licht zuerst durch eine gewohnliche, linear polarisierende 
Vorrichtung (z. B. ein Nikol) und dann durch ein in seiner Ebene drehbares 
1/4-Blattchen schickt!); bei einem elliptischen Analysator ist die Reihenfolge 
umgekehrt. 

Um die Interferenzerscheinungen zu erhalten, welche bei einer plan- 
parallelen, doppelbrechenden Kristallplatte im konvergenten, elliptisch 
polarisierten Lichte entstehen, denken wir uns bei der in Ziff. 78 besprochenen 
Anordnung die Kristallplatte zwischen zwei 4/4-Blattchen eingeschlossen, rechnen 
simtliche Azimute gegen die Schwingungsrichtung des (linearen) Polarisators und 
bezeichnen mit w, das Azimut der Schwingungsrichtung der starker brechbaren 
Welle des ersten (zwischen Polarisator und Kristallplatte liegenden) 4/4-Blattchens, 
mit « das Azimut der entsprechenden Schwingungsrichtung der Kristallplatte, 
mit u, dasjenige des zweiten 4/4-Blattchens und mit w das Azimut der Schwin- 
gungsrichtung des (linearen) Analysators. 

Ist D die Amplitude des Lichtvektors D der aus dem linearen Polarisator 
austretenden, monochromatischen Welle von der *Frequenz wm und _ beachtet 


man, da eine Phasendifferenz von + ~ bzw. = sich bei (16) durch den 


Faktor e 2 bzw. e 2 kundgibt, so erhalt man fiir die vom Analysator durch- 
gelassene Komponente von D durch eine ahnliche Rechnung wie in Ziff. 73?) 


i) 


= |D|[{cos (u_ — 2) (cosw,cos (uw, — #) + isinw,sin (w, — u)) 


— 


sin (us — u) (COS uSin (a, — u) — isin U4, COS (w#t, — ut) ) e- id\cos (w—U,) 

= i{sin (Us — u) (Cosa, cos (wu, — uv) + rsinw,sin(u, — u) ) (304) 
— COS (Uy, — ) (cos u, sin (w,—u) —7s1n U, cos (u4,—U) e~* sin (w — tty) je-*" | 

= |Di(A-+71B + Ce-*4 + 4 De) e-ot, 


wobei 4 die durch (278) ausgedriickte Phasendifferenz der Kristallplatte be- 


deutet und 
A = cosu,cos (Ww — ty) cos (u — u,) cos (u — U9) 


+ sin #,sin (w — uy) sin (wu — u,)sin (wu — uy) , 
B= + cosu,sin (w — u2) cos (u — u,)sin (wu — uy) 
— sin#,cos(w — u,)sin (u — u,)cos(u — up), 

C = cosu,cos(w — uy) sin (u — uy) sin (wu — u3) 


+ sin #,sin (w — wy) cos (u — uy) cos (u — uy) , 


\ 
) 
+ sin 4, cos (w — uy) cos(u — u4)sin(w — us) 
gesetzt ist. ' 

Die Intensitat J des aus dem Analysator austretenden Lichtes erhalt man 
nach (33), indem man die rechte Seite von (304) mit ihrem konjugiert komplexen 
Werte multipliziert; ist 

Joie 
0 ~ 


y Uber das Verhalten des //4-Blattchens vel. Kap. 4 ds. Bandes. 
*) Vgl. z. B. J. Waker, The analytical theory of ligth, S. 289. Cambridge 1904 
g : 
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die Intensitat der aus dem linearen Polarisator austretenden Welle, so erhalt man 
J = Jo(A? + B® + C2 + D? + 2(AC + BD)cosd + 2(AD — BC)sin 4) 
= Jy f(A +O + (B + DP = 4(AC + BD) sin? 4 
+ 4(AD— BC) sin> cos 3} 


= Jo{cos? (w — (tt, + My) ) cos? (tt. — U,) 

; hs 05 
+ sin? (w — (ty — u,) ) sin® (vg — uy) — (sin 2m,sin2(w — wg) oe 
+ cos 2, cos 2(w — mM )sin2(u — u,)sin2(u — Uy) )sin® =! 


— (cos 21, sin 2 (w — My) sin 2(u — uy) 

— sin2u,cos2(w — w#)sin2(% — uy))sin : cos st. 
Entfernt man die zwischen den beiden 4/4-Blattchen befindliche doppelbrechende 
Kristallplatte (d.h. setzt man 4 = 0), so reduziert sich der Klammerausdruck 
der rechten Seite der letzten Gleichung auf die beiden ersten Glieder. 

Es treten somit auch im konvergenten, elliptisch polarisierten Lichte 
Hauptkurven konstanter Phasendifferenz 4 = 2ma (m=O, 1, 2,...) auf, in 
deren Punkten dieselbe Intensitat herrscht wie bei Entfernung der Kristall- 
platte; jedoch existieren im allgemeinen keine Hauptisogyren. 

Die Intensitat J des aus dem Analysator austretenden Lichtes wird nach 
(305) ein Maximum oder Minimum fir 


he ade cos2u,sin2(w — u, sin — Uy) — sin2u,sin2(w — u,)sin2(u — ug) 
~  sin2u,sin2(w — uy) + cos2u,cos2(w — ue) sin2 (wu — u,)sin2(u — ug) 


und ergibt sich dann zu 


yale 


on + cos2u,cos2(w — uy) cos2(u — u,)cos2(u — us) 


+ } (1 — cos*2u, cos?2(w — 1) (1 — cos?2(w — uy) cos? 2 (u — u,))}. 


Wir behandeln im Folgenden den fir die Beobachtungen besonders wichtigen 


Sonderfall, daB in (305) entweder der Faktor von sin? oder der von sin — Q cos 
verschwindet?). if 

90. Zirkularer Polarisator und linearer Analysator. Wir betrachten zu- 
nachst den Fall, daB in (305) der Faktor von sin? 4/2 verschwindet; es tritt 
dies fiir 


Pf i 4 

Wie und wW— U=0 oder aes 
sowie fiir te i 
u,=0 oder as und i Uy Sr 


ein. Wir untersuchen diese beiden Unterfalle getrennt. 

Im ersteren Unterfalle ist das auf die Kristallplatte fallende Licht offen- 
bar zirkular polarisiert?), wahrend das vor dem Analysator befindliche 
/4-Blattchen unwirksam bleibt. Der elliptische Polarisator ist somit 
in diesem speziellen Falle ein zirkularer, wahrend die analysierende 
Vorrichtung als gewohnliche lineare wirkt. 


1) A. Bertin, C. R. Bd. 48, S. 458. 1859; Ann. chim. pays. (3) Bd 57,5. 257. 1559; 
(5) Bd. 18, S. 495. 1879; W. Pscuzipi, Pogg. Ann. Erg.-Bd. 8, S. 497. 1878. 
2) Vgl. hiertiber Kap. 4 ds. Bandes. 
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Die auffallende Welle ist rechts- bzw. linkszirkular polarisiert, je nachdem 
b= =", Ai, = 4 ist; bezeichnen wir mit wu’ = 4—w das gegen die 


Schwingungsrichtung des Analysators gerechnete Azimut der Schwingungsrich- 
tung der starker brechbaren Welle der Kristallplatte, so folgt aus (305) 


J= Jo (1+ sin2w’ sin J), 


wobei das obere bzw. untere Vorzeichen gilt, je nachdem “4, = — = bew. 
—=-p 7: ist. Das Interferenzbild verhalt sich entsprechend wie bei dem in der 


folgenden Ziff. 91 zu besprechenden zweiten Unterfall, den wir mit Rucksicht 
auf gewisse MeBmethoden (vgl. Ziff. 92) eingehender behandeln mussen. 


91. Linearer Polarisator und zirkularer Analysator. Bei dem zweiten 


Unterfaile der Ziff. 90 (2 ==) Odeu —= = und w—-u=+ = ist das zwischen 


linearem Polarisator und Kristallplatte befindliche 4/4-Blattchen unwirksam, 
die auf die Kristallplatte fallende Welle somit linear polarisiert.. Die 
analysierende Vorrichtung laBt eine rechts- oder linkszirkular polarisierte 


Welle durch, je nachdem w — tly =— oder =+2 ist; der elliptische Ana- 


lysator wird also in diesem Falle zu einem zirkularen. Unsere An- 
ordnung unterscheidet sich jetzt von dem gewodhnlichen Falle einer zwischen 
linearem Polarisator und linearem Analysator befindlichen Kristallplatte (vgl. 
Ziff. 80) dadurch, da zwischen letzterer und dem Analysator ein 4/4-Blattchen 
im Azimut z/4 gegen die Schwingungsrichtung des Analysators gebracht wurde; 
wir wollen feststellen, welche Modifikationen hierdurch im Interferenzbilde 
hervorgerufen werden. 

Fiir die Intensitat des aus dem Analysator austretenden Lichtes folgt 
aus (305) 


J= a (4+ sin2usin J), (306) 


wobei das obere bzw. untere Vorzeichen gilt, je nachdem w — uw. = — = bzw. 
spe Se 

Wird etwa ein rechtszirkularer Analysator benutzt und bezeichnet & bzw. 7 
das gegen eine feste Richtung in der Kristallplatte gerechnete Azimut der 


Schwingungsrichtung der auffallenden Welle bzw. der starker brechbaren Welle 
im Kristall, so wird nach (306) 


J = 2214 sina — sind). (307) 


Aus der Definition der Hauptkurven konstanter Phasendifferenz und der 
Hauptisogyren [vgl. Ziff. 80b)] folgt, daB erstere durch 4 = ma(m=0, 1, 2, ...), 


letztere-durch: a= 2, 7 == 6 4 : gegeben sind. Die Intensitat ist auf diesen 


Kurven in der Tat dieselbe, als ob die Kristallplatte tberhaupt nicht vorhanden 


ware und sich nur das 4/4-Blattchen zwischen Polarisator und Analysator 
befinden wirde!). 


') Diese Intensitat ist Jy/2, wie sich aus (307) fir 4=0 oder aus (280) fiir 


a f 
Y= ——, A= — ergibt. 
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Durch die Hauptisogyren wird das Interferenzbild in gewisse Gebiete 
zerlegt. In dem durch 


F<y<h+ > (308) 


begrenzten Gebiete sind die dunkeln Kurven konstanter Phasendifferenz nach 
(307) durch - 
A=(2m+ 1)x+ - (ps Ola eras) 


bestimmt; die absoluten Intensitaétsminima J =0 liegen auf der Isogyre 
m= &- - ‘ . | 
AuBerhalb dieses Gebietes (a. h. im Bereiche & + > <n<é+ z) sind 


die dunkeln Kurven konstanter Phasendifferenz nach (307) durch 


Md=(2mM+1)x—-= (m=0,1,2,...) 


a 


gegeben; hier liegen die absoluten Intensitétsminima J = 0 auf der Isogyre 


a 
a 


a ae 
| ara ie 


Durch die Einbringung des 4/4-Blattchens zwischen Kristallplatte und 
linearem Analysator werden somit die dunkeln Kurven konstanter Phasen- 
differenz in dem durch (308) begrenzten Gebiet nach der Peripherie des Gesichts- 
feldes geschoben, wahrend sie in dem wbrigen Gebiete um denselben Betrag 
gegen den Mittelpunkt gedrangt werden. 

Ein ahnliches Ergebnis erhalt man, wenn der Analysator linkszirkular ist; 
die Gebiete, in welchen ein peripherisches Auseinanderschieben bzw. ein zen- 
trales Zusammendrangen der dunklen Kurven konstanter Phasendifferenz statt- 
findet, erscheinen aber gegentiber dem vorigen Falle vertauscht. 

Sind die beiden linearen Polarisatoren gekreuzt, so fallen ihre Schwingungs- 
richtungen mit den Richtungen der Hauptisogyren zusammen (vgl. Ziff. 80). 
Das von den letzteren begrenzte Gebiet, in welchem sich die dunkeln Kurven 
konstanter Phasendifferenz infolge Einfithrung des //4-Blattchens nach innen 
zusammendrangen, enthalt diejenige Isogyre, bei welcher die Schwingungsrich- 
tungen der starker brechbaren Wellen im Kristall und im 4/4-Blattchen parallel 
legen. 

92. Bestimmung des Charakters der Doppelbrechung. Die zum Schlusse 
der letzten Ziffer erwahnte Anordnung, bestehend aus zwei gekreuzten linearen 


Polarisatoren und einem im Azimut +> oder — re gegen die Schwingungs- 


richtung des Analysators befindlichen 2/4-Blattchen, kann dazu dienen, den 
Charakter der Doppelbrechung einer Kristallplatte [vg]. Ziff. 24c)] zu bestimmen!). 


1) Zusammenfassende Darstellungen der Methoden zur Bestimmung des 
Charakters der Doppelbrechung bei C. Kern, Berl. Ber. 1893, S. 221; G. CesARo, 
Ann. Soc. géol. Belg. Bd. 20, S.87. 1893; Bull. de Belg. 1906, S.290. 1907, S.159; F. E. WRIGHT, 
The methods of petrographic-microscopic research, S. 71. Washington 1911 (Carnegie Institut. 
of Washington, Public. Nr. 158); H. Rosenspuscu, Mikroskopische Physiographie der 
Mineralien und Gesteine, 5. Aufl. von E. A. WiLrinec Bd. I, 1. Untersuchungsmethoden, 
S. 639. Stuttgart 1921/1924. Uber Methoden zur Bestimmung des Charakters der 
Doppelbrechung von Dinnschliffen vgl. F. Rinne, N. Jahrb. f. Min. 1891 (2), 5. 24; 
Centralbl. f. Min. 1901, S. 653; Ischermaks mineral. und petrogr. Mitteil. Bd. 30, S. 321. 
1912; A. K6uuer, ZS. f. wiss. Mikrosk. Bd. 38, S. 29. 1921. Uber die Bestimmung des 
Charakters der Doppelbrechung bei einer schief zur optischen Achse ge- 
schnittenen Platte eines optisch einachsigen Kristalls bzw. bei einer schief zur 
ersten Mittellinie geschnittenen Platten eines optisch zweiachsigen Kristalls vgl. I’. BrcKE, 
Tschermaks mineral. und petrogr. Mitteil. Bd. 24, S. 31. 1905; Wiener Denkschr. Bd. 75 Gl, 
S. 77. 1913. Uber eine auf Totalreflexion gegriindete Methode vel. Ziff. 53 d). 
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Bei einer positiv doppelbrechenden Kristallplatte ist das durch § << 4 < § + 5 
bestimmte Gebiet identisch mit dem durch & + . <y<é-+ a2 bestimmten 


Gebiete einer gleichartig orientierten Platte eines negativ doppelbrechenden 
Kristalls und umgekehrt. Bringt man zwei derartige Platten abwechselnd 
zwischen Polarisator und 4/4-Blattchen, so erscheinen die beiden Teile des 
Gesichtsfeldes, in wélchen eine Verschiebung der dunkeln Linien nach dem 
zentralen bzw. peripheren Teile erfolgt, miteinander vertauscht?). 

a) Bestimmung des Charakters der Doppelbrechung bei 
einer Platte eines optisch einachsigen Kristalls. Nach Ziff. 24c) ist 
bei einem positiv einachsigen Kristall die auBerordentliche Welle die starker 
brechbare; sie besitzt eine Schwingungsrichtung, die in dem zu ihrer Wellen- 
normalenrichtung gehorenden Hauptschnitt liegt. Wird daher eine senkrecht 
zar optischen Achse geschnittene Platte eines solchen Kristalls zwischen Pola- 
risator und //4-Blattchen gebracht, so tritt bei gekreuzten Polarisatoren in den- 
jenigen Quadranten, in welchen die Schwingungsrichtung der starker brech- 
baren Welle des 2/4-Blattchens liegt, eine Verschiebung der dunkeln Kurven 
konstanter Phasendifferenz nach dem peripheren Teile des Gesichtsfeldes ein; 
das Interferenzbild macht daher den Eindruck, als ob diese Kurven durch das 
Vorhandensein des 4/4-Blattchens in jenen beiden Quadranten erweitert und 
in den beiden anderen verengt worden waren. Bei eincm negativ einachsigen 
Kristall ist das Verhalten umgekehrt. 

b) Bestimmung des Charakters der Doppelbrechung bei 
einer Platte €ines optisch zweiachsigen Kristalls™ Besteht dic 
Kristallplatte aus einem optisch zweiachsigen Kristall?) und ist sie senk- 
recht zur ersten Mittellinie geschnitten, so denken wir uns dieselbe bei gekreuzten 
Polarisatoren in Diagonalstellung (zwischen Polarisator und 4/4-Blattchen) ge- 
bracht; die Spur der Binormalenebene liegt dann parallel oder senkrecht zur 
Schwingungsrichtung der starker brechbaren Welle des 4/4-Blattchens, und die 
Hauptisogyre ist eine gleichseitige Hyperbel, deren Asymptoten’ unter 45° gegen 
die Spur der Binormalenebene geneigt sind. Durch das Vorhandensein des 
4/4-Blattchens werden die dunkeln Kurven konstanter Phasendifferenz in 
gewissen von der Hauptisogyrenhyperbel begrenzten Gebieten nach dem zen- 
tralen Teile des Gesichtsfeldes zusammengedrangt; diese Gebiete enthalten die 
Isogyre, in deren Punkten die Schwingungsrichtungen der starker brechbaren 
Wellen in Kristallplatte und 4/4-Blattchen senkrecht zueinander liegen. 

Ist der zweiachsige Kristall positiv, so ist fiir diejenigen Punkte der Spur 
der Binormalenebene, die auf der konkaven Seite der Hyperbel liegen, die 
Schwingungsebene der starker brechbaren Welle parallel zur Binormalenebene; 
dagegen liegt sie senkrecht zur letzteren fiir die tibrigen Punkte der Spur der 
Binormalenebene, sowie fiir die Punkte der auf der Verbindungslinie der Binor- 
malenspuren errichteten Mittelsenkrechten. Bei einer Platte eines positiv zwei- 
achsigen Kristalls erscheinen somit die auf der konkaven Seite der Hyperbel 
liegenden Teile der dunkeln Kurven konstanter Phasendifferenz durch das 4/4- 
Blattchen nach dem peripheren bzw. zentralen Teile des Gesichtsfeldes: ver- 
schoben, je nachdem die Spur der Binormalenebene parallel bzw. senkrecht 
zur Schwingungsebene der starker brechbaren Welle des 4/4-Blattchens liegt. 
Eine Platte eines negativ zweiachsigen Kristalls verhalt sich umgekehrt. 


1) H. W. Dove, Pogg. Ann. Bd. 40, S. 457 u. 482. 1837; A. Bertin, Ann. chim. phys. 
(4) Bd. 13, S. 240. 1868. 


?) G, CesARo, Ann. Soc. géol. Belg. Bd. 20, S.99. 1893; F.E. WriGut, Sill. Journ. 
(4) Bd. 20, S. 285. 1905. 
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Die Verschiebungen werden besonders deutlich bemerkbar, wenn der Binor- 
malenwinkel nicht zu groB und das System der dunkeln Cassinischen Ovale 
(Ziff. 85 a, a)] nicht zu eng ist. 

Diese Methoden zur Bestimmung des Charakters der Doppelbrechung 
lassen sich modifizieren, indem man an Stelle des A/4-Blattchens eine senkrecht 
zur optischen Achse geschnittene Platte eines optisch einachsigen Kristalls 
benutzt, die um eine der zu untersuchenden Platte parallele Gerade gedreht 
werden kann 4). 

93. Elliptischer Polarisator und elliptischer Analysator mit ahnlichen 
Schwingungsellipsen*). Wir haben jetzt noch den zweiten der in Ziff. 89 er- 


wahnten Falle zu erledigen, bei dem der Koeffizient von sin 4 cos 4 in (305) 


verschwindet; dies trifft offenbar zu, wenn eine der folgenden Bedingungen 


TT 4 
a) “4, = 0 oder =— und w — u,= 0 oder = —, 
a i ki ~ 
b) #, = + r und w — uv, = + e? 
uv 
C) Uy — u, =O und w— 4, = uw, oder = uw, + 2 
Kia re 
oder u, — “4, = 5 und w — u, =—u, oder = —u, + = 


erfiillt ist. 

Im Falle a) sind die 4/4-Blattchen unwirksam, Polarisator und Analysator 
somit linear. Dieser Fall ist daher bereits durch die Ausfiihrungen der Ziff. 78 
bis 88 erledigt. 

Im Falle b) sind Polarisator und Analysator zirkular, und zwar im 


selben bzw. entgegengesetzten Sinne, je nachdem wu, = w— uy=+ bzw. 
Uy, = —(w — uy) = + a ist; die Intensitat des aus dem Analysator austretenden 
Lichtes wird dann nach (305) 


f= [tos - bzw. i=], sin? 

Diese Ausdriicke sind unabhangig von uw und verschwinden daher fiir keinen 
seiner Werte, es existieren somit keine Hauptisogyren; die dunkeln Kurven 
konstanter Phasendifferenz verlaufen kontinuierlich und zwar sind sie bei einer 
senkrecht zur optischen Achse geschnittenen Platte eines optisch einachsigen 
Kristalls Kreise und bei einer senkrecht zur ersten Mittellinie geschnittenen 
Platte eines optisch zweiachsigen Kristalls CAsstnNische Ovale. 

Im Falle c) sind sowohl Polarisator als auch Analysator elliptisch; 
die Hauptschwingungsrichtungen der starker brechbaren Wellen der beiden 4/4- 
Blattchen liegen parallel bzw. senkrecht zueinander, je nachdem wu, — wu, = 0 


bzw. Uy — uy, = > ist. Die Schwingungsellipsen, die man erhalt, falls man ent- 


weder durch den elliptischen Polarisator oder durch den elliptischen Analysator 
allein paralleles Licht hindurchschickt, sind ahnlich mit parallelen groBen Achsen 


. + . oT 
und gleichem Umlaufsinn, falls uw, — u, = 0, W — U, = uy bzw. Uy — ty = zy 


ihe — hy hy It; dagegen sind die Ellipsen ahnlich mit gekreuzten groBen 


1) J. Graiticu, Kristallographisch-optische Untersuchungen, S. 51. Wien 1858; A. Ber- 
TIN, Ann. chim. phys. (4) Bd. 13, S: 255. 1868. 

2)’ Reproduktionen photographischer Aufnahmen der hierher gehérenden Interferenz- 
bilder bei H. Hauswa.prt, Interferenzerscheinungen im polarisierten Lichte, 3. Reihe, Taf. 4 
u.2. Magdeburg 1907. iy 
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° Tw 
Achsen und entgegengesetztem Umlaufsinn bei w, — #4; = 0, @ — My, = U4 + > 
bzw. u,— 4, = - , W— Ug = —y. 
Die Intensitat J des aus dem Analysator austretenden Lichtes wird in 
diesen beiden Unterfallen nach (305) 


aes 
F=Fo\t — (1 — cos? 2u, cos? 2(u — u,) sin” =all 


bzw. 4 
j= To{! — cos?2u, cos?2-(u4 — m)}sin?=, 


wobei sich die obere Formel auf den ersten und die untere auf den zweiten 
Unterfall bezieht. Da die Summe dieser Ausdriicke J) betragt, die Interferenz- 
erscheinungen in beiden Fallen somit komplementar sind, so genigt es, etwa 
die dem zweiten Unterfalle entsprechenden Erscheinungen zu betrachten. 

Die Hauptkurven konstanter Phasendifferenz sind bei diesem durch 
A=2mna(m=0,1,2,...) bestimmt; sie sind véllig dunkel und durch die 
hellen Kurven konstanter Phasendifferenz 4 = ma getrennt. Da der Aus- 
druck 1— cos?2u, cos?2(u — u,) fiir keinen Wert uw verschwindet, so existieren 
keine Hauptisogyren. Die Intensitat ist aber in denjenigen Punkten der hellen 
Kurven konstanter Phasendifferenz ein Minimum, in welchen diese von den 


Linien 4 — uw, = 0 und uw — w= os geschnitten werden; es sind dies diejenigen 


Linien, fiir welche die Schwingungsrichtung der starker brechbaren Welle in 
der Kristallplatte parallel oder senkrecht zu den Schwingungsrichtungen der 
starker brechbaren Wellen in den 4/4-Blattchen hegt; dagegen wird die Inten- 
3a 
ree 

94. Zwei ubereinanderliegende Kristallplatten im konvergenten, linear 
polarisierten Lichte. Geht schwach konvergentes, linear polarisiertes Licht durch 
zwei ubereinanderliegende, planparallele Kristallplatten und dann 
durch einen linearen Analysator, so wird die Intensitat in jedem Punkte des 
Gesichtsfeldes bei der in Ziff. 80 besprochenen Annaherung durch den Aus- 
druck (266) bestimmt. 

Da sich nun im allgemeinen in den beiden Platten sowohl die Phasendiffe- 
renzen A, und dg, als auch die Azimute der Schwingungsrichtungen der starker 
brechbaren Wellen 4, und w, von Punkt zu Punkt des Gesichtsfeldes andern, so 
wird das Interferenzbild sehr kompliziert. 

Aus (266) folgt, daB J bei gekreuzten Polarisatoren (v —w= =| nur ver- 
echwindet, wenn 2 


sitat ein Maximum auf den Linien u — uw, = FES 


: 5. Al 5 i ZAI 
sin 2 (v — u,) sin = = +sin2 (w — u,) sin > ‘ 
und Apaad: : eee ary ee 
cos = cos > — cos2 (u%, — 44) sin oll aed 


ist; es treten somit im Interferenzbilde keine kontinuierlichen dunkeln Kurven 
mehr auf, sondern man hat nur noch ein System isolierter,* dunkler 
Punkte, welche die Schnittpunkte der durch die beiden letzten Gleichungen 
dargestellten Kurvensysteme sind?). 

Die Verhaltnisse vereinfachen sich, wenn sich die beiden  iibereinander- 
liegenden Platten in Zwillingsstellung zueinander befinden (vgl. Ziff. 30). Die 


1) Fir optisch einachsige Kristalle wurde dieser Fall zuerst behandelt von Cur, LANG- 
BERG, Pogg. Ann., Erg.-Bd. 1, S. 529. 1842. 
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hierbei auftretenden Interferenzerscheinungen sind fiir den Fall, daB die Platten 
optisch einachsig sind, wiederholt eingehend untersucht worden!); auf ihnen 
hat SOLEIL’) ein Verfahren gegriindet, welches festzustellen gestattet, ob eine 
Platte eines optisch einachsigen Kristalls genau parallel zur optischen Achse 
geschnitten ist). 

95. Savartsche Platte. Die Lésung des in Ziff. 94 angegebenen Problems, 
die Interferenzerscheinungen bei zwei tibereinanderliegenden doppelbrechenden 
Kristallplatten im konvergenten Lichte zu ermitteln, gestaltet sich leichter, 
wenn das Gesichtsfeld so klein ist, da} nur Wellen mit kleinen Phasendifferenzen 
zur Interferenz gelangen; in diesem Falle kann man die Schwingungsrichtungen 
fur beide Platten im ganzen Gesichtsfelde als konstant ansehen. 

Mit dieser Annaherung behandeln wir die sogenannte Savartsche Platte‘), 
die aus zwei gleich dicken Platten eines optisch einachsigen Kristalls (meist 
Kalkspat) besteht, welche unter demselben Winkel (von angenahert 45°) gegen 
die optische Achse geschnitten und so iibereinandergelegt sind, daB die Haupt- 
schnitte ihrer Begrenzungsflachen senkrecht zueinander stehen. Nimmt man 
den Hauptschnitt der Begrenzungsflache der ersten Platte als feste Bezugs- 
ebene, so ergibt sich die Intensitat J des Interferenzbildes, indem im Aus- 
druck (269) #, =0 gesetzt wird; man erhalt dann 


‘ ; ; A 
T=%, cos? (v — w) — sin2vsin2wsin?2 AS}. 


Das Interferenzbild®) wird somit ausschlieBlich von den Kurven konstanter 
Phasendifferenz 4, — 4, = konst. gebildet, und die Hauptkurven konstanter 
Phasendifferenz sind durch 4, — A, = 2ma (m = 0,1, 2,...) gegeben; dieselben 
sind véllig dunkel (J = 0) oder hell (J = Jo), je nachdem die Polarisatoren 


gekreuzt (v —w= = oder parallel (v — w = 0) sind. 


Um die Gleichung der Projektionen der Kurven konstanter Phasendifferenz 
zu erhalten, hat man zu beachten, daB eine Wellennormale, deren Einfallsebene 
gegen den Hauptschnitt der Begrenzungsflache der ersten Platte das Azimut 


besitzt, gegen denjenigen der zweiten Platte das Azimut € + ~ aufweist, wah- 


rend der Brechungswinkel ¢ fiir beide Platten der gleiche ist; aus Gleichung (300) 
ergibt sich dann 


A, — A, = pa {sin?® sin?y (sin? — cos?é) — sin2@sinz (cosé — siné)}, 


wobei ® wieder der Winkel zwischen Plattennormale und optischer Achse ist, 
ferner A die durch die erste, 4, die durch die zweite Platte hervorgerufene 
Phasendifferenz und d die gemeinsame Plattendicke bedeutet. 


1) Berechnungen dieser Interferenzbilder bei Cur. LANGBERG, Pogg. Ann., Erg.-Bd. 1, 
S. 529. 1842; G. Oum, Miinchener Abh. Bd. 7, S. 265. 1853; V.S.M. vAN DER WILLIGEN, 
Arch. Musée Teyler Bd. 3, S. 241. 1874; Pogg. Ann. Jubelbd., S. 491. 1874; A. Bertin, Ann. 
chim phys. (6) Bd. 2, S. 485. 1884; F. PockEers, Géttinger Nachr. 1890, 5S. 259; B. HEcurtT, 
N. Jahrb. f. Min., Beil. Bd. 11, S. 318. 1898. Vgl. ferner die Angaben S. 772, Anm. 2. Repro- 
duktionen photographischer Aufnahmen der Interferenzbilder bei H. HAuswatpt, Inter- 
ferenzerscheinungen in doppeltbrechenden Kristallplatten im konvergenten polarisierten Lichte, 
Taf. 7—10 u. 30—32. Magdeburg 1902; 3. Reihe, Taf. 3—7 u. 12—14. Magdeburg 1908. 

Ali SOLEIL, Crk bd. 44, 5. 660. 1855 

Ea Uber ein anderes diesbeztigliches Verfahren, welches auBerdem den Winkel zu be- 
stimmen gestattet, den die Normale der nicht genau parallel zur optischen Achse geschnittenen. 
Platte mit letzterer bildet, vgl. S. 753, Anm. 3. 

4) J.C. Poccenporrr, Pogg. Ann. Bd. 49, S. 292. 1840. 

5) Zuerst behandelt bei J. Miriter, Pogg. Ann. Bd. 35, S. 261. 1835. 
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Fiihrt man in der Plattenebene, aus welcher das Licht austritt, ein recht- 
winkliges Koordinatensystem «’, y’ ein, dessen x’-Achse parallel zum Haupt- 
schnitt der Begrenzungsflache der ersten Platte liegt, so haben wir [vgl. 
Pet 80 25121) % = 20 sin cose, = 20 sim7 sin ©. 

Aus der letzten Gleichung folgt daher 
ONSEN 
P 


Die Kurven konstanter Phasendifferenz sind somit gleichseitige Hyperbeln, 
deren Asymptoten die Winkel halbieren, welche von den Hauptschnitten der 
Begrenzungsflachen der beiden Platten gebildet werden. Der Mittelpunkt dieser 
Hyperbeln besitzt die Koordinaten x’ = y’ = — 2dcotg®, liegt also im Ge- 
sichtsfelde exzentrisch. Die Exzentrizitat wird, falls ® von 90° hinreichend 
verschieden ist, so groB, daB die Kurven konstanter Phasendifferenz als 4qui- 
distante Gerade erscheinen, die parallel zur Asymptote y’ — x’ = 0 laufen, 
d. h. parallel zur Winkelhalbierenden der Projektionen der (den einfallenden 
Wellennormalen entgegengezogenen) optischen Achsen; sie legen um so dichter, 
je naher ® bei 45° liegt (vgl. Ziff. 86a, a). 

Uber die Verwendung der Savartschen Platte beim SAVARTschen Pola- 
riskop zum Nachweis teilweiser Polarisation, sowie zur Messung des Polari- 
sationsfaktors verweisen wir auf den Abschnitt tiber die Messung elliptisch pola- 
risierten Lichtes in Bd. XIX dieses Handbuches. 


(x2 — y’2) sin?@ + 2d(x’ — y’) sin2@ = 


III. Optik nicht absorbierender, aktiver Kristalle. 


a) Gesetze der Lichtausbreitungen in nicht absorbierenden, 
aktiven Kristallen. 


a) Lichtausbreitung monochromatischer Wellen. 


96. Optische Aktivitat. Die in Abschnitt II besprochenen Gesetze der 
Lichtausbreitung gelten keineswegs fiir alle nicht absorbierenden Kristalle; 
man kennt vielmehr auch solche mit abweichendem Verhalten in dem Sinne, dab 
eine ebene linear polarisierte Welle, deren Wellennormalenrichtung $ mit einer 
Binormale zusammenfallt, sich im Inneren des Kristalls nicht unverandert fort- 
pflanzt [vgl. Ziff. 11b)], sondern eine Drehung ihrer Polarisationsebene 
erleidet. Bringt man z. B. eine senkrecht zur optischen Achse geschnittene 
Quarzplatte!) zwischen gekreuzte (lineare) Polarisatoren und beleuchtet mit 
monochromatischem Lichte parallel zur optischen Achse, so tritt eine Auf- 
hellung des Gesichtsfeldes ein, die durch eine Drehung des Analysators riick- 
gangig gemacht werden kann; das aus der Quarzplatte austretende Licht ist 
also noch linear polarisiert, aber seine Polarisationsebene ist gegen die des auf- 
fallenden Lichtes gedreht. Diese Erscheinung bezeichnet man als optische 
Aktivitat, nattrliche*) optische Drehung, Rotationspolarisation 
oder Gyration. ; . 

Die optische Aktivitaét, von ARAGo3) bei Quarz entdeckt, findet sich sowohl 
bei optisch zwei- und einachsigen Kristallen als auch bei Kristallen des ku- 


1) Quarz ist positiv einachsig. 
*) Naturlich im Gegensatz zu der durch ein auBeres Magnetfeld erzeugten magne- 
tischen Drehung der Polarisationsebene (sogen. Faradayeffekt). 


°) F. Araco, Mém. de la classe des Scienc. math. et phys. de l’Inst. 1811 (deeds 
(Euvr. compl. Bd. 10, S. 54. Paris-Leipzig 1858. 
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bischen Systems. Sie ist aber nicht auf Kristalle beschrankt, sondern tritt, wie 
Brot?) bald nach ARAGOs’ Entdeckung fand, auch bei Flissigkeiten, Lésungen 
und Dampfen auf*) und ist hier, ebenso wie bei den Kristallen des kubischen 
Systems, fiir alle Wellennormalenrichtungen § gleich. 

Der Sinn der Drehung der Polarisationsebene ist der Wellennormalenrich- 
tung $ eindeutig zugeordnet; durchsetzt bei dem erwahnten Fundamentalver- 
suche das Licht die Quarzplatte in Richtung der optischen Achse zweimal im 
entgegengesetzten Sinne, so ist die Drehung der Polarisationsebene bei den 
beiden Wegen entgegengesetzt gleich, die Gesamtdrehung fiir die austretende 
Welle somit gleich Null). 

Durch die Wellennormalenrichtung 8 und die ihr zugeordnete Drehung der 
Polarisationsebene wird eine Schraubung bestimmt. In der Tat ist die Erschei- 
nung der optischen Aktivitat auch an eine gewisse schraubenférmige Sym- 
metrie gebunden’), die entweder durch die Struktur des Kristallgitters®) 
bedingt ist, oder (wie bei Gasen, Fliissigkeiten und Lésungen) im Bau des Mo- 
lekuls selbst legt und auf der schraubenférmigen Bindung der Elektronen im 
Molekiil beruht. Ersterer Anteil verschwindet, wenn der Kristall in 
Lésung geht; wenn daher die optische Aktivitat ausschlieBlich von der Kri- 
stallgitterstruktur herrtihrt, so kann sie nach Zerstérung dieser Struktur im 
geschmolzenen oder gelésten Zustande tiberhaupt nicht mehr auftreten. 

DaB die organischen Verbindungen, welche in Lésungen optische Aktivitat 
aufweisen, Molekiile von asymmetrischer Form besitzen miissen, haben fast 
gleichzeitig und unabhangig voneinander LE BEL‘) und van ’t HoFF’) festgestellt. 

Bei Kristallen ist der Zusammenhang zwischen optischer Aktivitat und 
Kristallstruktur zuerst von SOHNKE’) untersucht worden. Er nahm an, dab 
ein optisch einachsiger, aktiver Kristall aus eimem System iibereinanderliegender, 
gleichdicker, doppelbrechender Lamellen besteht, die schraubenférmig angeord- 
net sind in der Weise, daB der kleine Winkel zwischen den entsprechenden 
(d.h. zu den starker brechbaren Wellen gehérenden) Hauptschwingungsrich- 
tungen je zweier aufeinanderfolgender Lamellen konstant ist; in der Tat ver- 
halt sich nach Ziff. 76 ein derartiges Lamellenpaket gegeniiber senkrecht auf- 
fallendem, linear polarisiertem Lichte wie eine senkrecht zur optischen Achse 
geschnittene Quarzplatte*). Ahnliche Vorstellungen lagen auch den spateren, 


1) J. B. Brot, Bull. des Scienc. par la Soc. philomat. 1815, S. 190; Mém. de l’Acad. d. 
Scienc. Bd. 2, S444. 1817. 

2) Uber die optische Aktivitat von Fliissigkeiten und Lésungen vgl. Kap. 12 dieses 
Bandes. 

3) Hierdurch unterscheidet sich die optische Aktivitat von der magnetischen Drehung 
der Polarisationsebene, bei welcher der Drehungssinn der Richtung des 4uBeren magnetischen 
Feldes und nicht der Wellennormalenrichtung § zugeordnet ist. 

4) Dies erkannte schon A. FrRESNEL (Bull. des Scienc. par la Soc. philomat. 1 
S. 195; Ann. chim. phys. Bd. 28, S. 156. 1825; Mém. de l’Acad. d. Scienc. Bd. 7, S. 
4827; CEuvr. compl. Bd.I, S. 726; Bd. II, S. 505. Paris 1866 u. 1868). 

5) Uber die Natur einer schraubenférmigen Gitterstruktur vgl. z. B. C. HECKMANN, 
Ergebnisse d. exakt. Naturwissensch. Bd. 4, S. 134. 1925, sowie den Abschnitt tiber die 
theoretischen Grundlagen des Aufbaues der zusammenhangenden Materie in Bd. XXIV 
ds. Handb. 

Vip habe Der bulk, soc. chim. (2) Bd. 22; S, 337. 1874. 

7) J. H. van ’t Horr, Voorstel tot uitbreiding der tegenwoordig in de scheikunde ge- 
bruikte structur-formules in de ruimte etc. Utrecht, 1874; Bull, soc. chim. (2) Bd. 23, 
S. 296 u. 338. 1875; Ber. d. D. chem. Ges. Bd. 10. S. 1620, 1877. 

8) L. SoHNCKE, Mathem. Ann. Bd. 9, S. 504. 1876; Pogg. Ann., Erg.-Bd. 8, S. 16. 1878; 
Entwicklung einer Theorie der KristaJlstruktur, S. 241. Leipzig 1879; ZS. f. Krist. Bd. 13, 
S. 229,. Bd. 14, S. 426. 1888. 

9) E. Reuscu, Monatsber. d. Berl. Akad. 1869, S. 530; Pogg. Ann. Bd. 138, S. 628. 1869. 
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jetzt iiberholten Strukturtheorien von MALLARD!) und WYROUBOFF?) zu- 
grunde. 

SoHNKE hat ferner geglaubt?), daB optische Aktivitat bei einem Kristall nur 
dann auftreten kann, wenn derselbe in zwei ,,gewendeten“‘ (d. h. zwar spiegelbild- 
lich gleichen, aber nicht deckbaren) Modifikationen vorkommt, also weder Inver- 
sionszentrum noch Symmetrieebenen besitzt. Diese Annahme hat ‘sich jedoch 
nicht halten lassen, vielmehr konnten spater VorcT#) und CuiparT®) fast gleich- 
zeitig zeigen, daB eine notwendige (jedoch nicht hinreichende) Bedingung fir das 
Vorhandensein der optischen Aktivitat nur das Fehlen eines Inversionszentrums 
ist, daB hingegen Symmetrieebenen sehr wohl existieren kénnen [vgl. Ziff. 104b)]. 


97. Altere Theorien der optischen Aktivitét. a) Elastische Licht- 
theorien. Die Versuche, eine Theorie der Optik aktiver Kristalle zu ent- 
werfen, beginnen mit MAcCuLiacH®), welcher bereits die notwendigen Zusatz- 
glieder gefunden hatte, die an den Differentialgleichungen des Lichtvektors fur 
nicht absorbierende, nicht aktive, optisch einachsige Kristalle angebracht wer- 
den miissen, um die Lichtausbreitung in optisch aktiven einachsigen Kristallen 
darzustellen; bald darauf hat CaucHy’) die entsprechenden Zusatzglieder fiir 
optisch zweiachsige Kristalle angegeben. Bei beiden Autoren treten aber die 
Ansatze nur in Gestalt empirischer Formeln und ohne physikalische Deutung 
auf. Spater gelangten NEUMANN§) und CLEBsSCH®) unter der Annahme spezieller 
Kraftgesetze, die zwischen zwei Atherteilchen bei einer relativen Verschiebung 
derselben auftreten sollen, zu Differentialgleichungen des Lichtvektors, welche 
mit den CAucuyschen gleichwertig sind. Da aber diese Darstellungen aut 
dem Boden der jetzt verlassenen elastischen Lichttheorie (vgl. Ziff. 1) stehen, 
so besitzen sie heute nur noch rein historisches Interesse!), und das gleiche gilt 
fiir die Theorien der optischen Aktivitat, welche spater von Briot¥), Bous- 
SINESQ!2), SARRAU}), v. LanG!4), Voict!5) und CuHIpart!*) aufgestellt wurden. 

a IMbNeNcwoy EGaway, Yale soon; (7) dexele W@), So wUG. OG Isolate, Se AS. GMS (Co IR 
Bd. 92, S. 1155. 1881; Journ. de phys. Bd. 10, S.479. 1881; Traité de cristallographie géometr. 
et phys. Bd. II, S. 305. Paris 1884. 

2) G. Wyroupzorr, Ann. chim. phys. (6) Bd. 8, S. 340. 1886; Journ. de phys. (2) Bd. 5, 
S. 258. 1886; Bull. soc. minéral. Bd. 13, S. 215. 1890. 

) L. Souncxe, Entwicklung einer Theorie der Kristallstruktur, S. 239. Leipzig 1879. 
W. Voiet, Géttinger Nachr. 1903, S. 155; Ann. d. Phys. Bd. 18, S. 645. 1905. 
H. Curpart, La theorie gyrostatique de la lumieére, S. 20. Paris 1904; C. R. Bd. 178, 
1924. 

J. Mac Curtracu, Trans. R. Irish Acad. Bd. 17, S. 461. 1837; Proc. R. Irish Acad. 
Bd. 1, S. 385. 1844; Collect. Works, S. 63 wu. 185. London 1880: 

f A. Caucny, C. R. Bd. 25, 5. 331.1847; GEuvr. compl. (1), Bd. X,S. 372. Paris 1897. 
C. NEuMANN, Explicare tentatur, quomodo fiat ut lucis planum polarisationis per 
vires electricas vel magneticas declinetur. Dissert. Halle a.d.S. 1858; Math. Ann. Bd. 1, 
Sh BAS. MOOR Istel BS. Wye, sls). 

*\ AS CreBscen, Journ. i. Mathe Bdl57, S319: 1860: 

Eine eingehende Besprechung der alteren, auf der elastischen Lichttheorie be- 
ruhenden Darstellungen der optischen Aktivitat findet sich bei P. DrupE, Rotationspola- 
risation (in A. WINKELMANN, Handb. d. Phys., 2. Aufl., Bd. VI, S. 1335. Leipzig 1906). 

11) Cu. Briot, Essais sur la théorie mathémat. de la lumiére, S. 121. Paris 1864; deutsche 
Ausgabe von W. KLINKERFUES, S. 118. Leipzig 1867. 4 
HO) |). Iexowssunnsso, (Cy IR, (il, Gil, GS. NG), MRGHe ley. GS, Swe, Maye Journ. de mathém. 
(2) Bd. 13, S. 313, 340 u. 425. 1868. 

13) EF. Sarrau, C. R. Bd. 60, S. 1174. 1865; Journ. de mathém. (4) layel ID, Siogle aes 
Bd. 13, S. 96. 1868. 

14) V.v. Lane, Pogg. Ann. Bd. 119, S. 74. 1863; Erg.-Bd. 8, S. 608. 1878; Wiener Ber. 
Bd. 75 (2), S. 7495 1877, 

- W. Vorcr, Géttinger Nachr. 1894, S. 72; Kompend. d. theoret. Phys. Bd. II, S. 687. 
Leipzig 1896; J. WALKER, Proc. Roy. Soc. London Bd. 70, S. 37. 1902. 
18) H. Cutpart, La théorie gyrostatique de la lumiére, S. 33. Paris 1904. 
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b) Elektromagnetische Lichttheorie. GréBeres Interesse bieten 
die Erweiterungen, die zur Darstellung der optischen Aktivitat spater an den 
Differentialgleichungen der Maxwettschen elektromagnetischen Lichttheorie 
zuerst von GipBs!) und spater von CurpArt?) vorgenommen wurden. GIBBS ging 
von der Vorstellung aus, da der Ather zusammen mit den eingebetteten 
ponderablen Molekiilen ein inhomogenes Medium darstellt und daB die Kom- 
ponenten der elektrischen Verschiebung auBer von den Komponenten der elek- 
trischen Feldstarke in dem betreffenden Punkte noch von Zusatzgliedern ab- 
hangen k6énnen, welche die Differentialquotienten der elektrischen Feldstarke- 
komponenten nach den Koordinaten enthalten. Besitzen die Molekile kein 
Symmetriezentrum, so erhalten diese Zusatzglieder bei der Grppsschen Theorie 
eine Form, welche die Erscheinungen der optischen Aktivitét bei Kristallen 
darzustellen erméglicht. 

Auf anderem Wege gelangte CHIPART zu der erforderlichen Erweiterung 
der MAXweELtischen Gleichungen und zwar durch die Annahme, daB die virtuelle 
Arbeit der elektrischen Verschiebung auBer von der elektrischen Feldstarke © 
noch von rot © abhangt. 

c) Elektronentheorie. Wahrend die bisher besprochenen Erklarungs- 
versuche eine kontinuierlich ausgebreitete Materie voraussetzen, hat DRUDE 
seiner 1m Jahre 1892 ver6ffentlichten ersten Theorie ein spezielles atomistisches 
Bild zugrunde gelegt*). Er nahm an, da die Elektronen eines Molekiils bei 
einem aktiven Kristall unter dem Einflusse der Molekularstruktur sich nicht 
in kurzen geradlinigen Bahnen, sondern in kurzen, bei ein und demselben 
K6rper im selben Sinne gewundenen Schraubenlinien bewegen. Ein elektrisches 
Feld parallel zur Schraubenachse erzeugt dann eine Elektronenbewegung, deren 
Bahn, auf eine zur Schraubenachse senkrechte Ebene projiziert, einen Kreis 
ergibt. Eine Anderung der elektrischen Feldstarke © wird daher nicht nur 
eine Anderung der (bei einem isotropen Korper gleichgerichteten) elektrischen 
Verschiebung D, sondern auBerdem die Wirkung elektrischer Kreisstréme her- 
vorrufen, welche ein der Schraubenachse paralleles magnetisches Feld § er- 
zeugen; umgekehrt muB die zur Schraubenachse parallele Komponente des 
magnetischen Feldes einer Lichtwelle jene elektrische Kreisbewegung und die 
mit ihr verbundene, der Schraubenachse parallele elektrische Verschiebung er- 
regen. Letztere ergibt sich dann proportional zu rot ©; fiir eine ebene, linear 
polarisierte, monochromatische Lichtwelle folgt nun mit Riicksicht auf (44) und (16) 


rot€ = — i— [3], 
so daB sich fiir die gesamte elektrische Verschiebung D der Lichtwelle, die 
sich in einem isotropen, optisch aktiven Kérper ausbreitet, die Beziehung 

D = e€ + if [C3] 
ergibt, wobei / ein skalarer, von der Natur des betreffenden aktiven Kérpers 
abhangender Parameter ist. Fiihrt man einen Vektor ( ein, der durch die 
Gleichung (2 =6 (309) 


definiert ist und durch den die optische Aktivitat bestimmt wird, so geht die 
: ieh liber 1 : 
letzte Beziehung iiber in D = 26 + i (6G). (310) 


1) W. Gipss, Sill. Journ. (3) Bd. 23, S. 460. 1882; Scientif. Papers. S.195. London 1906. 

2) H. Curpart, C. R. Bd. 178, S. 77, 995, 1532, 1805 u. 1967. 1924. 

3) P. DrupeE, Géttinger Nachr. 1892, S. 400; in ahnlicher Weise ist fast gleichzeitig 
D. GoLDHAMMER [Journ. de phys. (3) Bd. 1, S. 205 u. 345. 1892] vorgegangen. 
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Um die Erscheinungen bei optisch aktiven Kristallen zu erhalten, nahm 
DRupDE an, daB bei diesen die optische Anisotropie ebenso wie bei den nicht 
aktiven Kristallen nur durch den optischen Dielektrizitatstensor (vgl. Ziff. 8) 
bedingt wird; diese Annahme fihrte jedoch zu Folgerungen, die durch die 
Beobachtung nicht bestatigt werden (vgl. S. 832, Anm. 4). 

DrubE hat deshalb seine Theorie spater erweitert!), indem er bei Kristallen 
den die optische Aktivitat bestimmenden Vektor @ als homogene lineare Vektor- 
funktion der Wellennormalenrichtung § ansetzte?) und die speziellere Beziehung 
(309) nur fiir isotrope Korper gelten lieB. DRubE gelangte damit ftir die Licht- 
ausbreitung in optisch aktiven Kristallen zu Gesetzen, die kurz vorher schon 
Voret?) durch rein phanomenologische Betrachtungen erhalten hatte und welche 
die beobachteten Erscheinungen richtig wiedergeben; doch hat die Theorie von 
Drupe den Nachteil, da sie mit einem sehr speziellen molekularen Bilde arbeitet, 
welches ganz auf einen besonderen Zweck zugeschnitten und offenbar mit er- 
heblicher Willkiir behaftet ist*). 

98. Kristallgittertheorie der optischen Aktivitat. Es ist daher bemerkenswert, 
daB, wie OsEEN®) und Born®) fast gleichzeitig und unabhangig voneinander 
gezeigt haben’), eine elektronentheoretische Erklarung der optischen Aktivitat 
ohne komplizierte und willkiirlich anmutende Zusatzhypothesen auf Grund der 
folgenden beiden einfachen Annahmen méglich ist, deren erste schon vorher 
STARK$) seinen qualitativen Betrachtungen zugrunde gelegt hatte: 


1. Die schwingungsfahigen Teilchen sind nicht unabhangig von- 
einander, sondern gekoppelt; 

2. Bei Fliissigkeiten®) wird das Verhaltnis des Molekildurch- 
messers zur Wellenlange, bei Kristallen das Verhaltnis der Git- 
terkonstantel) zur Wellenlange nicht vernachlassigt, sondern als 
unendlich kleine GréBe erster Ordnung mitbericksichtigt. 


Wahrend OsEEN die Koppelungen auf elektrodynamische Wechselwirkungen 
zurickfihrte, und bei Kristallen eine schraubenartige Anordnung der Teilchen 
voraussetzte, werden bei Born weder iiber die Koppelungskrafte noch wber die 


1) P. DRUDE, Géttinger Nachr. 1904, S. 1. 

*) DaB & eine homogene lineare Vektorfunktion der Wellennormalenrichtung § sein muB, 
laBt sich ganz allgemein zeigen, wenn man annimmt, da die durch das elektrische Feld 
der Lichtwelle zum Mitschwingen gebrachten Teilchen asymmetrisch angeordnet sind 
(R. DE Matiteman, C. R. Bd. 184, S. 1374. 1927). 

3) W. Vorct, Wied. Ann. Bd. 69, S. 306. 1899; Géttinger Nachr. 1903, S. 155; Ann. 
d. Phys. Bd. 18, S. 645. 1905. 

4) Der Ausbau der DrupeEschen Theorie zur Darstellung der optischen Aktivitat bei 
Fliissigkeiten erfolgte durch H. A. Lorentz (Versuch einer Theorie der elektrischen und 
optischen Erscheinungen in bewegten K6érpern, S. 78. Leiden 1895) und G.H. Livens 
[Phil. Mag. (6) Bd. 25, S. 817. 1913; Bd. 26, S. 362 u. 535. 1913: Bd. 27, S. 468 u. 994. 1914; 
Bae son Som O14 ehvss ZS. Bdi 45) 9.385) us 6O7, 1O14 

Caw OSEDN, Anne de Phys, Bd Agus. 4 eons. 

6) M. Born, Dynamik der Kristallgitter, S. 109. Leipzig 1915 (= Fortschr. d. mathem. 
Wissensch. H. 4); ZS. f. Phys. Bd. 8, S. 390. 1922; Atomtheorie des festen Zustandes 
(Dynamik der Kristallgitter), S. 604. Leipzig 1923 (in Enzyklop. d. mathem. .jWissensch. 
iBYoly \/, 1M, 3). 

*) Eine auf derselben Grundlage beruhende Theorie hat, ohne Kenntnis der Arbeiten 
OsEENS und Borns, spater F. Gray [Phys. Rev. (2) Bd. 7, S. 472. 1916] in einer aller- 
dings weniger vollstandigen Form gegeben. : 

8) J. Stark, Jahrb. d. Radioakt. Bd. 11, S. 194. 1914; Prinzipien der Atomdynamik’ 
Bd. Ill, S. 262. Leipzig 1915. ; 

*) Die zuerst fir Kristalle entworfene Theorie hat M. Born spater [Phys. ZS. Bd. 16, 
S725 1Os5s canned Phys bda 555) so. 477. 1OuSiiauch tir Flissigkeiten entwickelt. 

10)) ViellS. 645, Ammo. 4 
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Struktur der aktiven Substanz derartige besondere Annahmen gemacht?) ; seine 
Theorie ergibt sich vielmehr ohne weiteres aus der Dynamik der Kristallgitter, 
welche ja auf einer Koppelung aller Gitterteilchen beruht. Der zweiten der ange- 
gebenen Annahmen wird bei der Bornschen Darstellung geniigt, indem man 
den Ausdruck (34) fiir die Amplitude des elektrischen Momentes der Volum- 
einheit erst nach dem zweiten, durch (36) dargestellten Gliede abbricht, was 
wir jetzt durchfiihren wollen. 

Bericksichtigt man, dab die in dem gittertheoretischen Ausdruck (36) 
fiir das elektrische Moment der Volumeinheit auftretenden Vektoren ‘hy; lineare, 
schiefsymmetrische Vektorfunktionen der Eigenschwingungsamplituden sind, 
d. h. daB pts, ba 

Rig = — Ry 


ist, so ergibt sich aus (36) durch einfache Umformung unter Beriicksichtigung 


der bekannten Identitat G [2 & J ae & ee & (ER) 


(8K; ;) [E [L gy] 
Ro = Sp aed 1 (ai 43") ee 
bs 


die Beziehung 


= w*) w?) ‘e 
Wir setzen 
4a* J, (8H, »-) (2, By] 
16) 2 V pa (0%? — w?) (a? — w?) > (311) 
77 
dann wird 


Der durch (311) bestimmte Vektor © wird als Gyrationsvektor?) oder Ro- 
tationsvektor’) bezeichnet; da 8, Ry, &; und &, sdémtlich polare Vektoren 
sind, so sieht man aus (311) ohne weiteres, daB der Gyrationsvektor © ein 
axialer Vektor ist. 

Die gesamte elektrische Verschiebung ergibt sich dann bei der erstrebten 
Anndherung nach (7) und (34) zu 


= (EC + 4x) + 4nP®. 


Bezieht man diese Gleichung auf die optischen Symmetrieachsen x, y, 2, 
so erhalt man fiir die Komponenten des Lichtvektors der sich im aktiven, nicht 
absorbierenden Kristall ausbreitenden Welle mit Riicksicht auf (37) und (43) 


D, = ¢,6, + 4x, D, = 6, + 40K, D, = 656, + 4n PQ? 
oder bei Heranziehung von (312) 
D, = ¢,€, + +(EG],, Dy = &&, + t(EG),, D,= eg6,+72[CG],. (313) 


Dieses Gleichungsschema bildet, zusammen mit den gitter- 
theoretischen Ausdriicken (39) fiir die optischen Dielektrizi- 
tatskonstanten und der Gleichung (311) ftir den Gyrations- 
vektor, die Grundlage fiir die Gesetze der Lichtausbreitung in 
nicht absorbierenden, optisch aktiven Kristallen. Es stimmt formal 
mit der Gleichung (310) der DrupEschen Theorie wberein; wahrend aber dort 
der Zusammenhang zwischen Gyrationsvektor & und Wellennormalenrichtung 


1) Beziiglich eingehender Behandlung der Theorie verweisen wir, auBer auf die S. 808, 
Anm. 6 angefiihrten Abhandlungen, auf den Abschnitt iiber die theoretischen Grundlagen 
des Aufbaues der zusammenhangenden Materie in Bd. XXIV ds. Handb. 

2) M. Born, ZS. f. Phys. Bd. 8, S. 405. 1922. 

3) R, DE MALLEMAN, C. R. Bd. 184, S. 1375. 1927. 
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3 durch phanomenologisch eingefiihrte Materialparameter festgelegt wird, ist er 
bei der Bornschen Theorie durch den gittertheoretisch begriindeten Ausdruck 
(311) bestimmt. 

99. Gesetz des Brechungsindex. Wir stellen uns als nachstes die Aufgabe, 
den Brechungsindex m eines nicht absorbierenden, aktiven Kristalls als Funk- 
tion der Wellennormalenrichtung 3 zu bestimmen. Fir die auf die optischen 
Symmetrieachsen bezogenen Komponenten des Lichtvektors einer linear polari- 
sierten Welle gilt nach (22) 

D, = nC, — 8,(86)}, D=nw{,—3, 80}, D, =v {,—3,8O)}. (314) 
Setzt man die der namlichen Koordinatenachse entsprechenden Komponenten 
von (313) und (314) einander gleich und fiihrt die durch (46) definierten Haupt- 


brechungsindizes ”,, %), 73 ein, so ergibt sich fiir die Komponenten der elektri- 
schen Feldstarke © das folgende System linearer Gleichungen 


©, {n? — (1 — 82) n*} + G, {n?3,3, + 1G,} + G, {n?8,8, — 1G,y} = 0, 

C, {07 3,8, = 1G, =r C, {n3 aa (1 =) )n?} wile G, {n?3,,32 ee 1G} =O, 
€,,{n?3,8, + 1G,} + Gy {03,8 — 1G} + G. (nj — (1 — 82) v7} = 0. 
Eliminiert man aus diesen drei homogenen, linearen Gleichungen ©,, ©, und &, 
durch Nullsetzen der Determinante, so erhalt man eine kubische Gleichung fiir 


n=: bei dieser verschwindet aber der Koeffizient des héchsten Gliedes, so daB 
sich schlieBlich folgende quadratische Gleichung fiir n? ergibt 


minis + nis + nhs) — oon 6) +82) + MME 8) + mi +S) — OB 
4 nine — (BC + 2 + 2G?) = J 


Diese Gleichung liefert uns den Brechungsindex als Funktion der Wellen- 
normalenrichtung $3, d. h. sie stellt das Cesc des Brechungsindex fur 
nicht absorbierende, aktive Kristalle dar; bei verschwindender op- 
tischer Aktivitat, d.h. fir © =0, geht sie in die fiir nicht JOSE OILS, 
nicht aktive Kristalle geltende Gleichung (48) tber. Sind j und xj die durch 
(71) bestimmten Wurzeln der letzteren, so k6nnen wir demnach Gidicnune (315) 
zwecks naherungsweiser Bestimmung ihrer Wurzeln auch in der Form schreiben 


(n® — 1) (n® — ng”) = g?, (316) 
wobei die Abkirzung 
ni &2 + n3 82 + n3 62 — n? [3G]? 
ae AED MEER (317) 


N38 + N59, + N33? 


eingefiihrt ist. 

g wird als der skalare Parameter der optischen Aktivitat oder 
Gyration?) bezeichnet; fiir m ist in dem Ausdruck (317) mj oder n/’ einzufiihren, 
je nachdem die Berechnung der Naherungskorrektur fiir den einen oder den 
anderen der beiden zur Wellennormalenrichtung 8 gehérenden Brechungs: 
indizes beabsichtigt ist. Die Abhangigkeit der so erhaltenen Naherungs- 
werte g’ und g’ von § ist ziemlich kompliziert; sie 1aBt sich jedoch verein - 
fachen, falls man in ihnen n, = mn, = 73 = n setzt, d.h. in dem die optische 
Aktivitat bestimmenden Ausdruck (317) die Doppelbrechung vernachlassigt 2), 
eine Annaherung, die fiir die Darstellung der bisher beobachteten Erscheinun- 
gen vollkommen hinreichend ist. Wir erhatten dann aus (317) 


5 8G; (318) 


S) IM leon, ZS. a, Ini, Isl 8, S. 2alo, Wen, 
*) W. Voict, Géttinger Nachr. 1903, S. 167; Wied. Ann. Bd. 18, S. 659. 1905. 
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g ist offenbar von derselben GréBenordnung wie der Gyrationsvektor ®, nach 
(344) also von der GréBenordnung Vea, wobei V das Volumen der Gitterzelle 
und 4 die Wellenlinge des Lichtes im Kristall ist. 

Fir die Wurzeln 74° und nf? von (316) erhalt man dann 

aha f 2 2 7 Fs 

My = £ 1m + 1G E | Vn (ni? . — — f/2)2 + 4 g? 4g}, 

—9 199: 5 

ny? = — $ [My + ny ce | Vine (ni? aos tn Ais * ie 
wobei die oberen bzw. unteren Vorzeichen zu nehmen sind, je nachdem 1 < n// 
bzw. > ng ist. 

100. Polarisationszustand der zu einer Wellennormalenrichtung § ge- 
horenden Wellen. a) Berechnung des Polarisationszustandes. Um 
den Polarisationszustand der beiden Wellen naherungsweise zu berechnen, die 
im Inneren eines nicht absorbierenden, aktiven Kristalls zu einer Wellen- 


normalenrichtung $s gehéren, kann man folgendermaBen verfahren?): 
Man schreibt (44) in der Form 


C= +586) 


und setzt diesen Wert fiir © in die von & unabhangigen Glieder von (313) ein. 
Dann erhalt man, falls man an Stelle der Hauptdielektrizitatskonstanten ¢, é, 
é3 die durch (46) bestimmten Hauptbrechungsindizes n,, ,, m3 einfiihrt, die 
folgenden Gleichungen: 


(319) 


D> 1 ah \ eee AelelN t 

Lz n a) — a 3,,(3 &) ne [G G].., 

ee i: 1 2 Berea 

Dy |G — ag) = — 2v(8®) — a EG), 
1 1 Riser abe 

D, | ne a) = $,(3&) ae n> [| OF : 


In den von © abhangigen Gliedern schreiben wir nun naherungsweise 1, = 1, 
= MN, =n, wobei unter # ein gewisser mittlerer Hauptbrechungsindex zu ver- 
stehen ist, d. h. wir vernachlassigen in diesen Gliedern die Doppelbrechung 
(vgl. Ziff. 99); dementsprechend ersetzen wir unter Hinweis auf (43) in diesen 
Gliedern © durch D/n?. Mit demselben Anndherungsgrade, der fir die Aus- 
driicke (319) gilt, eat man dann 


. T&. 1\ sen eee re ie es ee a 1 ees er ae - 
Dela — aq) = 8288) — a[DO],, Dy [os — 5a] = —2 BO) OnE es 
; 320 
Fat 1 a are an 
D,(— = =a) eae ($&) oe 4 [(D (S|, . 


Dieses Gleichungssystem fiir die Komponenten des Lichtvektors D kann mit 
Hilfe des Ansatzes 


n=m, D=D+ikD", [D'| = |d" (321) 
gelést werden, der bei der eingefiihrten Annaherung (, =, = n,) fiir die 
elektrische Feldstarke © der Lichtwelle die Beziehung 

= G+ 1k, ©”, |G'| = |€” (322) 


zur Folge hat. Hierbei sind D’ und D” die Lichtvektoren der beiden Wellen, 
die sich in der Wellennormalenrichtung $ fortpflanzen wiirden, falls der Kristall 
nicht aktiv ware (vgl. Ziff. 13); die Betrage dieser Lichtvektoren sind als gleich 


1) M. Born, ZS. f. Phys. Bd. §, S. 410. 1922; Atomthcorie des festen Zustandes (Dynamik 
der Kristallgitter), S. 609. Leipzig 1923 (in Enzyklop. d. mathem. Wissensch. Bd. V, TI. 3). 
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angenommen. (€’ und ©” sind die entsprechenden elektrischen Feldstarken 
dieser Wellen und 7? ist die eine der beiden Wurzeln der Gleichung (315). 
Der noch zu bestimmende Faktor k, muB, wie aus (316) und (321) folgt, 
gleichzeitig mit g verschwinden, denn in diesem Falle gehen diese Gleichungen 
in die entsprechenden, fiir nicht aktive Kristalle geltenden tiber. Dieser Faktor 
ist daher mit g fiir die optische Aktivitat bestimmend und von derselben 


GroBenordnung wie g, also von erster Ordnung in V3/A, falls wieder V das 
Volumen der Gitterzelle und 4 die Wellenlange im Kristall bedeutet. Um ihn 


zu ermitteln, setzt man (321) und (322) in (320) ein und trennt die reellen und 
imaginaren Teile; dann bekommt man 


~ / 1 1) 2 c/ awd 1 1 2 2 (+ aa 
Di (Fn a = a 3,(3&) ==), vy Ee aa a) = 3, (3) = 0) 
) oe a fee: 
D, (a — | =i 8,(S v ) = WAP 
ae /) 1 1 7) 2 (G/7 1 SY 
b1Ds(5, — 4) + (36) + Siyol, =0, (323) 
ni, n? i] n 
gf 1 1), A (Powe | Pian = 
hy }Dy ni? a) iF 34 (3 ) nt [D Gy, = 0, 
ail 1 1 > (a (t// 1 . 
{2 (as — 9g) + 60} + 5 w'OL = 0. | 


yy! 
3) 


und & bzw. D” und ©” miissen aber offenbar die Gleichungen (45) er- 
fillen, falls in diesen 7, bzw. nj an Stelle von m gesetzt wird; es gilt also das 
Gleichungssystem 


, if Ag 2 (al y{ 1 1 BN as 
®,( 73 be = + 3,(30) = 0, D, (a — a + 3,(30’) = 0, 
f 4! 1 © 
By’ = an ke 5 == 
Di( os Al eS) 0. 
4 1 5 <1) 1 1 = Wd 
C (Ag) fe ES 6 (8s == AAA aa Se y —— 
De \ng? 7H) ee Di (7 a) Bae ti) 


Subtrahiert man jede dieser Gleichungen von der fiir die entsprechende Koor- 
dinatenachse geltenden Gleichung des Systems (320), so folgt 
Hes ie 
Merde 


(324) 


rif al 1 1 / 
kD Ee ; 7) [D &] —1(0)- 


n nt 
Nun ergibt sich aber aus (319), daB die Differenz j? — nj? von derselben GréBen- 


ordnung ist wie g bzw. wie V3; A, die Differenz nj* — nj? dagegen endlich und 
von der GréSenordnung j?— nj” ist; die erste der beiden Gleichungen (324) 
wird daher in erster Anndherung identisch erfiillt, wahrend durch “die zweite 
Gleichung der noch zu ermittelnde Faktor k, bestimmt wird. 

Um diesen zu berechnen, beachten wir, da8 wir mit Riicksicht auf die 
Gleichungen (19) und (85), sowie auf die in (321) getroffene Festsetzung |D’|=|9”| 
die Beziehung 


haben; es wird dann 


[D’ G] = |G[BD]] = 3(GD”) — DG). 
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Setzt man diesen Wert fiir [D’@] in die zweite der beiden Gleichungen (324) ein, 
multipliziert diese dann skalar mit D’’ und beriicksichtigt die Transversalitats- 
bedingung (19), so erhaélt man 


eA 1 1 
sero t = — (8 
hy{ ar: | za (GS) 


oder bei Heranziehung von (318) 


ee ee 


hierfir kann man bei Beschrankung auf den von uns bisher zugelassenen An- 
naherungsgrad offenbar auch 

| SBE aes 
schreiben. 
In derselben Weise laBt sich zeigen, dafB das Gleichungssystem (320) noch 


eine zweite Lésung besitzt, die wir in der Form 
t= =D 1h, | Di l= |") (325) 


schreiben kénnen. Hierbei haben D’ und D” dieselbe Bedeutung wie in (321), 
nj” ist die zweite Wurzel der Gleichung (315), und fiir den Faktor k, gilt die 
Beziehung 

a gt ae 
die sich in entsprechender Weise gewinnen lat wie der Ausdruck fiir k,. Aus 
(319) folgt aber nj? + nj? = nj?+ nj?, somit nj? —nj?=—(nj?— 62) man 
hat demnach 


ky oa ky a 72 2 / of. ZA 2 
me? — nl? = | (ni? — ni’)? + 4g 
oder 4 os 5 2 
b= — SAF Vom? — m7 + 462 — (ng? — 6 )}, (326) 


wobei wieder [wie in (349)] das obere bzw. untere Vorzeichen zu nehmen ist, 
je nachdem j < ng bzw. mj > ng ist. Wie man aus (326) ohne weiteres sieht, 
muB stets |k| = 1 sein. 

Um jetzt den gesuchten Polarisationszustand der beiden Wellen mit der 
Wellennormalenrichtung $ zu erhalten, fiihren wir in die beiden Lésungen (321) 
und (325) fiir D’ und D” die Ansatze (13) und (16) fiir ebene, linear polari- 
sierte, rein periodische Wellen ein und nehmen dann die reellen Teile; dann ergibt 
sich, falls zur Abkiirzung Pr 
p= w(t ma (31)) 
gesetzt wird, oc — 

A= Ny, D=D' cosp+ kD" sing, 
= D cosm + kD’ sing. 
Wir wahlen nun ein rechtwinkliges Rechtssystem x’, y’, 2’ so, daB die positive 
z’-Achse parallel zur Wellennormalenrichtung 3, die positive x’-Achse parallel 


zu D’ und die positive y’-Achse parallel zu D” zu liegen kommt, und schreiben 
zur Abkiirzung fiir die beiden als gleich vorausgesetzten GréBen |D’| und |D”| 


7) 


N= MN, 


23) || ae D: 
die beiden Lésungen (327) werden dann 
Dy = Doos(w(t— a z')), Dy = AD sin(w (t— ea ale DD =0, 


D,, =D sin(@ o(t— “e z‘}), Dy = D cos(a (1 ae Z|), DD = 0. 
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Aus (328) liest man das Naherungsgesetz ab, daB sich parallel zu einer 
bestimmten Wellennormalenrichtung 8 im Inneren des nicht ab- 
sorbierenden, aktiven Kristalls zwei entgegengesetzt elliptisch 
polarisierte Wellen!) mit der Elliptizitat k fortpflanzen, deren 
Brechungsindizes 7 und vf verschieden sind; die groBen Achsen 
der Schwingungsellipsen liegen parallel zu den Schwingungsrich- 
tungen bd’ und 0”, die zur Wellennormalrichtung 8 gehéren wiirden, falls der 
Kristall nicht aktiv ware. Bei positivem k ist offenbar die erste der Wellen 
(328) links- und die zweite rechtselliptisch polarisiert; bei negativem k gilt das 
umgekehrte. 

Die Phasendifferenz, um welche bei positivem & die x’-Komponente der 
rechtselliptisch polarisierten Welle gegeniiber der x’-Komponente der linksellip- 


tisch polarisierten zuriickbleibt, betragt = ny — 1)2 + = ; die Phasendifferenz 


der entsprechenden y’-Komponenten ist -- (ny — no) Z . . Beim Fortschreiten 
im Kristall langs einer Strecke d ist daher die rechtselliptisch polarisierte Welle 
gegeniiber der linkselliptisch polarisierten um die Phasendifferenz 


oO 20 


AW 3 (ng — 1%) a = 7 (7 — 1) 4 (329) 
0 


zuriickgeblieben. Bilden wir aus (319) die Differenz nj?— mj? und setzen nahe- 
rungsweise 7)-++ ”/ = 2n, so erhalten wir aus (329) 


ad 2 1 2\9, / 
= 42" | ng? — nf)? + 422|. (330) 


Ion 


A= + se, V 0? — 07)? + 48 


ae IU 


Das eben besprochene Gesetz des Polarisationszustandes war schon AIRY®) 
bekannt, der als erster die Vorsiellung entwickelte, da sich in einem aktiven 
Kristall in einer beliebigen Richtung zwei entgegengesetzt elliptisch polarisierte 
Wellen ungeandert fortpflanzen kOnnen; man bezeichnet diese beiden Wellen 
auch als ,,privilegierte Schwingungen‘‘®), 

Experimentell bestatigt wurde das Gesetz des Polarisationszustandes durch 
die (samtlich an Quarz angestellten) Beobachtungen von JAMIN‘), HEcur®), 
CROULLEBOIS®), BEAULARD’) und BRUNHES5). 

Mit Riicksicht auf spatere Anwendungen driicken wir noch Elliptizitatk 
und Phasendifferenz A der beiden zur selben Wellennormalen- 
richtung § gehérenden Wellen durch die Winkel 0, und 8 aus, 
welche 3 mit den Binormalenrichtungen bildet. Aus (79) folgt 
in erster Annaherung 

ny — nj? = (ni — n3) sinb, sinby; (331) 


1) Entgegengesetzt polarisiert heiBen nach G.G. Stokes (Trans. Cambr. Phil. 
Soc. Bd. 9, S. 404. 1852; Mathem. and Phys. Papers Bd. III, S. 241. Cambridge 1901) zwei 
Wellen, wenn ihre Schwingungsbahnen ahnlich und rechtwinklig gekreuzt sind und im 
entgegengesetzten Sinne umlaufen werden; vgl. hierzu Kap. 4 ds. Bandes. : 

2) G. B. Atry, Trans. Cambr. Phil. Soc. Bd. 4, S. 79 u. 199. 1834. 
L. G.Gouy, Journ. de phys. (2) Bd. 4, S. 154. 1885. 
J. JAmMin, Ann. chim. phys. (3) Bd. 30, S. 55. 1850. 
B. Hecut, Wied. Ann. Bd. 20, 5S. 426. 1883; Bd. 30, S. 274. 1887. 
M. CROULLEBOIS, Ann. chim. phys. (4) Bd. 28, S. 433. 1873. 
EF. Beaurarp, Ann. de la faculté des Scienc. de Marseille Bd. 3 (1), S. 9. 1893; Journ. 
de phys. (3) Bd. 2, S. 393. 1893. 

8) B. BrunHEs, Arch. Néerland. (2) Bd. 5, S. 13. 1900. 


5) 
) 
2) 
*) 
Hy 
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durch Einsetzen dieses Wertes in die beiden Gleichungen (326) und (330) 
ergibt aie 


| = | V 08 — n3)? sin? 2d, sin? 2b, + 4g2| — (ni — n2) sind, sin by}, (332) 
wd } Cw 7 2\9 x 2. ma f 
A=+ ad V(n? — n3)*sin?b,sin?b, + 42? | 
ad | (633) 
Sie | (n? — n?)2 sin? 2d, sin2b, + 4g? |. 


Bei optisch einachsigen Kristallen ist b, = b,= 0, wobei d der Winkel 
ist, den die Wellennormalrichtung 8 mit der Richtung der optischen Achse 
bildet. Hier gehen (332) und (333) wiber in 


k= — = { fs } (ni — n3)2 sint4d + 4¢2 | — (ni — ni) sind}, (334) 
ad = 29: ‘ 
A = ) (n} — n3)2sir Joke lV Ge ? — n2)2 sintd 4. 4g? (335) 


In den Formeln (332), (333), (334) und (335) sind wieder, entsprechend 
(319), die oberen bzw. unteren Vorzeichen zu nehmen, je nachdem der durch 
(331) gegebene Wert fiir j? — nf? negativ bzw. positiv ist. 

b) Prinzip der Methoden zur Messung von k und 4. Das unter a) 
besprochene Gesetz des Polarisationszustandes der beiden Wellen, die sich im 
Inneren eines nicht absorbierenden, aktiven Kristalls in derselben Wellen- 
normalenrichtung $ fortpflanzen, kann in der Weise gepriift werden, da8 man 
Elliptizitat & und Phasendifferenz 4 der beiden Wellen einerseits experimentell 
ermittelt, andererseits nach (332) und (333) berechnet. 

Um & und J zu messen, l48t man eine ebene, linear polarisierte, mono- 
chromatische Welle senkrecht auf eine planparallele Platte des aktiven Kristalls 
fallen. Wird das rechtwinklige Rechtssystem x y’ # wie unter a) angegeben 
gewahlt und ist # das Azimut der Schwingungsrichtung der auffallenden Welle 
gegen die positive x’-Achse, so sind die Komponenten des Lichtvektors D der 
Welle 


Dy = |D|.coswe-**, D,. = Di sinwe-**, y= Oe 
Man kann sich diese Welle aber auch zusammengesetzt denken?) durch die 
Uberlagerung zweier senkrecht auffallender ebener, elliptisch polarisierter 
Wellen gleicher Frequenz, namlich einer linkselliptisch polarisierten Welle 
B= |G (cos Peete) D,: 


y 


21h) 1ein Ye tecee) D0), 


deren Elliptizitat k= teW 


ist, und der rechtselliptisch polarisierten Welle 


i = |B’ |sinVe-Hort2), OY — 1 


sWe- i(mt+0% Ns DY =0: 
hierbei miissen die Bedingungen erfiillt sein 
|D’| e-*” = |D| (cosusinY — tsinu cos ¥P) , | 
1D” 
|D 


Die rechtselliptisch polarisierte Welle erleidet nun beim Durchgang durch 
die Kristallplatte gegen die linkselliptisch polarisierte die durch (330) bestimmte 
Phasendifferenz 4; beide setzen sich nach dem Austritt zu einer elliptisch 


(336) 


| 
e~ 18” — |D| (cosusin VY + zsinu cos¥) . | 


1) Vgl. hierzu Kap. 4 dieses Bandes. 
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polarisierten Welle zusammen. Bedeutet 9-den Lichtvektor und tg® die 
Elliptizitat dieser resultierenden Welle, so haben wir fir die nach den Haupt- 
achsen € und ihrer Schwingungsellipse genommenen Komponenten von # 
die Ausdriicke 


Re = [Fi] cose Mi+9), KK, = — 7 [Hi] sin e- Hott) ; 


ist O das Azimut der positiven &-Achse gegen die positive x’-Achse, so mussen 
fir ||, ©, 6 und O offenbar die Bedingungen bestehen 


IR| (cosBcosO + tsin® sin) e-*? = || cosWe-** + |H”| sin We tO"- 4) 


\R| (cosP sinO — isin®cosO) e-* = 7 || sinWe-** — 1 |D”| cosWe- tO"), 


die sich auch auf die Form bringen lassen 
M| (cosP cosO + isin@®sinO) e al 2) 
=H cose Wa) 4 1D” |sin ue we 
R| (cos® sinO — isin® cos) al 3) 


avy ed ered 
=1|D'|sin Ve 2! —14|D”| cos Ve 2) 


Wir haben nun die zu bestimmenden Gré8en k& und A durch 
die der Messung unmittelbar zuganglichen GroBen wu, Ound @& 
auszudriicken. Zu dem Zwecke fihren wir die durch (336) gegebenen 
Ausdriicke fiir |®’|e-* und |D”\e-**” in (337) ein und definieren!) zwei Hilfs- 
gréBen P und A durch die beiden folgenden Gieichungen 


: A 2k A 
(si) BY ae QW — 2 
tgl sin 2¥ tg > iene ee 
ae (338) 
ie =e ’ . ae = . ‘ 
eee cote 2’ sin P= yaa 


dann geht das Gleichungssystem (337) tiber in 


A 
SU 0 te nae : 
[| € ( ZN cos cos 9 + 7sin®sinO) = Dif cos (u + P)cos = + ¢cosu sin S| 


A 
—ti{do+ — x J 
IR| e ( : 2) (cos® sinO — isin®cos@) = Dif sin (a + P) cos 4 —isinusin +} 
oder 
ae | 
Qt) ( z 21 cose cos( = 5] + isin® sin (6 = ah 
la f 2 A oP A 
= |D| cos(w + —](cos— + isin —}, 
| alll 2 5 


M cos sin (@ — a —isin® cos ( 0 = =) 


nw) & 


lon -i(o+ ¢ 
IR] e 


: 12 A . 1 
ie ae 
= |9| sin (u | 7) (cos Pea ol a 


1) J. WALKER, The analytical theory of light, S. 350. Cambridge 1904; Phil. Mag. 
(6) Bd. 18, S. 196. 1909; Proc. Phys. Soc. London Bd. 21, S. 549. 1910. 
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Durch Division dieser beiden letzten Gleichungen fallt die ExponentialgréBe, 
sowie | ||D! heraus und man erhalt die nur noch von den WinkelgréSen ab- 
hangende Beziehung 


cos ® cos (9 _ =| +7sin%sin (9 = =) 
2 P) P Aan 
= i = cotg (w + ~|(cosA + 4sin A), 
: iP ia P a oo) 
cos @ sin (o- —}|—isin@®cos (6 — | ; 


> 


woraus man durch Trennung der reellen und imaginaren Teile 
cos2 # sin (20 — P) 
1 — cos2 cos (20 — P) 
in2@ 


s ENG. 
{ — c0s2® cos(20—P) ~ 8 (w+ =| sina 


= cotg (w + = cosA, 


findet. Aus diesen Gleichungen bekommt man nach einiger Umformung die 
Beziehungen 
tg(20 — P) =tg(2u+ P)cosA, sin2@=sin(2u+ P)sinA. (339) 


Aus dem bekannten Azimut w der auffallenden, linear polarisierten Welle 
und den durch Messung zu bestimmenden Konstanten der Schwingungsellipse 0 
und @ der aus der Kristallplatte austretenden Welle kann man mit Hilfe der 
Gleichungen (339) die Hilfsgr6Ben P und A ermitteln, die, in die Gleichungen 
(338) eingesetzt, die gesuchten GréBen k und A liefern. Dieses Verfahren bildet 
die Grundlage der MeBmethoden zur Bestimmung von k und 4 und 
damit zur experimentellen Priifung des unter a) behandelten Gesetzes des Po- 
larisationszustandes. 

Nach diesem Prinzip ist die durch (334) und (335) ausgedriickte Abhangig- 
keit der GréBen & und 4 vom Winkel d bei Quarz zuerst von JAMIN!) und spater 
von HecutT?), CROULLEBOIS’), Mac CONNEL*), BEAULARD®) und BRUNHES§®) ge- 
messen worden’); eine vollstandige Priifung der Beziehungen (334) und (335), 
welche die Kenntnis von g als Funktion von } voraussetzen wiirde [vgl. Ziff. 
107b)], ist aber bis jetzt noch nicht durchgefiihrt worden. Bei optisch zwei- 
achsigen Kristallen, fiir welche die Formeln (332) und (333) gelten, liegen vor- 
erst iberhaupt noch keine Messungen vor. 

Wir bemerken hier beilaufig, daB das besprochene MeBverfahren auch die 
Unterlage fiir eine Methode liefert, um den Winkel zwischen optischer 
Achse und Plattennormale einer nicht genau senkrecht zur 
optischen Achse geschnittenen Platte eines optisch einachsi- 
gen aktiven Kristalls zu ermitteln’). 


1) J. Jamin, Ann. chim. phys. (3) Bd. 30, S. 55. 1850 (Rk und 4). 


) 
) B. Hecut, Wied. Ann. Bd. 20, S. 426. 1883; Bd. 30, S. 274. 1887 (& und 4). 
3) M. CRovuLLEBols, Ann. chim. phys. (4) Bd. 28, S. 433. 1873 (& und 4). 

4) J.C. Mc. ConneEL, Proc. Cambr. Phil. Soc. Bd. 5, S. 53. 1883; Proc. Roy. Soc. London 
Bd. 39, S. 409. 1885; Phil. Trans. Bd. 177, S. 299. 1886 (nur 4). 

5) F. BEAULARD, Ann. de la faculté des Scienc. de Marseille Bd. 3 (1), S. 9. 1893; Journ. 
de phys. (3) Bd. 2, S. 393. 1893 (k und 4). 

6) B. Brunues, Arch. Néerland. (2) Bd. 5, S. 13. 1900 (nur 2). 

7) Die meisten dieser Messungen wurden ausgefiihrt, um die Formeln zu prifen, welche 
die alteren, jetzt nur noch historisches Interesse bietenden elastischen Theorien der 
optischen Aktivitat [Ziff.97a)] fiir k und 4 ergaben [Zusammenstellung dieser Formeln bei 
F. BEAULARD, Ann. de la faculté des Scienc. de Marseille Bd. 3 (1), S. 91. 1893; Journ. de 
phys. (3) Bd. 2, S. 405. 1893; Tu. Lrgpiscu, Physikal. Kristallographie, S. 515. Leipzig 1891]. 

8) J. WALKER, Phil. Mag. (6) Bd. 18, S. 206. 1909; Proc. Phys. Soc. London Bd. 21, 
S. 560. 1910. Uber eine Interferenzmethode, um festzustellen, ob eine optisch einachsige, 
aktive Platte genau senkrecht zur optischen Achse geschnitten ist, vgl. Ziff. 121. 


w 
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401. Zirkulare Doppelbrechung in Richtung der Binormalen. a) Zirku- 
lare Doppelbrechung. Wir wenden uns jetzt dem speziellen Falle zu, daB 
die Wellennormalenrichtung 8 mit der Richtung einer Binormale zusammen- 
fallt; dann wird [vgl. Ziff. 11a)] = nj = 1, ferner erreicht die Elliptizitat | R | 
fiir die der Wellennormalenrichtung 3 fortschreitenden Wellen nach (326) ihren 
maximalen Wert 1. Fir die Brechungsindizes (319) der beiden Wellen erhalt 
man dann bei positivem k 
§ 


Die” 


i = my = 1 — =m, =H +e, (340) 
wobei das Vorzeichen von ”,— mm durch das Vorzeichen des skalaren Para- 
meters der Aktivitat g bestimmt wird. 


Das Gleichungssystem (328) geht jetzt iiber in 
Dy = Dcos((t— 72), Dy = Dsin(olt— aa Oe 0n 


Dy = D sin(o (: _— 2 2), D, = Dos (lt = ” a) : D, =0: 


die Gleichungen der ersten Zeile stellen eine links- und die der zweiten Zeile 
eine rechtszirkular polarisierte Welle von gleichem Amplitudenbetrag D 
dar, deren Brechungsindizes durch die Ausdriicke (340) gegeben sind und 
deren Phasendifferenz nach (329) 
ip any ogd  2agd 
ZV i TO: son (341) 
betragt. 

Die durch (340) ausgedriickte verschiedene Brechbarkeit der beiden in 
Richtung der Binormale fortschreitenden Wellen bezeichnet man auch als zir- 
kulare Doppelbrechung}). 

b) Drehung der Polarisationsebene Wir zeigen jetzt, da eine 
ebene, linear polarisierte, monochromatische Welle, die sich im Innern eines 
aktiven Kristalls in Richtung einer Binormale fortpflanzt, eine Drehung ihrer 
Polarisationsebene erfahrt. Wir denken uns zu dem Zwecke die Welle (Wellen- 
normalenrichtung 8) senkrecht auf eine senkrecht zu einer Binormale geschnittene 
Platte eines aktiven Kristalls von der Dicke d fallend. Die positive z’-Achse 
unseres Koordinatensystems x y’ z soll mit $ zusammenfallen, die positive 
x’-Achse beliebig in der Plattenebene liegen; w sei das Azimut der Schwingungs- 
ebene der auffallenden Welle gegen die 2’ x’-Ebene. 

Um den Polarisationszustand der aus der Platte austretenden Welle zu be- 
stimmen, haben wir, da die beiden im Kristall fortschreitenden Wellen nach 
a) zirkular polarisiert sind, k =--1 zu setzen und erhalten fiir k = +1 aus 
der zweiten Gleichung (338) 4 =--2ma, somit aus der zweiten Gleichung (339) 


P=+ on(m=0,1,2,...); 


die Elliptizitat tg ® der austretenden Welle ist somit 0 oder -—- oo, d.h. die 
Welle ist linear polarisiert. ie. 
Um das Azimut © ihrer Schwingungsebene gegen die z’x’-Ebene zu er- 
mitteln, entnehmen wir aus der ersten Gleichung (338) fiir k = 1 
{ 


a ate IU. 
2, 


1) A. FRESNEL, Ann. chim. phys. (2) Bd. 28, S. 147. 1825: CEuvr. Compl > diaitesn7ede 
Paris 1866; vgl. hierzu H. M. Reresz, Phys. Rev. Bd. 22, S. 265. 1906. 
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somit aus der ersten Gleichung (339) 
O=L4u + (m + A iit OT eo tain 
wofiir mit Riicksicht auf (341) auch | 
6=- = (te —n)d-+ ut (m £5 -)x (th, m= 0, 4,2,0.) 


geschrieben werden kann. Da © fiir @=0 in w iibergehen mu, so muB 


(mn + - *Y Q sein und somit wird 
7a co 
6 = = +u= 3c (Mr — m) ad +. 


Die Schwingungsebene der austretenden linear polarisierten Welle besitzt somit 
gegen jene der auffallenden Welle das Azimut 4/2; die Polarisationsebene 
hat also beim Durchgang durch die senkrecht zur Binormale ge- 
schnittene aktive Kristallplatte eine Drehung um den Winkel 

Pao = 2 (n,— md = 284 (342) 
erfahren. 

Nach (342) ist der Drehungswinkel der Polarisationsebene der 
Schichtdicke d des aktiven Kristalls proportional); ist d=41, so 
erhalt man [bei Heranziehung von (17) und (18)| fiir den Drehungswinkel die 
folgenden Ausdriicke 

iz o wg ug ne 


oa 3c he til anc Ayn An®- (3.43) 
Der negativ gezahlte Drehungswinkel 
—o0=a (344) 


heiBt das Drehungsvermé6gen oder die spezifische Drehung des Kristalls 
fiir die betreffende Binormalenrichtung; die in den folgenden Ziffern gelegent- 
lich angegebenen numerischen Werte von @ bzw. « beziehen sich, dem Gebrauche 
entsprechend, auf d = 1mm und sind im WinkelmaBe angedriickt?). 

c) Rechts- und linksdrehende Kristallplatten. Man bezeichnet 
eine senkrecht zu einer Binormale geschnittene Platte eines optisch aktiven 
Kristalls als rechts- oder linksdrehend’), je nachdem « positiv oder negativ 
ist; bei einer rechtsdrehenden Kristallplatte erfolgt somit die Drehung der Pola- 
risationsebene fiir einen der fortschreitenden Welle entgegenblickenden Be- 
obachter im Sinne des Uhrzeigers, bei einer linksdrehenden Platte dagegen 
im entgegengesetzten Sinne. 

Bei einer rechtsdrehenden Kristallplatte ist nach (343) und (344) offenbar 
die rechtszirkular polarisierte Welle die weniger brechbare; eine linksdrehende 
Platte verhalt sich umgekehrt. Durch eine der vorigen ganz analoge, fiir 
k=—1 durchgefiihrten Betrachtung ergibt sich, daB a mit & sein Vorzeichen 
umkehrt; bei einer rechtsdrehenden Kristallplatte ist somit # in Richtung der 
Plattennormale negativ, bei einer linksdrehenden dagegen positiv. 


1) Diese GesetzmaBigkeit hat schon J. B. Bror [Mém. de la classe des Scienc. math. et 
phys. de l’Inst. 1812 (1), S. 218; Mém. de Acad. des Scienc. Bd. 2, S. 41. 1817] aus seinen 


an Quarz angestellten Beobachtungen gefolgert. 
2) Uber die Methoden zur Bestimmung der Drehung der Polarisationsebene vgl. den 


betreffenden Abschnitt in Bd. XIX ds. Handb. 
3) Zur Geschichte der Definition des Drehungssinnes vgl. F. CHEsHIRE, Nature Bd. 110, 


S. 807. 1922; A. E.H. Turron, ebenda 5S. 809. 


52* 


820 Kap. 11. G. Szivessy: Kristalloptik. Tb hiite, IOP 


Bei optisch zweiachsigen Kristallen kann, wie wir sehen werden [Ziff. 107a)], 
a unter Umstanden fiir beide Binormalenrichtungen entgegengesetztes Vorzeichen 
besitzen. Beioptisch einachsigen bzw. bei kubischen Kristallen, bei welchen beide 
Binormalenrichtungen zusammenfallen bzw. jede beliebige Richtung einer Binor- 
malenrichtung gleichwertig ist, existiert nur ein Wert « und man spricht daher 
hier von rechts- oder linksdrehendem Kristall, je nachdem « positiv oder 
negativ ist. 

d) Geschichtliches zur Entdeckung der Drehung der Pola- 
risationsebene bei Kristallen. Die unter a) besprochene Drehung der 
Polarisationsebene einer in in einem optisch aktiven Kristall in Richtung 
einer Binormale fortschreitenden ebenen, linear polarisierten Welle ist zuerst 
von ARAGO!) bei Quarz beobachtet worden, und diese Entdeckung bildete den 
Eingang zu dem ganzen Erscheinungskomplex der optisch aktiven Ko6rper. 
Bald darauf wurde auch eine groBe Anzahl optisch einachsiger und kubi- 
scher Kristalle bekannt, welche Drehung der Polarisationsebene zeigen. 

Bei optisch zweiachsigen Kristallen ist die Drehung erst verhaltnis- 
mabig spat aufgefunden worden?). Fiir Wellennormalenrichtungen $8, welche mit 
einer Binormalenrichtung nur einen kleinen Winkel 66 bilden, ist namlich die 
Abweichung der Elliptizitat | k| von 1 bei optisch zweiachsigen Kristallen gema8 
LEESON gegeben, bei optisch einachsigen Kri- 
n? — n3 

— 
stalle mit nicht zu kleinem Binormalenwinkel O wird daher die Abweichung der 
Schwingungsbahnen von der Kreisform und damit die Uberdeckung der Akti- 
vitat durch die gewodhnliche Doppelbrechung bei der namlichen Richtungs- 
abweichung 66 betrachtlich gréBer, als fiir optisch einachsige Kristalle; dies 
ist der Grund, warum sich bei ersteren die Drehung der Polarisationsebene in 
Richtung einer Binormale so lange der Beobachtung entzogen hat. 

102. Nachweis der zirkularen Doppelbrechung. Daf die Drehung der Pola- 
risationsebene, welche eine in Richtung einer Binormale eines optisch aktiven 
Kristalls fortschreitende, linear polarisierte Welle erleidet, durch die Interferenz 
zweier entgegengesetzt zirkular polarisierten Wellen mit gleichen Amplituden 
und verschiedenen Brechungsindizes erklart werden kann, ist zuerst von FRESNEL?) 
erkannt worden. Durch eine geistreiche Versuchsanordnung ist es ihm auch 
gelungen, die beiden Wellen zu trennen und damit den direkten Nachweis fiir 
ihre Existenz zu fithren; sie besteht aus einer Kombination eines stumpfwink- 
ligen Quarzprismas ACE (Abb. 28) mit zwei rechtwinkligen Prismen ABC und 
EDC von entgegengesetztem Drehungssinne, die mit ersterem zu einem recht- 
winkligen Parallelepiped zusammengesetzt sind. Die optische Achse des Quarzes 
liegt in allen drei Prismen senkrecht zu den Endflachen AB und ED. Eine 
ebene monochromatische Welle, die senkrecht zur Flache AB auffallt, zerlegt 
sich nach Ziff. 104a) in zwei entgegengesetzt zirkular polarisierte Wellen, die 
an der Flache AC in entgegengesetztem Sinne gebrochen werden, da die in ABC 


(332) angenahert durch 


stallen dagegen gemaB ( 334). durch (0b)? Fur optisch zweiachsige Kri- 


1) Vel. S. 804, Anm. 3. : 

2) Auf die Méglichkeit des Vorkommens der optischen Aktivitat bei optisch zwel- 
achsigen Kristallen hat schon J. Mac CuLLacu [Phil. Mag. (3) Bd. 21, S. 296. 1842; Collect. 
Works, S. 225. London 1880] hingewiesen (vgl. hierzu H. Curpart, C. R. Bd. 177, S. 1213. 
1923); sie wurde zuerst von H. C. PocKiincTon [Phil. Mag. (6) Bd. 2, S. 368. 1901] bei Rohr- 
zucker und Seignettesalz aufgefunden. Die alteren Strukturtheorien von L. SoHNCKE und 
E. Matrarp (vgl. Ziff. 96) schlossen das Vorhandensein optisch zweiachsiger, aktiver 
Kristalle aus. 

8) A. FRESNEL, Ann. chim. phys. (2) Bd. 28, S. 147. 1825; Cluvr. compl. Bd. 1, S. 731. 
Paris 1866. 


Ziff. 103. Naherungsformeln von Govy, 821 


schwacher brechbare Welle die in ACE starker brechbare ist und umgekehrt. 
An der Grenzflache DE findet eine erneute Brechung statt, wodurch der Winkel 
zwischen den Wellennormalenrichtungen noch vergréBert wird. 

Beim Anvisieren der Lichtquelle sieht man daher zwei Bilder, die ent- 
gegengesetzt zirkular polarisiert sind. Man zeigt dies, indem man durch einen 
drehbaren Analysator beobachtet und ein Viertelwellenlangenblattchen in den 
Gang der aus ED austretenden Wellen bringt; durch dieses werden die ent- 
gegengesetzt zirkular polarisierten Wellen 
in zwei linear und senkrecht zueinander . 


polarisierte Wellen iibergefiihrt?), und ae Richtung der 


man findet in der Tat zwei zueinander aa, optischen Achse 
gekreuzte Stellungen des Analysators, fiir B “ 7 
welche je eines der beiden Bilder aus- 
= ° Abb. 28. Fresnets Prismenkombination zum 
gelésch d 
geloscht wird. Nachweis der zirkularen Doppelbrechung. 
Spater wurde der FRESNEtLSche Ver- (Die rechtwinkligen Prismen ABC und EDC besitzen 


: - 2 untereinander gleiches Drehungsvermégen, das Prisma 
such statt mit Ouarz mit dem gleichfalls ACE entgegengesetztes Drehungsvermoégen; die opti- 
: pte a : : sche Achse liegt in allen drei Prismen senkrecht zu 
optisch aktiven, aber kubisch kristalli- Guns Beorensinpecbauenseae nds 21) 
sierenden Natriumchlorat?) ausgefihrt?). 

Das Ergebnis des FRESNELschen Versuches ist auch noch mittels anderer 
Beobachtungsverfahren von BABINET*), STEFAN5), v. LANG®) und Cornu’) ge- 
wonnen worden; dieselben erméglichen die direkte Bestimmung der Differenz der 
Brechungsindizes ”, und #;, die andererseits nach (343) und (344) aus der Messung 
des Drehungsvermégens a berechnet werden kann. Bei Quarz haben die ge- 
nannten Beobachter (fiir 749 = 589 my) mit befriedigender Ubereinstimmung 


zwischen beobachteten und berechneten Werten 
N, — % = +0,0000711 , 


gefunden, wobei sich das obere Vorzeichen auf rechts- und das untere auf links- 
drehenden Quarz bezieht. 

103. Naherungsformeln von Govy. Aus den bisher gewonnenen Gesetzen 
lassen sich gewisse Naherungsformeln gewinnen, die der experimentellen Priifung 
besonders eingehend unterworfen worden sind und daher besprochen werden 
mussen. 

Setzen wir naherungsweise 2, + // = 2” und nehmen auSerdem den ska- 
laren Parameter der Aktivitat g von der Wellennormalenrichtung § unabhangig 
an, so erhalten wir aus (343) fiir eine beliebige Wellennormalenrichtung 


2cno 


eS 


Ly) 
fiir die Elliptizitét k folgt dann aus (326) fiir diese Wellennormalenrichtung 


(07) 


ne | 
Teer tad es { | {2 (n, — ni (2g) ms (tae ny. (345) 


1) Vgl. hierzu den Abschnitt iiber die Messung elliptisch polarisierten Lichtes in Bd. XIX 
ds. Handb. 

2) Vgl. Ziff. 107¢). 

3) G. Mestin, C. R. Bd. 152, S. 1666. 2911. Mit optisch aktiven Flissigkeiten hat 
E. v. FLE1scHy (Wiener Ber. Bd. 90 (2), S. 378. 1884; Wied. Ann. Bd. 24. S, 127. 1885) 
den FRESNELschen Versuch wiederholt. 

4) Jj. Baninet, C. R. Bd. 4, .S.900. 1837. 

5) J. Steran, Wiener Ber. Bd. 50 (2), S. 380. 1864; Pogg. Ann. Bd. 124, S. 623. 1865. 

6) V.v. Lane, Wiener Ber. Bd. 60 (2), S. 767. 1869; Pogg. Ann. Bd. 140, S. 460. 1870. 

MAS Cornu, G. i. Bd..02, 5) 1369.) 1884, 
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Nun ist nach (72) Qn ) 
Oo = 7, i) tee (mo — ny) 


die auf die Langeneinheit bezogene, durch die gewéhnliche Doppelbrechung in 
der Wellennormalenrichtung 8 hervorgerufene Phasendifferenz; wir erhalten 


daher pa al /BP mire 


wobei das obere oder untere Vorzeichen zu nehmen ist, je nachdem dy negativ 
oder positiv ist. A 


Fithrt man die auf die Langeneinheit bezogene Phasendifferenz 0 = A 


der beiden zur Wellennormalenrichtung 8 gehérenden, elliptisch polarisierten 
Wellen ein, so erhalt man aus Gleichung (330) durch eine ganz entsprechende 
Naherungsrechnung wie vorhin 


d= +/73+ (2), (346) 


wobei wieder das obere Vorzeichen fiir negatives und das untere fiir positives 09 
zu nehmen ist. 

Die Formeln (345) und (346), die sich bei unserer Darstellung als 
Naherungsgesetze aus der allgemeinen Theorie ergeben!), sind zuerst von 
Gouy?) unter der schon frither von BriorT’) ausgesprochenen speziellen Annahme 
hergeleitet worden, daB sich bei einem optisch einachsigen, aktiven Kristall fiir 
eine beliebige Wellennormalenrichtung $ die gewéhnliche Doppelbrechung und 
ein von 8 unabhangiges, konstantes Drehungsvermégen tiberlagern‘*); unter der- 
selben Annahme wurden sie spater von WIENER®) und [mittels einer von 
PorncarE herrithrenden Methode*)] von WALKER’) auf geometrischem Wege 
gewonnen. Sie werden nach unserer Darstellung um so eher gelten, je weniger 
sich der skalare Parameter der Aktivitat g mit der Wellennormalenrichtung 3 
andert. 

Die experimentelle’ Prifung der Gouyschen N&aherungsformeln wurde an 
Quarz von BEAULARD§) durchgefiihrt; Formel (346) zeigte gute, Formel (345) 
dagegen nur ungefaéhre Ubereinstimmung mit den Beobachtungsergebnissen. 
Die Abweichungen dirften wenigstens zum Teil darauf zuriickzufiihren sein, 
daB in Wirklichkeit die Abhangigkeit des Parameters g von der Wellennormalen- 
richtung $ nicht vernachlassigt werden darf [vgl. Ziff. 107 b)]. 

104. Optische Aktivitat und Kristallsymmetrie. a) Gyrationstensor. 
Um die von der Kristallgittertheorie gelieferte Abhangigkeit des skalaren Para- 
meters der optischen idvatae g von ae: Wellennormalenrichtung § zu erhalten, 
setzen wir (314) in (318) ein tit bekommen dann in einem beliebigen recht- 
winkligen Rechtssystem x’, y’, 2’ 


Pans 2 | a2 22 2 
& = 8118a + 8029y + 83392 + 2 Sos Sy Be + 28 31 32’ Bar + 2 B10 Sy’ Sy") (347) 


1) W. Votct, Géttinger Nachr. 1903, S. 167 u. 169. 

2) L. G. Gouy, Journ. de phys. (2) Bd. ve S. 149. 1885; Monnory, ebenda (2) Bd. 9, 
Wile 1O90s) Pe LEReBURE me DeNndam (>) poo s-.12 1 1302. ; ‘ 

3) CH. Briov, Essais sur la théorie mathémat. de la lumiére, S. 121. Paris 1864; deutsche 
Ausgabe von W. KLINKERFUES, S. 118. Leipzig 1867. 

4) Diese Annahme machte auch DRUDE bei seinem ersten elektronentheoretischen 
Erklarnngsversuch der Aktivitat [vgl. Ziff. 97c)]. 

5) O. WIENER, Wied. Ann. Bd. 35, S.1. 1888. 

°) Vel. beziiglich dieser Methode Kap. 4 (Ziff. 9) ds. Bandes. 

*) J. WaLKEerR, Phil. Mag. (6) Bd. 3, S. 546. 1902. 

8) I’. BEAuLarD, Ann. de la faculté des Scienc. de Marseille: Bd. 3 (4), S. 9..4893; Journ. 
de phys. (3) Bd. 2; 5.393. 4893: 
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wobei ae a a Ry yr x (2) &y- Je 
Es ea: yo = wo?) (a! (0)? — w) , 
ae 42° a arr ede . 
BR es (oo = 0) (08 = 0)? 


= ty SWB Se 


g 
SE (OM = 0) (wi = 08)’ 
48 

Cog = EV Sr Si le + yy (G Sely Oe) 
2s . a (@" — «?) (¢ or — w*) 3 

Rye (QQle + Ry 2[8 Bl 
oO — II’ z Jd x SF? st! ji lz 
S31 my (a — w?) (o” — wo?) ? 
ay om iXady + Bix v 8] y 
Se ES es (ol = 08) (0 — 0) 


gesetzt ist). ; 

Die durch (348) definierten GréBen g,, (h, 1 = 1, 2, 3) sind die Kompo- 
nenten eines symmetrischen Tensors, des Gyrationstensors, dessen (nicht 
notwendig zentrische) Tensorflache die Gleichung 


SX"? + Beoy'® + 8532"" + 28o3y'2’+ 28512'% + 289%’ = +4 (349) 
besitzt, wobei das Vorzeichen rechts so zu wahlen ist, daB die Flache reell wird; 
dieselbe wird als Gyrationsflache?) bezeichnet’). 

Aus (347) ergibt sich, daB g ungeandert bleibt, wenn die Wellennormalen- 
richtung 3 mit der entgegengesetzten Richtung —8 vertauscht wird; fiir zwei 
in entgegengesetzten Richtungen fortschreitende Wellen miissen 
somit die Erscheinungen der optischen Aktivitat dieselben sein, 
und dies wird in der Tat durch die Beobachtungen bestiatigt?). 

Ist g identisch gleich Null, so ist nach (316) tiberhaupt keine 
optische Aktivitat vorhanden. 

b) EinfluB von Symmetrieelementen. Die durch (348) gegebenen 
sechs Komponenten des Gyrationstensors reduzieren sich auf eine geringere 
Anzahl beim Vorhandensein von Symmetrieelementen®). 

Die Beziehung der optischen Aktivitat zu den Symmetrieelementen ist 
zuerst von GIBBS‘) und spater fast gleichzeitig in vollstandigerer Form von 
Vorct’) und CuHiparT’) aufgeklart worden, die auch (entgegen der frither herr- 


4) rte Ausdruck (347) fiir g findet sich als phanomenologischer Ansatz schon bei 
W. Gres, Sill. Journ. (3) Bd. 23, S. 474. 1882; Scientif. Papers Bd. II, S. 208. London 1906 
[Vgl. die Bemerkungen in Ziff. 97 b)]. 

2) Die Bezeichnung Gyrationsflache stammt von H. Curpart (La théorie gyrostati- 
que de la lumiére, S. 20 u. 43. Paris 1904). 

3) Nach der alteren Theorie von Drupe [vgl. Ziff. 97 c)] miBte nach (309) g = 3" = f 
konstant, die Gyrationsflache also stets eine Kugel sein. 

4) Vgl. die Bemerkung S. 805, Anm. 3. Schon J. B. Bror [Mém. de la classe des scienc. 
math. et phys. de l’Inst. 1812 (1), S. 218] hatte bei Quarz gefunden, daB fiir linear polarisierte 
ebene Wellen, welche parallel zur optischen Achse in entgegengesetzten Richtungen fort- 
schreiten, die Drehung der Polarisationsebene dieselbe ist. 

5) Uber die Symmetrieelemente der Kristallklassen vgl. den ‘Abschnitt tiber den Auf- 
bau der festen Materie und seine Erforschung durch Réntgenstrahlen in Bd. XXIV ds. Handb. 

8) W. GipBs, Sill. Journ. (3) Bd. 23, S. 474. 1882; Scientif. Papers. Bd. IT, S. 209. Lon- 
don 1906. 

7) W. Votct, Géttinger Nachr. 1903, S. 188; Ann. d. Phys. Bd. 18, S. 649. 1905. 

8) H. Curpart, La théorie gyrostatique de la lumiére, S. 20. Paris 1904; Cen nibas 17:3; 
S. 995. 1924. 
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schenden Auffassung (vgl. Ziff. 96) erkannt haben, daB bei Kristallen mit 
einer Spiegelebene oder einer Drehspiegelachse das Vorkommen 
optischer Aktivitat nicht notwendig ausgeschlossen zu sein 
braucht. 

Wir besprechen jetzt den EinfluB der einzelnen Symmetricelemente getrennt. 

Ist ein Inversionszentrum vorhanden, so verschwinden samtliche gy;, 
da bei einer Inversion des Koordinatensystems die Vorzeichen der Komponenten 
der polaren Vektoren Rj; sich umkehren, wahrend die der axialen Vektoren 
[£,2,] ungedndert bleiben; samtliche g,; kehren somit nach (348) ihre Vorzeichen 
um. Dies ist jedoch bei der Invarianz der g,,, die mit der Inversion verbunden 
sein soll, nur fiir g,; = 0 mdéglich. Bei Vorhandensein eines Inversionszentrums 
wird folglich g = 0; bei Kristallen mit Inversionszentrum kann daher 
keine optische Aktivitat vorkommen. 

Ist eine Spiegelebene vorhanden, so reduziert sich die Zahl der g,, auf 
zwei. Ist z. B. die x’y'-Ebene die Spiegelebene, so werden bei einer Spiegelung 
an dieser die Vorzeichen der Komponenten %ijj7, [G&yJa und [L,8]y umge- 
kehrt, wahrend die Vorzeichen der Komponenten Rjj.°, Ryjyvy und [Qj 8-]y un- 
geandert bleiben; von den g,; kehren daher nach (348) £3, S02, &33 Und 219 
ihre Vorzeichen um. Die mit der Spiegelung verbundene Invarianz der gj; 
erfordert somit 21, = £29 = 233 = 212 = O und wir erhalten fiir die Abhangigkeit 
des Parameters g von der Wellennormalenrichtung 8 aus (347) die Beziehung 


& = 28y (B05 3y + 851 32’) + 

Bei Vorhandensein einer Drehspiegelachse ergeben sich die identisch 
verschwindenden g,; durch eine entsprechende Betrachtung wie bei den vorigen 
Fallen. Ist z. B. die z’-Achse eine 4 zahlige Drehspiegelachse, so geht bei Aus- 
fiihrung der Deckoperation Ry» in Ryy, Nyy In —Rye, Rye In —Nye, 
[Bj Yyl~ in —(Y@ly und [GBly in (Ble uber, wahrend [QR], ungeandert 
bleibt ; es wird daher nach (348) g3, In —£o9, Zoo IN —£41, &33 IN —Lo3, Log IN —8o1 
und gs, in go3 ibergefiihrt, wahrend g,, sich nicht andert. Die an die Deck- 


operation gekniipfte Invarianz der g,; erfordert also go. = — £1, 833 = £08 
= £3, = 0. und wir bekommen aus (347) fiir g den Ausdruck 
& = &u (82 — 37) + 281932 8y 


Die Existenz emer Symmetrieachse reduziert die Anzahl] der g,; auf 
héchstens vier. Ist z. B. die z’-Achse eine zweizahlige Symmetrieachse, so werden 
die Vorzeichen von Ryyw, Riyry, (GWrle und (Gly bei Ausfithrung der Deck- 
operation umgekehrt, wahrend sie bei hij;, und [22], ungedndert bleiben; 
nach (348) werden daher g,,, 299, %33 und gj, in sich selbst tibergefuhrt, wahrend 
%o3 und gs, ihre Vorzeichen wechseln. Die Invarianz der g;,, beifAusfiihrung der 
Deckoperation bedingt demnach gy, = g3; = 0, so daB sich fiir g aus (347) die 


fo} 
——— 811° a’ Lo2 3% S) 


ergibt. Hieraus und aus (349) folgt, da eine ee ancy. Symmetrieachse 
stets eine Hauptachse der Gyrationsflache sein muB. Ist die in. die 
z-Achse fallende Symmetrieachse mehr als zweizahlig, so ergibt sich auBer- 
dem £1; = So) £12 = 0 und somit folgt dann fiir g aus (347) die Form 


Caio: + gi) + gag 82 ; 


bei Vorhandensein einer mehr als zweizahligen Symmetrie- 
achse ist somit die Gyrationsflache eine Rot monctacne und die 
Symmetrieachse ihre Rotationsachse. 
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c) Ubersicht tiber die einzelnen Kristallklassen. Diese Be- 
merkungen geniigen, um den durch (347) gegebenen skalaren Parameter 
der optischen Aktivitat g als Funktion der Wellennormalenrichtung 8 
fir die einzelnen Kristallklassen anzuschreiben!); wir lassen dabei das 
System x’, y’, 2’ mit dem optischen Symmetrieachsensystem x, y, 2 zusammen- 
fallen und legen das letztere bei den einzelnen Kristallsystemen wie in Ziff. 23 
angegeben. Bei der folgenden Zusammenstellung geben wir bei jeder Klasse in 
Klammern ihre fiir unsere Betrachtungen wesentlichen Symmetrieelemente an; 
dabei bedeutet C! das Symbol fiir eine n-zaihlige Symmetrieachse parallel zur 
z-Achse, S\? fiir eine -zahlige Drehspiegelachse parallel zur z-Achse, o fiir eine 
zur z-Achse senkrechte Spiegelebene und 7 fiir ein Inversionszentrum; 0 bedeu- 
det das Fehlen jeglicher Symmetrieelemente. 

Die bisher bekanntgewordenen aktiven Kristalle sind bei jeder Klasse als 
Beispiel angefiihrt?). 

I. Triklines System: 

1. Hemiedrie (0). g = 911 35 + S229) + 893 9: + 2803 3y 32 + 2851 $232 + 281932 3y- 
(Beispiel: Strontiumditartrat.) 

2. Holoedrie (7). g=0. 

II. Monoklines System. 

3. Hemimorphie (C}). g = 91133 + 8003) + 83382 + 2812323, (Beispiele: 
Rohrzucker, Rhamnose, Weinsdure, Ammoniumtartrat, Kaliumtartrat, Lithium- 
sulfat-Monohydrat, Campheroxim, d-Camphersaure, Quercit.) 

4. Hemiedrie (6,). g = 23, (o33y + 23:32). (Beispiel: Mesityloxydoxal- 
sauremethylester.) 

5. Holoedrie (C¥,1). g=0. 

III. Rhombisches System. 

6. Hemimorphie (Cf, o,;). g = 28 23,3,. (Beispiele bis jetzt nicht be- 
kannt.) 

7. Hemiedrie (C}’, CP). g = g113% + 8023 + £382. (Beispiele: Magne- 
siumchromat-Heptahydrat, Mononatriumphosphat-Dihydrat, Magnesiumsulfat- 
Heptahydrat, Zinksulfat-Heptahydrat, Nickelsulfat-Heptahydrat, Hydrazinsul- 
fat, Ammonium-Natriumtartrat-Tetrahydrat, Kalium-Natriumtartrat-Tetra- 
hydrat, Natriumtartrat-Dihydrat, Ammoniumantimonyltartrat-Monohydrat, 
Strontiumformiat-Dihydrat, Strontiumformiat-Anhydrit, Bariumformiat, Blei- 
formiat, Calciumdimalat-Hexahydrat, Ammoniumdimalat-Monohydrat, Am- 
moniumoxalat-Monohydrat, Ammonium-Kaliumoxalat-Monohydrat, Triphenyl- 
bismutindichlorid, Tartramid,'7-Methyl-«-Glukosid, Jodsaure, Asparagin, 7-trans- 
Camphotricarbonsaéure, Anisalcampher, Benzylcampher.) 

S$. Holoedie ICe, Cy’, .4)) 2 = 0: 

IV. Trigonales System. 

9. Tetartoedrie (C§’). g = gy, (8%. + 3%) + 83382. (Beispiel: Natriummetaper- 
jodat-Hexahydrat.) 


1) Vgl. den Hinweis S. 823, Anm. 5. 

*) AuBer den nachstehend aufgefiihrten sind von optisch zweiachsigen aktiven Kristallen 
noch Ammoniummolybdomalat und Baryummolybdomalat bekannt geworden (L. Lonec- 
CHAMBON, C. R. Bd. 173, S. 89. 1921; Bull. soc. minéral. Bd. 45, S. 240 u. 242. 1922), deren 
Kristallform aber nicht erschépfend angegeben ist. 

AuBerdem ist auch bei Eis, das sich in Benzol oder Gasolin befindet, eine Drehung 
der Polarisationsebene beobachtet worden (B. B. Hacury, Journ. Frankl. Inst. Bd. 197, 
S. 825. 1924). Der Effekt wurde hier aber offenbar nur durch die Wirbel des Schmelz- 
wassers vorgetauscht; dies ist um so wahrscheinlicher, als Eis der Kristallklasse 11 an- 
gehért (vgl. P. Grotu, Chemische Kristallographie. Bd. 1, S. 66. Leipzig 1906), bei der 
optische Aktivitat ausgeschlossen ist. 
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40. Paramorphie (C¥’, 2); g = 0. 

44. Hemimorphie (C3’, o;). g ="0; 

12. Enantiomorphie (C§’, C¥). g = gy,(82 + 32) + &33:- (Beispiele: 
o«-Quarz!), Zinnober, Kaliumdithionat, Calciumdithionat-Tetrahydrat, Blei- 
dithionat-Tetrahydrat, Strontiumdithionat-Tetrahydrat, Rubidiumtartrat, Ca- 
siumtartrat, Benzil, d-Campher, Maticocampher, Patchoulicampher, Kalium- 
rhodotrioxalat.) 

Me loloedrie(Ce) Cy) toder Cx 0,94). 6e ==0- 

Ve Letragonales system. 

14. Tetartoedrie I. Art (CY). g = g,(32 + 8%) + 25385. (Beispiel: Anti- 
monylbariumtartrat-Monohydrat.) 

diel eractocdtie IP VATts (S76 eect 
bis jetzt nicht bekannt.) 

46. Paramorphie (C4, 1). g = 

47, tkemimorpiie (CYc,). 2 == 0: 

18. Hemiedrie IT..Art (S%, Cf). g = g,,(3? — 32). . (Beispiele bis jetzt 
nicht bekannt). 

19. Enantiomorphie (Cf, Ci). g = gn (32 + 3) + gs992.  (Beispiele: 
Guanidinkarbonat, Strichyninsulfat-Hexahydrat, Athylendiaminsulfat, Di- 
azetylphenolphtalein, Sulfobenzoltrisulfid, Zinkdimalat-Dihydrat.) 

20, (Holoedrie (C7. CP 1 cder Or ao., 7). PaO 

VI. Hexagonales System. 

21. Tetartoedrie I. Art (Ci). g = gy, (32 + 32) + 89332. (Beispiele: Kalium- 
lithiumsulfat, Rubidiumlithiumsulfat, Isomorphe Mischkristalle von Kalium- 
lithiumsulfat und Kaliumlithiumchromat; Hydrocinchoninsulfat-Hendekahydrat, 
Kaliumsilicomolybdat-Oktokaidekahydrat, Kaliumsilicowolframat-Oktokaideka- 
hydrat, /-cis-a-Camphansaure.) 

225 Letantoednie Ti eAray (Cx, 6, 12 ==): 

23. Paramorphie. (Ce, 2), gi 0. 

24. Hemimorphie (Cy’, o,). ¢ = 0. 

2) ehlemiednc lige Atte (Or 3 1C..a,)) Se a 

26. Enantiomorphie (Cj, CS”). g = gi (37+ 3%) +833 82. (Beispiele: 6-Quarz}), 
Cinchoninantimonyltartrat, ae eee -Hexahydrat. ) 

2/7. roloedre (CeCe, 2 oder ‘Co. o,, 9); 2 = 0: 

VII. Kubisches System. 

28. Tetartoedrie (CP = CP? = CP). g=—8,. (Beispiele: Natriumchlorat, 
Natriumbromat, Natriumuranylacetat, Natriumorthosulfantimonat-Enneahydrat, 
Amylammoniumaluminiumsulfat-Dodekahydrat.) 

29. Paramorphic, (C= Cy GO 7)\en 1 == 

20 Hemimorpiie.( Si =—-15,-)qae 

31. Enantiomorphie (C?’, CP). g= 

$2 Holoedrien(C Oya sea—=0) 

Von den 32 Kristallklassen scheiden somit 17 Klassen (namlich 2, 5, 8, 
10, 11, 13, 16, 17, 20, 22, 23, 24, 25, 27, 29, 30, 32) aus, bei welchen g identisch 
verschwindet, optische Aktivitat somit ausgeschlossen ist; zu den ibrig- 
bleibenden 15 Klassen gehéren auBer den Klassen mit ,,gewendeten‘’ Formen 


wo 


9 22 ’ 25 . . 
2 — 8%) + 2812323y. (Beispiele 


21. (Beispiele bis jetzt nicht bekannt.) 


1) Quarz kommt bekanntlich in zwei Modifikationen vor, die als ~-Modifikation und 
(-Modifikation unterschieden werden: die a-Modifikation ist unterhalb, die /-Modi- 
fikation oberhalb der Temperatur ? = 570°C stabil. Uber die Kristallgitterstruktur der 
beiden Modifikationen vgl. R. W. G. Wycxorr, ZS. f. Krist. Bd. 63, S. 507. 1926, sowie den 
Abschnitt iiber den Aufbau der festen Materie und seine Erforschung durch Roéntgenstrahlen 
in Bd. XXIV ds. Handb. 
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1, 3, 7, 9, 12, 14, 19, 24, 26, 28 und 31, auf welche man friiher die optische Akti- 
vitat beschrankt glaubte, noch die vier Klassen 4, 6, 15 und 18 mit Spiegelebene 
bzw. Drehspiegelachse. Bei diesen 15 Klassen ist optische Aktivitat méglich, 
jedoch nicht notwendig. So z. B. ist bei dem zur Klasse 21 gehérenden Nephe- 
lin optische Aktivitit nicht beobachtet worden; ebenso ist der in Klasse 31 
kristallisierende Sylvin optisch nicht aktiv. 

d) Symmetrie des Gyrationstensors. Es ist bemerkenswert, daB 
die durch (348) ausgedriickte Symmetrie des Gyrationstensors eine un- 
mittelbare Folge aus der Kristallgittertheorie ist, wahrend derselbe nach der 
zweiten, von DRUDE entwickelten Theorie bzw. nach der phanomenologischen 
Theorie von VorcT [vgl. Ziff.97c)] auch unsymmetrisch sein kénnte. 

Ein unsymmetrischer Tensor ]a8t sich aber bekanntlich stets in einen 
symmetrischen Tensor und einen axialen Vektor zerlegen!); ware nun der 
Gyrationstensor unsymmetrisch, so miiBten, wie VorcT?) gezeigt hat, bei den 
Kristallklassen 11, 17 und 24 die Komponenten des symmetrischen Tensors 
zwar identisch verschwinden, die Komponenten des axialen Vektors jedoch von 
Null verschieden sein. Der axiale Vektor miiBte die Reflexion beeinflussen 
und zwar wiirde eine ebene, linear polarisierte, monochromatische Welle, welche 
normal auf eine senkrecht zur polaren Symmetrieachse geschnittene Platte eines 
derartigen Kristalls fallt, als rechts- bzw. linkselliptisch polarisierte Welle reflek- 
tiert werden, je nachdem die innere Normale der reflektierenden Begrenzungs- 
flache mit der einen oder der anderen Richtung der polaren Symmetrieachse zu- 
sammenfallt; auBerdem wirden Wellen, die im Inneren des Kristalls parallel 
zur polaren Symmetrieachse in entgegengesetzten Richtungen fortschreiten, 
nicht mehr gleiche Brechungsindizes besitzen k6énnen. 

Die Versuche, welche Vorcr zum Nachweis dieser Effekte bei dem zur 
Klasse 11 gehérenden Turmalin angestellt hat, fiihrten zu negativen Ergeb- 
nissen,”sind also im Einklang mit der aus der Gittertheorie sich ergebenden Sym- 
metrie des Gyrationstensors. 

105. Allgemeine Systematik der nicht absorbierenden Kristalle nach ihrem 
optischen Verhalten. Benutzt man bei der kristalloptischen Systematik die 
Gestalt der Gyrationsflache (349) und ihre Lage zu den optischen Symmetrie- 
achsen, sowie die Gestalt der in Ziff. 16 besprochenen Konstruktionsflachen als 
Einteilungsprinzip, so erhalt man wie PocKELs?) gezeigt hat, fiir die nicht absor- 
bierenden Kristalle 13 Gruppen, die sich auf 3 Hauptgruppen verteilen. 

Bei den Hauptgruppen A und B ist optische Aktivitat méglich; 
ihre einzelnen Untergruppen sind durch die verschiedene Gestalt der Gyrations- 
flache (349) gekennzeichnet. Bei der 3. Hauptgruppe C ist optische Aktivi- 
tat ausgeschlossen; die Untergruppen unterscheiden sich hier durch die 
Gestalt der Konstruktionsflachen. 

Bei der folgenden Ubersicht fiihren wir bei jeder Gruppe die zugehérigen 
Kristallklassen [vgl. Ziff. 104c)] an. 

A. Kristallklassen ohne Spiegelebenen und Drehspiegelachsen. 
(Optische Aktivitat méglich.) 

a) § = 81155 + S00 5y + Bas 82 + 2809 Sy 2 + 2851 3232 + 281252 %y- Die Gyrations- 
flache ist eine beliebige zentrische Flache zweiten Grades 


811%? + Boe + 8532" + 2GogV% + 28512" + 28ox¥Y = 1, 
welche beliebig gegen die optischen Symmetrieachsen orientiert ist (Klasse 1). 


1) Vel. z. B. den Abschnitt tiber Vektor- und Tensorrechnung in Bd. III ds. Handb. 
2) W. Voict, Gottinger Nachr. 1903, S. 186; Ann. d. Phys. Bd. 18, S. 660 u. 668. 1905. 
3) F. Pocxets, Lehrbuch der Kristalloptik, S. 317. Leipzig 1906. 
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b) g = 2118% + 8008; + 89332 + 2812328y Die ‘Gyrationsflache ist eine 
beliebige Flache zweiten Grades 


£11" + Soo¥*® + 8g32" + 223.2.%7 = +1, 


deren eine Hauptachse mit einer optischen Symmetrieachse zusammenfallt 
(Klasse 3). 
c) £ = £4182 + S223? + 2a382. Die Gyrationsflache ist eine beliebige Flache 


zweiten Grades 
: 811%" + &oo¥” + 83922 = 1, 


bei welcher die Hauptachsen mit den optischen Symmetrieachsen zusammen- 
fallen (Klasse 7). 
d) g = gy (8% + 87) + 83382. Die Gleichung der Gyrationsflache ist 


Bi PP 4?) A Bag? = 1, 
sie und die Konstruktionsflachen sind Rotationsflachen mit der namlichen 
optischen Symmetrieachse als Rotationsachse (Klassen 9, 12, 14, 19, 21, 26). 
e) g =, Die Gleichung der Gyrationsflache wird 


OT Nay ip ave 
sie und die Konstruktionsflachen sind Kugeln (Klassen 28, 31). 
B. Kristallklassen mit Spiegelebenen oder Drehspiegelachsen. 
(Optische Aktivitat méglich.) . 
f) g = 28. (033, + 83132). Die Gyrationsflache ist ein gleichseitig-hyper- 
bolischer Zylinder A CP a) ane 


dessen eine Asymptotenebene eine optische Symmetrieebene ist (Klasse 4). 
g) g = 2212318, Die Gyrationsflache ist ein gleichseitig-hyperbolischer 


Zylind 
May 28iexyY =—1, 


dessen beide Asymptotenebenen ,optische Symmetrieebenen sind (Klasse 6). 

h) g = gy(8% — 82)+ 2g12828, und g = g,,(8% — 8,7). Die Gyrationsflache 
ist ein gleichseitig-hyperbolischer Zylinder 

Gi (4° = 2) 2h y = 4 oder B11 (4? — y?) = 21, 
dessen beide Asymptotenebenen durch diejenige optische Symmetrieachse gehen, 
welche Rotationsachse der (Rotationssymmetrie besitzenden) Konstruktions- 
flachen ist (Klassen 15, 18). 

C. Kristallklassen, beiwelchen ey leene Aktivitat ausgeschlossen 
1st (== 0): 

1) Die optischen Symmetrieachsen besitzen Diener ; die Hauptachsen 
der Konstruktionsflachen sind verschieden (Klasse 2). 

k) Eine der optischen Symmetrieachsen ist fest, das Kreuz der beiden 
anderen besitzt Dispersion; die Hauptachsen der Konstruktionsflachen sind ver- 
schieden (Klasse 5). 

1) Die optischen Symmetrieachsen besitzen keine Dispersion; die Haupt- 
achsen der Konstruktionsflachen sind verschieden (Klasse 8). ' 

m) Die optischen Symmetrieachsen besitzen keine Dispersion -“die eine 
optische Symmetrieachse ist Rotationsachse der Bota dons: am case besitzen- 
den) Konstruktionsflachen (Klassen 10, 11, 13, 16, 17, 20, 22, 23, 24, 25, 27). 

n) Die Konstruktionsflachen sind Kugeln (Klassen 29, 30, 32). 

106. Rechts- und linksdrehende Modifikationen. Bezugnehmend auf die 
Systematik der vorigen Ziffer zeigen wir jetzt, daB bei dea Kristallen der 
Gruppen b, c, d und e die in gewendeten Kristallformen auftretenden Modi- 
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fikationen derselben Substanz fiir die namliche Binormalenrichtung entgegen- 
gesetzt gleiches Drehungsvermégen besitzen miissen. 

In der Tat miissen z. B. fiir zwei gewendete Kristallformen der Gruppe 
b, die spiegelbildlich in bezug auf eine Ebene senkrecht zur z-Achse sind, nach 
Ziff. 104b) die Komponenten gj,, Yoo, &3, und gy und somit auch der Para- 
meter g = 21,87 + £098) + 8338: + 2810323, fiir dieselbe, durch 8,, 3, und 3, 
bestimmte Wellennormalenrichtung 8 entgegengesetzt gleich sein; das gleiche gilt 
dann nach (343) und (344) auch von dem zur selben Binormale der beiden For- 
men gehérenden Drehungsvermégen a. Ebenso wird bei gewendeten Kristall- 
formen der Gruppen c, d und e, die spiegelbildlich in bezug auf eine der opti- 
schen Symmetrieebenen sind, der Parameter g fiir die namliche, durch 8,, 3,, 3. 
gegebene Wellennormalenrichtung entgegengesetzt gleich. Zwei solche gewen- 
dete, entgegengesetzt drehende Formen desselben Kristalls nennt man die 
optischen Antipoden der Substanz; bei optisch einachsigen und kubischen 
Kristallen bezeichnet man je nach dem Vorzeichen des Drehungsvermégens 
x [vgl. Ziff. 101¢)] die betreffende Form als rechtsdrehend oder linksdrehend 
fauch kurz als y-Form}?) oder /-Form]. 

Das Auftreten von rechts- und linksdrehenden Kristallformen bei derselben 
Substanz hat zuerst Biot?) bei Quarz gefunden; der Zusammenhang zwischen 
der rechts- und linksdrehenden Modifikation des Quarzes und den ,,gewendeten* 
Kristallformen ist spater von HERSCHEL?) aufgedeckt worden, der auch erkannte, 
daB der Sinn des Drehungsvermégens in vielen Fallen schon auBerlich aus der 
Orientierung der Kristallflachen zu erkennen ist‘). 

Spater wurden die optischen Antipoden auch bei anderen Kristallen nach- 
gewiesen; auBer durch die Kristallform lassen sie sich zuweilen auch durch 
die entgegengesetzte Lage ihrer Atzfiguren erkennen‘). 

107. Numerische Werte der Komponenten des Gyrationstensors. a) Op- 
tisch zweiachsige Kristalle. Bei optisch zweiachsigen Kristallen ist bis 
jetzt der Wert des skalaren Parameters der Aktivitaét g nur fiir die Richtungen 
der Binormalen 6, und b, ermittelt worden. Bezeichnet man den zu b, bzw. bz 
gehérenden Wert von g mit g; bzw. gy; und das entsprechende Drehungsver- 
mdégen mit a; bzw. a7z, so ist nach (343) und (344) 

gh Xy AgNO ry | 


a , Ail eer sa as 


aus den beiden Winkeln «; und «;; und dem mittleren Brechungsindex n, welche 
von der Beobachtung®) geliefert werden, lassen sich hiernach g; und gz; berechnen. 

Andererseits erhalt man die Werte g; und g;;, indem man in die fiir die 
betreffende Kristallklasse modifizierte Gleichung (347) fiir 8 die Binormalen- 
richtung 6, bzw. b, einsetzt; wir schreiben hierfiir 


2 


87,11 a £11052 Ala £o2Diy =T £35052 i 2 £o3 Diy biz ie 2 G31 Diz Die = 22100; 2Diys 


1) Statt y-Form sagt man vielfach auch d-Form (dextrogyre Form, im Gegensatz zur 
lavogyren oder /-Form). 

*) J. B. Biot, Mém. de Ja classe des Scienc. math. et phys. de l’Inst. 1812 (1), S. 218; 
Mém. de 1l’Acad. des Scienc. Bd. 2, S. 41. 1817. 

8) J. HERSCHEL, Edinb. Phil. Journ. Bd. 4, S. 371. 1821; Trans. Cambr. Phil. Soc. 
Bd. 1, S. 43. 1821; A. DescioizEaux, Ann. chim. phys. (3) Bd. 45, S.129. 1855; H. W. Dove, 
Pogg. Ann. Bd. 40, S. 607. 1837; G. Rose, Abhandlgn. d. Berl. Akad. 1844, 5. 217. 

4) Vel. z. B. P. Grotu, Physikal. Kristallographie, 4. Aufl., S. 462 u. 517. Leipzig 1905. 

>) H. BAUMHAUER, N. Jahrb. f. Min. 1876, S. 606; B. Loury, Boll. Soc. Natur. Moscou. 
Bd. 14, S. 374. 1900. 

8) Uber die Methoden der Messung von o bei optisch zweiachsigen Kristallen vel. 
H. DuFet, Journ. de phys. (4) Bd. 3, S. 759. 1904; Bull. soc. minéral. Bd. 27, S. 160. 1904; 
W. Voret, Phys. ZS. Bd. 9, S. 587. 1908; F. WALLERANT, C. R. Bd. 158, S. 91. 1914; L. Lonc- 
CHAMBON, ebenda Bd. 172, S. 1187. 1921; Bull. soc. minéral. Bd. 45, 5.186. 1922. 
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wobei auf der rechten Seite 7 = 1 bzw. 7 = 2 zu setzen ist, je nachdem g; bzw. 
g7z berechnet werden soll. 

Im allgemeinsten Falle (Kristallklasse 1) sind gy und gy; und damit auch 
a, und «a, verschieden und ohne bestimmte Beziehung zu einander; fir die 
iibrigen Kristallklassen der optisch zweiachsigen Kristalle ist folgendes zu 
bemerken : 

&) Kristalle der Klasse 3. Es ist 


2 2 2 
81,11 a 81105. =F £2005, = £3303. 4- 2812 0:2Biy 


und man hat zwei Falle zu unterscheiden, je nachdem die Binormalenebene 
parallel oder senkrecht zur ausgezeichneten Symmetrieachse liegt. 

Liegt die Binormalenebene parallel zur Symmetrieachse (z-Achse), so ist 
Ory O59, Dry = bey == 0 und by, = bs, oder Dy. == Do, = 0, Dey a 
b,;,=b,,. In jedem Falle wird g;=g,; und somit auch 4, und 477; hierher ge- 
hort z. B. Weinsaure, bei welcher in der Tat 6;=0,7,=11,4° (fiir 4p>=589m p)?) ist. 

Liegt die Binormalenebene jedoch senkrecht zur Symmetrieachse, so ist 
big = — Soe, Dy =a, Und "by, = bs, —.0 oder “b,4—Dag. Dig — = lapeoe 
by, =be, = 0. gy und gz; (und somit auch a; und azz) sind daher verschieden, 
und sie kénnen auch entgegengesetzte Vorzeichen besitzen, falls g,, und go, 
entgegengesetzte Vorzeichen haben oder gi; > £41802 ist. Fiir verschiedene gy, 
und g;; mit gleichen Vorzeichen ist Rhamnose [a&; = 12,9°, ay, =5,4° fir 
Ay = 589 mye3)], fiir verschiedene g; und gz; mit entgegengesetzten Vorzeichen 
Rohrzucker [0;= 5,38 °,a,7; = —1,61° fiir 4, = 579 mu?)] ein Beispiel. 

P) Kristalle der Klasse 7. Wir haben hier 


2 2 2 
ie ine = Sia Dee L000, + S33bi2 


und daher stets gy = gy (bzw. a; und 477), auch wenn gy, 209, 233 unterein- 
ander verschiedene Vorzeichen besitzen. Beispiele sind Ammoniumnatriumtartrat- 
Tetrahydrat [a;= 07; = 1,55 ° fiir 4, =589myv1)], Mononatriumphosphat-Dihydrat 
[oy = O77 = —4,45° fiir 249 = 589 mw)], v -Methyl-a-Glukosid [o; = ay = —4,4° 
fir dA, = 589 myw3)], Magnesiumsulfat-Heptahydrat [a,; = ay = 1,983° fiir 
Ay>=579 m w3)], Strontiumformiat-Dihydrat [a7 = 07; = +0,75 ° fiir 4g = 579 mu®)]; 
die verschiedenen Vorzeichen beziehen sich auf die beiden Antipoden (Ziff. 106). 
y) Kristalle der Klasse 4. Es ist bei dieser Klasse 


81,11 = 2D52(Sasbiy + £31552) 


und man hat auch hier zwei Unterfalle zu unterscheiden, je nachdem die Bi- 
normalenebene parallel oder senkrecht zur Spiegelebene («y-Ebene) liegt. Liegt 
die Binormalenebene parallel zur Spiegelebene, so ist 6,, = b,, = 0 und somit 
&1 = 81 = 0; liegt sie senkrecht zur Spiegelebene, so ist b,, = —bo,, byy = bey= 0, 
und by, = be, oder byz = bez = 0, byy =—by, und b,, = bg,, somit gy = —gy7. 
Der erstere Fall (g; = g77 = 0) miiBte bei Mesytyloxydoxalsiuremethylester 
verwirklicht sein); fiir den zweiten Fall (gy = —gy;) ist bis jetzt kein Beispiel 


S. 161—164. 1904. 
2) P. LONGCHAMBON, Bull, soc. minéral. Bd. 45, S. 242. 1922. 

3) P. LonecHAMBON, C. R. Bd. 173, S. 89. 1922; Bull. soc. minéral. Bd. 45, S. 237 bis 

238. 1922. ! 
4) Die optische Aktivitat dieses Kristalls wurde zwar von E. SOMMERFELDT [Phys. ZS. 

Bd. 7, S. 207, 266 u. 753. 1906; Verh. d. D. phys. Ges. Bd. 8, S. 405. 1906; N. Jahrb. f. Min. 

1908) (1), S. 583 vel) dazw W. Vorer, Phys: ZS) Bd. 7, Si 267 a. 753: 1906] festgestellt, aber 

nicht gemessen. 
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0) Kristalle der Klasse 6. Wir haben bei diesen 
81,11 = 28rabjebiy 


und je nach der Lage der Binormalenebene mehrere Unterfalle. Liegt die Bi- 
normalenebene parallel zur Spiegelebene (yz-Ebene), so ist by, = bez = 0. Liegt 
sie senkrecht zur Spiegelebene und parallel zur Symmetrieachse (z-Achse), so 
ist big = bor =O oder by, = by, = 0; liegt sie senkrecht zur Symmetrieachse, 
so ist b,, = baz = 0, byz =—bg, und by, = by, oder b,,=b,,=0, Bis = bow 
und b,, =—by,. In den beiden ersten Fallen ist somit gy = gy = 0, im letzten 
Fall wird gy = —gyz; auch hierfiir sind, wie tiberhaupt fiir die Kristallklasse 6, 
noch keine Beispiele bekannt geworden. 

In den Fallen y) und 6) miissen demnach die Drehungsvermégen a, und az; 
entweder beide gleich Null oder aber entgegengesetzt gleich sein. 

Von den bisher bekannt gewordenen optisch zweiachsigen, aktiven Kristallen 
[vgl. Ziff. 104c)] verlieren Lithiumsulfat-Monohydrat, Magnesiumchromat-Hepta- 
hydrat, Mononatriumphosphat-Dihydrat, Magnesiumsulfat-Heptahydrat, Zink- 
sulfat-Heptahydrat, Nickelsulfat-Heptahydrat, Hydrazinsulfat, Strontiumfor- 
miat-Dihydrat, Bariumformiat, Bleiformiat, Ammoniumoxalat-Monohydrat, 
Ammonium-Kaliumoxalat-Monohydrat und Jodsaure ihr Drehungsvermégen, 
wenn sie in Lésung gehen; die optische Aktivitat ist daher bei ihnen eine 
reine Folge der Kristallgitterstruktur (vgl. Ziff. 96). 

b) Optisch einachsige Kristalle. Fiir die Kristalle der Gruppe d (vgl. 
Ziff.105) kann der Ausdruck fiir den skalaren Parameter der optischen Aktivitat 
g bei Einfiihrung des Winkels } zwischen Wellennormalenrichtung 3 und optischer 
Achse (z-Achse) offenbar auch in der Form geschrieben werden 


§ = 11 8in?b +> gag cos*b; (350) 
die vollstandige Kenntnis der optischen Aktivitat dieser Kristalle erfordert 
daher die Messung von g,, und gg. 

a) Bestimmung von gz5. Fiir eine mit der Richtung der optischen Achse 
(6 = 0) zusammenfallende Wellennormalenrichtung 8 erhalten wir g = gs, und 
folglich nach (343) und (344) 


gio 


Piya te (351) 


wt 
£33 1st somit bestimmt, wenn das Drehungsvermégen a und der mittlere Bre- 
chungsindex » fiir die betreffende Wellenlange A, ermittelt sind. « ist fiir zahl- 
reiche optisch einachsige, aktive Kristalle gemessen worden"), am genauesten 
fiir OQuarz. Bei diesem ist (bei A, = 589 mu und der Temperatur # = 20°C)?). 


ao =-+ 21,728° (oder in BogenmaB = + 0,37923). (352) 


Dieser Wert kann fiir optisch homogene Quarze verschiedener Herkunft um 
-+0,05% schwanken%). 
Fir die Hauptbrechungsindizes des Quarzes hat man‘) fiir 24y = 5890 mu und 


} = 20°C My, = 1,54424, Mg = 1,55335, (353) 


wobei unter , ein Mittelwert aus n, und m [vgl. Ziff. 101a)] zu verstehen ist; 
wir erhalten somit | 
N= > (my + Ms) = 1,54879. (354) 

1) Vgl. die Zusammenstellung Ziff. 104c). 

2) E. Gumiicu, Wiss. Abh. d. Phys.-Techn. Reichsanst. Bd. 2, S. 201. 1895; Wied. Ann. 
Bd, 64, S. 346. 1898; O. ScH6nNrRock, ZS. f. Instrkde. Bd. 30, S. 185. 1910. 

3) ©. Sesonrock, ZS. f. Instrkde. Bd.21, S,91 u. 150. 1901; Bd. 25, S. 289, 1905; 
Bd. 27, S. 24. 1907. 

4) F, F. Martens, Ann. d. Phys. Bd. 6, S. 628. 1901. 
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Setzt man (352) und (354) in (351) ein, so folgt fiir Quarz (fiir 4) = 589 my) und 20.8) 
Lege 11012 Oe, 


wobei sich das obere Vorzeichen auf die rechtsdrehende und das untere auf 
die linksdrehende Form bezieht. 

f) Bestimmung von gy. gy ist nur bei Quarz ermittelt worden. 

Um g,, zu messen kann man sich folgender Methode bedienen: Man 1laBt 
eine ebene, monochromatische, linear polarisierte Welle senkrecht auf die ebene 
Begrenzungsflache einer parallel zur optischen Achse geschnittenen Platte des 
betreffenden optisch einachsigen, aktivén Kristalls fallen : es schreiten dann 
im Inneren der Platte in Richtung der Plattennormale zwei entgegengesetzt 
elliptisch polarisierte Wellen fort, deren groBe Ellipsenachsen nach Ziff. 100 a) 
parallel und senkrecht zur optischen Achse liegen und deren Elliptizitat & sich 


nach (334) und (350) (wegen ves 3) vAbl 


1 
ea | (ni We) 4251 | sie n3) \ 
ergibt falls, wie bei Quarz, n, <n, ist. 
Hierfiir kann in erster Annaherung (g,, klein gegen nj — 3) auch 


Bain 
~ 27 (n3 — 1) 


geschrieben werden kann. Somit wird 
Su = 2nk (ns — 14); 


sind ~, und ”, in bekannter Weise (vgl. z. B. Ziff. 61) bestimmt, so ergibt sich 
daher g,, durch Messung der Elliptizitat k der senkrecht zur optischen Achse 
fortschreitenden Wellen. 

k ist zuerst von VoictT?) und einem seiner Schiiler?) bei Quarz gemessen 
worden, und zwar wurde von letzterem fiir 2, = 540mw der Wert k = +0,00226 
angegeben. Neuere Untersuchungen haben aber gezeigt?), daB diese Beobach- 
tungsergebnisse durch Nebenerscheinungen vorgetauscht waren, und da in 
Wirklichkeit k fiir die senkrecht zur optischen Achse fortschreitenden Wellen 
verschwindend klein ist. Wir haben daher bei Quarz 


Sys 
d. h. die durch (350) und (349) bestimmte Gyrationsflache ist hier ein auBerst 
gestrecktes Rotationsellipsoid mit verschwindend kleinem Aquatordurch- 
messer #4), 

Wir bemerken hier anschlieBend, da} von den bisher bekannt gewordenen 
optisch einachsigen, aktiven Kristallen [vgl. Ziff. 104c)] Quarz, Zinnober, 
Natriumperjodat-Hexahydrat, Kaliumdithionat, Bleidithionat-Tetrahydrat, 
Strontiumdithionat-Tetrahydrat, Calciumdithionat-T etrahydrat, Benzil, Gua- 
nidinkarbonat, Athylendiaminsulfat, Diacetylphenolphtalein, Sulfobenzoltri- 
sulfid, Kalumlithiumsulfat, Rubidiumlithiumsulfat, Kaliumsilicomolybdat- 
Oktokaidekahydrat und Kaliumsilicowolframat-Oktokaidekahydrat ‘die Akti- 
vitat im amorphen (geschmolzenen), sowie im gelésten Zustande verlieren: sie 


1) W. VoictT, Gottinger Nachr. 1903, S. 180. 

2) F. WEVER, Jahrb. d. philos. Fakultaét d. Universitat Gottingen. 1921 (2) S. 201. 

8) G. Szivessy und C.ScHWERs in einer demnachst in den Ann. d. Phys. erschei- 
nenden Abhandlung. 

4) Dieses Beobachtunecereconic widerlegt die altere Theorie von DRuDE [vgl. Ziff. 97c)], 
nach welcher g unabhangig von der W. ellennormalenrichtung 8, somit g1, = £55 sein miS8te. 
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ist daher bei ihnen nach dem in Ziff. 96 gesagten eine reine Gitterstruktur- 
eigenschaft. 

c) Kubische Kristalle. Bei den Kristallen des kubischen Systems ist 
[vgl. Ziff. 104c)] fiir alle Wellennormalenrichtungen 


SP7 fit 

d. h. der Gyrationstensor wird zum Skalar und die Gyrationsflache zur Kugel 
(Ziff. 105); diese Kristalle verhalten sich also auch hinsichtlich der optischen 
Aktivitat in jeder beliebigen Richtung wie die nichtkubischen Kristalle in den 
Richtungen der Binormalen'), d.h. es findet in jeder Richtung zirkulare 
Doppelbrechung [vgl. Ziff. 101a)] statt. g = g,, ist infolgedessen nach (343) und 
(344) bestimmt, wenn das Drehungsvermégen a fiir eine beliebige Wellen- 
normalenrichtung § ermittelt ist. 

Am genauesten bekannt ist gfiir Natriumchlorat, und zwar ist (ftir 24, = 589m 
und ? = 13°C) 

; rat 3 420°"), a 41,5 1567") 
somit 
g == 0,1547- 1074, 


wobei das obere Vorzeichen fiir die rechtsdrehende und das untere fiir die 
linksdrehende Form gilt. 

Von den bisher gefundenen kubischen, aktiven Kristallen [vgl. Ziff. 104c)] 
verlieren Natriumchlorat, Natriumbromat, Natriumuranylacetat und Natrium- 
orthosulfantimonat-Enneahydrat das Drehungsvermégen im geldsten Zustande ; 
bei ihnen ist daher die optische Aktivitat gema48 dem in Ziff. 96 bemerkten nur 
der Gitterstruktur zuzuschreiben. 

d) Mischkristalle. Die optische Aktivitat von isomorphen Mischkristallen 
ist zuerst von BODLANDER‘) bei optisch einachsigen Kristallen untersucht 
worden und zwar beziehen sich seine Beobachtungen auf das Drehungsvermégen, 
d. h. nach dem unter b) ausgefiihrten auf die Komponente g,, des Gyrations- 
tensors. Bei den optisch einachsigen isomorphen Mischkristallen aus Blei- 
dithionat und Strontiumdithionat ergab sich empirisch die Formel 

Bsa = P fs + Pees» 
wobei gi, und g% sich auf die beiden Mischungskomponenten beziehen und #’ 
und ~”’ deren Gewichtsprozentgehalte bedeuten. 

Die Richtigkeit dieser Beziehung wurde spaéter von PERucCcA5) bei den 
isomorphen (kubischen) Mischkristallen von Natriumchlorat und Silberchlorat 
bestatigt. 

108. Normalenflache, Strahlenflache, Indexflache. Der Unterschied 
zwischen den Gesetzen der Lichtausbreitung bei den nicht absorbierenden, nicht 
aktiven Kristallen einerseits und den nicht absorbierenden, aktiven Kristallen 
andererseits driickt sich auch in der Gestalt der Konstruktions- und abgelei- 
teten Flachen aus; fiir unsere Zwecke geniigt es, die letzteren zu besprechen. 
a) Normalenflache. Die Gleichung der Normalenflache ergibt sich aus 
Gleichung (315) oder (316). Man erhalt die Gestalt dieser Flache wie bei den 


1) Bei Natriumchlorat nachgepriift und bestatigt von L. Souncke, Wied. Ann. Bae3, 
S. 530. 1878. 

2) E. Perucca, Cim. (6) Bd. 18, S. 134. 1919. 

8) F. Dussaup, C. R. Bd. 113, S. 291. 1891; Arch. sc. phys. et nat. (3) Bd. 27, S. 534. 
1892; m ist hierbei ein Mittelwert aus uv, und m, [vgl. Ziff. 101a)]. 

4) G. BopLrAnper, Uber das optische Drehungsvermégen isomorpher Mischungen aus 
den Dithionaten des Bleis und des Strontiums. Dissert. Breslau 1882. 

5) E. Perucca, Atti di Torino Bd. 49, S. 1127. 1914. 
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nicht aktiven Kristallen [Ziff. 17a)], indem man von einem festen Bezugs- 
punkte aus parallel zu jeder Wellennormalenrichtung 8 zwei Vektoren auftragt, 
deren Betrage oe den reziproken Werten der zu 8 gehérenden Brechungs- 


indizes a und 23 sind, wobei 7 und nj durch (319) gegeben sind. 

Aus (319) folgt leicht, daB ni — nv? fiir g 20 nicht verschwinden kann 
und fiir alle Wellennormalenrichtungen aateaibe Vorzeichen besitzt, sowie daB 
das Gleiche auch fiir a a a gilt. 

Die Normalenflache der nicht absorbierenden, aktiven Kristalle 


besteht somit im allgemeinen aus zwei vollig getrennten Schalen1), welche 
sich in denjenigen vom Flachenmittelpunkt ausgehenden Richtungen am starksten 


age ee 

nahern, fiir welche der absolute Betrag der Differenz Ee = 57 Minimum 
wird. Nun folgt bei Heranziehung von (319) und (331) —° ¥ 
rer UR es = - B 
FR crea oo) TOES Sh, 


und dieser Ausdruck wird in erster Annaherung?) ein Minimum fir 0, = 0, =0 
d.h. fiir diejenigen Richtungen, welche die Binormalen 6, und b, bei fehlender 
Aktivitat besitzen wiirden; man bezeichnet daher diese Richtungen auch schlecht- 
weg als die Binormalenrichtungen des aktiven Kristalls. 

Fir die Richtungen der Binormalen sind die Brechungsindizes in erster An- 
naherung durch die Ausdriicke (340) gegeben. Bei kubischen aktiven 
Kristallen, bei welchen g unabhangig von der Wellennormalenrichtung $ 
ist, besteht die Normalenflache daher aus zwei konzentrischen Kugeln. Bei 
optisch einachsigen aktiven Kristallen erhalt man die Normalenflache, 
indem man sich bei der entsprechenden Flache des nichtaktiven Kristalls die 
Kugel und das Rotationsovaloid [vgl. Ziff. 24c)] in der Gegend der optischen 
Achse im entgegengesetzten Sinne deformiert denkt derart, daB die umschlieBende 
Schale verlangert, die umschlossene Schale abgeplattet wird; bei (dem positiv 
einachsigen) Quarz ist dementsprechend die Kugel abgeplattet und das Rota- 
tionsovaloid verlangert. Beiden optisch zweiachsigen, aktiven Kristallen 
der Kristallklassen 4 und 6 ist der Fall méglich [vgl. Ziff. 107 a, y) und a, 0)], 
daB g in Richtung der Binormalen verschwindet, die beiden Schalen der Nor- 
malenflache somit in diesen Richtungen gemeinsame Punkte besitzen. Bei 
den ubrigen optisch zweiachsigen aktiven Kristallen ist zu beachten, da8B die 
Schnittkurven der Normalenflache mit den optischen Symmetrieebenen, die bei 
den nicht absorbierenden, nicht aktiven Kristallen je in einen Kreis und ein Oval 
zerfallen (Ziff. 17a)], bei den nicht absorbierenden, aktiven Kristallen je zwei 
irreduzible Kurven sind. 

Abb. 29 zeigt die Schnittkurven der Normalenflaéche eines nicht absorbie- 
renden, aktiven Kristalls mit der zx-Ebene; der Vergleich mit Abb. 11 zeigt, 
daB sich die innere Schale N’ von der auBeren Schale N’’ losgelést hat und 
dabei die Spitze abgerundet wurde. 

Aus (316) folgt, daB die durch =; — a bzw. i= = gegebeney linearen 

0 0 0 0 
Abweichungen zwischen der Normalenflache des aktiven und des nicht aktiven 
Kristalls von derselben GréBenordnung sind wie bei g, d.h. (vgl. Ziff.99) von 
der GréBenordnung V*/2, wobei V das Volumen der Gitterzelle und 2 eine 


7) O. WevER, N. Jahrb, f. Min., Beil. Bd. 11, S. 4. 1898. 
*) Bei dieser Annaherung wird die Abhangigkeit der GréBen (nj + n//) ni n/’ und g von 
der Wellennormalenrichtung § vernachlassigt. 
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mittlere Wellenlange im Kristall ist. In der Tat haben auch die Beobachtungen 
bei Quarz ergeben'), daB keine merklichen Abweichungen vom FRESNELschen 
Gesetz (47), in welches die Gleichung (316) der Normalenflache fiir sehr kleine 
Werte g tibergeht, vorhanden sind. 

c) Strahlenflache. Die Strahlenflache der nicht absorbierenden 
aktiven Kristalle besteht wie die Normalenflache aus zwei véllig getrennten 
Schalen; ihre Gestalt ist von PoCKLINGTON®) und spater auf geometrisch-konstruk- 
tivem Wege von Vorcr’) ermittelt worden. Der Schnitt mit einer optischen Sym- 
metrieebene (zx-Ebene) ist in Abb. 29 dargestellt. Danach geht die Strahlenflaiche 
des nicht absorbierenden aktiven Kristalls aus jener des nicht absorbierenden nicht 
aktiven Kristalls (Abb. 11) formal dadurch hervor, daB bei der 4uBeren Schale S” 
die Lécher durch ein nach auBen konvexes Flachenstiick und bei der inneren 
Schale S’ die Offnmungen der Kegel durch ein nach auBen konkaves Flachen- 
stiick uberdeckt werden; die Spitzen R 
der Kegel der inneren Schale sind konische 
Doppelpunkte, ihre Verbindungslinien mit 
dem Flachenmittelpunkt liefern die Bira- 
dialen r, und r, des aktiven Kristalls. 

Da die bei den nicht absorbierenden, 
nicht aktiven Kristallen auftretenden sin- 


Th 


a 6 
gularen Tangentialebenen fehlen, beide  Abb.29. Schnitt der Normalen- und Strahlen- 


Be a x 2 : flache eines nicht absorbierenden aktiven 
Schalen der Strahlenflache von jeder ge- Kristalls mit der Ebene der Binormalen (zx- 


meinsamen Tangentialebene vielmehr nur Ebene). (a Normalen-, b Strablenflache; b, Einheits- 


. 4 : ef vektor der Binormale, r, Einheitsvektor der Biradiale.) 
in je einem Punkte berihrt werden, so : 


gehéren zu jeder Wellennormalenrichtung immer nur zwei Strahlenrichtungen, 
auch wenn die Wellennormalenrichtung in die Richtung einer Binormale fallt. 
Der im letzteren Falle bei nicht absorbierenden, nicht aktiven 
Kristallen auftretende Strahlenkegel (136) existiert somit bei nicht 
absorbierenden aktiven Kristallen nicht (vgl. auBerdem Ziff. 115). 

Ebenso wie bei den nicht absorbierenden nicht aktiven Kristallen gehdért 
dagegen auch bei aktiven Kristallen zu jeder Strahlenrichtung, die in 
die Richtung einer Biradiale fallt, ein Wellennormalenkegel. 

c) Indexflache. Da die Indexflache die zur Normalenflache inverse 
Flache ist [vgl. Ziff. 17¢)], so ist sie bei den nicht absorbierenden aktiven Kri- 
stallen wie letztere eine zweischalige Flache ohne konische Doppelpunkte. 

109. Einflu8 der Temperatur. Uber den EinfluB der Temperatur # auf 
die optischen Parameter der nicht absorbierenden aktiven Kristalle gelten sinn- 
gema4B die bei den nicht aktiven Kristallen gemachten Bemerkungen der Ziff. 25. 

a) Temperaturabhangigkeit der Hauptbrechungsindizes. Von 
optisch zweiachsigen aktiven Kristallen sind die totalen Temperatur- 


koeffizienten de (h = 1, 2,3) nur bei Kaliumnatriumtartrat-Tetrahydrat be- 


stimmt worden‘). 
Bei den optisch einachsigen aktiven Kristallen beziehen sich fast alle 
Beobachtungen®) auf «-Quarz®), bei dem auch die reinen Temperaturkoeffi- 


1) J. Mact pe Lépinay, ZS. f. Krist. Bd. 34, S. 280. 1901. 

2) H.C. Pocxiineton, Phil. Mag. (6) Bd. 2, S. 364. 1901. 

8) W. Voie, Phys. ZS. Bd. 6, S. 787. 1905; Verh. d. D. phys. Ges. Bd. 7, S. 340. 1905. 

4) A. Mitrricu, Pogg. Ann. Bd. 121, S. 193 u. 398. 1864 (ca. 15°C <d < 50°C); 
J. VaLaseK, Phys. Rev. (2) Bd. 19, S. 529. 1922 (— 70°C < 8 < 40°C). 

5) Zusammenstellung der neueren Beobachtungsergebnisse bei LANDOLT-BORNSTEIN, 
Physikal.-chem. Tabellen, 5. Aufl., Bd. II, S. 945. Berlin 1923. 

6) Veli s. 626, Anim. 1: 
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zienten der Hauptbrechungsindizes [vgl. Ziff. 25a)] ermittelt worden sind?). 
Bezeichnet man mit 2, einen Mittelwert aus 1, und m [vgl. Ziff. 101a)], so 
gelten fiir a-Quarz bei der Wellenlinge 4, = 589 my fiir den ordentlichen 
Brechungsindex 7, und den auBerordentlichen n, folgende Werte?) 


My = 544245 Wea 1,55535 5 
(2) = —12,80-10-8, Ges = —14,10-10-8; 
ont — +.6,30+ 1078 Fae = +656 10-8; 


dabei beziehen sich die Angaben fiir x, und , auf die Temperatur # = 18°C 
und die Zahlenwerte der Temperaturkoeffizienten auf das Temperaturinter- 
vall 4°C< 3 < 99°C. 

Mit zunehmender Temperatur nimmt die Starke der Doppelbrechung n,— 7, 
bei a-Quarz monoton ab, sinkt beim Umwandlungspunkt (# = 570° C) sprunghaft 
und nimmt bei /-Quarz mit weiterer Temperaturzunahme wieder monoton zu’). 

b) Temperaturabhangigkeit des Binormalenwinkels. Uber die durch 
die Temperaturabhangigkeit der Hauptbrechungsindizes bedingte Temperatur- 
abhangigkeit des Binormalenwinkels (vgl. Ziff. 25) legen bei aktiven Kristallen 
nur vereinzelte Messungen vor‘). 

c) Temperaturabhangigkeit der Komponenten des Gyrations- 
tensors. Die Temperaturabhangigkeit der Komponenten des Gyrationstensors 
ist nur unvollstandig bekannt. 

Bei optisch zweiachsigen aktiven Kristallen legen wberhaupt keine 
Beobachtungen vor. 

Bei optisch einachsigen aktiven Kristallen sind eingehende Mes- 
sungen nur bei Quarz durchgefiihrt worden, und zwar beziehen sich alle Be- 
obachtungen auf die Temperaturabhangigkeit der Drehung der Polarisations- 
ebene, d. h. also nach den Ausfiihrungen der Ziff. 107b) auf die Temperatur- 
abhangigkeit von gj,°). Diese Beobachtungen erstrecken sich bei ~-Quarz von 
sehr tiefen Temperaturen (® = —180°C) bis zum Umwandlungspunkte®) 
(9 = 570° C) und bei f-Quarz bis zur Temperatur 3 = 900°C; beim Ubergang 
von der einen zur anderen Modifikation tritt eine sprunghafte Anderung des 
Drehungsvermégens ein’). Kennt man den linearen thermischen Ausdehnungs- 
koeffizienten in Richtung der optischen Achse, so kann aus der Temperatur- 


fp EPOGCKELS s VWilCGs eas 7m on Ss OS mA oso. 

*) F. F. Martens, Ann. d. Phys. Bd. 6, S. 628. 1901; F. J. MicnErz, ebenda Bd. 7, 
S: 788: 1902; EB. Poexers, Wied: Ann: Bd. 37, S. 305. 1889: 

3) E. MALLARD u. H. LE CHATELIER, C. R. Bd. 110, S. 399. 1890: Bull. soc. minéral. 
Bd. 13, S. 112. 1890; Ann. chim. phys. (7) Bd. 6, S. 92. 1895; F. RINNE u. R. Kors, N. Jahrb. 
f. Min. 1910 (2), S. 138. 4 : 

4) A. Mirrricn, Pogg. Ann. Bd. 121, S. 222. 1864 (Kaliumnatriumtartrat-Tetrahydrat; 
o = 16 und 45°C); G. GREENWOOD, Mineral. Mag. Bd. 20, S. 126. 1923 (Triphenylbismutin- 
dichlorid:--9 = 18 und 35°C). 

5) Zusammenstellung der Beobachtungsergebnisse bei H. Duret, Rec. de données 
numér. Bd. III, S. 792. Paris 1900; LanDoLT-B6rNsTEIN, Physikal.-chem. Tabellen, 5. Aufl., 
Bd. II, S$. 1009. Berlin 1923. 

8) Vel. S. 826, Anm. 1. 

) H. ve CHATELIER, C. R. Bd! 1095 S. 266. 1880: Fy Bates u. BP: PHELPS, Phys. 
Rev. (2) Bd. 10, S. 90. 1917. 
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abhangigkeit der Drehung der Polarisationsebene, welche eine senkrecht zur 


optischen Achse geschnittene Platte von bestimmter Dicke besitzt, ee berechnet 


werden. So z. B. ist bei «-Quarz (in der Nahe von #= 20°C fiir die Wellen- 
lange 4g = 589m e) der Temperaturkoeffizient der Drehung der Polarisations- 
ebene 0,000143 P, wobei P den Drehungswinkel fiir # = 20°C bedeutet!). Da 
der lineare thermische Ausdehnungskoeffizient des Quarzes parallel zur optischen 
ge 0,000007 betragt, so erhalt man mit Hilfe von (342), (343) und (344) 


= 0,000136a, wobei «x auf *#= 20°C bezieht; hieraus und aus dem 


c 3 
ebenfalls bekannten Werte ay *\ AGt sich mittels (351) berechnen, und 
zwar ist 

Ogs3  %4/—O« On 

ao =~ (ag t % ag)» 


wobei sich die rechts in der Klammer stehenden, durch die Beobachtung ge- 
lieferten GréBen auf dieselbe Temperatur beziehen wie der Temperatur- 


koeffizient ae 


Von den kubischen aktiven Kristallen ist der Temperaturkoeffizient 
der Drehung der Polarisationsebene nur bei Natriumchlorat*) bestimmt worden; 


C833; 
ov 
der lineare thermische Ausdehnungskoeffizient von Natriumchlorat bekannt ware. 

110. Optische Aktivitat des mesomorphen Aggregatzustandes. Von den 
verschiedenen mesomorphen Aggregatzustanden (vgl. Ziff. 7) besitzt nur der 
nematisch cholesterische Zustand optische Aktivitat; dieser Zustand ist auBer- 
dem stets optisch negativ-einachsig. 

Um dieses von den iibrigen, sdamtlich positiv einachsigen mesomorphen 
Aggregatzustanden [vgl. Ziff. 24c)] abweichende Verhalten zu erklaren, hat man 
nach FRIEDEL‘) anzunehmen, daB der nematisch-cholesterische Zustand durch 
sehr diinne iibereinanderliegende, lamellenartige Schichten des eigentlichen 
nematischen (positiv einachsigen) Zustandes zustande kommt. In den ein- 
zelnen Schichten liegen die positiv-einachsigen Molekiile parallel zur Schicht- 
ebene, die Schichten sind aber gegeneinander um die Schichtnormale verdreht 
und bilden somit ein Lamellenpaket, wodurch sie in ihrer Gesamtheit nach Art 
einer ReuscHschen Glimmersaule (vgl. Ziff. 76 und 96) wie ein negativ ein- 
achsiger Kristall wirken, dessen optische Achse parallel zur Schichtnormale 
liegt ; die abnorm groBen Werte des Drehungsvermégens in Richtung der Schicht- 
normale, welche eine Reihe von Substanzen im nematisch cholesterischen 
Aggregatzustande zeigen®), sind ebenfalls auf diese Schichtstruktur zuriick- 
zutiihren?®). 


aus diesem wiirde sich —~ in der eben angegebenen Weise berechnen lassen, falls 


1) teks O. ScHGNROCK, in LANDOLT-BORNSTEIN, Physikal.-chem. Tabellen, 5. Aufl., 
Bd. II, S. 1009. Berlin 1923. 

2) Vgl. die numerischen Angaben dieser Ziffer unter a). 

3) L. SoHNCKE, Wied. Ann. Bd. 3, S. 529. 1878 (16°< #&< 148°C); Cu. E. Guye, 
Arch. sc. phys. et nat. (3) Bd. 22, S. 149. 1889 (0 °< #< 28°C). 

4) G. FRIEDEL, Ann. de phys. Bd. 18, S. 384. 1922; ahnliche Vorstellungen hatte schon 
O. LenmaNnN (Molekularphysik Bd. II, S. 591. Leipzig 1889). 

5) w betragt z. B. im mittleren Teile des sichtbaren Spektrums bei Anisalaminozimt- 
saure- und Anisalamino-a- Methylzimtsaure- -akt-amylester ca. 4000°, bei p-Cyanbenzalamino- 
zimtsaure-akt-amylester ca. 12000°; vgl. die zusammenfassende Darstellungen bei W. Vorct, 
Phys. ZS. Bd.-17, S. 154. 1916; F. Stumer, Jahrb. d. Radioakt. Bd. 15, $.27. 1918, 

6) G. FRIEDEL, Ann. de hes Bd? 18, 52384.1922; CR. Bd, 4176,.5; 475. 1923; L. Rover, 
ebenda Bd. 174, S. 1182. 1922; Bd. 180, S. 148. 1925. 
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(8) Dispersionserscheinungen. 


111. Dispersion der Hauptbrechungsindizes, der optischen Symmetrie- 
achsen, der Schwingungsrichtungen und der Binormalen. a) Dispersion 
der Hauptbrechungsindizes. Fir die Dispersion der Hauptbre- 
chungsindizes der nicht absorbierenden, aktiven Kristalle erhalt man, ebenso 
wie bei den nicht absorbierenden nicht aktiven Kristallen (vgl. Ziff. 26), das 
Gesetz (149) bzw. (152). Dasselbe ist am eingehendsten bei «-Quarz nachgepriift 
worden; wir verweisen diesbeziiglich auf den Abschnitt iber Dispersion in 
Kap. 10 dieses Bandes. 

Der in Ziff. 26 erwahnte Zusammenhang zwischen relativer Dispersion der 
Doppelbrechung und chemischer Konstitution ist auch bei aktiven Kristallen 
festgestellt worden}). 

Auch bei aktiven, optisch einachsigen Kristallen kann der Fall eintreten 
(vgl. Ziff. 26), daB die Doppelbrechung fiir eine bestimmte Wellenlange ver- 
schwindet und zu beiden Seiten dieser Wellenlange entgegengesetztes Vorzeichen 
besitzt2), der Kristall sich daher fiir diese Wellenlange wie ein solcher des 
kubischen Systems verhalt. 

b) Dispersion der optischen Symmetrieachsen und, diet, 
Schwingungsrichtungen. Uber die Dispersion der optischen Sym- 
metrieachsen optisch zweiachsiger Kristalle (vgl. Ziff. 27), sowie tiber die Dis- 
persion der Schwingungsrichtungen (vgl. Ziff. 28) legen bei aktiven 
Kristallen bis jetzt keine Beobachtungen vor. 

c) Dispersion der Binormalen. Die Dispersion der Binormalen 
(vgl. Ziff. 29) ist bei optisch aktiven Kristallen verschiedentlich gemessen worden. 
Soz. B. zeigt Kaliumtartrat deutliche horizontale Dispersion?) ; bei einigen rhom- 
bischen aktiven Kristallen wurde auch die Wellenlange ermittelt, fiir die der 
Kristall optisch einachsig wird, wahrend zu beiden Seiten dieser Wellenlange 
die Binormalenebene parallel zu verschiedenen optischen Symmetrieebenen 
hegt?). 

112. Allgemeines Gesetz der Dispersion der optischen Aktivitat. Wie die 
fiir die gewOhnliche Doppelbrechung maBgebenden Hauptbrechungsindizes, so 
zeigen auch die die optische Aktivitat bestimmenden Komponenten des Gyrations- 
tensors Abhangigkeit von der Frequenz; man nennt diese Abhangigkeit Dis- 
persion der optischen Aktivitat oder der Rotationspolarisation oder kurz 
Rotationsdispersion. 

Die Dispersion der optischen Aktivitat ergibt sich aus den Formeln (348) °). 
Da die Art der Frequenzabhangigkeit ins allen Tensorkomponenten g;; 
(4, 1=1, 2, 3) die namliche ist, so genitigt es, eine dieser Groen, z. B. 293, ins 
Auge zu fassen. Wir schreiben hierfiir 


n= Se (355) 
a A (@* — @ 2) (ys — a) ; 
aoe , 
a) Z, B. bei den Erdalkalidithionaten (A. EHRINGHAUS u. H. Ross, ZS. f. Krist. Bd. 58, 
S. 470. 1923). 4 


2) H. DE SéNaRMONT, Ann. chim. phys. (3) Bd. 33, S. 427. 1851; H. AMBronn, ZS. f. 
Krist. Bd. 52, S.48. 1913 (isomorphe Mischkristalle von Blei- und Strontiumdithionat). 

3) A. DEscLoIzEAUX, Ann. d. mines (5) Bd. 14, S. 409. 1858. 

*) H. DE Sfnarmont, Ann. chim. phys. (3) Bd. 33, S. 429. 1851 (isomorphe Misch- 
nieeaile von Kaliumnatriumtartrat-Tetrahydrat und Ammoniumnatriumtartrat- Tetrahydrat) 
G. GREENWOOD, Mineral. Mag. Bd. 20, S. 126. 1923 (Triphenylbismutindichlorid) ; P. SBve, 
Journ. de phys. (6) Bd. 1, S. 176. 1920 (Ammoniumnatriumtartrat-Tetrahydrat). 

°) M. Born, ZS. f. Phys. Bd. 8, S. 414. 1922; Atomtheorie des festen Zustandes (Dynamik 
der Krist allgitter), S. 620. Leipzig 1923 (in Enzyklop. d. mathem. Wissensch. Bd. V, TI, 3). 
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wobei die Abkiirzung 


yy = 27PV Rix vIGRyle + Ry el GYBly} 
eingefihrt ist. 
Nun zerlegen wir (355) in Partialbriiche und beachten, daB dabei die nur 
einmal vorkommenden Eigenfrequenzen w® zu einfachen, die mehrfach vor- 
kommenden Eigenfrequenzen @) zu einfachen und quadratischen Nennern Ver- 


anlassung geben). Man erhalt daher als Dispersionsgesetz fiir die Tensorkom- 
ponente gy, einen Ausdruck von der Form 


$6 


1 { Xm Bin p. 
o — . “| —_______ 4- ‘ —— 
O28 A | a fee — w*)? r 0)? @? Za) ae)? = i : (356) 
m é 


wobei die erste Summe iber die Gesamtzahl m der mehrfach vorkommenden 
und die zweite Summe iiber die Gesamtzahl e der einfach vorkommenden 
Eigenfrequenzen zu erstrecken ist. 

Durch das Auftreten der quadratischen Partialbriiche’) unterscheidet sich 
das Dispersionsgesetz der optischen Aktivitat (356) von dem Dispersionsgesetz 
der Hauptbrechungsindizes, welches (vgl. Ziff. 26 und 111) stets durch einfache 
Partialbriiche dargestellt wird. Die Komponenten des Gyrationstensors kénnen 
daher im Gegensatz zu den Hauptbrechungsindizes beim Durchgang durch 
eine mehrfache Eigenfrequenz symmetrisch zu dieser verlaufen und sowohl vor 
als auch hinter derselben sehr groBe Werte mit dem namlichen Vorzeichen 
annehmen®); dieser Fall wird offenbar dann eintreten, wenn in (356) und den 
entsprechenden Formeln fiir die tibrigen Tensorkomponenten die Koeffizienten 
6, und p, klein gegen die «,, sind. Allerdings sind bis jetzt optisch aktive 
Kristalle mit erreichbaren, hinreichend schmalen Absorptionsstreifen nicht be- 
kannt geworden, so daB dieses Verhalten noch nicht gepriift werden konnte 
[vgl. hierzu auch Ziff. 148a)]. 

In dem Dispersionsgesetz (356) sind die Partialbruchzahler a,,, /,, und /, 
nicht notwendig positiv; die Komponenten des Gyrationstensors kénnen da- 
her mit zunehmender Frequenz sowohl zu- als auch abnehmen, und das gleiche 
gilt dann offenbar auch fiir das Drehungsvermégen, d.h. fiir die Werte des 
Parameters g in Richtung der Binormalen. 

Es kann auch der Fall eintreten, daB sich die einzelnen Glieder des Ausdruckes 
(356) bei einer bestimmten Frequenz gegenseitig vernichten, so da die be- 
treffende Tensorkomponente fiir diese Frequenz verschwindet und zu _ beiden 
Seiten desselben entgegengesetztes Vorzeichen besitzt; ein solches Verhalten fand 
LONGCHAMBON®*) fiir gs, bei dem optisch einachsigen Kaliumrhodotrioxalat. 

Fiir das Drehungsvermégen « haben wir nach (343) und (344) bei Bertick- 
sichtigung von (47) und (18) 
ae wm 


— = — =o). 
An ee 


“= 


Fihrt man wieder (vgl. Ziff. 26) die ultraroten und ultravioletten Eigenfrequenzen 
@® und wm” ein und beriicksichtigt, dab der zu einer Binormalenrichtung ge- 
2) “Mi Born, Phys: ZS; Bd. 16, 'S. 437. 1915; ZS. ft. Phys. Bd. 8, S.414. 1922, 

?) Das Auftreten der quadratischen Partialbriiche ist fiir die optisch aktiven Kristalle 
charakteristisch; bei den optisch aktiven Flissigkeiten und Lésungen kénnen nur die 
einfachen Partialbriiche vorkommen [vgl. M. Born, Ann. d. Phys. Bd. 55, S. 214. 1918; 
Zs. +. Elys. Bd.8,"Si14147 4922]. 

3) M. Born, ZS. f. Phys. Bd. 8, S. 416. 1922. 

4) L. LonccHaMBon, C. R. Bd. 178, S. 1828. 1924. 
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hérende Wert des skalaren Parameters g ebenfalls von der Form (356) ist, so 
ergibt sich fiir das Drehungsvermégen « der Ausdruck 


ee eS a Pr Wr Po Go oN 
area PS fac — w*)? 1 ao? — = 1 » ae @?)? ao)? — 0 i ; 
» 


r 


der bei Einfiihrung der durch (17) gegebenen Wellenlange im Vakuum /, an 
Stelle der Frequenz m in die Form 


Teele QO, | ( Py he | O), or ) 
pl (Ag — Az) rr ; ae S22)? i R— 22 (357) 


v 


ubergeht. 

Es ist bemerkenswert, daB es bei einigen speziellen aktiven Kristallen ge- 
lungen ist1), die Abhangigkeit des Drehungsvermégens von der Wellenlange A, 
mit Hilfe der strengen Gittertheorie der Kristalloptik (vgl. Ziff.1) absolut zu 
berechnen, wobei sich befriedigende Ubereinstimmung der berechneten mit den 
beobachteten Werten ergab (vgl. hierzu den Abschnitt itber die theoretischen 
Grundlagen des Baues der zusammenhangenden Materie in Bd. XXIV dieses 
Handbuches). 

118. Naherungsformeln fiir die Dispersion der optischen Aktivitat; 
Beobachtungsergebnisse. a) Naherungsformeln fiir die Dispersion 
der optischen Aktivitat. Wir wollen jetzt das Gesetz fiir die Dispersion 
des Drehungsvermégens (357) in eine fiir die Darstellung der Beobachtungs- 
ergebnisse geeignete Form bringen. 

Fir einen Spektralbereich, der zwischen den ultraroten und ultravioletten 
Eigenfrequenzen liegt (A, << A) < 4,), erhalt man aus (357) die Reihenentwicklung 


in dieser Entwicklung rithren die Koeffizienten A; von den ultravioletten und 
die Koeffizienten 6; von den ultraroten Eigenschwingungen des Kristalls her. 

Zwischen dem Dispersionsgesetz (358) fiir die optische Aktivitat und dem 
Dispersionsgesetz (150) fiir die Hauptbrechungsindizes bestehen wesentliche 
Unterschiede. Wahrend bei letzterem samtliche Koeffizienten a; und 5, positiv 
sind, kénnen in der Reihenentwicklung (358) die Koeffizienten A; und B, 
verschiedene Vorzeichen besitzen ; auBerdem wird By durch die ultraroten Eigen- 
schwingungen bestimmt, wahrend das absolute Glied in der Reihenentwicklung 
(150) von den ultravioletten Eigenschwingungen herrihrt. 

Beschrankt man die Reihenentwicklung (358) auf das erste Glied, so erhalt 
man das Biotsche Gesetz der Rotationsdispersion?2) 


A 
a=; 
As 
nimmt man noch das zweite Glied hinzu, so folgt das BoLtzmannsche Gesetz?) 
a pe A 
me: Ai ‘ 


Beide Formeln sind nach dem Gesagten nur ungefahre Annaherungsgesetze 
und ihr Geltungsbereich daher ein beschrankter. 


1) E. Hermann, ZS. f. Phys. Bd. 16, S. 103. 1923 (Natriumchlorat, Natriumbromat); 
E, A. HyLLeraas, ebenda Bd. 24, S. 871. 1927 (f-Quarz). 

2) J. B. Brot, Mém. de l’Acad. des Scienc. Bd. 2, S. 44. 1847. 

3) L. Bortzmann, Pogg. Ann. Jubelbd. S. 128. 1874; Wissensch. Abhandign. Bd. I, 
S. 645. Leipzig 1909. 
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b) Beobachtungsergebnisse tiber die Dispersion der opti- 
schen Aktivitat. Die Beziehung (357) ist zuerst von DrupDE!) gefunden 
und naher diskutiert worden. Nimmt man an, daB die ultraroten Glieder dieser 
Reihe keinen merklichen EinfluB auf das Drehungsvermégen besitzen, so ist 
P, = Q, = 0 und somit auch in (358) B; = 0 zu setzen; es ergibt sich dann 
aus (357) als Naherungsgesetz fiir die Rotationsdispersion der Ausdruck 


—_ I - Py a ! Ov : 
Pe A \ aie ae 2) 
: 
bzw. aus (358) te Ay ix iy AS 


Zur Priifung dieser Beziehungen eignet sich am besten a-Quarz?), iiber dessen 
Drehungsvermégen weit eingehendere Dispersionmessungen vorliegen als bei 
irgendeinem anderen aktiven Kristall*). Die Beobachtungen an a-Quarz*) er- 
strecken sich tiber einen sehr groBen Spektralbereich und lassen sich in der Tat, 
wie DRUDE gezeigt hat, schon recht gut durch eine zweigliedrige Naherungs- 


formel ; 
peters Os 


BoB! BR 

darstellen®). Hierin bedeutet in dem ersten Gliede 4, eine der ultravioletten 
Eigenwellenlangen, welche zur Darstellung der Dispersion der Hauptbrechungs- 
indizes erforderlich sind, falls man hierzu die auf eine Anzahl ultravioletter 
Glieder beschrankten Ausdriicke (149) beniitzt; beim zweiten Gliede ist eine 
noch kirzere Wellenlange der ultravioletten Eigenschwingungen zu denken, 
deren Quadrat gegen A; vernachliassigt werden kann. 

Bei einer genaueren Darstellung dirfen jedoch, wie Lowry und COooDE- 
ApAMs®*) gezeigt haben, die ultraroten Glieder nicht mehr vernachlassigt werden ; 
allerdings ist ihr Einfluf so gering, daB sie durch eine einzige Konstante By er- 
setzt werden kénnen. Man erhalt dann fiir « die dreigliedrige Naherungsformel 
oy 


72 49 2 272 
Ag — 43 Ai — Ay 


in welcher 4, und 4%, die Wellenlangen der beriicksichtigten ultravioletten 
Eigenschwingungen sind. Wird /, in u« ausgedriickt und setzt man Q, = 9,5639, 


1) P. Drupe, Lehrbuch der Optik, S. 380. Leipzig 1900; 3. Aufl. Herausgeg. von 
E. GEHRCKE, S. 404. Leipzig 1912. 

*) Vgl. S. 826, Anm. 1. 

3) AuBer den Angaben bei Lanpoit-BOrnsteEIn, Physikal.-chem. Tabellen, 5. Aufl., 
S. 1009—1010. Berlin 1923 sind an neueren Arbeiten zu nennen: F. WALLERANT, C. R. 
Bd. 158, S.93. 1914 (Ammoniumantimonyltartrat); L.LONGCHAMBON, ebenda Bad. 173, 
S. 89. 1921; Bull. soc. minéral. Bd. 45, S. 236.1922. (Strontiumditartrat, Rohrzucker, Ammo- 
niumtartrat, Kaliumtartrat, Lithiumsulfat-Monohydrat, Mononatriumphosphat-Dihydrat, 
Ammonium-Natriumtartrat-Tetrahydrat, Kalium-Natriumtartrat-Tetrahydrat, Magnesium- 
sulfat-Heptahydrat, Strontiumformiat-Dihydrat, Zinksulfat-Heptahydrat, Nickelsulfat- 
Heptahydrat, Bleiformiat, Magnesiumchromat-Heptahydrat, Ammoniumoxalat-Heptahy- 
drat, Jodsdéure, Asparagin, Ammoniummolybdomalat, Bariummolybdomalat, Hydrazinsul- 
fat, Anisalcampher, Benzyleampher); C. R. Bd.178, S. 1828. 1924 (J<aliumrhodotrioxa- 
lat); E. Perucca, Cim. (6) Bd. 18, S. 112. 1919 (Natriumchlorat). 

4) AuBer den Angaben bei H. Durer, Rec. de données numér. Bd. III, S. 787—791. 
Paris 1900 und LANDoLT-BORNSTEIN, Physikal.-chem. Tabellen, 5. Aufl., Bd. II, S. 1009. 
Berlin 1923 sind an neueren Arbeiten zu nennen: L. R. InGERsoii, Phys. Rev. (2) Bd. 9, 
S. 257. 1917 (ultraroter Spektralbereich); J. Ducraux u. P. JEANTET, Journ. de phys. 
(6) Bd. 7, S. 200. 1926 (ultravioletter Spektralbereich); Tu. M. Lowry u. W. R. C, CoopE- 
Apams, Phil. Trans. Bd. 226, S. 391. 1927 (sichtbarer und ultrayioletter Spektralbereich). 

5) Uber eine empirische. eine Exponentialfunktion enthaltende Naherungsformel an 
Stelle von (359) vgl. F. BUrxi, Helv. Chim. Acta Bd. 7, S. 328. 1924. 

8) TH. M. Lowry u. W. R.C. CoopE-Apams, Phil. Trans. Bd. 266, 5S. 391. 1927. 
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O,, = — 2,3113, By = — 0,1905, 12 = 0,0127493 und 4? = 0,000974, so besteht 
zwischen den beobachteten und berechneten Werten & im ganzen zuganglichen 
Spektrum (228m < dy) < 2517 mw) eine nahezu vollkommene Ubereinstimmung. 

In ahnlicher Weise laBt sich auch die Dispersion des Drehungsvermégens 
bei Natriumchlorat!) ausgezeichnet darstellen; weniger vollkommen jedoch die 
des Zinnobers, der allerdings schon im sichtbaren Bereiche mehrere Eigenfre- 
quenzen besitzt?). 

Optisch aktive Kristalle, welche in Lésungen aktiv bleiben, deren Aktivitat 
also nur teilweise eine Gitterstruktureigenschaft ist und zum Teil durch den 
asymmetrischen Bau des Molekiils selbst bedingt wird (vgl. Ziff. 96), besitzen 
erfahrungsgema8 im kristallisierten und gelésten Zustande gleiche 
Dispersion des Drehungsvermé6gens)3). 


b) Gesetze der Reflexion und Brechung bei nicht absorbierenden, 
aktiven Kristallen. 


114. Partielle Reflexion und Brechung. Fallt eine sich in einem isotropen 
Medium ausbreitende, ebene, monochromatische, linear polarisierte Welle auf die 
ebene Begrenzungsflache eines nicht absorbierenden, aktiven Kristalls, so sind 
die beiden partiell gebrochenen Wellen nach Ziff. 100 a) elliptisch polarisiert ; 
dieselben besitzen im allgemeinen verschiedene Brechungsindizes und deshalb 
nach den auch hier giltigen Brechungsgesetzen (166) und (167) verschiedene 
Wellennormalenrichtungen. 

Die Wellennormalenrichtung der in das isotrope AuBenmedium reflektierten 
Welle folgt dem gewodhnlichen Reflexionsgesetz fiir isotrope Medien; wegen 
der elliptischen Polarisation der beiden gebrochenen Wellen besteht dagegen 
die bei nicht aktiven Kristallen geltende und in Ziff. 40 besprochene einfache 
Beziehung nicht mehr, es tritt vielmehr eine Anderung des Polarisationszu- 
standes durch die partielle Reflexion ein. 

Die Berechnung der Anderung der Phasen und Amplituden, welche eine 
in einem isotropen Medium einfallende, ebene, monochromatische, linear polari- 
sierte Welle durch partielle Reflexion an der Begrenzungsflache eines nicht 
absorbierenden, aktiven Kristalls erfahrt, erfordert die Durchfithrung der Glei- 
chungen (9), (10), (41) und (12), sowie der Grenzbedingungen (5) und (6) unter 
Heranziehung der Verkniipfungsgleichung (310); sie ist bei optisch einachsigen 
aktiven Kristallen von FORSTERLING*) erledigt worden und ergibt, daB die 
reflektierte Welle elliptisch polarisiert ist mit gegen die Einfallsebene 
im allgemeinen geneigten Hauptachsen der Schwingungsellipse®). Ihre Elliptizitat 
ist aber bei beliebigem Einfallswinkel nur sehr klein®); sie verschwindet bei 


1) PERUCCA, Cim, (6) Bd 18501125 1019, 

2) Hi Rose, N. Jabrb. £2 Mint, Beil) Bd 29; S5100 1, 4103. 19105 Centralbl. f) Mun, 
Onis, Sy, Bae. 

3) L. LoNGCHAMBON, Bull. soc. minéral. Bd. 45, S. 250. 1922. 

4) K. F6RSTERLING, G6ttinger Nachr. 1908, S. 268; Ann. d. Phys. Bd. 29, S. 809. 
1909; W. Voict, Phys. ZS. Bd. 9, S. 782. 1908; Verh. d. D. phys. Ges. Bd. 10, $.4757. 1908. 
Der Fall kubischer Kristalle ist mit Hilfe eimes der Mac CuLLacuschen Methode (Ziff. 43) 
analogen Verfahrens von P. KAEMMERER (N. Jahrb. f. Min., Beil. Bd. 30, S. 510. 1910) be- 
handelt worden. 

5) Die elliptische Polarisation der reflektierten Welle wurde schon aus den Alteren 
elastischen Theorien der optischen Aktivitat [Ziff. 97a)] gefolgert; vgl. W. Voicr, Wied. 
Ann. Bd. 21, S. 522. 1884; Bd. 30, S. 190. 1887; Kompend. d. theoret. Phys. Bd. II, S. 695. 
Leipzig 1896. 

6) Hierauf ist zuriickzufiithren, daB die Alteren Versuche zum Nachweis der Elliptizitat 
(P. DRupE, Géttinger Nachr. 1892, S. 407) miBglickt sind. 
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senkrechter Inzidenz, in welchem Falle sich das optisch aktive Medium wie 
ein gewohnliches, nicht aktives verhalt. 

Ist die einfallende, linear polarisierte Welle parallel oder senkrecht zur 
Einfallsebene polarisiert, so liegen die Achsen der Schwingungsellipse der reflek- 
tierten Welle ebenfalls parallel und senkrecht zur Einfallsebene. Bei aktiven 
Kristallen des kubischen Systems nimmt, wie FORSTERLING zeigen konnte, die 
sonst kleine Elliptizitat der reflektierten Welle in diesen beiden Fallen merk- 
liche Werte an, wenn der Einfallswinkel so gewahlt wird, daB die eine der 
beiden im Kristall durch Brechung entstandenen, zirkular polarisierten Wellen 
streifend gebrochen wird (vgl. Ziff. 50); dasselbe Resultat ergibt sich auch 
fir einen optisch einachsigen, aktiven Kristall, dessen optische Achse 
parallel zur reflektierenden Begrenzungsflache und zur Einfallsebene liegt. Die 
Elliptizitat der reflektierten Welle wird dann besonders betrachtlich, wenn 
der Einfallswinkel, bei dem die streifende Brechung der einen zirkular polari- 
sierten Welle eintritt, méglichst groB wird, d.h. wenn der Brechungsindex 
des isotropen AuBenmediums nahezu gleich dem mittleren Brechungsindex 
des reflektierenden, aktiven Kristalls ist; sie konnte unter Benutzung dieses 
Kunstgriffes von FGORSTERLING bei Natriumchlorat und Quarz experimentell 
nachgewiesen werden. 

115. Konische Refraktion. Ein bemerkenswerter Unterschied zwischen 
den nicht absorbierenden, nicht aktiven Kristallen und den aktiven Kristallen 
besteht hinsichtlich der inneren konischen Refraktion. Aus der in Abb. 29 ver- 
anschaulichten Gestalt der Strahlenflache eines nicht absorbierenden, aktiven 
Kristalls folgt, daB jede Schale derselben von jeder Tangentialebene nur in 
einem Punkte beriihrt werden kann; da nun die innere konische Refrak- 
tion nach dem in Ziff. 36c) ausgefiihrten nur méglich ist, wenn eine die Strahlen- 
flache in einer Kurve berihrende Tangentialebene existiert, so folgt, dab 
eine innere konische Refraktion bei nicht absorbierenden, aktiven Kristallen 
nicht auftreten kann. 

Dagegen lassen sich die in Ziff.36c) besprochenen Erscheinungen auch 
bei optisch aktiven Kristallen (z. B. bei Rohrzucker) beobachten; denn zu jeder 
von der Binormalenrichtung abweichenden Wellennormalenrichtung gehéren auch 
bei aktiven Kristallen zwei Strahlen, und es ]aBt sich leicht zeigen, daB diese zu- 
sammen zwei von einem dunkeln Zwischenraum getrennte Kegelmantel bilden 
miissen!). Ein wesentlicher Unterschied zwischen nicht absorbierenden, nicht 
aktiven Kristallen einerseits und aktiven Kristallen andererseits besteht jedoch 
beziiglich des Polarisationszustandes der beiden vom PoGGENDORFFschen dun- 
keln Kreis getrennten, hellen Lichtringe. Wahrend bei nicht aktiven Kristallen 
zwei Punkte der Lichtringe, die auf demselben Radius legen, gleichen Polari- 
sationszustand besitzen, ergibt die Theorie bei aktiven Kristallen?), daB die zu 
zwei gleichartig polarisierten Punkten der beiden Lichtringe gezogenen Radien 
einen kleinen Winkel miteinander bilden; wird in der Tat das Ringsystem durch 
einen drehbaren Analysator beobachtet, so zeigt sich, da diejenigen Stellen, 
an welchen der a4uBere und der innere Ring ausgeléscht werden, nicht auf dem- 
selben Radius liegen, sondern etwas gegeneinander verschoben sind?). 

Die 4uBere konische Refraktion der nicht absorbierenden, nicht aktiven 
Kristalle beruht nach den Ausfiihrungen der Ziff. 37c) auf dem Vorhandensein 
der konischen Doppelpunkte, d.h. auf der Selbstdurchdringung der Strahlen- 


1) W. Voiet, Phys. ZS. Bd. 6, S. 789. 1905. 

2) W. Voret, Ann. d. Phys. Bd. 18, S. 692. 1905. 

3) Yon W. Voicr (Ann. d. Phys. Bd. 18, S. 678. 1905) bei Rohrzucker und Wein- 
saure beobachtet. 
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flache in ihren Schnittpunkten mit den Biradialenrichtungen; da diese Eigen- 
schaft nach dem in Ziff. 108b) gesagten bei der inneren Schale der Strahlen- 
flache der aktiven Kristalle auftritt, so bleibt bei ihnen die auBere konische 
Refraktion erhalten. 


c) Interferenzerscheinungen an Platten nicht absorbierender, 
. aktiver Kristalle im polarisierten Lichte. 


a) Interferenzerscheinungen im senkrecht auffallenden, parallelen, linear 
polarisierten Lichte. 


116. Interferenzerscheinungen einer senkrecht zu einer Binormale ge- 
schnittenen Platte eines nicht absorbierenden, aktiven Kristalls. Wir wenden 
uns in dieser und der folgenden Ziffer den Interferenzerscheinungen zu, welche 
nicht absorbierende, aktive Kristallplatten im senkrecht auffallenden, parallelen, 
linear polarisierten Lichte zeigen. 

Wird eine senkrecht zu einer Binormale geschnittene, planparallele Platte 
eines nicht absorbierenden, aktiven Kristalls zwischen zwei Polarisatoren ge- 
bracht und mit senkrecht auffallendem, weiBem, parallelem Lichte beleuchtet, 
so erscheint das Gesichtsfeld bei jeder beliebigen Stellung des Analysators ge- 
farbt; die Interferenzfarbe andert sich nicht, wenn man die Platte bei festge- 
haltenen Polarisatoren in ihrer Ebene dreht, wohl aber, wenn die Platte fest- 
gehalten und entweder der Polarisator oder der Analysator fiir sich allein 
gedreht wird. 

Diese zuerst von ARAGO!) bei einer senkrecht zur optischen Achse geschnit- 
tenen Quarzplatte beobachtete Erscheinung ist eine Folge der Dispersion 
des Drehungsvermégens. Wir sehen von den durch Reflexionen an den Be- 
grenzungsflachen der Platte hervorgerufenen Schwachungen ab und bezeichnen 
mit w das Azimut der Schwingungsrichtung des Analysators gegen jene des 
Polarisators, mit a;, das der Wellenlange A, entsprechende Drehungsvermégen 
der Platte und mit d ihre Dicke; die Schwingungsrichtung des Lichtes von 
der Wellenlange 4) besitzt dann nach dem Austritt aus der Platte gegen die 
Schwingungsrichtung des Polarisators ein Azimut u, welches offenbar durch 


u=w- od, 


gegeben ist, wobei das obere oder das untere Vorzeichen gilt, je nachdem die 
Platte rechts- oder linksdrehend ist. 

Ist DM) die Amplitude des Lichtvektors der aus dem Polarisator austreten- 
den Welle von der Wellenlange Ay, so ist ihre nach der Schwingungsrichtung 
des Analysators genommene Komponente beim Austritt aus der Platte 
D0) cos (w -F a,,d); die dieser Wellenlange entsprechende Teilintensitat Ja, des 
aus dem Analysator austretenden Lichtes betragt daher nach (32) 


pe {Dio) cos (w FF a,, d)\? ; 


Die Gesamtintensitat des aus dem Analysator austretenden Lichtes wird infolge- 
dessen 


JT => {D cos (w F ad), (360) 


wobei die Summierung tuber saémtliche in dem auffallenden weiBen Licht ent- 
haltenen Wellenlangen zu erstrecken ist. 

*) F. Araco, Mém. de la classe des Scienc. math. et phys. de l’Inst. 1841 (4), S. 117; 
(Euvr. compl. Bd. X, S. 56. Paris-Leipzig 1858. 
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Die spektrale Intensitatsverteilung von J (und damit die Interferenzfarbe) 
andert sich also, entsprechend der ARAGOschen Beobachtung!), mit w und auBer- 
dem mit d@; sie ist aber unabhingig vom Azimut der Platte, da dieses in (360) 
tiberhaupt nicht vorkommt. Fiir zwei um z/2 auseinanderliegende Werte w 
erhalt man, wie ebenfalls schon von ARAGO feststellt wurde, komplementire 
Interferenzfarben, da die Summe der den beiden Analysatorstellungen ent- 
sprechenden Intensitaten nach (360) gleich }’D%” ist, also dieselbe spektrale 
Intensitatsverteilung besitzt wie das auf die Platte fallende weiBe Licht. 

DaB die den einzelnen Wellenlangen 4, entsprechenden Teilintensitaten 
verschieden stark geaindert werden, laBt sich durch spektrale Zerlegung des 
vom Analysator durchgelassenen Lichtes zeigen. Ist z.B. etwa w = 0 (d. h. 
legen die Schwingungsrichtungen der beiden Polarisatoren parallel), so miissen 
in dem Spektrum alle diejenigen Wellenliangen 2, fehlen, fiir welche 


a,,d = (2m + Nes (m = 0, 1, 2,...) 


ist; das Spektrum wird daher von dunkeln Streifen durchzogen, deren Anzahl # mit d 
zunimmt. Fiir ein bestimmtes, durch die Wellenlangen A), und A), begrenztes Spek- 
tralintervall (A); < fos) ne p aaa der Anzahl derjenigen ungeraden Zahlen, die 


2 d 2 
zwischen 3 nd = 4 legen; damit in diesem Spektralintervall dunkle 
Streifen iiberhaupt eae kdnnen, muB daher die ee d eine gewisse 
untere Grenze besitzen, welche (bei |a,,| < |a,,,|) durch a gegeben ist. 


Andert man das Analysatorazimut und erteilt ihm einen von Null verschie- 
denen Wert w, so verschieben sich die dunkeln Streifen, da jetzt nach (360) die- 


jenigen Wellenlangen fehlen, fiir welche a,,d = (2m -+ 1) _ + w ist; wegen des 


Dispersionsgesetzes (358) tritt die Streifenverschiebung daher nach der kurzwelligen 
bzw. langwelligeren Seite des Spektrums hin ein, je nachdem die Anderung 
von w im selben bzw. entgegengesetzten Sinne erfolgt wie das Drehungsvermégen. 
Hierauf beruht eine von BrocH?) angegebene Methode zur Bestimmung der 
Dispersion des Drehungsvermégens, 

Der Vergleich von (360) mit (261) zeigt bei Beriicksichtigung des Dispersions- 
gesetzes (359), daB die Interferenzfarben, welche eine senkrecht zu einer Bi- 
normale geschnittene Platte eines aktiven Kristalls im parallelen weiBen Lichte 
zwischen gekreuzten Polarisatoren zeigt, ganzlich verschieden sind von den 
Interferenzfarben, welche eine doppelbrechende Platte eines nicht aktiven Kri- 
stalls unter gleichen Umstanden aufweist?), 

Bei zunehmender Plattendicke d gehen auch die Interferenzfarben der 
aktiven Kristallplatte in immer mattere Tone und schlieBlich in ein WeiB hoherer 
Ordnung [vgl. Ziff. 72c)] iiber; doch tritt letzteres erst bei einer Plattendicke 
auf, die erheblich gréBer ist als bei einer nichtaktiven, doppelbrechenden Platte. 
Die Abhangigkeit der Interferenzfarben einer senkrecht zu einer Binor- 
male geschnittenen Platte eines aktiven Kristalls von der Plattendicke d kann 
man am einfachsten iibersehen, indem man einen durch einen Glaskeil zu einer 
planparallelen Platte ergainzten Kristallkeil, dessen eine Keilebene senkrecht 

a) Uber die bei Anderung von w auftretende Farbenfolge vgl. A. WENZEL, Centralbl. 
f, Min. 1919, S. 236; C. Purrricnu, ZS. f. Instrkde. Bd. 44, 5. 261. 1924. 

2) ©. J. Brocu, Doves Repertor. d. Phys. Bd. 7, S. 113. 1846. 

3) Eine vergleichende Untersuchung der Interferenzfarben im parallelen, polarisierten, 
weiBen Lichte bei einer senkrecht und einer parallel zur optischen Achse geschnittenen Quarz- 


A 


platte wurde von Tu. Ligpiscu und A. WENZEL (Berl. Ber. 1917, 5S. 3) ausgefiihrt. 
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zur Binormale liegt, zwischen gekreuzte Polarisatoren bringt und mit weiBem, 
parallelem Lichte beleuchtet; die den einzelnen Keildicken zugeordneten Inter- 
ferenzfarben erscheinen dann in kontinuierlicher Folge nebeneinander?). 


117. Empfindliche Farbe; Soreische Doppelplatte. Besitzt die Kristall- 
platte bei der in Ziff. 116 besprochenen Anordnung eine solche Dicke, da8 das 
aus dem Analysator austretende Licht die im auffallenden weifen Licht enthaltenen. 
Wellenlangen maximaler Intensitat nicht enthalt, so tritt eine Interferenzfarbe 
auf, welche den Ubergang zu den Nachbarfarben besonders deutlich zeigt?) ; 
sie ist ein Violett, welches dem bei doppelbrechenden Platten auftretenden Violett 
zweiter Ordnung [vegl. Ziff. 72d)] ahnlich ist und auch hier als empfindliche 
Farbe bezeichnet wird. Bei Beleuchtung mit Sonnenlicht, dessen maximalste 
Intensitat bei der Wellenlange 2, = 550m yliegt, muB demnach die empfindliche 


Farbe bei gekreuzten (bzw. parallelen) Polarisatoren bei derjenigen Plattendicke d 


auftreten, fiir welche oj, —550° d=a(baw. = 3] ist; fur Quarz betragt d=7,50 mm 
(bzw. = 3,75mm)*). Eine geringe Drehung des Analysators aus der gekreuzten 
(bzw. parallelen) Stellung heraus bewirkt einen Umschlag des empfindlichen 
Violett in Rot bzw. Blau, je nachdem diese Drehung im Sinne der durch die 
Platte hervorgerufenen Drehung der Polarisationsebene bzw. im entgegengesetz- 
ten Sinne erfolgt*). 

Kittet man zwei nebeneinanderliegende, senkrecht zur optischen Achse 
geschnittene Quarzplatten zusammen, welche beide gleiche, der empfindlichen 


Farbe entsprechende Dicken d besitzen und von welchen die eine rechts- und 
die andere linksdrehend ist, so zeigt die so erhaltene sogenannte SOLEILsche 
Doppelplatte®) bei Beleuchtung mit weiBem Lichte zwischen zwei Polari- 
satoren nach (360) nur dann gleich violett gefarbte Halften, wenn die 
Schwingungsrichtungen der Polarisatoren gekreuzt (bzw. parallel) sind; eine 
geringe Drehung einer der beiden Polarisatoren bewirkt sofort, daB die eine 
Halfte in Rot und die andere in Blau umschlagt. Die SoLEILsche Doppelplatte 
kann daher benutzt werden, um die Schwingungsrichtung des Analysators 
genau senkrecht (bzw. parallel) zur Schwingungsrichtung der auffallenden, linear 
polarisierten Welle zu stellen und findet bei den Methoden zur Messung der 
Drehung der Polarisationsebene Verwendung §). 

Befindet sich eine SorEItsche Doppelplatte zwischen gekreuztem Polarisator 
und Analysator und wird zwischen ersterem und die SoLxEirsche Platte noch 
eine doppelbrechende Kristallplatte gebracht, so kénnen, wie in Bd. XIX ausge- 
fihrt wird, bei Beobachtung mit weiBem Lichte die beiden Halften nur dann 
gleichmafig violett erscheinen, wenn die Hauptschwingungsrichtungen der doppel- 
brechenden Platte mit den Schwingungsrichtungen der gekreuzten Polarisatoren 
zusammentallen. Die SoLEettsche Doppelplatte lat sich daher nach BErt- 


1) Uber die Interferenzfarben bei Kristallen mit geringer optischer Aktivitat (z. B. 
Natriumchlorat) vgl. TH. LreBiscH u. A. WENZEL, Berl. Ber. 1917, S. 803. 

2\ SAL WENZEL, Physe Zou Bdeteyon472 14 jeveleauch Zitt72 a). 

8) Vgl. hierzu F. E. Wricut, The methods of petrographic-microscopic researgh, S. 137. 
Washington 1911 (Carnegie Institut. of Washington, Public. Nr. 158). 

4) Die Farbenfolge bei der Drehung des Analysators erméglicht es, rechts- und links- 
drehende Platten voneinander zu unterscheiden; eine Quarzplatte z. B. ist rechts- bzw. links- 
drehend, je nachdem (bei einer Platte von etwa 2mm Dicke) die Reihenfolge Blau, Purpur, 
Gelb, GelbweiB, WeiB bei einer Drehung des Analysators (aus der gekreuzten Stellung heraus) 
im Sinne eines positiven bzw. negativen Drehungsvermégens erfolgt (vgl. C. PuLFRICcH, 
ZS. f. Instrkde. Bd. 44, S. 263. 1924). 

Dy Uo Sronporie, (C, IR, Il, Boy, Sy, WROS, GAS: 

8) Vgl. hierzu den Abschnitt ttber Polarimetrie in Bd. XIX ds. Handb. 
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RAND!) auch zum Nachweis von geringen Doppelbrechungen, sowie 
zur Ermittlung der Ausléschungsrichtungen einer Kristallplatte be- 
nutzen?). 

Ertolgt die Beleuchtung mit monochromatischem Lichte, so hat man bei 
Verwendung der SoLritschen Doppelplatte statt auf gleiche Farbung, auf 
gleiche Intensitat der beiden Hilften einzustellen; die Einstellungsgenauigkeit 
wird nach NAKAMURA®) um so gréBer, je geringer die Dicke der Platte ist (bei 
NAKAMURA 0,04 mm). 


3) Interferenzerscheinungen im konvergenten, polarisierten Lichte. 


118. Eine nicht absorbierende, aktive Kristallplatte im konvergenten, 
elliptisch polarisierten Lichte. Wir betrachten in dieser und den folgenden 
Ziffern die Interferenzerscheinungen, welche eine planparallele Platte eines 
aktiven Kristalls im konvergenten, polarisierten Lichte zeigt’). Diese Erschei- 
nungen wurden zuerst von ArRy®) bei einer senkrecht zur optischen Achse 
geschnittenen Quarzplatte beobachtet, aber nur unvollstandig auf Grund un- 
richtiger Annahmen erklart. 

Zur Darstellung der Erscheinungen gehen wir aus von dem Falle, daB eine 
ebene, elliptisch polarisierte, monochromatische Welle eine planparallele Platte 
eines nicht absorbierenden aktiven Kristalls senkrecht durchsetzt und dann 
durch einen Analysator hindurchgeht®) ; die Begrenzungsebenen der Platte sollen 
gegen die Binormalen zunachst beliebige Neigung besitzen. 

Wir legen das rechtwinklige Rechtssystem x’, y’, 2’ so, daB die positive 
z’-Achse mit der Wellennormalenrichtung $ der auffallenden Welle und somit 
mit der Plattennormale zusammenfallt. Die x’ y’-Ebene legen wir in diejenige Be- 
grenzungsebene der Platte, auf welche die Welle auffallt; die «’-Achse und y’- 
Achse lassen wir mit den Richtungen zusammenfallen, welche bei verschwin- 
dender Aktivitat des Kristalls die Hauptschwingungsrichtungen bd’ und bd” der 
Platte sein wiirden [vgl. Ziff. 100a)]. 

Ist D der Lichtvektor der auffallenden elliptisch polarisierten Welle von 
der Frequenz w und bezeichnen & und y die Richtungen der Hauptachsen 


< 


ihrer Schwingungsellipse, so kénnen wir fiir die nach € und 7» genommenen 


1) E. BERTRAND, ZS. f. Krist. Bd. 1, S. 69. 1877; Bull. soc. minéral. Bd. 1, S. 26. 1878; 
eine Doppelplatte mit variierbarer Empfindlichkeit bei F. E. Wricut, Sill. Journ. (4) Bd. 26, 
S. 377. 1908; vgl. wegen der Einzelheiten den Abschnitt tiber die Messung elliptisch polari- 
sierten Lichtes in Bd. XIX ds. Handb. 

2) F. E. Wricut, Sill. Journ. (4) Bd. 26, S. 349. 1908; The methods of petrographic- 
microscopie research. S. 137. Washington 1911 (Carnegie Institut. of Washington, Public. 
Nr. 158); G. Szivzessy u. Cr. Minster, ZS. f. Phys. Bd. 47, S. 357. 1928. Uber andere 
Methoden zur Bestimmung der Ausléschungsrichtungen vgl. Ziff. 75a). 

3) S. NAKAMURA, Centralbl. f. Min. 1905, S. 267; Proc. Tokyo Math,-Phys. Soc. (2) Bd. 4, 
=. 26; 4907, 

4) Reproduktionen photographischer Aufnahmen dieser Interferenzerscheinungen bei 
H. Hauswatpt, Interferenzerscheinungen im polarisierten Lichte, 3. Reihe, Taf. 17—23. 
Magdeburg 1908. 

5) G. Arry, Trans. Cambr. Phil. Soc. Bd. 4, S. 79 u. 199. 1833; eine eingehende Dar- 
stellung der Arryschen Entwicklungen findet sich bei I. NeuMANN, Vorlesungen itiber 
theoret. Optik, Herausgeg. von E. Dorn. S. 244. Leipzig 1885. 

6) J. WALKER, The analytical theory of light, S. 361. Cambridge 1904; H. JOACHIM, 
N. Jahrb. f. Min., Beil. Bd. 21, S. 630. 1906. Der allgemeinere Fall des Durchganges einer 
elliptisch polarisierten Welle durch m iibereinander hegende aktive Kristallplatten wurde 
von O. GALL (ebenda Bd. 38, S. 685. 1915) behandelt; fiir die folgenden Betrachtungen 
geniigt die Behandlung des Falles n = 1 bzw. n = 2. 

Beobachtungen uber die Interferenzerscheinungen bei Plattenkombinationen, be- 
stehend aus senkrecht zur optischen Achse geschnittenen, rechts- und linksdrehenden 
Quarzplatten, hat Tu. Liepiscu (Berl. Ber. 1916, S. 870) angestellt, 
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Komponenten von ® in der Ebene 2’ = 0 die folgenden Ausdriicke (vgl. Kap. 4 
ds. Bandes) D: = |D| cosy’ e-*#, ®, = —i|D| siny’e-* (361) 


ansetzen, wobei durch tgy’ = k’ die Elliptizitat der Welle bestimmt ist. 

Im Inneren der Platte zerlegt sich die auffallende Welle nach dem in 
Ziff. 100 a) ausgefiihrten in zwei entgegengesetzt elliptisch polarisierte Wellen 
von gleicher Elliptizitat k= tgy mit gekreuzten Schwingungsellipsen von 
entgegengesetztem Umlaufssinn, deren groBe Achsen die durch und bd” be- 
stimmten Richtungen haben; sind D® und D® die Lichtvektoren dieser beiden 
Wellen, so haben wir fiir ihre Komponenten in der Ebene 2’ =0 


DY = |D®| cosy e-*#, Dy = 71 |D®| sinyre-*2, 


By) D2 | sj -iot (2) Raye) (362) 
De = |D?| sinpe*e, Dp = —71|D® 


= Gare 
COSMIC Re | 


von diesen Wellen ist bei positivem k (d. h. 0 << y < 2/2) die mit (1) bezeich- 
nete links-, die mit (2) bezeichnete rechtselliptisch polarisiert. Ist # der Winkel 
zwischen positiver é-Achse und positiver x’-Achse, so folgt aus (361) und (362) 


: 
DY + DP = Dz cosu — D, sinw, 


DY + D2 = Dz sinu + D, cosu 


2 |D®) cosy + |D®|siny = |D|(cosy’cosu + isiny’ sin) , 
|D®| sinw — |D®| cosy = —|D|(siny’ cosu + i cosy’sinx); 
hieraus ergibt sich 
'DO| = |D| {cosucos(y + y’) — isinusin(y — y’)}, | 


ma Ze Se 6 
\D®| = |D| {coswsin(w + y’) + tsinwcos(w — p’). | (303) 
Von den beiden Wellen (362) erhalt die rechtselliptisch polarisierte Welle gegen- 
ber der linkselliptisch polarisierten beim Durchschreiten der Kristallplatte eine 
Phasendifferenz 4, die durch (330) gegeben ist. Ist w das Azimut der Schwin- 
gungsrichtung des Analysators gegen die positive x’-Achse und Dy die nach 
dieser Schwingungsrichtung genommene Komponente des Lichtvektors der aus 
der Platte austretenden Welle, so haben wir 

Da} = {(]D®| cosy + |D®| siny e-*4) cosw + i(|D®| siny | 


wobei die Phasendifferenz e’ nur durch die Entfernung des Analysators von der 
Kristallplatte bedingt wird. 

Die Intensitat J der aus dem Analysator austretenden Welle ergibt sich 
nach (33) durch Multiplikation der rechten Seite von (364) mit ihrem konjugiert 
komplexen Werte. Ist |D|? Sy) 


cosipier? A )isin cg) e- Wiauee 


die Intensitat der auffallenden Welle, so ergibt sich demzufolge aus (364) mit 
Riicksicht auf (363) fiir J nach einiger Umformung!) der Ausdruck 


¢ 
aie 2 
Vie {sinew + cos2y’ 


A : ; es 
(cos (w — tu) cos> + sin (w — u) sin2y sin 5] 


; 5 ; A yao 
— sin2y'cos2 (cos 2w sin2y sin? + (365) 


9 : eA 
+ cos? (w + u) cos*2y sin? 


; 5. 2 A 
+ sin 2 @ sin COs cal 
2 2") 


D 


*) Vgl. z. B. J. Warker, The analytical theory of light, S. 362. Cambridge 1904. 
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Dieses unter der Voraussetzung senkrecht auffallenden, parallelen, 
elliptisch polarisierten Lichtes gewonnene Ergebnis laBt sich auch fiir den Fall 
schwach konvergenten, elliptisch polarisierten Lichtes verwenden, wofern man 
(vgl. hierzu Ziff. 80) nur so kleine Einfallswinkel benutzt, da der Unterschied 
der Brechungswinkel 7, und 7, der beiden aus einer schrag einfallenden Welle 
durch Brechung entstehenden Wellen vernachliassigt werden kann, d.h. 7, = 7, 
=r gesetzt werden darf. In diesem Falle stellt dann (365) cine Naherungs- 
forme] fiir die Intensitat des aus dem Analysator austretenden Lichtes dar. 

119. Interferenzerscheinungen einer senkrecht zur optischen Achse ge- 
schnittenen Platte eines optisch einachsigen, nicht absorbierenden, aktiven Kri- 
stalls im konvergenten, linear polarisierten Lichte. Um die Interferenzerschei- 
nungen zu erhalten, welche eine Platte eines nicht absorbierenden, aktiven Kri- 
stalls im konvergenten, linear polarisierten Lichte zeigt, haben wir in 
dem Ausdruck (365) y’ = 0 zu setzen und erhalten dann fiir die Intensitat des 
aus dem Analysator austretenden Lichtes 


T=Io| f° Sipe my is > +sin (w@—w) sin 2y sin 5} + costtotm) cost2yp sin? |. 


Nun ist w — « = » das Azimut der Schwingungsrichtung des Analysators gegen 
die Schwingungsrichtung der auffallenden linear polarisierten Welle; fiir den 
letzten Ausdruck kénnen wir daher auch 


T=J, [ cos y cos 4 + siny sin2y sin— al + cos?(2w — y) cos? 2y sin? S| (366) 


schreiben. 

Wir betrachten jetzt eine Platte eines nicht absorbierenden, aktiven, op- 
tisch einachsigen Kristalls, welche senkrecht zur optischenAchsegeschnitten 
ist; bei einer solchen ergibt sich fiir die Phasendifferenz A der beiden zum 
selben Einfallswinkel gehérenden, im Kristall durch Brechung entstandenen 
Wellen aus (344) und (346) der Ausdruck 

ee 2 |V8+ Gap| ; (367) 


~ cosy —cosr 


hierin bedeutet y den (nach Ziff. 118 fiir die beiden gebrochenen Wellen an- 
genahert gleichen) Brechungswinkel, « das Drehungsvermégen und d die Dicke 
der Platte. Fir 6, kann bei Heranziehung von (331) (b, = 6, = 17, mj + n@ an- 


genadhert gleich , + ns) 

200. | i 22 wots : 
Oy = =— (M NM) = 7. (n, — Nz) sin?7 (368) 
a ® 


geschrieben werden; hierbei darf man bei hinreichend schwacher Konvergenz der 
auffallenden Wellennormalen an Stelle des Brechungswinkels y in erster An- 
naherung den Einfallswinkel 7 setzen. In (367) ist gemaB Ziff. 103 das obere 
oder das untere Vorzeichenzunehmen, je nachdem 0, negativ oder 
positiv ist, d.h. je nachdem der Kristall positiv oder negativ ein- 
achsig ist; es geniigt offenbar einen dieser beiden Falle zu behandeln. 

Wir fiihren die weitere Rechnung fiir den Fall eines positiv einachsigen 
Kristalls durch, der z. B. bei Quarz zutrifft und betrachten zuerst die beiden 


Sonderfalle y=0O und y = = , dann den allgemeinen Fall 0 <y< = bzw. 


e 2 
Se Ny a 
a) Parallele bzw. gekreuzte Polarisatoren. Die beiden Falle y = 0 


und y = 8 sind realisiert, wenn sich die senkrecht zur optischen Achse ge- 
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schnittene Platte des positiv einachsigen, aktiven Kristalls zwischen parallelen 
bzw. gekreuzten Polarisatoren im konvergenten, monochromati- 


schen Lichte befindet; bezeichnen wir die dem Falle y = 0 bzw. y = s ent- 


sprechende Intensitat des aus dem Analysator austretenden Lichtes mit /)) 
bzw. J ,, so folgt aus dem Intensitatsausdruck (366) 


a re 
Ji = Jq(cos? 5 + cos? 2w cos?2y ne 


bzw. 
Ji=Jo(sin®2y + cos*2y sin?2w] Sc 


Da J), + J. = Jp» ist, so sind die Interferenzerscheinungen in den beiden 
Fallen y= 0 und y = > [ebenso wie bei einer Platte eines nicht absorbieren- 


den, nicht aktiven Kristalls (vgl. Ziff. 70)] komplementar; d. h. diejenigen 
Stellen des Interferenzbildes, die im einen Falle hell sind, sind im anderen Falle 
dunkel und umgekehrt; es geniigt daher, einen der beiden Falle zu behandeln, 


etwa den Fall y = = 


Da/J, fir dA = 2ma (m = 0, 1, 2, .. .) verschwindet, so treten bei gekreuzten 
Polarisatoren ganz dunkle kreisférmige Ringe auf; ist y der Brechungswinkel, 
der zu einem Punkte eines solchen dunklen Kreises gehdrt, so ist der Radius 
des Kreises in der Projektion des Interferenzbildes (vgl. Ziff. 841) offenbar d tg7, 
wofiir wegen der Kleinheit von 7 auch dsiny geschrieben werden darf. Die 
Radien der dunkeln Kreise sind somit nach (367) und (368) durch 


ee 2 ma\2 
sinty = — | =n Ane, 
2% (nN, — Nz) d 


bestimmt. Der Wert m = m, des innersten Ringes ist die kleinste positive Zahl, 
die der Bedingung m > ee geniigt ; fiir den Aten Ring ist m = h-+m,. Das Gesetz 


der Kreisdurchmesser ist somit ein ganz anderes als jenes, welches nach Ziff. 86b) 
bei einer senkrecht zur optischen Achse geschnittenen Platte eines nichtabsor- 
bierenden, nicht aktiven Kristalls zwischen gekreuzten Polarisatoren im kon- 
vergenten, monochromatischen Lichte auftritt+). 

In hinreichender Entfernung vom Mittelpunkt des Gesichtsfeldes weichen 
die Wellennormalenrichtungen der gebrochenen Wellen betrachtlich von der 
Richtung der optischen Achse ab. Hier wird nach (334) die Elliptizitat k der 
im Kristall fortschreitenden Wellen und daher auch wy sehr klein, J, nimmt 
daher auf den zu den Schwingungsrichtungen der Polarisatoren parallelen Durch- 


a 32 : . ge : A 
nae ES rs oe oe : : 2 Mwsin? — 
messern (w =O; 10 == 5 Oren OE We den kleinsten Wert /,sin? 2wsin 5 


an. Es tritt also im Interferenzbild ein dunkles Kreuz auf, ahnlich wie bei 
einer senkrecht zur optischen Achse geschnittenen Platte eines optisch. ein- 
achsigen, nicht aktiven Kristalls [Ziff. 86b)]. Dasselbe wird aber hier nach 
dem Mittelpunkte des Gesichtsfeldes zu immer schwacher; im Mittelpunkte 
selbst, wo die beiden in Richtung der Plattennormale fortschreitenden Wellen 


1) Das Gesetz der Kreisdurchmesser, welche eine senkrecht zur optischen Achse 
geschnittene Quarzplatte zwischen gekreuzten Polarisatoren in monochromatischem, kon- 
vergentem Lichte zeigt, wurde von J. C. Mc Connet (vgl. S. 817, Anm., 4) zur experimen- 
tellen Priifung der Beziehung (335) benutzt. 
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zirkular polarisiert sind und somit k = tgy = +1 (vy = + z} ist, verschwindet 
es ganz, da dort die Intensitat i 


Pe eI 
Fi ce Jysin® 5 
und damit unabhangig von jedem Azimut w wird. 
Eine schematische Darstellung des Interferenzbildes zeigt Abb. 30. 
b) Beliebig gestellte Polarisatoren. Die Falle Oo<y <= bzw. 
x ‘ < . : : eae, ; = 
> <7 <2 sind verwirklicht, wenn sich die Kristallplatte im konver- 
genten, monochromatischen Lichte zwischen Polarisatoren befin- 
det, die weder parallel noch gekreuzt sind. 
a) Allgemeine Intensitatsverteilung im 


Interferenzbild. J verschwindet nach (366), wenn 
jeder Summand fiir sich verschwindet, d. h. wenn 


w= aS +y (369) 
und 4 ctgy 
‘g 2. sin2 wy (370) 


ist. Es treten daher bei beliebig gestellten Polarisatoren 
keine ganz dunkeln Kurven auf; véllige Dunkelheit Ab». 30. Schema der Inter- 
= = : . 6 erenzfigur einer senk- 
herrscht vielmehr nur in denjenigen Punkten, in welchen recht zur optischen Achse 
P . ° t 

die durch (369) bestimmten Radien von den durch (370) eprieok ee ere 
bestimmten Kreisen geschnitten werden. hea bey ae epee 
Le : reuzten Polarisatoren im 
Auf den Kreisen, deren Punkte der Phasendifferenz Ey eres es eB 
. . ‘ i icht - 
1=—2mx (m=O, 1, 2,...) entsprechen, wird die Inten- Piatra doa Sebwinermecieh 

sitat J nach (366) tung des Analysators.) 

J = Jocos*y, 
besitzt also denselben Wert wie bei nicht vorhandener Kristallplatte. 

B) Interferenzbild in der Nahe des Mittelpunktes des Ge: 
sichtsfeldes. In der Nahe des Mittelpunktes des Gesichtsfeldes 
ist 4 nur wenig verschieden von dem Werte im Mittelpunkte selbst; in diesem 
ist aber tg y =-+1 und wy =>+ = , wir erhalten daher 


J =J,cos*(5 Fl, (371) 


wobei nach Ziff. 101c) das obere oder das untere Vorzeichen zu nehmen ist, je 
nachdem die Platte aus einem linksdrehenden oder einem rechtsdrehenden 
Kristall besteht. Der mittlere Teil des Gesichtsfeldes erscheint daher von auf- 
einanderfolgenden hellen und dunkeln, nahezu kreisf6rmigen Linien durchzogen, 
deren Radien sich angenahert durch die Bedingung 


Fr = (2m + 1) 5 , A=+2y+(2m+1)a CGE OMAP 0 = a3) 


bestimmen und sich andern, wenn entweder der Analysator oder der Polari- 
sator fiir sich allein gedreht wird. Erfolgt eine solche Drehung im Sinne 
wachsender y, so nimmt die Phasendifferenz 4 zu oder ab, je nachdem der 
Kristall links- oder rechtsdrehend ist. Da nun nach (367) 4 mit y zunimmt 
(falls, wie wir voraussetzen, der Kristall positiv einachsig und somit das obere 
Vorzeichen zu nehmen ist), so ergibt sich, daf} bei der angegebenen Anderung 
von y die (durch dsiny gegebenen) Radien der dunkeln kreisférmigen 


54* 
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Linien bei einer linksdrehenden Kristallplatte zunehmen und bei 
einer rechtsdrehenden abnehmen}). 

Ist die Plattendicke hinreichend groB, so folgt mit Hilfe von (367) und 
(368), daB dann die dunkeln kreisférmigen Linien dicht beieinander liegen; ist 
aber die Plattendicke sehr gering, so entsteht ein gréBeres, nahezu gleichférmiges 


mittleres Gesichtsfeld. Da im Mittelpunkte nach (367) (7 =0, 06=0) 4=2da 
ist, so wird dort nach (371 . 
871) 7 = Jycost(a dF 7). 


Um die Intensitatsverhaltnisse in der unmittelbaren Nahe des Mittel- 
punktes zu iibersehen, denken wir uns den Analysator so gestellt, daB der Mittel- 
punkt selbst vollkommen dunkel wird; dies ist nach der letzten Gleichung dann der 


Fall, wenn y= +ad+ ~ ist, wobei das obere oder untere Vorzeichen gilt, je 


nachdem die Kristallplatte links- oder rechtsdrehend ist. Fir Punkte in der 
Nahe des Mittelpunktes wird dann das erste Glied in dem Intensitatsausdruck 
(366) sehr klein und die Intensitat annahernd gegeben durch 


ec 
J = Jycos? (2 w — y) cos? 2y sin? ae 


sie wird ein Maximum fiir 


") WMI 
2w~—-y=tma, Ot OA 2) 


und ein Minimum fiir’ 
firs 


2m 14 y PD ae Ak 
ese ip as 2 see 


2 
y 2) : ® 4 


Te, (Oe —=" me tege ee 


Im mittleren Teil des Gesichtsfeldes erscheint somit bei dieser Stellung des 
Analysators ein rechtwinkliges dunkles Kreuz, von dem ein Arm dadurch 
gegeben ist, da er den Winkel zwischen der Schwingungsrichtung P des 
Polarisators und der zur Schwingungsrichtung A des 
Analysators senkrechten Richtung A’ halbiert. Wird der 
Analysator aus dieser Stellung herausgedreht, so lést sich 
das dunkle Kreuz in vier dunkle Flecken auf. Dieses 
Verhalten laBt sich gut beobachten, wenn die Platte sehr 
diinn ist, weil sich dann ihre Phasendifferenz innerhalb 
eines groBen Gebietes nur wenig von dem Werte im 
Mittelpunkte unterscheidet und die angegebene Inter- 


Abb. 31. Schema der Inter- 
ferenzfigur im mittleren 
Teile des Gesichtsfeldes 
einer sehr diinnen, senk- 
recht zur optischen Achse 
geschnittenen Platte eines 
optisch einachsigen, akti- 
ven Kristalls im konvergen- 
ten,(linear polarisierten Lichte 
bei solcher Stellung des Analy- 
sators, daB der Mittelpunkt des 
Gesichtsfeldes vollstandig dun- 
kel ist. (P Schwingungsrichtung 
des Polarisators, A Schwin- 
gungsrichtung des Analysators; 
A’ zu A senkrechte Richtung.) 


ferenzfigur eine gréBere Ausdehnung besitzt, wie aus 
der schematischen Abb. 31 zu ersehen ist. 

vy) Interferenzfigur in dem vom Mittel- 
punkte entiernteren Gebiéte; quadratischc 
Kurven. In dem vom Mittelpunkte entfernteren 
Gebiete, fir dessen Punkte die Elliptizitat k = tg y der 
zu einem bestimmten Brechungswinkel 7 gehorenden 
Wellen merklich von 1 verschieden ist, sind die dunkeln 
Kurven bestimmt durch 


és 


a = 0 (bei positivem 


OA OA (372) 


on 


Bei nicht zu geringer Plattendicke kann fiir die Punkte der zu bestimmenden 
Kurve die Elliptizitat tgw in erster Annaherung konstant gesetzt werden; 


1) Diese Methode zur Bestimmung des Drehungssinnes einer Kristallplatte laBt sich 
auch noch bei so groBen Plattendicken verwenden, bei der die S. 846, Anm. 4 angegebene 


Methode versagt. 
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man erhalt dann aus (366) und (372) fiir die in diesen Punkten geltende 
Phasendifferenz die Bedingung 
vp eee LE sin2ysin2y _ _o 
ts 1 — sin*y (1 + sin®?2y) — cos?2ycos*(2w — ) ° (373) 
Ist etwa tgy positiv, also der Kristall linksdrehend und auBerdem 0 < y < ~, 
so hat tg in bezug auf y ein Maximum fiir w = ++ = 
2m + 1 ; “5 
~~ a(m= 0,1, 2,...). Um nun die fiir das Inter- 
ferenzbild maBgebenden dunkeln Kurven zu erhalten, beschreibt man um den 
Mittelpunkt M einen Kreis und verlangert dessen Radien um Betrage, die 
mit dem Azimut w variieren; dieselben besitzen ihre gréBten Werte in den 
Halbierungslinien der Winkel zwischen den Schwingungsrichtungen von Polari- 
sator MP und Analysator M4, ihre kleinsten Werte in den zu diesen Halbie- 
rungslinien unter 45° geneigten Richtungen. Die dunkeln Kurven haben daher 
quadratische Form mit ausspringenden, abgerundeten Ecken, die in unserem 


He me OA Oe een) aL 
Minimum fiir w = + 


Falle (tgy >0;0<y<= bei w= 2 47" Pp 
(m = 0, 1, 2, .. .) liegen; sie werden als ,,qua- A A 
dratische Kurven" bezeichnet. x a <4 
Ist der Kristall linksdrehend und 5 POT 
so legen die ausspringenden Ecken bei w = = NS : SS 
2m + 1 
-— (m =0,1,2,...). a b 


spe Soe Nick x eR er bs Abb. 32. Quadratische Kurven. 
Bei einem linksdrehenden Kristall und ver- itnkedeohendce b mcchtadtehiendar cistan 


tikal gedachter Schwingungsrichtung P des _ (P Schwingungsrichtung des Polarisators, 
- 5 - A Schwingungsrichtung des Analysators.) 
Polarisators liegen somit die Ecken der quadra- 
tischen Kurven wie in Abb. 32a angegeben, d.h. eine Ecke liegt in dem links 
an P grenzenden Oktanten; bei einem rechtsdrehenden Kristall (tg negativ) 
haben sie in diesem Falle die in Abb. 32b veranschaulichte Lage, d.h. eine 
Ecke liegt in dem rechts an P grenzenden Oktanten. 
Die Intensitat einer quadratischen Kurve folgt aus (366), indem*man fir 
A den durch (373) bestimmten Wert einfiihrt; man erhalt 


9feocty -- sin? ysin2 2(9 — y\cos 
J=75 {cos y + sin?ysin?2w + cos?(2w — y)cos*2y 


*CQc2 nz cj 25 aS: - WwW — v\)cos2 2 S| Bonine 2 i 
— )(cos*y — sin? ysin?2y — cos*(2w — y)cos?2w)? + sin?2wsin®2y 5 


° . . . a y VW ° ae 
und dieser Ausdruck erreicht seine Maxima fiir w = hee und seine Minima 


2 

: } 2m -+- 1 ee Se : a ms 
a ale —— 2 (m=0, 1, 2,...). Bei einem linksdrehenden Kristall be- 
Bi 

E fe a - i! rte. J _ wt 
sitzen daher die Ecken gréBte oder geringste Intensitat, je nachdem 0 <y <> 


4 . . . ys . ° 
oder 5 <y <a ist; bei einem rechtsdrehenden Kristall ist dieses Verhalten 


gerade umgekehrt. In Abb. 32 sind die Intensitatsminima durch stark aus- 
gezogene Stellen angedeutet. 

c) Interferenzerscheinungen bei weiBem Lichte. Bei Beleuch- 
tung mit konvergentem, weifiem Lichte erscheint das Interferenzbild gefarbt ; 
die entstehenden Interferenzfarben werden durch das Zusammenwirken der 
Dispersion der optischen Aktivitat und der Dispersion der Doppelbrechung in 
komplizierter Weise beeinfluBt?). 


1) TH. LIEBISCH u. A. WENZEL, Berl. Ber. 1917, S. 777. 
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120. Interferenzerscheinungen einer senkrecht zur optischen Achse ge- 
schnittenen Platte eines optisch einachsigen, nicht absorbierenden, aktiven 
Kristalls im konvergenten, zirkular polarisierten Lichte. Wir spezialisieren 
jetzt das in Ziff. 118 besprochene Interferenzproblem, indem wir annehmen, 
daB das auffallende Licht zirkular polarisiert ist. 

Die Intensitat J des aus dem Analysator austretenden Lichtes erhalten 


wir dann, indem wir in dem allgemeinen Intensitatsausdruck (365) y’ =F a 
setzen; hierbei gilt, wie aus (361) ohne weiteres folgt, das obere Vorzeichen fiir 
links- und das untere fiir rechtszirkularpolarisiertes Licht. Es ergibt sich somit 
fiir J die Beziehung 


2 


Syl ee + cos2y|cos2wsin 2 ysin2 ss + sin2wsin rere g (374) 
oder 


J= b {! + cos2wsin2ycos2y F cos2y |sin?2w + cos?2wsin?2y+cos(d — it, 


falls tg2w 
gesetzt wird. 

Die Behandlung des Interferenzproblems vereinfacht sich fiir den Fall, daB 
die Platte optisch einachsig und senkrecht zur optischen Achse geschnitten 
ist$ fiir d ist dann der durch (367) und (368) bestimmte Wert einzusetzen. Wir 
behandeln diesen einfacheren Fall zuerst fiir einen linksdrehenden und dann 
fiir einen rechtsdrehenden Kristall. 

a) Linksdrehender Kristall. Ist der Kristall linksdrehend, so ist [vgl. 
Ziff. 101c)] k = tgpy positiv. Nehmen wir in (374) etwa das obere Vorzeichen, 
also auffallendes linkszirkular polarisiertes Licht, so erhalten wir als 
Bedingung fiir die dunkeln Kurven 


A=1+2mn (Wien Or Ae 2 ss 


im mittleren Teile des Gesichtsfeldes, in welchem sich der Polarisationszustand 
der zu einem Brechungswinkel 7 gehérenden Wellen nur wenig vom zirkularen 
unterscheidet, kann auferdem angenahert sin2y = 1 gesetzt werden, so daB 
die letzte Gleichung mit Ricksicht auf (375) die Form annimmt 


A=—2w+2mnx (m=0,1,2,...). (376) 


Nun bedeutet w das Azimut der Schwingungsrichtung des Analysators gegen 
die positive x”-Achse (vgl. Ziff. 118); daher ist in (376) offenbar —w das Azimut, 
welches ein vom Mittelpunkt des Gesichtsfeldes zu einem Punkte der dunkeln 
Kurve gezogener Fahrstrahl mit der (als fest angenommenen) Schwingungs- 
richtung des Analysators bildet. Da nach (367) 7 gleichzeitig mit 4 zunimmt 
{falls wir wieder einen positiv einachsigen Kristall annehmen und daher in (367) 
das obere Vorzeichen benutzen], so folgt aus (376), daB v (und somit auch die 
Lange?) dsiny des vom Mittelpunkte aus gezogenen Fahrstrahles) mit —w mo- 
noton wachst; die dunkeln Kurven sind somit zwei ineinandergewundene 
Rechtsspiralen (Abb. 33), die im Mittelpunkte zusammenhiangen. Es laBt 
sich leicht zeigen, da die im Mittelpunkt O an die Spirale gezogene Tangente T 
mit der zur Schwingungsrichtung des Analysators senkrechten Richtung einen 


Winkel bildet, der gleich - ist, wobei A, die Phasendifferenz der Platte im 


1) Die Lange des Fahrstrahles betragt dtgy, wofiir wegen der Kleinheit von v auch 
dsiny gesetzt werden darf [vgl. Ziff.119 a)]. 


Ziff. 120. Interferenzerscheinungen bei aktiven Kristallen. 855 


Mittelpunkte bedeutet; im Mittelpunkte (7 = 0, 6 = 0) folgt aber aus (367) 
Ay = 2d, somit wird jener Winkel gleich der Drehung der Polarisationsebene 
einer parallel zur optischen Achse hindurchgehenden, linear polarisierten Welle 
von gleicher Frequenz. 

Die Intensitat der Spirale berechnet sich aus (374) und (376); verbleibt 
man in nicht zu groBer Entfernung vom Mittelpunkte des Gesichtsfeldes, so 
ergibt sich fiir die Intensitaét in erster Annaherung 


T= J 6 —cos2y sin? 3), . (377) 


Die Intensitat ist somit auf der Spirale nicht konstant; ihre absoluten Minima 
sind nach (377) die Schnittpunkte mit denjenigen Kreisen, fiir deren Punkte 
die Phasendifferenz 4 = (2m+1)a(m = 0,1, 2,...) ist. Bei der Annaherung 
an den Mittelpunkt werden die Spiralen immer undeutlicher. Im Mittelpunkte 
selbst, in welchem jede parallel zur optischen Achse fortschreitende Welle zir- 
kular polarisiert und folglich tgy = +1, yp = a, ist, wird J =, somit 
ebenso groB wie bei iiberhaupt nicht vorhandener Platte; in der Tat laBt diese 
die auffallende zirkular polarisierte Welle in Richtung der optischen Achse 
offenbar ungeandert durchgehen. 

Man sieht nun leicht ein, daB in Wirklichkeit die 
dunkeln Kurven eine von der Spiralform etwas abwei- 
chende Gestalt besitzen mtissen, da nach (375) die zur 


Gleichung (376) benutzte Beziehung t = — 2w nur dann 
: Ma . . . 
streng gilt, wenn w = a (== 0, 4,2, ...,-) ists ist.diese 
Bedingung nicht erfiillt, so ist t+< 2w bzw. t> 2w, je 
. mM: 2m 1 ‘ A 

nachdem w zwischen — und — tn, bzw. zwischen 
2m -+- 1 2m +1 : = . : 

: za und we liegt. Beriicksichtigt man, dab 


4 2 
—w das Azimut eines Fahrstrahls gegen die Schwingungs- — Abb. 33. Schema der Inter- 
: ‘ . 2 - ferenzfigur einer senk- 
richtung A des Analysators ist, so ergibt sich, daB in recht zur optischen Achse 
A r os ‘ : =~ = 5 : geschnittenen Platte eines 
den von A aus im Sinne einer Rechtsdrehung gezahlten Suecd ain helen (ake. 
ungeraden Oktanten die Phasendifferenz 4 und folglich ven, linksdrehenden Kri- 
‘ - : P ° ‘ stalls im zirkular polari- 
auch der Fahrstrahl dsiny gréBer ist als bei der Spirale — sierten Lichte. (4 Schwin- 
; re 4 2 1 gungsrichtung des Analystors, 

der Abb. 33. Die dunkeln Kurven haben daher die Form P slitaleonistonect te. 

sogenannter quadratischer Spiralen}). 

Ist das auffallende Licht rechtszirkular polarisiert, so ist in (374) das untere 


Vorzeichen zu nehmen. Die Bedingungsgleichung fiir die dunkeln Kurven ergibt 
sich dann zu { = — 2w + (2m + 1)a(m=0,1,2,...)3 


diese sind somit von derselben Gestalt wie im Falle auffallenden rechtszirkular 
polarisierten Lichtes, erscheinen aber in bezug auf die Schwingungsrichtung OA 
des Analysators um einen Winkel von 90° gedreht. 

b) Rechtsdrehender Kristall. Ist der Kristall rechtsdrehend, so ist 
k= tgy negativ. Durch eine ganz entsprechende Betrachtung wie unter a) er- 
gibt sich, daB die dunkeln Kurven dann zwei ineinandergewundene Links- 
spiralen sind. 

1) E. Mascart, Traité d’optique Bd. II, S. 318. Paris 1891; Reproduktionen photo- 
graphischer Aufnahmen bei H. Hauswacpt, Interferenzerscheinungen an doppeltbrechenden 
Kristallplatten im konvergenten polarisierten Lichte, Taf. 14. Magdeburg 1902. Uber die 
geometrische Konstruktion der quadratischen Spiralen vgl. H. Joacurm, N. Jahrb. f. Min. 
Beil. Bd. 21, S. 640. 1906. 
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Zusammenfassend kénnen wir somit sagen, daB der Windungs- 
sinn der Spiralen nur vom Vorzeichen des Drehungsvermoégens 
der Kristallplatte und nicht vom Umlaufsinn des auffallenden zir- 
kularpolarisierten Lichtes abhangt?). 

121. Airysche Spiralen. Wir wenden uns jetzt der Betrachtung des zuerst 
von Arry2) untersuchten bemerkenswerten Falles zu, daB konvergentes, linear 
polarisiertes, monochromatisches Licht durch zwei aufeinander- 
liegende, senkrecht zur optischen Achse geschnittene, gleich dicke 
Platten eines optisch einachsigen, aktiven Kristalls hindurchgeht, 
von welchen die eine rechtsdrehend und die andere linksdrehend ist. 

Beziiglich der Reihenfolge nehmen wir an, daB etwa die erste Platte 
linksdrehend ist. Das Koordinatensystem x’, y’, 2’ wahlen wir so, daB die 
positive z’-Achse mit der Wellennormalenrichtung 8 der auffallenden Welle und 
die positive x’- und y’-Achse mit den Richtungen zusammenfallen, welche bei 
fehlender Aktivitat die Hauptschwingungsrichtungen d’ und 0” der Platte sein 
wiirden [vgl. Ziff. 100a)]. Die x’y’-Ebene soll in derjenigen Plattenebene legen, 
auf welche das Licht auffallt. 

Das aus der ersten Platte austretende Licht besteht dann nach dem in 
Ziff. 100a) ausgefiihrten aus zwei entgegengesetzt elliptisch polarisierten Wellen, 
deren Hauptachsen parallel zur x-Achse und y-Achse liegen und deren Licht- 
vektoren D® und D®) die Komponenten 

DY — |Do| cosy e7*@e , Do = i|D| sinwe- ter, (378) 
Dp? — |D® | sinw e-tot- 4) ; D? ae i|D®| cosp e-tot- 4) 
besitzen, wobei k = tgy die gemeinsame Elliptizitat der beiden Wellen ist und 
A die Phasendifferenz bedeutet, welche die rechtselliptisch polarisierte Welle (2) 
gegen die linkselliptisch polarisierte Welle (1) beim Durchgang durch die Platte 
erhalten hat. 

Ist D der Lichtvektor der auf die Platte fallenden linear polarisierten Welle 
und w das Azimut seiner Schwingungsrichtung gegen die positive x’-Achse, so 
hat man auBerdem 

|D®| = |D| (cosu cosy — isinusiny ), | 70) 
ee =< 379 
|D2| = |D| (coswsiny + isinu cosy ). | 

In der zweiten, rechtsdrehenden Platte fallt offenbar d’ mit der y’-Achse 
und d’’ mit der «’-Achse zusammen; beim Eintritt in diese Platte zerlegt sich 
das Licht in zwei entgegengesetzt elliptisch polarisierte Wellen mit den Licht- 
vektoren DO” und D®”. Die nach den Koordinatenachsen genommenen Kom- 
ponenten der beiden Wellen sind 

DY’ =|DO’| cos e-*#, Do’ = — 1|DO)’| sin e- tt, (380) 
D2’ = |D2’|siny e-#F, D2’ = i|DO’| cosy ett ; (381) 
hierbei bestehen nach (378), (380) und (381) zwischen |D®/, |D®@), |D®") und 
'D’| die Verkniipfungsgleichungen 
|DO’| cosp + |D®’|siny = |DO| cosy + |D| siny ef , 
|DO’| siny om |De’| cosy = — |D®| siny + |De)| cosy e4, 
1) Uber eine andere Herleitung der in dieser Ziffer besprochenen Beziehungen vel. 


Tu. LiepiscH, Berl. Ber. 1918, S. 821. 
2) G. B. Atry, Trans. Cambr. Phil. Soc. Bd. 4, S. 111. 1832. 


Ziff. 121. Arrysche Spiralen. 857 


poe |DM’| = |DO| cos2y + |D®|sin2y 4, 
a8 aaa (282) 
|D2)’| = |DH| sin2y — |D| cos2y et4 
folgt. 

Beim Durchgang durch die zweite, gleich dicke Platte erfahrt die links- 
elliptisch polarisierte Welle (381) gegen die rechtselliptisch polarisierte Welle 
(380) die Phasendifferenz 1, soda8 die nach den Koordinatenachsen genommenen 
Komponenten des Lichtvektores beim Austritt aus der Platte 


DY’ = |DM’ | cosp e-tvre , DY’ = — 4|DO’| sin eit 
DE = 1DM’|sinpe*lmt-4) HB = 4 |DEY| cosy e-t(wt-4) 


sind. 

Geht das Licht schlieBlich durch einen Analysator und ist w das Azimut 
seiner Schwingungsrichtung gegen die positive x’-Achse, ferner D4 die nach 
dieser Schwingungsrichtung genommene Komponente des Lichtvektors der aus 
der zweiten Platte austretenden resultierenden Welle, so hat man 


Di = {(|D®’| cosy + |DS”| siny e*4) cosw 
(383) 


— ¢(|DM’| sinw — |D®’| cosy e4) sinw} e-*ot-#’) , 


wobei die Phasendifferenz e’ nur von der Entfernung des Analysators von den 
Kristallplatten abhangt. 

Die Intensitat J der aus dem Analysator austretenden Welle ergibt sich 
nach (33) durch Multiplikation der rechten Seite von (383) mit ihrem konjugiert 
komplexen Werte; fiihrt man diese Multiplikation durch, indem man die durch 
(379) und (382) gegebenen Werte von |D)|, |D®|, |DM’| und |De)’| benutzt, 
so erhalt man nach einiger Umformung?) 


' dee! alto ; A 
the feost(w — u) — 4cos*2y sin® — |sin2u sin 2w cos? —- | 


(384) 


; ; a A F Ree: 
+ sin2 (w + 4) sin2y sin 4y cos = + cos2ucos2w sin?2y sin? allie 


wobei os 
Jo= |®/? 
die Intensitat der auf die erste Platte fallenden linear polarisierten, monochro- 


matischen Welle ist. 


Wir betrachten jetzt den speziellen Fall w —u = a 


ao 
wenn die beiden entgegengesetzt drehenden, gleich dicken Platten sich bei mono- 
chromatischer, konvergenter Beleuchtung zwischen gekreuzten Polarisatoren 
befinden; man gewinnt dann aus (384) fiir die Intensitat des aus dem Analy- 
sator austretenden Lichtes den Ausdruck 


der realisiert ist, 


J =4/Jpo (sin?2u + cos?2u sin? 2 w) cos*2y sin” 2 sin? (> = ap (385) 


wobei tg2u 


tgt = (380) 


a sin2y 
gesetzt ist. 

Nach (385) verschwindet J im Falle gekreuzter Polarisatoren fiir J = 2ma 
(wi 0472.7. 5° €8 existiert also. jedenfalls’ em, System dunkler Kurven, 


1) Vgl. z.B. J. WALKER, The analytical theory of light, S. 367. Cambridge 1904. 
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welches aus jener Schar konzentrischer Kreise besteht 1), die auch im Falle einer 
einzelnen Platte auftreten [vgl. Ziff. 119a)]. 

Nun verschwindet J nach (385) aber auch fir 4 = 2mm — 21; setzt man 
naherungsweise tgy = 1 und sin2y = 1, was in der Nahe des Mittelpunktes 
des Gesichtsfeldes gestattet ist, weil hier die Wellen nahezu parallel zur opti- 
schen Achse fortschreiten und daher nach Ziff. 101a) zirkular polarisiert sind, 
so erhalt man mit Hilfe von (386) eine zweite Schar dunkler Kurven, fiir welche 


die Bedingung A=2mna+4u 


gilt. Hieraus folgt, daB A [und nach dem in Ziff. 119 gesagten auch die Ent- 
fernung dsiny eines Kurvenpunktes vom Mittelpunkt des Gesichtsfeldes] zu- 
unimmt, wenn w zunimmt. Nun bedeutet u das Azimut der Schwingungs- 
richtung des Polarisators gegen die positive x’-Achse; folglich ist —w das 
Azimut, welches der vom Mittelpunkt des Gesichtsfeldes zum Kurvenpunkt 
gezogene Fahrstrahl mit der (als fest angenommenen) 
Schwingungsrichtung des Polarisators bildet. Das 
zweite System der dunkeln Kurven besteht somit aus 
vier Linksspiralen, die durch eine Drehung von je 90° 
ineinander iibergefiihrt werden kénnen (Abb. 34). Es 
laBt sich zeigen, daB die Mittelpunktstangenten der 
Spiralen TT und 7’T”’ gegen die Schwingungsrich- 


; F : A I 
tung P des Polarisators die Azimute — ze und aie a 
besitzen, wobei [vgl. Ziff. 120a)] Jp = 20d die (mit dem 
richtigen Vorzeichen genommene) doppelte Drehung 
Abb. 34. Amrysche Spiralen. der Polarisationsebene ist, welche eine parallel zur 
(P Schwingungsrichtung des Polari- isch Ach f live d li ariel 
sators, A Schwingungsrichtung des Optischen Achse fortschreitende, linear polarisierte 
Analysators, TT und T’T’ Mittel- 1 ; 
te ramnce nie Welle gleicher Frequenz beim Durchgang durch eine 
der beiden Platten erfahren wiirde. 


In der Nahe des Mittelpunktes des Gesichtsfeldes nehmen sin2 und 


: A : a : ma . 
sin?(> = r) gleiche Werte an, wenn t=-+mz ist, d.h. wenn 4 == = Wird 


(m= 0, 1, 2,...) Hieraus folgt, daB diejenigen Punkte, in welchen die Spi- 
ralen von den dunkeln kreisf6rmigen Kurven geschnitten werden, auf Geraden 
liegen, die mit den Schwingungsrichtungen des Polarisators P und des Analysators 
A zusammenfallen. Da aber in Wirklichkeit die Elliptizitat tgy und somit 
auch sin2y auerhalb des Mittelpunktes von 1 verschieden ist, so muB nach 


2m + 1 


(386) t groBer bzw. kleiner als — 2 werden, je nachdem m : <Uu< a bzw. 


2m + 1 m+ 1 : ; rere : : cs . : 6 
eae a ere Wirklichkeit schneiden daher die Spiralen die 
dunkeln kreisférmigen Kurven unter Winkeln, die gréBer sind als die bei der 


schematischen Naherungszeichnung der Abb. 34 dargestellten?). 


1) Das Vorhandensein dieser Kreise (vgl. z. B. die Reproduktionen photographischer 
Aufnahmen bei H. Hauswatprt, Interferenzerscheinungen an doppeltbrechenden Kristall- 
platten im konvergenten, polarisierten Lichte, Taf.15. Magdeburg 1902) widerlegt eine 
von G. QUESNEVILLE (C. R. Bd. 121, S. 522. 1895; Sur la double réfraction elliptique et la 
tetraréfringence du quartz dans le voisinage de l’axe. Paris 1898; Théorie nouvelle de la 
polarisation rotatoire. Paris 1903) auf Grund besonderer Vorstellungen iiber die Licht- 
ausbreitung in aktiven Kristallen aufgestellte Theorie, nach welcher die dunkeln Kreise 
fehlen miBten. 

2) Vgl. z. B. die Reproduktionen photographischer Aufnahmen bei H. HAUSWALDT, 
Interferenzerscheinungen an doppeltbrechenden Kristallplatten im konvergenten, polarisier- 
ten Lichte, Taf.15. Magdeburg 1902. Uber die geometrische Konstruktion der wahren 
Form der Spiralen vgl. H. Joacuim, N. Jahrb. f. Min., Beil. Bd. 21, S. 644. 1906. 
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Bei sehr kleiner Elliptizitat tgy, d.h. in den vom Mittelpunkte entfernteren 
Gebieten des Gesichtsfeldes, wird die Intensitat nach (385) ein Minimum fiir 


lich term in dem vom Mittelpunkte entfernteren Teile des Gesichtsfeldes 


treten daher dunkle Buschel ) auf, welche parallel zu den Schwingungsrich- 
tungen von Polarisator P und Analysator A liegen. 

Geht das auffallende Licht zuerst durch eine rechtsdrehende und dann durch 
eine linksdrehende Platte, so kehrt tgy und somit auch y das Vorzeichen um; 
dies wirkt sich bei dem vorhin behandelten Interferenzbilde dahin aus, daB die 
auftretenden Spiralen Rechtsspiralen werden. 

Die beschriebenen Spiralen werden nach ihrem Entdecker als Arrysche 
Spiralen bezeichnet; man kann sie verwenden, um das Vorhandensein von 
Zwillingsverwachsungen von rechts- und linksdrehendem Quarz in 
senkrecht zur optischen Achse geschnittenen Quarzplatten festzustellen. 

Erfolgt die Beleuchtung statt mit monochromatischem mit weiBem Lichte, 
so héren die dunkeln Kurven auf, isochromatische Kurven zu sein und es treten 
durch die Uberlagerungen der Dispersionen der Doppelbrechung und der 
optischen Aktivitat komplizierte Farbenerscheinungen auf?). 

Die Erscheinung der Atryschen Spiralen laBt sich auch an einer einzelnen 
Platte erhalten, indem man diese auf den unteren horizontalen Spiegel eines 
NGORRENBERGschen Polarisationsapparates?) legt; in diesem Falle verhalt sich 
das in das Auge des Beobachters gelangende Licht so, als ob es auBer der ge- 
gebenen Platte noch eine zweite, mit ihr spiegelbildliche Platte (d. h. also eine 
gleich dicke Platte von entgegengesetztem Vorzeichen des Drehungsvermégens) 
durchsetzt hatte. Diese Anordnung wird benutzt, um festzustellen, ob eine 
optisch einachsige, aktive Platte genau senkrecht zur optischen Achse ge- 
schnitten ist, was sich an der regelmaBigen Gestalt der auftretenden Arryschen 
Spirale zu erkennen gibt’). 

122. Interferenzerscheinungen bei Platten aus optisch zweiachsigen, nicht 
absorbierenden, aktiven Kristallen im konvergenten, polarisierten Lichte. 
a) Konvergentes, linear polarisiertes Licht. Um die Interferenzerschei- 
nungen zu erhalten, welche eine optisch zweiachsige, aktive Kristallplatte im 
konvergenten, monochromatischen, linear polarisierten Lichte zeigt*), hat man 
von dem allgemein giiltigen Intensitaétsausdruck (366) auszugehen. Fiir die 
Phasendifferenz A tritt dabei an Stelle von (367) gemaB (346) die Beziehung 

{= + | yee + (2g), (387) 
wobei sich fiir die gew6hnliche Doppelbrechung 6) bei Heranziehung von (331) 
(1, + nj angenahert gleich n, + 1s) 


fs ° . 2Q 
= a (n, — n,) sind, sind, (388) 


ergibt; hierin sind 4, und 4, die Winkel, welche die Wellennormalenrichtung 
der gebrochenen Welle mit den Binormalen bildet. In erster Annaherung kann 
man den skalaren Parameter der Gyration g von b, und b, unabhangig an- 
nehmen; bei hinreichend kleinen Einfallwinkeln der konvergent auffallenden 
Wellennormalenrichtungen darf man ferner fiir die beiden zu 7 gehérenden 


1) Vgl. z. B. E. Mascart, Traité d’optique Bd. II, S. 322. Paris 1891; ferner Tu. Lir- 
BISCH u. A. WENZEL, Berl. Ber. 1917, S. 799. 

2) Uber den NOrRENBERGschen Polarisationsapparat vgl. Kap. 4 ds. Bandes. 

3) Uber das Prinzip einer anderen Methode fiir diese Feststellung vgl. Ziff. 100b). 

4) H.C. Pocxiincton, Phil. Mag. (6) Bd. 2, S. 365. 1901; H. Joacnim, N. Jahrb. f. 
Min., Beil. Bd. 21, S. 630. 1906; TH. LiEpiscu, Berl. Ber. 1918, S. 831. 
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Brechungswinkel 7, und 7, der beiden gebrochenen Wellen naherungsweise 
Tp 1 1 eSeL7 el. 

Die Ergebnisse vereinfachen sich betrachtlich in dem Falle, da die Platten- 
ebene senkrecht zur ersten Mittellinie oder senkrecht zu einer der beiden Bi- 
normale liegt; wir fiihren sie im Folgenden ohne Beweis an. 

Liegt die Plattenebene senkrecht zur ersten Mittellinie, so sind 
Phasendifferenz 4 und Elliptizitat tgy auf CaAssinischen Ovalen konstant; 
die gegen die Schwingungsrichtung des Analysators gerechneten Azimute —w 


und —w-+ = der Ellipsenachsenrichtungen )’ und 0” (vgl. Ziff. 118) sind auf 


gleichseitigen Hyperbeln konstant, welche durch die Binormalenspuren gehen. In 
eréBerer Entfernung vom mittleren Teile des Gesichtsfeldes, wo die Elliptizitat 
tgwy und somit auch yw klein ist, ist die Interferenzfigur identisch mit der bei 
nicht aktiven, zweiachsigen Platten auftretenden; in unmittelbarer Umgebung 
der Binormalenspur (und bei kleinem Binormalenwinkel im ganzen mittleren 
Teil des Gesichtsfeldes) fehlen aber die Isogyren. Beigekreuzten Polarisatoren 
sind die den Phasendifferenzen A = ma (m= 0,1, 2, ...) entsprechenden 
Casstnischen Ovale ganz dunkel; dagegen besitzen die Binormalenspuren eine 
von der Plattendicke abhangige Intensitat, erscheinen aber bei einer bestimmten 
Analysatorstellung ebenfalls ganz dunkel. 

Liegt die Plattenebene senkrecht zu einer Binormale, so tritt in 
hinreichender Entfernung von der Binormalenspur, wo die gew6hnliche Doppel- 
brechung die optische Aktivitat stark tiberwiegt [vgl. Ziff. 101d)] dieselbe 
Interferenzfigur auf wie bei optisch zweiachsigen, nichtaktiven Kristallen; in der 
Nahe der Binormalenspuren fehlen aber die dunkeln Balken. Bei gekreuzten 
Polarisatoren sind die kreisférmigen Ringe ganz dunkel, dagegen besitzt die 
Binormalenspur eine von der Plattendicke abhangige Intensitat, welche bei einer 
bestimmten Stellung des Analysators verschwindet ; wird letztere geandert, so lost 
sich die dunkle Binormalenspur in zwei auseinanderrtickende dunkle Flecken auf}). 

b) Konvergentes, zirkular polarisiertes Licht. Ist das auffallende 
Licht zirkular polarisiert, so bestimmt sich die Interferenzfigur wieder aus den 


Gleichungen (365), (387) und (388), wobei aber jetzt in (365) y’ = + zu setzen 


ist. Bei einer senkrecht zur ersten Mittellinie geschnittenen Platte geht von 
jeder der beiden Binormalenspuren eine Spirale aus; beide Spirale entsprechen 
zusammen der in Abb. 33 dargestellten Doppelspirale. Bei einer senkrecht zu 
einer Binormale geschnittenen Platte sieht man dagegen nur eine Spirale?). 

c) AirRysche Spiralen. Zwei von den beiden optischen Antipoden 
(Ziff. 106) desselben optisch zweiachsigen Kristalls stammende Platten, die 
senkrecht zur selben Binormale geschnitten sind, zeigen die den Airyschen 
Spiralen analoge Erscheinung, wenn sie zwischen gekreuzten Polarisatoren 
iibereinander liegen und mit schwach konvergentem Lichte beleuchtet werden’). 
Die Spiralen lassen sich aber auch an einer einzelnen Platte mittels des in 
Ziff. 121 erwahnten Spiegelungsverfahrens erhalten. 


*) Reproduktionen photographischer Aufmahmen bei H. Durer, Bull. soe. minéral. 
Bd. 27, Taf.2, Fig. 3. 1904 (Rhamnose); H. Hauswatpt, Interferenzerscheinungen im 
polarisierten Lichte, 3. Reihe, Taf. 26. Magdeburg 1908 (Rohrzucker); L. LonGCHAMBON, 
Bull. soc. minéral. Bd. 45, Taf. 1, Taf. 2 (Fig. 1, 2), Taf. 3. 1922 (Rohrzucker, Jodsaure). 

2) H.C. PocKLineTon, Phil.. Mag. (6) Bd. 2, S. 369. 1901; H. Joacuim, N. Jahrb. f. 
Min., Beil. Bd. 21, S. 643. 1906. Reproduktionen photographischer Aufnahmen bei H. Durer, 
Bull. soc. minéral. Bd. 27, Taf. 1 u. 2 (Fig. 4). 1904 (Rohrzucker, Rhamnose); L. LonccHam- 
BON, Bull. soc. minéral. Bd. 45, Taf. 2, Fig. 3. 1922 (Jodsaure). 

8) Reproduktionen photographischer Aufnahmen bei H. Joacurm, N. Jahrb. f. Min., 
Beil. Bd. 21, Taf. 34. 1906 (Rohrzucker). 
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IV. Optik absorbierender Kristalle. 
a) Optik absorbierender, nicht aktiver Kristalle. 


«) Gesetze der Lichtausbreitung in absorbierenden, nicht aktiven Kristallen. 


123. Kontinuumstheorie der Optik absorbierender, nicht aktiver Kristalle. 
a) Grundeigenschaft der absorbierenden Kristalle. Ein absor- 
bierender Kristall ist dadurch gekennzeichnet, daB eine in ihm fortschreitende 
Lichtwelle eine Schwachung ihrer Intensitat erleidet, die mit der Lange des 
zuriickgelegten Weges zunimmt; diese Eigentiimlichkeit hat zur Folge, daf 
die Amplitude des Lichtvektors der fortschreitenden Welle in Richtung der 
Wellennormale abnehmen mu8. Wie wir schon in Ziff. 1 bemerkt haben, ver- 
mag die Kristallgittertheorie die Optik der absorbierenden Kristalle noch nicht 
zu umfassen, da eine befriedigende atomistische Theorie der Energiedissipation 
vorerst nicht existiert; man ist daher bei diesem Gebiete der Kristalloptik einst- 
weilen auf eine phanomenologische Darstellung angewiesen. 

b) Ansatz der elektromagnetischen -Lichttheorie;, Leit- 
fahigkeitstensor. Wir itbergehen die nur noch formales Interesse bieten- 
den elastischen Theorien der Optik absorbierender Kristalle von Voret!) und 
BousstNesg?) und wenden uns gleich der elektromagnetischen Theorie 
zu. Nach dieser Theorie verschwindet bei einem absorbierenden Kérper der 
Leitungsstrom  (vgl. Ziff. 2) nur dann, wenn die elektrische Feldstarke € ver- 
schwindet; ferner sagt sie aus, da die Verminderung der Energie einer im 
Inneren des absorbierenden Kérpers fortschreitenden elektromagnetischen Welle 
auf die JouLrEsche Warmeentwicklung durch den Leitungsstrom zuriickzu- 
fiihren ist. Entsprechend dem Onmschen Erfahrungsgesetz fiir metallische Lei- 
tung wird 4 bei absorbierenden isotropen Kérpern mit © proportional ange- 
nommen und bei absorbierenden Kristallen als homogene, lineare Vektorfunktion 
von © angesetzt®); bei einem solchen Kristall haben wir daher in einem be- 
liebigen rechtwinkligen Rechtssystem x’, y’, 2’ zwischen § und © Verkniipfungs- 
gleichungen von der Form 


De’ = Oy Ey + yy Cy + O48 Ez, | 
Ou = G1 Gy + Og2 Ey + O93 Ey, (389) 
Oe = 931 Gy + O59 Cy + 043 Er. 


Diese homogene lineare Vektorfunktion kann erfahrungsgemaB als symmetrisch 
angenommen werden‘), d. h. wir diirfen o,; = oj, (hk, 1 = 1, 2,3) setzen; ihre 
sechs Koeffizienten 0,,, 025; O23, Or3 = O92, 03- = 1g, Oxy = On, Werden als Leit- 
fahigkeitskonstanten bezeichnet und bilden die Komponenten eines sym- 
metrischen Tensors, des Leitfahigkeitstensors. 

1) W. VoicT, Géttinger Nachr. 1884, S. 337; Wied. Ann. Bd. 23, S. 577. 1884; N. Jahrb. 
f. Min. 1885 (1), S. 119; Kompend. d. theoret. Phys. Bd. II, S. 565 u. 708. Leipzig 1890. 
Diese Abhandlungen von Vorcr sind der erste Versuch, eine Theorie der Optik absor- 
bierender Kristalle zu entwerfen; die Alteren elastischen Theorien zur Darstellung der 
optischen Eigenschaften absorbierender Medien (vgl. Kap. 6 ds. Bandes) bezogen sich auf 
isotrope absorbierende Korper. 

2)\i j. Boussmmmso, C.K, Bd. 136, S. 193, 272; 530 uw. 581. 1903; Bd. 140, 'S. 401 uw. 622. 
1905s, ba. 1529 521508. 194415) Bd. 153, 5.16; 1914. 

3) H. Hertz, Géttinger Nachr. 1890, S. 116; Ges. Werke Bd. II, S. 219. Leipzig 1892; 
P. DrubE, Géttinger Nachr. 1892, S. 399; B. Brunues, C. R. Bd. 120, S. 1041. 1895; Journ. 
de phys. (3) Bd. 5, S. 12. 1896. 

4) Vgl. z.B. W. Voier, Lehrbuch der Kristallphysik, 5. 358. Leipzig 1910. 
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Die erste MAXxweLtische Feldgleichung (1) nimmt daher in einem absor- 
bierenden Kristall mit Riicksicht auf (38) und (389) in dem Koordinatensystem 
x’, y', z folgende mee oer an 


CAS + E19 Gy + €13 © ’) see (6x Cy + 642 Cy + 043 E,) = rot, O, 


*, , ¢ 4a 3 2 e 
(€93 Gar + Eg Cy + E93 ©) + a (65, Gy + G9 Cy + 63 ©) = roty 9, (390) 


cr xy ae 43 ss i. e 
(€3; Gyr + Eg Gy ++ Egg Ee) + = (63; Gy + O59 Gy + 633 ©) = rote H 
(Ent = th» Ont = Gin; A, ) = 1, 2, 3). 
Fithren wir in den Gleichungen (390) den durch (14) und (16) gegebenen An- 
satz fiir eine ebene, monochromatische, rein periodische Welle von der Frequenz w 
ein, so erhalten wir 


1 47 6 o 
A (e1 v ) Cy + - 


Ww 


3 EROS EN AS, aed 420 
(2 4 i 18) G = («1 + 4 <8) 6, SOR Or 


oO 


5 (ean ae ja) Cy : (2 ps) Gy a ese 30 jen) 6, = roty 9, ¢(391) 


= (est ele 42%) &,, sie = (toe + 142) 6, } = (ea 4 j ee) G, == TOt 5), 


@ 


Tragt man vom Koordinatenanfangspunkt aus parallel zu jeder Wellen- 
normalenrichtung $ eine Strecke ab, deren Lange gleich der reziproken Qua- 
dratwurzel des Ausdruckes 


i) 
o= 0119 + 0293, oh OPA a 2 693 y'3 D2’ + 2 631 $23 Da’ + 20423 "By? 


ist, so erhalt man die Flache des Leitfahigkeitstensors. Sie ist eine zen- 
trische Flache zweiter Ordnung, deren Gleichung im Koordinatensystem ¥’,, y’, 2’ 


Oy X ® + Oy Y% + G332% + 20g3V 2 + 20g, 2% + 20% ¥ —1=0 (392) 


lautet; ihre Hauptachsen heiBben die Absorptionsachsen}), 

c) Komplexe Koordinatentransformation. Die Absorptionsachsen 
fallen im allgemeinen mit den optischen Symmetrieachsen x, y, z nicht zu- 
sammen; will man daher ein rechtwinkliges Rechtssystem wu, v, w finden, fir 
welches das Gleichungssystem (391) die Form der Feldgleichung (9) annimmt, 
d. h, fiir welches es 


6, =70t,6, = €,—rot,6, —€,=—rot,o (393) 
lautet, so kann dies nur durch eine Transformation 
u=mxrtaqytrn?Z, V=pP.X +qV¥4+7Q2, 
w= psx + QsV + 13% 
geschehen, bei der die den bekannten Orthogonalitatsbedingungen géniigenden 
Koeffizienten p,, py,..-.r3 im allgemeinen komplexe GréBen sind2), die nur 


dann samtlich reell werden, wenn die Absorptionsachsen mit den optischen Sym- 
metrieachsen zusammenfallen (vgl. Ziff. 124). 


*) Diese Bezeichnung ist die allgemein itbliche; W. Vorct gebrauchte sie in seinen 
spateren Abhandlungen [G6ttinger Nachr. 1902, S. 51; Ann. d. Phys. Bd. 9, S. 370. 1902; 
Bd, 27, 5. 1005. 1908] allerdings fiir die in Ziff. 127 zu besprechenden Absorptionsbinormalen. 

) P. DRuDE, Wied. Ann. Bd. 32, S. 598. 1887. 


(394) 
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Schreibt man die Gleichungen (391) fiir die Koordinatenachsen wu, v, w an 
und setzt dann die entsprechenden rechten Seiten von (391) und (393) ein- 
ander gleich, so erhalt man drei homogene lineare Gleichungen in G,,, G,, G,,; 
ihr gleichzeitiges Bestehen erfordert aes Verschwinden ihrer Determinante und 


hieraus folgt, daB €,, €&, und &, die (im allgemeinen komplexen) Wurzeln der 
Sakulargleichung 


jeu 47 O19 4.7013 
&, tt —€& fo tt &3 +t+—— 
7) a) 
- 4709, jas » 4:0 093 
£9, + 1 = eo 41——=—€E  & 1 = @ 
| 21 @ 22 a2 23 33 wo 
| -49 03; -47 039 - 420 033 
&. t &. 4—_—= &. EOE a BB Pome: 
Sas ae 9 te BL ore hs hears é 


sind, wahrend die komplexen Richtungskosinus p, q und r sich durch 9 Glei- 
chungen von der Form 


v 


i} T Ui (F12 + jee) a ri(ers a | =. 


| poe ark | 2 Ne pasa rt 
pier + 15) + alton + 1G «) + mi(ea a Tae) ed (395) 
ptt 4% ae 
Pilésr 44 - oa) — qi (Ese + 1 =a) + T; (éss sin 7 —s —#)=0 = 
(t — Al 2: 3) 
bestimmen . 


d) Komplexe Hauptbrechungsindizes. Das Gleichungssystem (393) 
stimmt mit der Feldgleichung (9) formal iiberein, wenn zwischen den Feldvek- 
toren © und D die Beziehungen 


Dy = & g,,, D, = &> G,, Dw = & Cy (396) 
als Verkniipfungsgleichungen angenommen werden, welche den fiir nicht absor- 
bierende Kristalle geltenden Gleichungen (43) entsprechen; sie unterscheiden 
sich von diesen aber durch die komplexen Werte €,, &, &,, die wir als die 
komplexen optischen Hauptdielektrizitatskonstanten bezeichnen. 

Die Gleichungen (9), (10), (11), (142) und (396) beschreiben somit die Aus- 
breitung einer ebenen, monochromatischen Lichtwelle in einem homogenen ab- 
sorbierenden, nicht aktiven Kristall; sie sind formal véllig identisch mit den 
fiir nicht absorbierende, nicht aktive Kristalle geltenden Gleichungen, nur daB 
an Stelle der dort auftretenden reellen optischen Hauptdielektrizitatskonstanten 
£1, €2, €, hier die komplexen Konstanten &,, &, &3 getreten sind. Die durch 


ee Y= €,, n; == k, (397) 


bestimmten komplexen GréBen n,, n, und n, heiBen die komplexen Haupt- 
brechungsindizes. 
Im folgenden werden wir zuweilen einen komplexen, symmetrischen Tensor 


, 1 F ; : 
zu betrachten haben, dessen Komponenten 3 (k,l = 1,2, 3) mm emem belie- 
AL 


bigen rechtwinkligen Rechtssystem «’, y’, 2’ mit den komplexen Hauptbrechungs- 
indizes m,, m, und n, durch Transformationsformeln zusammenhangen, welche 
aus den Formeln (157) hervorgehen, falls in dieser die reellen Richtungskosinus 
%4,..- Y3 durch die komplexen Richtungskosinus der Achsen uw, v, w gegen 
die Achsen x’, y’, 2’, und die reellen Hauptbrechungsindizes n,, mg, 23; durch die 
komplexen Hauptbrechungsindizes n,, n,, mn, ersetzt werden. Die Hauptachsen 
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der zu diesem Tensor gehérenden Flache fallen somit mit w, v, # zusammen 
und seine Hauptwerte sind — — a 
1 2 3 

124. Zahl der optischen Parameter bei absorbierenden, nicht aktiven Kri- 
stallen. Wahrend das optische Verhalten eines nicht absorbierenden, nicht 
aktiven Kristalls durch die optischen Dielektrizitatskonstanten (d. h. durch die 
Komponenten des optischen Dielektrizitatstensors, vgl. Ziff. 8) bestimmt ist, 
treten zu diesen bei einem absorbierenden, nicht aktiven Kristall noch die Kom- 
ponenten des Leitfahigkeitstensors hinzu. 

Die Gesamtzahl der optischen Parameter reduziert sich aber auch hier 
wieder durch das Auftreten von Symmetrieelementen. Legen wir das optische 
Symmetrieachsensystem wie in Ziff. 23, so ergibt sich fiir absorbierende nicht- 
aktive Kristalle folgende Ubersicht: 

I. Triklines System. Die Lage der optischen Symmetrieachsen und der 
Absorptionsachsen ist beliebig; die Flache des optischen Dielektrizitatstensors (40) 
und die des Leitfahigkeitstensors (392) besitzen je drei ungleiche Hauptachsen. 
Es existieren zwoélf optische Parameter, namlich 


€11> €g2 €33> €93> €31> €12> 911» F222 933» 993> F319 F12+ 


Il. Monoklines System. Die z-Achse und eine Absorptionsachse fallen 
zusammen, somit ‘wird: €,, = €3, = 093 = 03, — 0;--dieFlache des optischen 
Dielektrizitatstensors (40) und die des Leitfahigkeitstensors (392) besitzen je drei 
ungleiche Hauptachsen. Man hat acht optische Parameter, namlich 


€31» €22, €33, €19, 941» G29» O33» 919: 


III. Rhombisches System. Die optischen Symmetrieachsen und die 
Absorptionsachsen fallen zusammen), somit 1st. £93 = 31 = £4) = 093 = Og, = 043 = 0. 
Die Flache des optischen Dielektrizitatstensors (40) und die des Leitfahigkeits- 
tensors (392) besitzen je 3 ungleiche Hauptachsen. Sechs optische Parameter, 
namlich 


Eyz» €22) &€33, 941, G92, O33: 


IV. Trigonales System. Die optischen Symmetrieachsen und die Absorp- 
tionSachsen fallen zusammen, Somit wird. €,5 = £5, = E45 — as == (a = O15 =O 
Die Flache des optischen Dielektrizitatstensors (40) und die des Leitfahigkeits- 
tensors (392) sind Rotationsflachen mit der z-Achse (optischen Achse) als ge- 
meinsame Rotationsachse, daher ist weiterhin €, = €:. und 6), = 0y,. Es 
existieren vier optische Parameter, namlich 


Of 1082, == ere age 8s.) Og Onn = O71 Ogg ae 


2 
o 


V. Tetragonales System. Wie IV. 

VI. Hexagonales System. Wie IV. 

VII. Kubisches System. Die optischen Symmetrieachsen und die Absorp- 
tionsachsen fallen zusammen, somit wird é,5 = & 1) = &9 = 093 = 6g, = 01, = O. 
Die Flache des optischen Dielektrizitatstensors (40) und die des Leitfahigkeits- 
tensors (392) sind Kugeln, daher ist weiterhin €,, = 9 = &43, 04, = Oo. = Ogg: 
Wir haben, wie bei isotropen Kérpern, zwei optische Parameter, namlich 


£44 = €g9 = &g3 = € UN 64, = Oy9 = Ong = O. 
') Die Abweichungen der Lagen beider Achsensysteme, welche P. DRUDE (Wied. Ann. 
Bd. 34, S. 489. 1888) bei dem rhombisch kristallisierenden Antimonit festgestellt zu haben 
glaubte, bestehen in Wirklichkeit nicht; vgl. hierzu E. C, MUxier, N. Jahrb. f. Min., Beil. 
Bdoi7, 3.225. 1903. 
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Wir bemerken noch, daB die bei den Systemen I und II vorhandene Ab- 
weichung der Lage des Absorptionsachsensystems vom optischen Symmetrie- 
achsensystem betrachtlich sein kann‘). 

125. Elektronentheorie der Optik absorbierender Kristalle. Eine von der 
Kontinuumstheorie deutlich verschiedene phinomenologische Darstellung der 
Optik absorbierender, nicht aktiver Kristalle gibt die Elektronentheorie?). 
Nach dieser wird jedes der in den Molekiilen eines Kérpers enthaltenen Elek- 
tronen, falls diese durch ein duBeres elektrisches Feld bewegt werden, an seine 
Gleichgewichtslage durch eine quasielastische Kraft gebunden, die als homo- 
gene, lineare, symmetrische Vektorfunktion der Verriickung aus der Gleichge- 
wichtslage angesetzt wird; die Koeffizienten der Vektorfunktion sind die Kom- 
ponenten des quasielastischen Krafttensors, dessen Tensorflache die 
optischen Symmetrieachsen als Hauptachsen hat. 

AuBerdem wird angenommen, dai der Bewegung jedes Elektrons eine 
dampfende Kraft entgegenwirkt, die eine homogene, lineare, symmetrische Vek- 
torfunktion der Elektronengeschwindigkeit ist. Die Koeffizienten dieser Vek- 
torfunktion sind die Komponenten des Dampfungstensors, dessen Tensor- 
flache die Absorptionsachsen als Hauptachsen hat, die mit den in Ziff. 123 b) 
unter diesem Namen eingeftihrten Achsen identisch sind. 

Es seien nun x’, y’, 2’ die Koordinaten eines Elektrons zu einem bestimm- 
ten Zeitpunkte in einem beliebigen rechtwinkligen Rechtssystem bei Einwirkung 
einer zeitlich veranderlichen auBeren elektrischen Feldstarke ©; x4, 44, 2% seien 
die Koordinaten seiner Gleichgewichtslage. Fir die Komponenten der durch © 
hervorgerufenen Verriickung aus der Gleichgewichtslage haben wir dann 


/ 


A= — x, B=y¥-—%M, yas —Z. 
Sind in den Molekiilen des betreffenden K6rpers verschiedene Elektronen- 
gattungen vorhanden, die wir durch den Index? voneinander unterscheiden und 
bedeutet NV; die in der Volumeinheit enthaltene Zahl der Elektronen einer 
bestimmten Gattung 7, ferner e; die Ladung eines einzelnen Elektrons dieser 
Gattung, so besitzt das durch die auBere elektrische Feldstarke © erzwungene 

elektrische Moment der Volumeinheit §§ des Kérpers die Komponenten 
Re = > Nie, By = DN 8, Be = D> Ney. (398) 

j a a 


v 


In diesen Ausdriicken ist die Summierung wber samtliche Elektronengattungen 
zu erstrecken. 

Die Bewegungsgleichungen eines zur Gattung 1 gehérenden Elektrons lauten 
nun nach dem vorhin Gesagten 


My Be + yj + Ayo By + Ay3eVi + fire%i + Aros Bi + fiseti = a Ge 
Mj By + Goy5 Oi + 9958; + Goai¥i + fore%i + fooiBi + fosini = & Ey, ¢ (399) 
Mii =F A344 Oj + 439; 8; + A33i7i + fe14%% + fs2i Bi + fs3i Yi = 40, 


1) W. Voicr, Géttinger Nachr. 1896, S. 254; Wied. Ann. Bd. 60, S. 562. 1896 (Axinit 
(triklin]); J. Enters, N. Jahrb. f. Min., Beil. Bd. 11, S.297. 1897 _(Kobalt-Kupfersulfat, 
Kobalt-Kaliumsulfat, Kobalt-Ammoniumsulfat [monoklin]); P. Ires, Uber die Abhangigkeit 
der Absorption des Lichtes von der Farbe in kristallisierten Kérpern, S. 75. Dissert. Gottingen 
1901 (Diopsid [monoklin]); V.v. Lanc, Wiener Ber. Bd. 119 (2a), S. 949. 1910 (Axinit 
[triklin]). Bei kinstlich gefarbten und dadurch absorbierend gemachten Kristallen 
scheint allerdings kein Unterschied zwischen den Lagen der beiden Achsensysteme vor- 
handen zu sein; jedenfalls konnte C. CAmicHeL [Ann, chim, phys. (7) Bd. 5, S. 486, 1895] 
bei dem durch Campecheholzlésung kiinstlich gefarbten monoklinen Strontiumnitrat- 
Tetrahydrat keine Abweichung feststellen. 

2) W. Voict, Géttinger Nachr. 1902, S.48; Ann. d. Phys. Bday 9) S367 10028 vel. 
ferner zu dieser Ziffer die Ausfiihrungen iiber Elektronentheorie in Kap. 6 ds. Bandes. 
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Hierin bedeutet m; die trage Masse des Elektrons. 7,1;, fii, -- - fa3¢ sind die 
Komponenten des quasielastischen Krafttensors, d. h. die x’-Komponente der 
quasielastischen Kraft, welche das Elektron an seine Gleichgewichtslage bindet, ist 
fires + freaPi + hrsias 
A414, Gi, - - » 4g; sind die Komponenten des Dampfungstensors, d. h. die x’-Kom- 
ponente der Kraft, welche die Bewegung des Elektrons dampft und dadurch 
die Absorption bedingt, ist ; 
O41 10; + Ayes + Ay367%- 
Bei einer rein periodischen Lichtwelle sind nach (16) die beiden Vek- 
3r 

toren © und 38 dem Ausdruck e i. ( on) proportional; das gleiche gilt dann wegen 
(399) auch fiir die Verriickungskomponenten a,, 6; und y;. Aus dem Gleichungs- 
system (399) folgt daher, daB © eine homogene, lineare, symmetrische Vektor- 
funktion der Verriickung des Elektrons aus der Gleichgewichtslage ist, wobei die 
Koeffizienten im allgemeinen komplex sind; umgekehrt ergibt sich"), daf auch 
die Verriickung des Elektrons eine durch komplexe Koeffizienten ausgezeichnete 
homogene, lineare, symmetrische Vektorfunktion der elektrischen Feldstarke © 
ist. Hieraus und aus (398) schlieBt man, daB $8 ebenfalls eine homogene, lineare, 
symmetrische Vektorfunktion von € mit komplexen Koeffizienten sein muB, 
deren nach x’, y’ und z’ genommene Komponenten wir in der Form schreiben 


4n Bo i (Ej; as 1) C, aE Ej2 Cy, ta €13 Cy , 
Amt By = &1 Gy + (& — 1) Gy + &3 E, (E_z=€1n; ,4=1,2,3) (400) 
4B = &31 x + &32 Ey + (& 3 — 1) & . 

Die komplexen Gr6Ben &,; bestimmen sich aus den beiden Gleichungs- 
systemen (399) und (398) und heiBen die komplexen optischen Dielek- 
trizitatskonstanten; sie sind die Komponenten eines komplexen, symme- 
trischen Tensors und treten, wie der Vergleich von (400) mit den Gleichungen 
(37) und (38) zeigt, an Stelle der reellen optischen Dielektrizitatskonstanten 
bei nicht absorbierenden, nicht aktiven Kristallen. 

Nach Einfithrung des durch die komplexe Transformation (394) bestimm- 


ten rechtwinkligen Rechtssystems uw, v, w gehen die Gleichungen (400) in die 
Form uber 
4x8, = (&, — 1)G,, 4nB, = (& — 1)G,, 42 Bw = (5 — 1), , 

wobei die als komplexe optische Hauptdielektrizitatskonstanten 
zu bezeichnenden GréBen €,, &, und €; dieselbe Bedeutung haben wie in Ziff. 123 d). 
Aus der letzten Gleichung und (37) folgt in der Tat, da8B zwischen elektrischer 
Feldstarke € und elektrischer Verschiebung (Lichtvektor) D wieder die Verkniip- 
fungsgleichungen (396) bestehen, die in Verbindung mit den Differentialglei- 
chungen (9), (10), (11) und (12) die Ausbreitung einer Lichtwelle im absorbierenden, 
nicht aktiven Kristall beschreiben. 

Die auf dem Boden der Kontinuumstheorie stehende elektromagnetische 
Darstellung und die Elektronentheorie fiithren somit zu demselben, Ergebnis, 
daB bei absorbierenden Kristallen die Gesetze der Lichtausbrei- 
tung formal dieselben sind wie bei nicht absorbierenden, nur 
treten an Stelle der reellen optischen Dielektrizitatskonstanten 
die komplexen optischen Dielektrizitatskonstanten2). 


1) Vgl. z. B. A. G. WEBSTER, The dynamics of particles and of rigid, elastic and fluid 
bodies; 27 -Aqwth, S.1745 Leipzic 1912. 
2) P. DRupzE, Wied. Ann. Bd. 32. S.596. 1887. 
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Die Verhaltnisse vereinfachen sich bei Kristallen von rhombischer und 
hoherer Symmetrie, bei welchen nach dem in Ziff. 124 Ausgeftihrten die optischen 
Symmetrieachsen und die Absorptionsachsen zusammenfallen. Wahlen wir 
die optischen Symmetrieachsen x, ), z als Koordinatenachsen, so haben wir in 
den durch (399) gegebenen Bewegungsgleichungen des Elektrons 


Qyi5 = @yy, Ago4 = Agi, A334 = a3;, fias=fie, fooi = for, fess = foi» 
ogi = A315 = Ayo; = fogs = fore = frag = O 


zu setzen; aus (398), (399) und (400) folgt dann unmittelbar fiir die durch (397) 
definierten komplexen Hauptbrechungsindizes 


i=1+42> - 
&=ni = a — 
: : a! fig — MM, @* —10a,,;’ 
i 


Ln SS ney 
& =n = gh Se a roa Mee oy (401) 


v 


om i+ 4a > 
Verschwindet die die Absorption verursachende Dampfung der Elektronen, 
d. h. ist fiir alle Elektronengattungen 


2 
N; 6; 


— NM, a? — 1043; 


ayy = 4g; = 43, = O, 


so nehmen die dann reell werdenden optischen Hauptdielektrizitatskonstanten 
(400) dieselbe Form an, wie die fiir nicht absorbierende Kristalle geltenden 
Ausdriicke (42). 

126. Gesetz des komplexen Brechungsindex. Unsere nachste Aufgabe ist, 
den Brechungsindex des Kristalls als Funktion der Wellennormalenrichtung zu 
ermitteln. 

Wir gelangen zu einem Ansatz fiir ebene, monochromatische Wellen im 
Inneren des absorbierenden Kristalls, indem wir in dem ausgezeichneten Koordi- 
natensystem 4, v, w [vgl. Ziff.123c) und 125], entsprechend wie in Ziff. 3, fiir die 
Komponenten des Lichtvektors (396) die Ansatze 


Sr $v 
= tole = —tow (: = ) 
Du => &; C, = D,,€ Cn ; D roese &9 G, — 9 é Cn 


a 4 e ~io(t- =) 
ip = &3 &,, = %) é si 


-_iV 


einfihren, wobei D,, D,, DB, und e, komplexe GréBen sind. 

Um Wellen zu erhalten, bei welchen der Lichtvektor in jeder Wellen- 
ebene konstant ist+), der Betrag seiner Amplitude aber in Richtung der Wellen- 
normale abnimmt [vgl. Ziff. 123 .a)], setzen wir 

Cy 


na ame 
wobei ¢, (vgl. Ziff. 3) wieder die zur Wellennormalenrichtung 3 gehdrende Nor- 
malgeschwindigkeit der Welle ist und x eine reelle GréBe bedeutet. 
ec, heiBt die zur Wellennormalenrichtung $ gehérende komplexe Normal- 
geschwindigkeit und die dem Ausdruck (18) analog gebildete GréBe 
Cc 


n=—=n (1 — tx) (403) 


n 


1) Man erhalt solche Wellen, wenn die aus dem homogenen, isotropen, nicht absor- 
bierenden AuBenmedium kommenden ebenen Wellen senkrecht auf die ebene Begrenzungs- 
flache des absorbierenden Kristalls fallen. 


55* 
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der zu 8 gehorende komplexe Brechungsindex des Kristalls. mist in dieser Glei- 
chung offenbar der durch (18) definierte reelle Brechungsindex ; mx wird als Absor p- 
tionskoeffizient und x als Absorptionsindex bezeichnet. Die in (402) ein- 
gefiihrten komplexen GréBen 9,,, und D, heiBen die nach den Koordinaten- 
achsen w#, v, w gnommenen komplexen Komponenten der Amplitude des 
Lichtvektors. 

x bestimmt die Abnahme der reellen Amplitude ® des Lichtvektors beim 
Fortschreiten der ebenen, monochromatischen Welle und zwar ist D nach (402) 
und (403) dem Schwachungsfaktor 


zw ($v) Quun 


j 55 = To (8) (404) 
proportional. 

In ganz entsprechender Weise, wie sich bei nicht absorbierenden, nicht 
aktiven Kristallen das FRESNELsche Gesetz (47) ergeben hat, erhalt man bei 
absorbierenden, nicht aktiven Kristallen fiir den komplexen Brechungsindex n die 
Gleichun 2 g2 2 

‘ 1 4 =o. (405) 


me Ae ae tee ne ne 


Hierin bedeuten §,,, §, und §,,die Komponenten derWellennormalenrichtung $ 
nach den Koordinatenachsen wu, v, w, fiir welche zu (394) und (395) analoge For- 
meln gelten; n,, m, und mn, sind die durch (397) definierten komplexen Haupt- 
brechungsindizes des Kristalls. 

Gleichung (405) ist quadratisch in m?; in jeder Wellennormalenrich- 
tung $ pflanzen sich also im absorbierenden, nicht aktiven Kristall 
zwei Wellen mitimallgemeinen verschiedenen komplexen Brechungs- 
indizes nj und nj fort. 

Durch Trennung des reellen und imaginaren Teiles erhalt man aus (405) zwei 
reelle, voneinander unabhangige, im allgemeinen aber sehr komplizierte Glei- 
chungen fiir den reellen Brechungsindex m und den Absorptionsindex x ; wir wollen 
aber diese Gleichungen nicht ausrechnen, da fiir uns die ohne weiteres einzusehende 
Bemerkung geniigt, daB fiir 1 das FRESNELsche Gesetz (47) nicht mehr gilt. 

Wie man die Abhangigkeit der reellen Brechungsindizes j und nj von der 
Wellennormalenrichtung 8 durch die Indexflache [vgl. Ziff. 17c)] darstellen kann, 
so laBt sich auch die Abhangigkeit der Absorption von der Wellennormalenrich- 
tung dadurch geometrisch veranschaulichen, das man vom Koordinatenanfangs- 
punkt aus parallel zu jeder Wellennormalenrichtung $ zwei Vektoren mit den 
Betragen njxj und njxjy abtragt; dabei sind mj) und xj bzw. nj und xg diejeni- 
gen Werte von ” und x, welche zu den der Wellennormalenrichtung 8 ent- 
sprechenden komplexen Brechungsindizes nj und nj gehéren. Die Endpunkte 
dieser Vektoren erfiillen dann eine zweischalige Flache, die man als Absorp- 
tionsflache bezeichnet!) (vgl. Ziff. 133). 

127. Refraktionsovaloid, Absorptionsovaloid. Wir schreiben fiir die auf 
ein beliebiges rechtwinkliges Rechtssystem x’, y’, 2’ bezogenen Tensorkompo- 
nenten a (Ziff. 123 d)] 


4 


1 1 a4 
es gre tr (Pai = bins Mr = Mn; hl = 4, 2, 3), 
Nhi Pi Wri 
4 eat : aoe ; : 
wobei =,- der reelle und 7—\— der imaginare Teil von ne ist. 
Al Al hi 


1) Die Flache wurde zuerst von P. DRupE (Wied. Ann. Bd. 40, S. 676. 1890) betrachtet. 
Die Bezeichnung Absorptionsflache stammt von F. Pockets (Lehrbuch der Kristalloptik, 
S. 385. Leipzig 1906). 
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Die sechs reellen Grében —,- definieren einen reellen, symmetrischen Tensor, 


nt 
und das gleiche gilt fiir die sechs Gréfien —-; die Hauptachsen der zu diesen 
F Trt 
beiden Tensoren gehérenden Tensorflaichen fallen jedoch im allgemeinen nicht 


zusammen. 
Jedem der beiden Tensoren ordnen wir ein Ovaloid zu, dessen auf die 

Hauptachsen der betreffenden Tensorfliche bezogene Gleichung formal aus 

der durch (101) gegebenen Ovaloidgleichung fiir nicht absorbierende, nicht 


: ae ; ee es 
aktive Kristalle hervorgeht, falls in letzterer an Stelle von ete byw ore die 
ak: rete 4 APE Wish ks 
Hauptwerte —,, =>, =, bzw. >, —, — gesetzt werden. Ersteres Ovaloid nennen 
Pi Pz Ps 4 4a Q3 


wir Refraktionsovaloid, letzteres Absorptionsovaloid; beide Ovaloide 
haben natiirlich dieselben geometrischen Eigenschaften wie das in Ziff. 16a) 
besprochene Ovaloid, insbesondere existieren bei jedem zwei durch den Mittel- 
punkt gehende Ebenen, die die Flache in je einem Kreise schneiden. Die 
Normalen der beiden Kreisschnitte des Refraktionsovaloides bezeichnen wir als 
Refraktionsbinormalen und diejenigen des Absorptionsovaloides als Ab- 
sorptionsbinormalen}). 

Das Refraktionsovaloid ist dadurch gekennzeichnet, daB es bei verschwin- 
dender Absorption (x = 0) mit dem in Ziff.16a) behandelten gewdéhnlichen 
Ovaloid der nicht absorbierenden Kristalle identisch wird; die Refraktionsbinor- 
malen gehen dann in die gewdhnlichen Binormalen des nicht absorbierenden 
Kristalls tiber. Wir bezeichnen dementsprechend auch einen absorbierenden 
Kristall als optisch zweiachsig, wenn das Refraktionsovaloid drei verschie- 
dene Hauptachsen besitzt, die beiden Kreisschnitte also gegeneinander geneigt 
sind; dagegen nennen wir ihn optisch einachsig, wenn das Refraktionsovaloid 
eine Rotationsflache ist, wobei dann die beiden Kreisschnitte zusammenfallen 
und die Rotationsachse die optische Achse ist. 

Aus den Ausfiihrungen der Ziff.124 folgt, daB bei den Kristallen des 
triklinen Systems die Ebenen der Refraktionsbinormalen und der Absorptions- 
binormalen keine ausgezeichneten Lagen besitzen. Bei den Kristallen des 
monoklinen Systems liegen (bei der in Ziff. 124 getroffenen Wahl des optischen 
Symmetrieachsensystems) diese beiden Ebenen entweder senkrecht zur z-Achse 
oder gehen durch sie hindurch, ohne aber im allgemeinen zusammenzufallen; 
bei den Kristallen des rhombischen Systems liegt jede parallel zu einer 
optischen Symmetrieebene. Bei den (optisch einachsigen) Kristallen des trigo- 
nalen und hexagonalen Systems fallen samtliche Refraktions- und Absorptions- 
binormalen in die Richtung der optischen Achse. 

128. Polarisationszustand der zu einer Wellennormalenrichtung § ge- 
horenden Wellen. Wir gehen jetzt dazu iiber, den Polarisationszustand der 
beiden Wellen zu ermitteln, die sich im Inneren eines absorbierenden, nicht 
aktiven Kristalls in einer Wellennormalenrichtung ausbreiten. 

Vorbemerkend weisen wir darauf hin, dab bei Transformierung der Glei- 
chung (44) auf ein rechtwinkliges Rechtssystem x’, y’, 2’, dessen positive z’-Achse 


1) Die beiden Ovaloide wurden von W. Voict (Kompend. d. theoret. Phys. Bd. II, 
S. 708. Leipzig 1896) in die Betrachtung eingefiihrt; er nannte das Refraktionsovaloid 
Polarisationsflache und das Absorptionsovaloid Absorptionsflache. Spater [G6t- 
tinger Nachr. 1902, S. 50; Ann. d. Phys. Bd. 9, S. 370. 1902] bezeichnete er ersteres als 
Polarisationsovaloid, letzteres als Absorptionsovaloid. Die Refraktions- bzw. Ab- 
sorptionsbinormalen wurden von Vorict Polarisations- bzw. Absorptionsachsen ge- 
nannt, wahrend wir, dem sonstigen Gebrauche folgend, unter Absorptionsachsen die 
Hauptachsen der zum Dampfungstensor gehorenden Flache (vgl. Ziff. 125) verstehen. 
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in die Wellennormalenrichtung $ fallt, fiir die Komponenten der Amplitude 
des Lichtvektors D die Gleichungen 


Pe. me 4 Ata Sh ee =a 
( = 4) Dy,’ = a, ) = pm a Dy = me, De ? Dy = 0 (406) 


2 \ 


folgen, wobei sich 741, %. und ”,. aus den Hauptbrechungsindizes m,, m, und ns, 
gemaB den Formeln (157) berechnen. 

Entsprechend erhalt man in einem absorbierenden, nicht aktiven Kristall 
bei einer Welle, deren Wellennormale in die positive 7-Achse fallt, fiir die kom- 


plexen Komponenten der Lichtvektoramplitude 9,, D,,, D, und den komplexen 
Brechungsindex n die Beziehungen 


1 foe Ss (a Tae ea = 
| ae 78} Dy = n: Dy (a a’ a) Dy = ae De By =0, (407) 
12 9 


wobei der Zusammenhang zwischen den Gr6Ben m1, Ny2, M33 und den komplexen 
Hauptbrechungsindizes n,, m , m3 der in Ziff. 123 d) angegebene ist und 9,, Dy, 
9, sich aus 9,, D,, 9, nach den bekannten Transformationsformeln fiir Vek- 


torkomponenten ergeben. 
Setzt man >, 


so erhalt man aus den Gleichungen (407) durch Elimination des komplexen Bre- 
chungsindex m die Gleichung?) 


Diese Gleichung ist quadratisch in w, ihre beiden Wurzeln yu, und wy lefern 
uns die Amplitudenverhaltnisse der beiden in Richtung der positiven z-Achse 
fortschreitenden Wellen; fiir diese Wurzeln haben wir die beiden Ausdriicke 


1 1 / 1 4 \2 
1 n,n, fap Soe ne on ne 
= 22 | 22 u 
= ead Hine A raul 
nis ae, 
Rint? : (408 
4 1 Hf 1 ve ) 
1 nm, Mi / 1 nm. mii 
Me 5 1 Ne 1 rf 
ni» ns 


Das Amplitudenverhaltnis ist somit fir beide zur selben Wellennormalen- 
tichtung gehdrenden Wellen komplex, die Wellen sind daher?) elliptisch 
polarisiert. Aus (408) folgt ferner, daB 


[iy hlo = —1 
ist; die Schwingungsellipsen sind demnach ahnlich mit geWreuzten 
groBen Achsen und werden gleichsinnig umlaufen. Hierin besteht 
ein Unterschied gegentiber dem Verhalten nicht absorbierender, aktiver Kristalle, 
bei welchen die Schwingungsellipsen im entgegengesetzten Sinne umlaufen 
werden [vgl. Ziff. 100a)]. 


1) W. Voiet, Kompend. d. theoret! Phys. Bd. II, 5.714. Leipzig 1896; Géttinger 
Nachr. 1902, S.55; Ann. d. Phys. Bd. 9, S. 375. 11902. 
*) Vgl. Kap. 4, Ziff.9 ds. Bandes. 
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Dieses Gesetz des Polarisationszustandes der zu einer Wellennormalenrich- 
tung gehérenden beiden Wellen im Innern eines absorbierenden, nicht aktiven 
Kristalls wurde von Drupp!) aufgefunden. 

129. Bestimmung der zu einer Wellennormalenrichtung gehorenden 
komplexen Brechungsindizes. Wir bestimmen jetzt die komplexen Brechungs- 
indizes nj und nif der beiden Wellen, die sich nach Ziff. 126 1m Inneren eines 
Kristalls in einer Wellennormalenrichtung ausbreiten. 

a) Berechnung der komplexen Brechungsindizes. Aus Glei- 
chung (407) erhalt man durch Elimination des komplexen Amplitudenverhalt- 


(4 
nisses Dy :®,. fiir den komplexen Brechungsindex n die’ Gleichung?) 


(e-a)te-a)-- 


ne nS» 


die quadratisch in 3 ist); ihre Wurzeln lefern die komplexen Brechungs- 


indizes nj und nf der beiden in der gegebenen Wellennormalenrichtung (posi- 
tiven 2’-Achse) fortschreitenden Wellen. Fiir diese Wurzeln haben wir 


1 fic tye ete A 4 
a DS Ve | (a as a 
n° = at ni) op | | 2 (ne =a ur ni,’ 


4 et de | 4.’ 4s A 1 \\2 1 
ee Vs ‘ies en 
n, 2 \ny N3o 2 \Ng. ny Ne 


ihre reellen und imaginaren Teile liefern die Gleichungen zur Berechnung der 
reellen Brechungsindizes und der Absorptionsindizes [vgl. unter b)]. 

Mit Riicksicht auf spatere Anwendungen bemerken wir, daB sich die Aus- 
driicke (409) mit Hilfe von (408) auch auf die Form bringen lassen‘) 


(409) 


b) Bestimmung der reellen Brechungs- und Absorptionsindizes. 
Bezeichnen wir den reellen bzw. imagindren Teil von 1/n{”? mit 1/f’2 bzw. z/q’2 
und die entsprechenden GréSen von ae mit oe bzw. vas , so haben wir, falls 

n P q 


0 


ni, nf die reellen Brechungsindizes und x, xi die Absorptionsindizes der beiden 
in der positiven z’-Achse fortschreitenden Wellen sind, nach (403) 
1 1 1 nile { 1 


ih + 4 4 
-— ° ; = | ieee 7 . 7) > Pray Tr STIL S| 
We AG peg ae NL ee ph ge 


hieraus folgt 


1 — xi? { - 14=x;" 
pr i314 + x53)?” GOS RAG of aay M 
/ 9) 4t (4 1) 
tae Ditty 1 2X5 
qq? mg(4 + x62)?” amis al CE oe 7 tg a 


Sind #’ und ¢ (bzw. ~” und q’) bekannt, so kénnen mj und xj) (bzw. mj und 
xj) mittels hatte, berechnet werden. 


1) P. DrupDE, Wied. Ann. Bd. 32, S. 600. 1887. 

2) W. VoietT, Géttinger Nachr. 1902, S. 56; Ann. d. Phys. Bd. 9, S. 375. 1902. 

3) Diese Gleichung entspricht der auf das Koordinatensystem 7’, y’, 2’ transformierten 
Gleichung (108) der Indexflache bei nicht absorbierenden, nicht aktiven Kristallen. 

4). S. Bocustawsk1, Ann. d. Phys. Bd. 44, S. 1080. 1914. 
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Einfacher ist aber der folgende geometrische Weg zur Ermittlung von 
m und nj, aus # und q’, der von DRUDE!) stammt. Setzt man 


ny? = 17(1 — im)? = oe *P =a — 2b, 


so sind a und 6 in leicht anzugebender Weise durch die als bekannt anzu- 
sehenden Gré8en ~’ und 7 bestimmt. Da ferner 


my=Je cost, mh xh = Yo sin 
ist, so ergibt sich folgende Konstruktion: Man zeichnet das rechtwinklige Drei- 
eck ARB, dessen eine Kathete AR = a und dessen andere Kathete BR = 0 ist, 
und tragt auf der Hypothenuse AB = 0 von A aus die Strecke AS = jAB = jo 
ab. Ist F der FuBpunkt des Lotes, das von S auf die Halbierungslinie des 
Winkels BAR gefallt wurde, so ist 


AP = nq, cS Pian 


Thagth 


In entsprechender Weise ergeben sich nj und njxj aus p” und q” 

130. Windungsachsen. In jedem absorbierenden, nicht aktiven Kristall 
existieren, wie wir in dieser Ziffer zeigen, vier Richtungen, in welchen sich zir- 
kular polarisierte Wellen ausbreiten. 

Aus (408) und (409) folgt, daB sowohl w als auch n? zweiwertige komplexe 
Funktionen der Serene a ene ne sind; bei beiden Funktionen tritt 
der Wurzelausdruck 


j 1 ih \ee! 
Oe 
/ 2 1 


2 
Ne 


auf. Jede der beiden Funktionen besitzt somit einen Verzweigungspunkt erster 
Ordnung, der dadurch definiert ist, daB in ihm der Wurzelausdruck verschwin- 
det; er ist somit durch die Gleichung 


1 1 


eh er eae (412) 


bestimmt. 

Die zu diesen Verzweigungspunkten gehérenden Richtungen nennt man 
nach VorcT?) die Windungsachsen oder Singularitatsachsen des absor- 
bierenden, nicht aktiven Kristalls. Fir die Windungsachsen wird 


fy = fg = +1 

sowie 
No = 1, . 

Die in Richtung einer Windungsachse sich fortpflanzenden beiden Wellen sind 
folglich*) zirkular polarisiert mit gleichem Umlaufsinn und gleichen 
komplexen Brechungsindizes (und somit auch gleichen reellen 
Brechungsindizes und Absorptionsindizes); die beidén Wellen 
unterscheiden sich daher tiberhaupt nicht voneinander*). 

Insgesamt hat man, wie wir in Ziff. 133.) sehen werden, vier Windungs- 
achsen, von denen je zwei in der Nahe einer Refraktionsbinormale hegen und 


) P. DRupE, Wied. Ann. Bd. 40, S. 667. 1890. 
2) W. VoicT, Géttinger Nachr. 1902, S. 70; Ann. d. Phys. Bd. 9, S. 391. 1902. 
) Vgl. Kap. 4, Ziff.9 ds. Bandes. 

) W. Voter, Géttinger Nachr. 1902, S. 269; Ann. d. Phys! bd 27. eSelO23s O08. 
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sich dadurch voneinander unterscheiden, daB die in ihren Richtungen sich 
fortpflanzenden Wellen (44) =u, = +7 bzw. u,= My = —1) entgegengesetzt zir- 
kular polarisiert sind [vgl. Ziff. 132c)]; bei abnehmender Absorption riicken je 
zwel immer naher an die ihnen benachbarte Refraktionsbinormale. 

131. Transformation des Koordinatensystems auf die Hauptachsen der 
Schwingungsellipse. Bei den folgenden Betrachtungen wird es sich als zweck- 
maBig erweisen, das Koordinatensystem x’, y’, 2’, dessen positive z’-Achse in die 
Wellennormalenrichtung gelegt ist (vgl. Ziff. 128), so zu drehen, daB die x’-Achse 
und y’-Achse in die Hauptachsen der Schwingungsellipsen der in Richtung der 
positiven z’-Achse sich fortpflanzenden Wellen zu liegen kommen; das Kri- 
terium hierfiir besteht bekanntlich!) darin, da8 das Amplitudenverhaltnis ju 
rein imaginar wird. 

Mit Hilfe der Transformationsformeln (157) laBt sich leicht zeigen”), dab 
bei einer positiven Drehung des Koordinatensystems x’, y’, 2 um die positive 
z’-Achse um einen Winkel die Beziehungen 


= — Bee ws (—- — : Jcos2g im ~ sin2g, 

N32 My, M2 nmi Nye (413) 
2 1 d 5 2 
wa, = — (ng ag.) R20 + py O82” 


gelten, wobei sich die quergestrichenen GréBen auf die neue Lage des Koordi- 
natensystems beziehen. 
Es ist nun stets méglich, den Winkel @ so zu wahlen, da 


yal DAS AP 
17, ee 
=% — r T= 0é (414) 
ni 
wird, wobei é reell und |£|=1 ist. Die auf diese ausgezeichnete Lage des Koor- 


dinatensystems sr dly Gole kennzeichnen wir dadurch, da wir sie in 
geschweifte Klammern setzen; fiir die dieser Orientierung entsprechenden 
Koordinatenachsen schreiben wir dementsprechend {}, {y’} und z’.. Die Achsen 
{xt und {y’} fallen nun mit den Hauptachsen der Schwingungsellipsen der beiden 
Wellen zusammen, die sich in Richtung der positiven z’-Achse im Inneren des 
absorbierenden, nicht aktiven Kristalls fortpflanzen, denn aus (408) und (414) 
folgt, daB {u,} und {u,} rein imaginar werden. 

Sind k, und k, = 1/k, die Elliptizitaten der beiden Wellen, so haben wir 


{uy} = thy, {Ma} = the; 
hieraus, sowie aus (408) und (414) folgt 
h=§+)P—1, h=E—yH—1. (415) 


Wir wenden uns jetzt mit Riicksicht auf spatere Betrachtungen dem Falle 
eines schwach absorbierenden Kristalls zu, d. h. einem solchen, bei dem 
die Absorptionsindizes x und x/ fiir jede beliebige Wellennormalenrichtung 
so klein sind, daB #7? und x/? gegen 1 vernachlassigt werden diirfen; diese 
Annahme ist zulassig bei solchen absorbierenden Kristallen, welche die Beob- 
achtung des durchgehenden Lichtes noch in einer Schicht gestatten, deren Dicke 
eroB gegen die Wellenlange ist (sog. ,gefarbte‘ Kristalle), gilt aber nicht mehr 
bei den ,,metallisch” reflektierenden Kristallen. 


1) Vgl. hierzu Kap. 4, Ziff. 9 ds. Bandes. 
2) S. BocusLawskI, Ann. d. Phys. Bd. 44, S. 1084. 1914. 
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Bei einem schwach absorbierenden Kristall gestatten nun die Formeln (410) 
mit Riicksicht auf (411) eine Trennung der reellen und imagindren Teile in 
der einfachen Form 


1 1 4 1 1 as 
i et rae My? ea Palas ? | 
Ze Ae eerie 2a, dal a | 
My? i | a AME Tigo Vee ea coe onl 
wobei die Bedeutung der GréBen 4, 914, fy. und g,2 sich aus den Ausftih- 
rungen der Ziff.127 ergibt. 

132. Wellennormalenrichtungen mit zugehérigen linear polarisierten 
Wellen. Wir wollen jetzt zeigen, daB es in jedem absorbierenden, nicht aktiven 
Kristall eine Schar von Wellennormalenrichtungen gibt, in welchen die sich 
ausbreitenden Wellen nicht mehr elliptisch polarisiert sind, sondern zu linear 
polarisierten ausarten!). 

a) Die Kegel y= konst. Wir legen zu dem Zwecke das (mit der z’-Achse 
in die Wellennormale fallende) Koordinatensystem x’, y’, 2’ so, daB entweder 


(416) 


1 ; ; ; 
oder —~— verschwindet; die auf die erstere bzw. letztere 


Pis Giz 
Lage des Koordinatensystems bezogenen Gr6dBen kenn- 
zeichnen wir dadurch, da wir sie in runde bzw. eckige 


Klammern einschlieBen. Da nun sowohl das Refraktions- 


Zur Bestim- 


Abb. 35. 


mung der Wellennor- 
malenrichtungen mit 
zugehorigen linear po- 
larisierten Wellen. Die 


Wellennormale (z’- Achse) 
liegt senkrecht zur Zeichen- 
ebene. Die Ebene # (x’) bzw. 
die Ebene 2’ [x’] halbiert den 
Winkel der beiden Ebenen, 
die durch die z’Achse und 
die Refraktionsbinormalen 
bzw. die z’-Achse und die 
Absorptionsbinormalen ge- 
legt sind. Die {x’}-Achse 
fallt mit der einen Haupt- 
achse der zur z’-Achse ge- 


ovaloid als auch das Absorptionsovaloid dieselben geometri- 
schen Eigenschaften besitzen wie das in Ziff. 16a) besprochene 
Ovaloid der nicht absorbierenden, nicht aktiven Kristalle, 
so ergibt sich aus den dortigen Ausfithrungen, daB die 
beiden Koordinatenachsen (x’) und (y’) in den Halbierungs- 
ebenen der Winkel liegen miissen, welche von den parallel zur 
z’-Achse und je einer der Refraktionsbinormalen gelegten 
Ebenen gebildet werden; die entsprechende Lage besitzen 
die Koordinatenachsen [x’] und [y’] in bezug auf die Ab- 
sorptionsbinormalen. 

Ist w der Winkel zwischen der positiven (x’)-Achse 


hérenden, gekreuzten 
Schwingungsellipsen 
zusammen. 


und der positiven [x’|-Achse (Abb. 35), so bestimmt die 
Gleichung yw = konst. im absorbierenden, nicht aktiven 
Kristall einen Kegel von Wellennormalenrichtungen. Nun wird aber y nach 
seiner Definition unendlich vielwertig, falls die z’-Achse parallel zu einer 
Refraktionsbinormale oder einer Absorptionsbinormale zu liegen kommt; 
denken wir uns samtliche Wellennormalenrichtungen, sowie Refraktions- und 
Absorptionsbinormalen durch den Anfangspunkt unseres Koordinatensystems 
gelegt, so folgt aus dem Gesagten, daB durch die Gleichung yw = konst. 
eine Schar von Kegeln definiert wird, welche durch alle Refraktions- 
und Absorptionsbinormalen hindurchgehen. 

Werden nun samtliche Richtungen durch Punkte der Einheitskugel dar- 
gestellt, so lassen sich die Kegel y = konst. leicht konstruieren, wenn; man die 
Refraktions- und Absorptionsbinormalen in dem Kristall so nahe benachbart 
annimmt, da das betreffende Stiick der Kugelflache als eben betrachtet werden 
kann; diese Annahme trifft in den meisten Fallen naherungsweise zu. Der 
Winkel wy ist damn derjenige Winkel, unter dem sich zwei Scharen konfokaler 
Ellipsen schneiden, deren Brennpunkte die Spuren der Refraktions- bzw. Ab- 


1) W. Voict, Géttinger Nachr. 1902, S.65;-Ann. d. 
S. BocusLawsxki, Ann. d. Phys. Bd. 44, S. 1084. 1914. 


Phys. Bd. 9, S: 386. 1902: 
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sorptionsbinormalen sind; denn die («’)-Achse bzw. [x]-Achse ist Halbierungs- 
linie des Winkels zwischen den Brennpunktsfahrstrahlen der einen bzw. der 
anderen Ellipsenschar, und da diese Winkelhalbierenden senkrecht zu den 
Ellipsen stehen, so sind die von ihnen gebildeten Winkel gleich jenen, in 
welchen sich die Ellipsen schneiden. 

Fur das Folgende ist es erforderlich, den Winkel y durch das gegen die po- 
sitive [x’)-Achse gerechnete Azimut qm der Schwingungsellipse auszudriicken, 
d. h. durch den Winkel zwischen der positiven {x’}-Achse und der positiven 
[x’]-Achse (Abb. 35). Das {x’, y’}-Achsenkreuz ist nach Gleichung (414) dadurch 
ausgezeichnet, dal fiir dasselbe die Beziehung 


1 et — tact 


a Os bea (447) 
ca 
gilt, wobei fiir die reelle GréBe € die Ungleichung 
[é|=1 (418) 


besteht; aus (417) erhalten wir dann [unter Benutzung der Transformations- 
formeln (413)| fiir @ und & die Beziehungen 


a? sin4y 
ig49 = a? cos4ay + 2’ (419) 
2 xcos2(y—y) —_— A cos2 
7 Bsin2g ~~ — asin2a(y—y)’ (420) 


wobei zur Abkiirzung 


1 1 1 1 
| ()—Gel=2~ [al lal = 
gesetzt ist. 


b) Die Kegel y=0; Wellennormalenrichtungen mit zugeh6- 
rigen linear polarisierten Wellen. Wir betrachten jetzt die speziellen 


Kegel y = > (94 = 0,4, 2; ©...) wober'es aber offenbar gentigt, die beiden Falle 


m=O und m= 1 ins Auge zu fassen. In beiden Fallen folgt [aus (419) und 
(420) bei Beriicksichtigung von (418)] & = co; somit ergibt sich nach (415) fiir 
die Elliptizitaten der Wellen, die zu den diese Kegel bildenden Wellennormalen- 
richtungen gehdéren, feet art 

Durch y=O0 und y=a/2 werden daher im absorbierenden, nicht 
aktiven Kristall Kegel von Wellennormalenrichtungen definiert, 
in welchen sich zwei linear und senkrecht zueinander polarisierte 
Wellen fortpflanzen. 

Man kann sich leicht iiberzeugen, daB der Kegef y = 0 in Teilkegel zer- 
fallt, von welchen jeder durch je eine Refraktionsbinormale und eine Absorp- 
tionsbinormale begrenzt ist, und dai das gleiche fiir den Kegel y = 7/2 gilt. 
Samtliche Teile der beiden Kegel setzen sich in den Refraktions- und Absorp- 
tionsbinormalen kontinuierlich ohne Knicke aneinander und kénnen zusammen 
als ein einziger, durch samtliche Refraktions- und Absorptionsbinormalen gehender 
Kegel aufgefaBt werden, den wir kurz als den Kegel wy = (0, 2/2) bezeichnen. 

Betrachtet man nun zwei Wellennormalenrichtungen, die dem Mantel des 
Kegels y = (0, 2/2) sehr nahe liegen, aber durch ihn getrennt sind, so findet 
man mittels der Beziehungen (419) und (420), daB & fiir diese beiden Wellen- 
normalenrichtungen entgegengesetztes Vorzeichen besitzt. Beim Durchgang 


876 Kap.11. G. Szivessy: Kristalloptik. Misi, NBA, 
durch den Kegel y = (0, 2/2) mu sich daher der Umlaufsinn der elliptischen 
Polarisation umkehren; in der Tat konnte die Verschiedenheit dieses 
Umlaufsinnes fiir die verschiedenen Bereiche der Wellennormalen- 
richtungen von VoicT?) bei einigen schwach absorbierenden Kristallen (Anda- 
lusit, Axinit, Epidot und braunem Glimmer) experimentell nachgewiesen werden. 

c) Wellennormalenrichtungen mit zugehérigen linear pola- 
risierten Wellen bei den einzelnen Kristallsystemen. Bei den 
absorbierenden, nicht aktiven Kristallen des triklinen Systems besitzt der Kegel 
wy = (0, 2/2) keine ausgezeichnete Lage; er zerlegt die ganze Oberflache der 
Einheitskugel in zwei Teile, die durch entgegengesetzten Sinn der elliptischen 
Polarisation gekennzeichnet sind. 

Bei den absorbierenden, nicht aktiven Kristallen des monoklinen Systems 
zerfallt der Kegel y =(0, 2/2) in einen symmetrisch zur Spiegelebene z = 0 lie- 
genden Kegel und in die Spiegelebene (bzw. eine senkrecht zur zweizahligen 
Symmetrieachse liegende Ebene); hierdurch wird die Oberflache der Einheits- 


Abb. 36. Darstellung der Kegel ausgezeichneter Wellennormalenrichtungen bei absorbierenden, nicht 

aktiven Kristallen (nach BoGusLawsk1). @ trikliner Kristall, 6 rhombischer Kristall mit gekreuzten Ebenen der 

Refraktions- und Absorptionsbinormalen. Die Ellipsen stellen die Spuren der Kegel y»=konst. auf der Einheitskugel 

dar. R,, R, Spuren der Refraktionsbinormalen; A,, 4, Spuren der Absorptionsbinormalen; Wi, wt, Ws wy Spuren 

der Windungsachsen, y = (0, 7/2) Spur des Kegels der Wellennormalenrichtungen mit zugehérigen linear polarisierten 

Wellen; y = 7/4 Spur des Kegels der Wellennormalenrichtungen mit gleichen Absorptionskoeffizienten (gestrichelt) und 
gleichen Brechungsindizes (punktiert) bei schwacher Absorption und schwacher Doppelbrechung. 


kugel in sechs Teile zerlegt, von welchen je zwei aneinandergrenzende ent- 
gegengesetzten Umlaufsinn der elliptischen Polarisation besitzen. 

Bei den Kristallen des rhombischen Systems degeneriert der Kegel 
y = (0, 2/2) in die drei optischen Symmetrieebenen; die Oberflache der Einheits- 
kugel zerfallt daher in acht Teile mit entgegengesetztem Umlaufsinn der ellip- 
tischen Polarisation in je zwei aneinandergrenzenden Teilen. Bei rhombi- 
schen absorbierenden, nicht aktiven Kristallen gehéren somit zu 
jeder in einer optischen Symmetrieebene liegenden Wellennormale 
zwei linear und senkrecht zueinander polarisierte Wellen, deren 
Schwingungsebenen parallel und senkrecht zur betreffenden op- 
tisthen Symmetrieebeneditegen: ’ 

Bei den optisch einachsigen Kristallen geniigt jeder beliebige, durch die 
optische Achse gelegte Kegel der Bedingung y = (0, 2/2); bei optisch ein- 
achsigen absorbierenden, nicht aktiven Kristallen gehéren somit 
(ebenso wie bei nicht absorbierenden, nicht aktiven Kristallen) 
zu jeder beliebigen Wellennormalenrichtung zwei linear und senk- 


1) W. Vorct, Géttinger Nachr. 1902, S. 88; Ann. d. Phys. Bd. 9, S. 412. 1902. 
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recht zueinander polarisierte Wellen, deren Schwingungsebenen 
parallel und senkrecht zum Hauptschnitt der betreffenden Wellen- 
normale legen. 

In Abb. 36a geben nach BoGusLaswk1') die stark ausgezogenen Linien die 
auf der Einheitskugel gezogene Spur des Kegels y = (0, 2/2) fiir einen triklinen 
Kristall; Abb. 36b gibt die analoge Darstellung fiir einen rhombischen Kristall 
mit zueinander senkrechten Refraktions- und Absorptionsbinormalenebenen. 
A, und Ay sind die Spuren der Absorptionsbinormalen, R, und R, die Spuren 
der Refraktionsbinormalen, durch welche der Kegel y = (0, 2/2) hindurchgeht. 

d) Umlaufssinn der Schwingungsbahn bei den zu einer Re- 
fraktionsbinormale benachbarten Windungsachsen. Da der 
Kegel yw = (0, 2/2) durch beide Refraktionsbinormalen geht und je zwei zu 
einer Refraktionsbinormale benachbarte Windungsachsen (in Abb. 36 mit W{ 
und WY bzw. W% und WW,’ gezeichnet) zu verschiedenen Seiten des Kegel- 
mantels liegen, so folgt hieraus, daB diesen beiden Windungsachsen entgegen- 
gesetzter Umlaufssinn der Schwingungsbahn entspricht; da nun die in einer 
Windungsachse sich fortpflanzenden Wellen zirkular polarisiert sind (vgl. 
Zitf. 130), so schlieBen wir hieraus, daB die Wellen, welche sichin den 
zu einer Refraktionsbinormale benachbarten Windungsachsen 
ausbreiten, entgegengesetzt zirkular polarisiert sind. 

133. Wellennormalenrichtungen mit zugehorigen gleichen Brechungs- 
indizes und Absorptionskoeffizienten. a) Richtungsfacher gleicher 
Brechungsindizes und gleicher Absorptionskoeffizienten. Von 
besonderer Wichtigkeit sind diejenigen Kegel y = konst., fur deren Mantellinien 
die Brechungsindizes oder die Absorptionskoeffizienten gleich sind, d. h, ent- 
weder j= nj oder xp = ng xj ist. Vorct?) hat gezeigt, daB diese Mantellinien 
je Teile von Kegeln bilden, die von je zwei Windungsachsen begrenzt werden 
und daB sich diese Teilkegel in den sie begrenzenden Windungsachsen ohne 
Knicke aneinanderschlieBen. Fir jede in eine Windungsachse fallende Wellen- 
normalenrichtung ist sowohl j= nf als auch x)= xj (vgl. Ziff. 130). 

Wahrend es in nicht absorbierenden Kristallen héchstens zwei Richtungen, 
namlich die Binormalen, gibt, fiir welche j= nj ist, hat man somit bei absor- 
bierenden Kristallen ganze Richtungsfacher, fiir welche diese Bedingung 
erfiillt ist; die Indexflache der absorbierenden, nicht aktiven, optisch zwei- 
achsigen Kristalle hangt somit nicht (wie bei den nicht absorbierenden Kristallen) 
in vier Punkten, sondern in vier Kurvenstiicken zusammen; durch die End- 
punkte dieser Kurvenstiicke gehen die Windungsachsen. 

Ein ganz analoges Verhalten wie die Indexflache zeigt nach dem Gesagten 
offenbar auch die in Ziff. 126 erwahnte Absorptionsflache?). 

b) Richtungsfacher gleicher Brechungsindizes und gleicher 
Absorptionskoeffizienten bei schwach absorbierenden, schwach 
doppelbrechenden Kristallen. Wir wollen die Wellennormalenrich- 
tungen gleicher Brechungsindizes und gleicher Absorptionskoeffizienten im Falle 
schwacher Absorption und geringer Doppelbrechung?*) niaher_ be- 
trachten, d.h. bei solchen Kristallen, fiir welche einerseits (vgl. Ziff. 134) x{ 
S. 8 Bocusrawskt, Uber die optischen Eigenschaften der Platincyantire, S.15 u. 17. 
Dissert. GOttingen 1914. : 

2) W, Voret, Ann. d. Phys, Bd. 27, S. 1018. 1908. 

3) DaB die Absorptionsflache im allgemeinen eine zweischalige Flache ist, deren Schalen 
in vier Kurvenstiicken zusammenhangen, hat P, DRupE (Wied. Ann. Bd. 40, S. 676. 1890) 
gefunden. 

4) W. Voter, Géttinger Nachr. 1902, S. 58 u. 62; Ann. d. Phys. Bd. 9, S. 378 u. 382. 
1902; S. BoGusLawskI, ebenda Bd. 44, S. 1084. 1914. 
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und xf so klein sind, daB x(? und xj? gegen 1 vernachlassigt werden konnen 
und andererseits mj von nj fiir alle Wellennormalenrichtungen nur wenig ver- 
schieden ist; wir zeigen, daB dann jene Wellennormalenrichtungen die Mantel- 


linien des Kegels y = = sind. 

Aus (419) folgt, daB m auf dem Kegel y = Ze die Werte 0, me 
nehmen kann; welche zwei von diesen vier Werten die richtigen sind, ergibt 
sich aus der Bedingung (418), auf deren Erfiillung die Gleichungen (420) nach- 


zupriifen sind+). Geht man auf dem Kegel y = # von einer Refraktionsbinor- 


male zu einer Absorptionsbinormale tiber, so wachst «// von 0 bisoo, denn in den 
Refraktionsbinormalen ist « = 0 und in den Absorptionsbinormalen 6 = 0. Aus 
(420) ergibt sich also, daB der Kegel durch die vier Mantellinien, in welchen 
x = +f ist, in vier Teile zerlegt wird derart, daB auf den die Refraktions- 


binormalen enthaltenden Teilen (entsprechend O== 0) Unde Gi _ die {x, y}- 


Achsen mit den [x, y]-Achsen, dagegen auf den die Absorptionsbinormalen ent- 
haltenden Teilen (entsprechend C= a une =) die {x, y}-Achsen mit 


den (x, y)-Achsen zusammenfallen. F 
Auf den Teilkegeln der ersten Art ist 


2 
12 


Nes 0, somit nach Gleichung (416) 


Ny = 14, 


d. h. die Mantellinien dieser Teilkegel sind Wellennormalenrich- 
tungen mit gleichen Brechungsindizes. 


Auf den beiden anderen Teilkegeln ist tot = 0 und somit nach Gleichung (416) 
12 
x onl 
ne ne? 


ist nun die Doppelbrechung gering, d. h. ist fiir alle Wellennormalenrichtungen 
m von mg nur wenig verschieden, so haben wir fiir die Teilkegel der letzteren 
Art in erster Naherung auch a Pla 
Ny Xop—= Ny Xo 5 
d. h. in erster Annaherung sind die Mantellinien dieser beiden anderen 
Teilkegel Wellennormalenrichtungen mit gleichen Absorptions- 
koeffizienten. 

c)Anzahl und Lage der Windungsachsen. In den kritischen 


Wellennormalenrichtungen der Kegel y = - , fiir welche « = + fist, wird nach 
(420) € = +1, oder nach (417) 
1 1 
AOE en 
2 fa ee 
ni, 


dies ist aber nach (412) die Gleichung der Windungsachsen. Da nach dem Ge- 
sagten vier Richtungen existieren, fiir welche « = + ist, so haben wir, wie 
schon in Ziff. 130 bemerkt, vier Windungsachsen. 


1) Von den beiden Ausdriicken (420) fiir € ist immer nur einer brauchbar, da der eine 
4 4 7 
fir w= mi und gm = 0 oder = oe der andere fiir y = a und @ = ” oder = ely unbe- 
4 4 


stimmt wird. 


Ziff. 134. Brechungsindizes und Polarisationszustand. 
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Bei abnehmender Absorption wird f kleiner, infolgedessen werden dann 


diejenigen Teilkegel y = - , fir welche m = 0 oder * ist, immer enger und 


die vier Kurvenstiicke, in welchen die beiden Schalen der Indexflache zu- 
sammenhingen, immer kiirzer. Je zwei Windungsachsen riicken also 
(vgl. Ziff. 130) um so naher zu einer Refraktionsbinormale, je 
geringer die Absorption ist. 

In Abb. 36 sind die auf der Einheitskugel erzeugten Spuren der Teil- 
kegel y = a , fiir welche mj = nj bzw. mx = njxj ist, punktiert bzw. ge- 
strichelt gezeichnet. 

134. Brechungsindizes und Polarisationszustand der zu einer Wellennor- 
malenrichtung gehorenden Wellen bei schwach absorbierenden, nicht aktiven 
Kristallen. a) Gesetz der Brechungsindizes bei schwach absor- 
bierenden, nicht aktiven Kristallen. Wir betrachten jetzt die Ab- 
hangigkeit der Brechungsindizes von der Wellennormalenrichtung 
bei schwach absorbierenden, nicht aktiven Kristallen fiir solche 
Wellennormalenrichtungen, welche nicht zu nahe bei den Win- 
dungsachsen liegen; wir denken uns also zwei enge Kegel gelegt, deren 
Mantel je zwei zu einer Refraktionsbinormale gehérende Windungsachsen um- 
schlieBen und betrachten nur die auBerhalb dieser Kegel liegenden Wellen- 
normalenrichtungen. 

Da bei schwach absorbierenden Kristallen x? gegen 1 vernachlassigt werden 
kann (vgl. Ziff. 131), so ergibt eine einfache Rechnung?), daB dann Gleichung (405) 
durch Trennung des reellen und imagindren Teiles die beiden Gleichungen 


===: (6) a | 
1 1 | 4 i. 1 (421) 
n? n* ne on ie Tae 
und 
Rete a Aid oo. ae eee Gee FA FG a Be Nf th ee ee ee 
—- > — 32+ —_ 5° 3,8 +( )( ete ee eae )+(s8 = Ser an hs eS, 
24 n> nj Naz ” G50" Qa E ‘) n* n3/\gii CEC ES ag UE o) \Gee = 4am Sis. 
n> (4 1 = / 4 . Se i aN sehen 
Se sar Cea 2 a al ler cee So 8 ead Mee 22 
n* nt) 33 $3) (3 nz (8 +8) + n= nz (8: + 8) (422) 


liefert, die wir getrennt behandeln. 

Gleichung (421) ist mit dem FrEsNELschen Gesetz (47) identisch; in hin- 
reichender Entfernung von den Refraktionsbinormalen ist somit 
bei schwach absorbierenden, nicht aktiven Kristallen die Ab- 
hangigkeit der Brechungsindizes von der Wellennormalenrichtung 
(und daher auch die Gestalt der Normalen- und der Indexflache) 
die namliche wie bei nicht absorbierenden, nicht aktiven Kristallen. 

In der Tat haben die Beobachtungen, die bei schwach absorbierenden 
Kristallen zur Priifung des FREsNELschen Gesetzes angestellt wurden’), die 
Giiltigkeit dieses Gesetzes erwiesen. 

b) Gesetz des Polarisationszustandes der zu einer Wellennorma- 
lenrichtung gehdrenden Wellen. Fiir den Polarisationszustand der zu 
einer gegebenen Wellennormalenrichtung gehérenden beiden Wellen folgt bei 


1) W. Voict, Géttinger Nachr. 1884, S. 346; Wied. Ann. Bd. 23, S. 593. 1884; N. Jahrb. 
f. Min. 1885 (1), S. 128; Kompend. d. theoret. Phys. Bd. 2, S. 733. 1896; P. DrupeE, Wied. 


Ann. Bd. 40, S. 673. 1890. ne 
2) E. A. WixFine, Centralbl. f. Min. 1901, S. 299; S. Nakamura, GOttinger Nachr. 


1903, S. 343 (Turmalin). 


880 Kap.11. G. SzivEessy: Kristalloptik. Ziff, 135. 


der gemachten Einschrankung aus (408), da die imaginaren Teile der Ampli- 
tudenverhaltnisse “, und mu, von derselben GréBenordnung wie x werden; die 
reellen Teile dagegen nehmen, wie sich aus (406) ergibt, in erster Annaherung 
dieselben Werte an wie bei nicht absorbierenden, nicht aktiven Kristallen. 
In einer Wellennormalenrichtung 8, die hinreichend weit von den 
Windungsachsen abliegt, pflanzen sich somit bei einem schwach ab- 
sorbierenden, nicht aktiven Kristall zwei elliptisch polarisierte 
Wellen mit sehr gestreckten Schwingungsellipsen fort, deren groBe 
Achsen nahezu dieselben Lagen besitzen, welche die zu 8 gehéren- 
den Schwingungsrichtungen Dd’ und d” bei verschwindender Absorp- 
tion haben wiirden; nahert sich die Wellennormalenrichtung $ der Richtung 
einer Windungsachse, so nimmt die Elliptizitat jedoch auch bei schwach absorbieren- 
den Kristallen stark zu und erreicht beim Zusammenfallen mit der Richtung 
einer Windungsachse den Wert + 1. 

135. Absorptionsindizes der zu einer Wellennormalenrichtung gehorenden 
Wellen bei schwach absorbierenden Kristallen. a) Abhangigkeit der Ab- 
sorptionsindizes von der Wellennormalenrichtung. Setzt man eine der 
Wurzeln der Gleichung (421) in (422) ein, so erhalt man das Gesetz, nach wel- 
chem die Absorptionsindizes x und xj eines schwach absorbierenden, 
nicht aktiven Kristalls von derWellennormalenrichtung 3 abhangen. 

Liegt die Wellennormalenrichtung $ parallel zu einer optischen Symmetrie- 
ebene, etwa zur xy-Ebene, so wird?) 


Qe joes Je. 2 Dae { 
is I Se Sa 42 
Ny” Joo qi” Gist ae ny? 3 ( 3) 
wobei sich nach dem in Ziff. 134b) Gesagten uj und nj gemaB (71) (8, = 0) 
durch die Gleichungen : = 32 
az y y 
— = nN =n 
nie ne aH we 0 3 


bestimmen. 
Entsprechende Ausdriicke erhalt man, falls die Wellennormale parallel zur 
yz-Ebene bzw. parallel zur zx-Ebene liegt. 
b) Hauptabsorptionsindizes. Die Beziehungen vereinfachen sich bei 
den Kristallen von rhombischer und héherer Symmetrie, bei welchen (vgl. Ziff. 124) 
die Absorptionsachsen mit den optischen Symmetrieachsen zusammenfallen und 
1 il 1 


=o Q oo ) SB) = Wikis 0 
m=" Yox = 2 433 = Ys Yes G31 G12 


wird. Fir eine parallel zur xy-Ebene liegende Wellennormale gehért dann 
nach der zweiten Gleichung (423) zu der Welle mit dem konstanten Brechungs- 
index m, der konstante Absorptionsindex 


> 
1 5 | 


i = 
PNET Te 


#, und die den beiden anderen Koordinatenebenen entsprechenden, durch 
zyklisches Vertauschen der Buchstaben 1, 2 und 3 zu erhaltenden Werte 


1 n? 1m 
4 == SS Hy — eee 
al py 2 2 
2 4% 2 4% 


bezeichnet man als die Hauptabsorptionsindizes. 
Bei optisch einachsigen Kristallen erhalt man 


4 


2x/, 1 Oe ihe Sha ey 32 
ce ae ae (424) 


a Ge ype TS 2 2 
No 1 No q3 qi 


1) P. DRuDE, Wied. Ann. Bd, 40, S. 673. 1890. 
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wobei mp und nj die durch (144) und (145) gegebenen Brechungsindizes der ordent- 
lichen und auBerordentlichen Welle sind. Wie man sieht, besitzt die ordent- 


liche Welle nicht nur einen konstanten Brechungsindex mj=n,, son- 
2 
dern auch einen konstanten Absorptionsindex = za =%,1). Man 
. . . . L 
bezeichnet daher in (424) sinngemaB xj als den ordentlichen und xf als 
den auBerordentlichen Absorptionsindex; fiir eine senkrecht zur opti- 


schen Achse fortschreitende Welle (8,=0, 83+ 3) = 1) folgt aus (424) und 


(145) 2 = 37s = Hs. 
3 

Die Hauptbrechungsindizes eines Kristalls kénnen zuweilen sehr verschieden 
sein. Bei (dem optisch-einachsigen) Turmalin ist z. B. x, groB, x3 dagegen sehr 
klein; hierauf beruht die Verwendungsméglichkeit einer hinreichend dicken, 
parallel zur optischen Achse geschnittenen Turmalinplatte als Polarisator, da 
eine solche fast nur die auBerordentliche Welle durchlaBt?). 

c) Absorptionsindizes in Richtungen der optischen Sym- 
metrieachsen. Legt man die Wellennormalenrichtung der Reihe nach 
parallel] zu einer optischen Symmetrieachse, so erhalt man fir die Lage 


zur x-Achse: 2) =n M=Ni == w= 
0 2) 0 3: 0 2935 , 0 292, > 
zur y-Achse: 24 = 17 perme mer aia ee 
2 : 0 3? 0 1? 0 20%, , 41) ZG: ? (425) 
—_ z At 
Achse: , yy : , ny ” 2n3 
ZT 2-ACHSe: Ny = Ny, Ny = Ng 3 xX = 2q3, x 0) 2 Gee A 
it 2 


Da bei diesen verschiedenen Lagen gleichen Brechungsindizes gleiche 
Richtungen des Lichtvektors entsprechen (vgl. Ziff. 13), so folgt, daB bei 
schwach absorbierenden, nicht aktiven Kristallen von den in 
den Richtungen zweier optischer Symmetrieachsen fortschreitenden 
Wellen diejenigen gleich stark absorbiert werden, welche senkrecht 
zueinanderliegende Schwingungsebenen besitzen§); hierbei ist unter 
Schwingungsebene die durch die groBe Ellipsenachse und die Wellennormale 
gelegte Ebene zu verstehen‘). 

d) Abhangigkeit der Absorptionsindizes von der Lage der 
Schwingungsellipse. Gleichung (422) laBt sich in eine geeignetere Form 
bringen, wenn man an Stelle von $,, 3, und §, die Richtungskosinus };, dj, 
bf und d%, 0%, dY der groBen Achsen der zur Wellennormalenrichtung $ ge- 
hérenden Schwingungsellipsen einfiihrt, welche nach Ziff. 134 b) durch die 


1) W. Voticet, Géttinger Nachr. 1884, S. 346; Wied. Ann. Bd. 23, S. 587. 1884; N. Jahrb. 
f. Min. 1885 (1), S. 125. Diese GesetzmaBigkeit wurde experimentell schon von W. HaAIDINGER 
(Pogg. Ann. Bd. 65, S. 4. 1845) festgestellt, der fand, daB bei durchgehendem weiBem 
Lichte die ordentliche Welle fiir jede Wellennormalenrichtung dieselbe Farbe zeigt wie in 
Richtung der optischen Achse; ihre genaue quantitative Prifung und Bestatigung erfolgte 
durch J. A. WESASTJERNA (Oversikt av Finska Vetensk. Soc. Férh. (A) Bd. 64. S,1. 1922) 
bei Turmalin. 

2) Vgl. Kap. 4, Ziff.20 ds. Bandes. 

3) W. VoicT, Géttinger Nachr. 1884, S. 350; Wied. Ann. Bd. 23, S. 591. 1884; N. Jahrb. 
f. Min. 1885 (1), S. 129. Experimentell wurde dieses Resultat von W. HaAIDINGER (Wiener 
Ber. Bd. 8, S. 52. 1852; Pogg. Ann. Bd. 86, S. 131. 1852) gefunden. 

4) Bei den absorbierenden Kristallen von rhombischer und héherer Symmetrie sind 
die parallel zu den optischen Symmetrieachsen fortschreitenden Wellen tberdies linear 
polarisiert [vgl. Ziff. 132c)]. 
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Formeln (84) gegeben sind. Man erhalt dann nach einiger Umformung ?) unter 
Weglassung der die beiden Wellen unterscheidenden Indizes 
2H 


See tee gee ga Dect pg oO ety Date 


oder bei Benutzung von (40) 


1 1 1 2, 
ae ee ee by + bbe + Fa Dady 
Qx —_ lil 22 33 23 iy . (426) 


4 et ie 
Spee ae 8 
iad Oe eee 


Fihrt man ein beliebiges rechtwinkliges Rechtssystem x’, y’, z’ ein, so geht dieser 
Ausdruck uber in 


Aimee se te ioere 2 2 
ss bar + ey dy + Se de + Sed, dD, + Spo ene 

2 Vi 22 733 CS a Vie 
a Fe 1 1 2 2 
Ball er 2 Dd pak === fp p 
a bert Ga Dy + oa Be + ety by + a barby + DerDy 


Man ersieht hieraus, daB der Absorptionsindex bei schwach ab- 
sorbierenden, nicht aktiven Kristallen [ebenso wie der Brechungs- 
index gemaB (49)] eine eindeutige Funktion der Lage der groBen Achse 
der Schwingungsellipse ist. 

Diese Beziehung hat BECQUEREL?) gefunden; sie wurde durch seine und 
Durets*) Beobachtungen an Kristallen, deren Absorptionsspektra scharfe Streifen 
zeigen (wie z. B. Didym-, Neodym-, Praseodym- und Samariumsulfat), be- 
statigt, welche ergaben, daB die relative Intensitat der Absorptionsstreifen von 
der Schwingungsrichtung abhangt*). Da8 die Beziehung aber, entsprechend ihrer 
Herleitung, nur ein Naherungsgesetz ist, wurde durch die bei Turmalin an- 
gestellten, sehr genauen Messungen von LE Rovux®) gezeigt. 

Fir den Fall geringer Doppelbrechung, d. h. kleiner Werte der Differenzen 
Ny — Nz, Nz — NM, und n, — ny, erhalt man aus (426) die weitere Anndherungs- 
formel Bef fo r 2 2 2 

lee ser I a, by be 4 gi babe + body), 
bei welcher ” einen mittleren Wert aus ”,, m, und m, bedeutet. Fuhrt man an 
Stelle der optischen Symmetrieachsen %, y, z die Absorptionsachsen %, y, Zz ein, 
so geht die Formel in 


4 = Mm, d% + myd% + ms d2 (427) 


2 n2 2 
uber, wobei m, = a AU s wba GU 7p es gesetzt ist. 
i A 
Aus (427) folgt, daB der geometrische Ort der Endpunkte der Vektoren, 
die man von einem beliebigen Bezugspunkte aus parallel zu jeder Ellipsen- 


achsenrichtung ) mit dem Betrage 4/Vx auftragt, bei den schwach absorbie- 
renden, schwach doppelbrechenden, nicht aktiven Kristallen ein Ellipsoid ist ®). 


1) P. DRuDE, Wied. Ann. Bd. 40, S. 673. 1890. 
*) H. BECQUEREL, Ann. chim. phys, (6) Bd. 14, S. 201. 1888. 
) H. Duret, Bull. soc. minéral. Bd. 24, S. 373. 1901. 
4) Die ersten diesbeziiglichen qualitativen Beobachtungen stammen von R. BUNSEN 
(Pogg. Ann. Bd. 128, S. 100. 1866 [Didymsulfat]) und H. C. Sorpy (Proc. Roy. Soc. Londen 
Bd. 17, S. 511. 1869 [uranhaltiges Zirkon]). 

>) PoE Rous jour del physai(6)) banOmonmd4o Ooze: 

°) Diese GesetzmaBigkeit wurde schon von J. Graiicu (Kristallographisch-optische 
Untersuchungen, S. 52. Wien 1858) vermutet und spater von E. MaLrarp (Traité de cristallo- 
graphie géometr. et phys. Bd. II, S. 353. Paris 1884) fiir beliebig starke Doppelbrechung: 
als giltig angenommen. 
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Die Beziehung (426) bzw. (427) ist im sichtbaren Spektralbereiche bei den 
schwach absorbierenden Kristallen Turmalin und Rauchquarz durch die Mes- 
sungen von CAMICHEL?) und EnLeERs?), ferner im Ultraroten bei Turmalin durch 
CARVALLO®) als richtig nachgewiesen worden. Bei dem starker doppelbrechenden 
Kalkspat fand jedoch Stewart‘) im ultraroten Absorptionsgebiete fiir die 
auBerordentliche Welle nicht, wie zu erwarten gewesen wire, die strengere 
Beziehung (426), sondern die grébere Naiherungsformel (427) bestatigt; doch 
kann dieses Ergebnis noch nicht als ganz sichergestellt angesehen werden®) und 
bedarf noch der Nachpriifung. 

c) Maxima und Minima der Absorptionsindizes bei schwach ab- 
sorbierenden Kristallen des triklinen und monoklinen Systems. Liegen 
zwei Wellennormalenrichtungen symmetrisch zueinander in bezug auf eine 
optische Symmetrieachse, so gilt das gleiche auch fiir die groBen Ellipsen- 
achsen der zugehérigen ordentlichen bzw. auBerordentlichen Wellen; die Rich- 
tungskosinus der einander entsprechenden grofen Ellipsenachsen dieser Wellen 
unterscheiden sich somit nur durch ihre Vorzeichen. Fiir die beiden ordentlichen 
bzw. die beiden auBerordentlichen Wellen, die zu derartigen Wellennormalenrich- 
tungen gehéren, hat daher der Nenner von (426) denselben Wert; fiir den Zahler 
1 


identisch verschwinden, was bei den 


gilt dies jedoch nur dann, wenn = a und 
23 31 12 
Kristallen des triklinen und monoklinen Systems nicht der Fall ist (vgl. Ziff. 124). 

Bei Kristallen des triklinen und monoklinen Systems missen 
daher die Wellennormalenrichtungen, ftir welche ein Absorptions- 
index x (oder xj) ein Maximumund ein Minimum erreicht, unsym- 
metrisch zu den optischen Symmetrieachsen liegen‘). 

Dieses Verhalten ist zuerst von LASPEYRES”) und spater durch genauere 
Messungen von RAmsAyY®), CAMICHEL®) und CARVALLO!) nachgewiesen worden. 

Eine einfache Berechnung ergibt ferner, daB der Winkel zwischen den 
Wellennormalenrichtungen, die zu einem solchen Maximum und Minimum ge- 
héren, von 2/2 um einen Betrag abweicht, welcher von derselben GréBen- 
ordnung ist wie die Differenz der Hauptbrechungsindizes}4). 

136. Dispersionserscheinungen. Die komplexen Hauptbrechungsindizes 
besitzen Frequenzabhangigkeit und zeigen daher Dispersion; das Gesetz ihrer 
Frequenzabhangigkeit ergibt sich aus Beziehungen von der Form der Glei- 
chungen (401). Es miissen daher auch die Parameter pj; und q,, (Ziff. 127) 
sowie sdmtliche von ihnen abhangenden GréBen Frequenzabhangigkeit zeigen. 


1) G. CAMICHEL, Ann. chim. phys. (7) Bd. 5, S. 468. 1895; Journ. de phys. (3) Bd. 4, 
S. 153. 1895 (Turmalin). 

2) J. Enters, N. Jahrb. f. Min., Beil. Bd. 11, S. 284. 1897 (Turmalin, Rauchquarz). 
) E. Carvatito, Ann. chim. phys. (7) Bd. 7, S. 82. 1896. 
) O. M. Stewart, Phys. Rev. Bd. 4, S. 433. 1897. 
) Vgl. hierzu F. Pockers, Lehrbuch d. Kristalloptik, S. 411. Leipzig 1900. 
) P. DrupE, Wied. Ann. Bd. 40, S. 673. 1890. 
7) H. Laspeyres, ZS. f. Krist. Bd. 4, S. 454. 1880 (Piemontit, eine Varietat des Epidot). 
) W. Ramsay, ZS. f. Krist. Bd. 13, S. 97. 1887 (Epidot). 
) G. CamicHEL, Ann. chim. phys. (7) Bd. 5, S. 477. 1895 (Epidot, Axinit). 
) E. Carvatito, Ann. chim. phys. (7) Bd. 7, S. 89. 1896 (Epidot). 
11) P, DruvDE, Wied. Ann. Bd. 40, S. 674. 1890. Soz. B. wiirde bei Epidot die Abweichung 
4°40’ betragen miissen. [Der von W. Ramsay (ZS. f. Krist. Bd. 13, 5. 111. 1888; P. DruDE, 
ebenda S. 567) aus seinen Beobachtungen am Epidot erschlossene Wert von 8° ist unrichtig; 
vgl. hierzu F. Pockers, Lehrbuch d. Kristalloptik, S. 412. Leipzig 1906.] Bei Kobalt- 
kaliumsulfat und Kobaltkupfersulfat konnte J. Enters (N. Jahrb. f. Min. Bd. 11, S. 297. 
1897) und bei Diopsid P. Ires (Uber die Abhangigkeit der Absorption des Lichtes von der 
Farbe in kristallisierten K6rpern, S.75. Dissert. Géttingen 1901) allerdings keine Ab- 
weichung von 2/2 finden. 
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a) Dispersion der Brechungs- und Absorptionsindizes. «o) Ge- 
setz der Frequenzabhangigkeit der Brechungs- und Absorp- 
tionsindizes. Um eine Ubersicht iiber die Frequenzabhangigkeit der 
Brechungs- und Absorptionsindizes zu erhalten, geniigt es, den Fall eines 
kubischen Kristalls zu betrachten, bei welchem n, = n, = n; = m ist und das 
(mit dem Absorptionsachsensystem zusammenfallende) optische Symmetrie- 
achsensystem beliebig gelegt werden kann (vgl. Ziff. 124); aus (401) und (403) 
folgt dann durch Trennung des reellen und imaginaren Teiles das bekannte, fur 
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chungsindex » und des Absorptions- 


index ~ von der Frequenz in der 
ae . . 0 : 
Nahe einer Eigenfrequenz a) bei 


einem kubischen, absorbierenden 


Kristall. 


in welchem die Bezeichnungen dieselben sind wie in 


Ziff. 125 und of =f 


i 


die Eigenfrequenz der iten 


Elektronengattung bedeutet. 

Tragt man w als Abszisse und m bzw. x als Ordinate auf, so wird der Ver- 
lauf des Frequenzabhangigkeitsgesetzes in der Nahe einer Eigenfrequenz wf! 
durch Abb. 37 veranschaulicht?). Wie man sieht, besitzt der Brechungsindex 1 
zu beiden Seiten der Eigenfrequenz ein Maximum und ein Minimum, wahrend 
der Absorptionsindex x an der Stelle der Eigenfrequenz ein Maximum besitzt. 
In hinreichender Entfernung von der Eigenfrequenz ist bei beiden GréBen die 
Anderung mit der Frequenz monoton. Diese Art des Dispersionsverlaufes, 
der die an isotropen absorbierenden Ké6rpern angestellten Beobachtungen richtig 
wiedergibt, wird bekanntlich als anomale Dispersion bezeichnet. 

Einen ganz analogen anomalen Dispersionsverlauf wie ” und x bei kubi- 
schen Kristallen zeigen die Hauptbrechungsindizes 1,, m, und 3 sowie die 
Konstanten Ks b= 


Ini 

Bei den optisch einachsigen und rhombischen Kristallen, bei welchen die 
Absorptionsachsen mit den optischen Symmetrieachsen zusammenfallen, ist die 
Dispersion der Absorption bekannt, wenn sie fiir die Hauptabsorptions- 
indizes bestimmt wurde. Bei den monoklinen Kristallen ist gemaB Ziff. 124 
und Gleichung (423) die Dispersion der GréBen 4¢,,, dog, G33 und g,. Zu be- 
stimmen; sie wurde fiir den sichtbaren Spektralbereich bei Kobaltkupfersulfat 
und Kobaltkaliumsulfat von EHLERS*) gemessen. Bei triklinen Kristallen miiBte 
die Dispersion fiir alle 6 GréBen q11, G29, 933, Y23» Ys, UNd g,, bestimmt werden, 
doch liegen noch keine Messungen vor. 

6) Beobachtungen im Bereiche der anomalen Dispersion. Be- 
obachtungen tber den anomalen Dispersionsverlauf der Hauptbrechyngsindizes 
N,;, My, mz und der Hauptabsorptionsindizes x,, %,, x3 liegen bei den rhombi- 
schen Kristallen Yttriumplatincyantir und Erbiumplatincyantir, sowie, dem 


, 2,3) bei den Kristallen niedrigerer Symmetrie. 


*) Vgl. hierzu die Abschnitte iiber Absorption und Dispersion in Kap. 10 dieses 
Bandes. 

*) P. DruDE, Lehrbuch der Optik, S. 362. 
S. 383. Leipzig 19412. 


S)) is MebEneorS INS UI evondoy, si, Vhbo, 18yel. al, ‘Sy, DOV). 


Leipzig 1900; 3. Aufl. von E. GEHRCKE, 


1897. 
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optisch einachsigen Magnesiumplatincyantir#) vor?), AuBerdem wurde er bei dem 
thombischen Andalusit untersucht; hier zeigen die drei Hauptbrechungsindizes 
im violetten Gebiete des sichtbaren Spektralbereiches anomale Dispersion®). Bei n, 
und x, stimmen die beobachteten relativen Lagen der Maxima mit der Theorie 
nicht ganz iiberein; die Ursache liegt offenbar in der groBen Breite des betreffen- 
den Absorptionsgebietes, sowie in der Einwirkung ultravioletter Eigenfrequenzen. 

y) Beobachtungen im Bereiche normaler Dispersion. In hinreichen- 
der Entfernung von einer Eigenfrequenz wird die Frequenzabhangigkeit wieder 
normal, d. h. die Brechungsindizes nehmen bei zunehmender Frequenz zu 
und die Absorptionsindizes nehmen monoton zu bzw. ab, je nachdem man 
sich einer Eigenfrequenz nahert bzw. von ihr entfernt’). Messungen dieses 
normalen Dispersionsverlaufes sind im sichtbaren Spektralbereiche bei schwach 
absorbierenden Kristallen wiederholt®) ausgefiihrt worden. 

Bei optisch einachsigen Kristallen ergab sich, da8 in nicht zu groBer Ent- 
fernung von einer Eigenfrequenz die sog. BABINETsche Regel gilt*), wonach 
zu dem gréBeren Hauptbrechungsindex auch der gréBere Hauptabsorptions- 
index gehdért’). 

Bei den stark absorbierenden, metallisch reflektierenden Kristallen 
(wie z. B. Antimonit, Magnesium, Zink), bei welchen die Eigenfrequenzen nicht 
sehr weit auBerhalb des sichtbaren Spektralbereiches liegen, ist die Dispersion 
der Hauptbrechungsindizes und der Hauptabsorptionsindizes im sichtbaren 
Spektralbereiche ebenfalls in zahlreichen Fallen gemessen worden§). 


1) S. BoGus_awski, Ann. d. Phys. Bd. 44, S. 1099. 1914; A. PocHETTINo, Atti di 
Torino Bd. 59, S. 291. 1924. 

*) Das starke Ansteigen der Hauptbrechungsindizes bei Annaherung an eine Eigen- 
frequenz wurde bei Magnesiumplatincyaniir zuerst von A. Kunpt (Pogg. Ann. Bd. 143, S. 267. 
1871) und bei Yttriumplatincyaniir von W. K6nic (Wied. Ann. Bd. 19, S. 495. 1883) fest- 
gestellt; spater wurde es von H. BAUMHAUER (ZS. f. Krist. Bd. 44, S. 23. 1907; Bd. 47, S. 13. 
1910) bei Barium-, Calcium-, Natriumkalium-, Kaliumlithium- und Rubidiumlithium- 
platincyaniir nachgewiesen. 

3) M. Lewitskaja, Géttinger Nachr. 1912, S. 504. 

4) Die sog. nichtabsorbierenden Kristalle sind dadurch ausgezeichnet, daf bei 
ihnen der Spektralbereich, in dem keine Eigenfrequenzen liegen, sehr breit ist und das sicht- 
bare Gebiet enthalt. So z. B. besitzt bei Kalkspat der ordentliche Brechungsindex zwischen 
0,2 bis 3,1 « und der auBerordentliche zwischen 0,2 bis 5,5 44«normale Dispersion; ersterer besitzt 
Eigenfrequenzen bei 0,110, 0,157, 2,44 und 2,74 w, letzterer bei 0,107, 3,28, 3,75 und 4,66 wu. 
Beziiglich der ultraroten Eigenfrequenzen und ihres Zusammenhanges mit anderen physi- 
kalischen Eigenschaften der Kristalle (Elastizitatskonstanten, spezifische Warmen) verweisen 
wir auf den Abschnitt iber Dispersion und Absorption in Kap. 10 dieses Bandes, sowie auf 
den Abschnitt iiber die theoretischen Grundlagen des Aufbaues der festen Materie in Bd. XXIV 
ds. Handb. 

5) J. Enters, N. Jahrb. f. Min., Beil. Bd. 11, S. 259. 1897 (Turmalin, Rauchquarz 
[optisch einachsig); Kobaltkupfersulfat, Kobaltkaliumsulfat, Kobaltammoniumsulfat [mono- 
klin]}); P. ITEs, Uber die Abhangigkeit der Absorption des Lichtes von der Farbe in kristalli- 
sierten Kérpern. Dissert. Géttingen 1901 (Opal, Granat, Spinell, Zinkblende, Griiner FluB- 
spat [kubisch]; Turmalin, Rauchquarz, Proustit, Wulfenit, Rutil, Dioptas, Pennin, Kupfer- 
uranit [optisch einachsig]; Biotit, Diopsid [monoklin]) ; J. A. WAsasTJERNA, Oversikt av Finska 
Vetensk. Soc. Férh. (A) Bd. 64, S.1. 1922 (Turmalin). 

8) J. Barnet, C. R. Bd. 4, S. 759. 1837. Bei Turmalin gilt die Bapinetsche Regel 
fiir den ganzen sichtbaren Spektralbereich (P. SCcHWEBEL, ZS. f. Krist. Bd. 7, S. 153. 1883); 
iiber die vielfache Ungiiltigkeit der Bapinetschen Regel in gréBerer Entfernung von den 
Eigenfrequenzen vgl. H. BECQUEREL, Ann. chim. phys. (6) Bd. 14, S. 254. 1888; vgl. auch 
die Literaturangaben der folgenden Anmerkung. 

7) DaB die Bapinetsche Regel nur in hinreichender Entfernung von den Eigen- 
frequenzen gilt, ist zuerst von J. KoENIGSBERGER (Absorption des Lichtes in festen 
Korpern, S. 21. Habilit.-Schrift Freiburg i. Br. 1900) ausgesprochen worden; vgl. auch 
P. Ires, Uber die Abhangigkeit der Absorption des Lichtes von der Farbe in kristallisierten 
K6rpern, S. 58. Dissert. Gottingen 1901. 

8) Vgl. die Angaben S. 890, Anm. 2. 
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6) Dichroismus, Pleochroismus. Man denke sich aus einem schwach 
absorbierenden, nicht aktiven Kristall einen Wiirfel geschnitten, dessen Kanten 
parallel zu den optischen Symmetrieachsen liegen, und lasse weifes, paral- 
leles Licht senkrecht auf eine Wiirfelebene fallen und nach dem Austritt 
durch einen drehbaren Analysator gehen. Besitzen die Absorptionsindizes der 
beiden senkrecht zur Wiirfelebene fortschreitenden Wellensysteme  ver- 
schiedene Dispersion, so beobachtet man dann zwei verschiedene Farben, 
je nachdem die Schwingungsrichtung des Analysators parallel oder senk- 
recht zu einer der (senkrecht zur Wellennormalenrichtung stehenden) Wiirfel- 
kanten liegt. 

Liegt die Wellennormale der durchgehenden Wellen nacheinander parallel 
za einer der drei aufeinander senkrechten Wiirfelkanten, so erhalt man sechs 
Farben, die bei einem optisch zweiachsigen Kristall nach (425) paarweise ein- 
ander gleich sind; man bezeichnet daher die absorbierenden optisch zwei- 
achsigen Kristalle als trichroitisch. 

Bei den schwach absorbierenden, optisch einachsigen Kristallen reduziert 
sich die Zahl dieser Farben offenbar auf zwei, dementsprechend nennt man sie 
auch dichroitisch. 

Der gemeinsame Sammelname fiir den Di- und Trichroismus ist Pleo- 
chroismus oder Polychroismus}). 

b) Dispersion der Refraktionsbinormalen. Die Dispersion der Haupt- 
brechungsindizes hat eine Anderung der Gestalt des Refraktionsovaloides 
(Ziff. 127) zur Folge und bedingt damit auch eine Dispersion des Winkels der 
Refraktionsbinormalen. 

Die Dispersion des Refraktionsbinormalenwinkels ist bei schwach absor- 
bierenden Kristallen zuerst von BAUMHAUER?) beobachtet und bei dem rhom- 
bischen Yttriumplatincyantir von BoGusLAwsKi%) gemessen worden. Bei 
diesem wird der Refraktionsbinormalenwinkel bei 2) = 457 my gleich Null und 
der Kristall optisch einachsig; bei gré8eren und kleineren Wellenlangen legen 
die Refraktionsbinormalen in verschiedenen optischen Symmetrieebenen (vel. 
hierzu Ziff. 29). Ahnlich verhalt sich Erbiumplatincyaniir?). 

c) Dispersion der relativen Lage des optischen Symmetrieachsen- 
systems und des Absorptionsachsensystems. Die relative Lage des 
optischen Symmetrieachsensystems und des Absorptionsachsensystems ist be- 
stimmt, wenn man die (auf die optischen Symmetriesachsen x, y, z bezogenen) 
GréBen gy; (h, 1 = 1, 2,3) (Ziff. 127) kennt; durch die Dispersion dieser Para- 
meter ist auch die Dispersion der relativen Lage der beiden Achsensysteme 
bestimmt. 

Quantitative Messungen der Dispersion der relativen Lage der beiden Achsen- 
systeme legen nur bei einigen even monokhnen Kristallen vor, bei welchen 


geillala Ziti 44 joe Os mi se = 0 ist und die zu ermittelnden, die 


relative Lage der beiden Nene ee definierenden GréBen sich auf qy,, Jos 
und g,., reduzieren; diese Parameter kénnen, wie die Messungen von EHLERS?) 


‘ 

') Der Dichroismus wurde zuerst von L. CORDIER (Journ. des mines Bd.25, S.129. 1809) 
bei dem von ihm als Dichroit bezeichneten, spater von J. HerscHet [Light, § 1066 f= Ency- 
klop. Metrop. Bd. 4. S. 556.) London 1827] als trichroitisch erkannten Mineral Cordierit 
beobachtet. Die Bezeichnungen Trichroismus und Polychroismus stammen von F. S. BEv- 
DANT (Traité élémentaire de minéralogie, 2. Aufl., Bd. I. S. 300. Paris 1830). 

2) H. BAUMHAUER, ZS. f. Krist. Bd. 44, S. 23. 1907. 

3) S. BoGusLawski, Ann. d. Phys. Bd. 44, S. 1102. 1914. 
1) A. PocuEetrino, Atti di Torino Bd. 59, S. 291. 1924. 
|) J; Enters INS Jabrby tf Min Bell Bdii4) 9 S.2978 1807. 
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Ziff. 137. Einflu8 der Temperatur bei absorbierenden Kristallen. orn 


bei Kobaltkupfersulfat und Kobaltkaliumsulfat gezeigt haben, betrachtliche 
Dispersion besitzen. 

137. Einflu8 der Temperatur. Wir iibergehen die rein phanomenologischen 
Ansatze, die zur Darstellung des Einflusses der Temperatur # auf die optischen 
Eigenschaften absorbierender Medien versucht worden sind?) und beschriénken 
uns auf eine Ubersicht der wenigen bei absorbierenden Kristallen vorliegen- 
den Beobachtungsergebnisse. 

a) Temperaturabhangigkeit der Eigenfrequenzen. KoOENIGs- 
BERGER?) fand die spater von ihm und anderen Beobachtern bestitigte?) Regel, 
daB bei geringer Absorption das Absorptionsgebiet mit steigender 
Temperatur nach kleineren Frequenzen verschoben wird und dabei 
zuweilen eine geringe Ausdehnung der Absorptionsgrenzen eintritt, wahrend 
die GréBe des Maximums der Absorption sich nicht zu andern scheint; bei 
Zinnober*) ergaben die Messungen von Rose‘), daB der Abstand der Absorp- 
tionsgrenzen der ordentlichen und der auBerordentlichen Welle bei dieser Ver- 
schiebung konstant bleibt. 

Der EinfluB der Temperatur auf die Eigenfrequenzen von 
Kristallen mit scharfen Absorptionsstreifen, wie sie die Verbindungen 
der seltenen Erden zeigen, ist von BECQUEREL®) bei dem monoklinen Monazit 
und den optisch einachsigen Kristallen Parisit, Tisonit und Xenotim untersucht 
worden. Er fand, daB bei Abkihlung auf die Temperatur der fliissigen Luft 
die Eigenfrequenzen kleine, verschieden starke Verschiebungen erfahren, die mit 
einer Verminderung der Breite und gleichzeitigen Vergr6Berung der Scharfe 
der Absorptionsstreifen verbunden sind’). Hinsichtlich des Zusammenhanges 
dieser Resultate mit der Elektronentheorie der Absorption verweisen wir auf 
Kap. 10 dieses Bandes. 

b) Temperaturabhangigkeit der Hauptbrechungsindizes. 
Beziiglich der Temperaturabhangigkeit der Hauptbrechungsindizes 
im Gebiete der normalen Dispersion verweisen wir auf die allgemeinen 
Bemerkungen in Ziff. 25a; die bisherigen Beobachtungen bei schwach ab- 
sorbierenden Kristallen sind in den S.692 Anm.1 nachgewiesenen Stellen 
angefiihrt. 

Die Temperaturabhangigkeit der Brechungsindizes in der 
Umgebung der Eigenfrequenzen wurde von BECQUEREL8) bei Tysonit 
bei den Temperaturen 9 = 25°C und # = —188°C untersucht; die Anderung 
der Brechungsindizes mit der Frequenz zeigte sich dabei bei der niedrigeren 
Temperatur etwa 3- bis 4mal so stark als bei 25°C. 


1) W. Voier, Ann. d. Phys. Bd. 6, S. 459. 1901; E. O. Hursurt, Astrophys. Journ. 
Bd. 51, S. 223. 1920; vgl. dazu G. Szivessy, ebenda Bd. 53, S. 326. 1921. 

2) J. KOENIGSBERGER, Absorption des Lichtes in festen K6rpern, S. 36. Habilit.- 
Schrift. Freiburg i. B. 1900 (Kaliumdichromat, Klinochlor). 

3) J. KOENIGSBERGER u. K. Kitcuiine, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 10, S. 537. 1908; 
Ann. d. Phys. Bd. 28, S. 889. 1909 (Biotit, Chlorit, Rutil, Brookit); H. Rose, ZS. f. Phys. 
Bd. 6, S.165. 1921 (Zinnober im Temperaturintervall 14° < # < 263°C); M. Metrr, ebenda 
Bd. 16, S. 244. 1921 (Zinkblende im Temperaturintervall — 80° < # < 700°C). : 

; 4) Zinnober gehért allerdings zu den schwach absorbierenden, aktiven Kristallen; 
vgl. Ziff. 150. 

5) HL. Rose, 25. i. Phys. Bd. 6, 5. 165. 1921 (14° < 7 =< 263°C). 

6) J. BEcQUEREL, C. R. Bd. 144, S. 1032 u. 1336. 1907; Phys. ZS. Bd. 8, 5. 632 u. 929. 
4907; Le Radium Bd. 4, S. 49 u. 328. 1907. 

7) Auch bei Molybdanit tritt nach E. P. Tynpa.t [Phys. Rev. (2) Bd. 21, S. 167. 1923] 
bei Temperaturerniedrigung eine Verscharfung der Absorptionsbanden und eine Verschiebung 
der Eigenfrequenzen ein. 

8) J. BECQUEREL, C. R. Bd. 145, S. 795. 1907; Phys. ZS. Bd. 9, S. 94. 1908. 
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c) Temperaturabhangigkeit der Absorptionsindizes, Die 
Starke der Absorption nimmt mit abnehmender Temperatur ab?); quan- 
titative Bestimmungen der Temperaturkoeffizienten der Absorptionsindizes liegen 
bei Kristallen bis jetzt nicht vor. 


B) Gesetze der Reflexion und Brechung bei absorbierenden, nicht aktiven 
Kristallen. 


138. Allgemeines iiber die Reflexion bei absorbierenden, nicht aktiven 
Kristallen. Das Problem der Reflexion an der ebenen Begrenzungsflache zweier 
aneinandergrenzender, absorbierender, nicht aktiver Kristalle ist ganz analog 
dem in Abschnitt II bei nicht absorbierenden, nicht aktiven Kristallen be- 
sprochenen zu behandeln, nur treten an Stelle der Gleichungen (9) und (43) die 
Gleichungen (393), wahrend insbesondere die Grenzbedingungen (5) und (6) 
dieselben bleiben. 

Es bleiben daher auch die Lésungen des Reflexionsproblems for- 
mal dieselben, die wir bei der Behandlung der nicht absor- 
bierenden, nicht aktiven Kristalle gewonnen haben; die in 
diesen Lésungen auftretenden GroBen sind aber jetzt nicht mehr 
reell, sondern komplex. 

Das Problem der Reflexion an absorbierenden, nicht aktiven Kristallen 
ist von DrupDE?) eingehend behandelt worden; wir beschranken uns im Folgen- 
den auf den fiir die Anwendungen wichtigen speziellen Fall, daB das erste 
Medium, in welchem das Licht einfallt, nicht absorbierend, nicht 
aktiv und isotrop (z. B. Luft) ist. 

Die fiir das zweite Medium gebildeten, den Gleichungen (170) und (472) 
entsprechenden Gleichungen besitzen komplexe Koeffizienten und liefern daher 
bei den gebrochenen Wellen komplexe Werte sowohl fiir die Brechungs- 
winkel a — ~@ und a — y®), als auch fiir die Schwingungsazimute 7%) und 
7). Komplexe Werte der Brechungswinkel bedeuten aber, wie aus der Theorie 
der Reflexion an absorbierenden, nicht aktiven, isotropen Kérpern?) bekannt 
ist, daB die Amplituden des Lichtvektors in den Wellenebenen der 
gebrochenen Wellen nicht konstant sind, diese somit inhomogen 
sind; komplexe Werte der Schwingungsazimute sagen aus, daB das Verhaltnis 
der zur Einfallsebene parallelen und senkrechten Komponente der Lichtvektor- 
amplitude bei den gebrochenen Wellen komplex wird, diese Wellen also ellip - 
tisch polarisiert sind. 

Bei der reflektierten Welle erhalt man fiir die parallel und senkrecht zur 
Einfallsebene genommenen Komponenten P, und P, der Lichtvektoramplitude 
analoge Ausdriicke, wie sie in Ziff.44 bei der Behandlung der Reflexion an einem 
nicht absorbierenden, nicht aktiven Kristall fiir P, und P, erhalten wurden. Ist 
die einfallende Welle linear polarisiert, so ist in diesen Ausdriicken Fund £, reel, 
wahrend die iibrigen auf den rechten Seiten auftretenden Gr6é8en nach dem vor- 
hin Bemerkten komplex sind, was wir wieder durch Benutzung fetter Buchstaben 
andeuten; man gewinnt dann durch Division das komplexe Verhaltnis 

P,_ (PiLAS) — Plat) — (Pia, — Po At) tga 


P, (Pt),AY — PO A®) — (PY AW — PY AY) tea’ ees, 


1) H. NaGaoxka, Proc. Toky6é Math.-Phys. Soc. (2) Bd. 8, S. 551. 1916 (Pennin, Epidot, 
riner Turmalin, Smaragd; Temperatur der fliissigen Luft); M. MELL, ZS. f. Phys. Bd. 16, 
. 258. 1921 (Zinkblende; 20° < # < 700°C). ; 

2) P. DrubrE, Wied. Ann. Bd. 32, S. 584. 1887. 
3) Uber die Theorie der Reflexion an absorbierenden, nicht aktiven, isotropen Kér- 
pern vgl. Kap. 6 ds. Bandes. 
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Ziff. 139. Elliptische Polarisation der reflektierten Welle. 889 


tra = z 
das Schwingungsazimut der in dem isotropen Medium einfallenden, linear po- 
larisierten Welle bestimmt. 

139. Elliptische Polarisation der reflektierten Welle. Bei stark absorbieren- 
den Kristallen werden die gebrochenen Wellen schon innerhalb einer sehr diinnen 
Schicht nahezu vollstandig vernichtet; es ist daher nur die reflektierte Welle 
der Beobachtung zugianglich. 

Der durch (428) gegebene komplexe Wert 


in welchem 


a bedeutet, da die aus 
einer einfallenden linear polarisierten Welle durch Reflexion an 
einem absorbierenden Kristall entstehende Welle elliptisch polari- 
siert ist; dieses Ergebnis gilt, wie sich zeigen laBt, im allgemeinen auch 
bei senkrechter Inzidenz!), im Gegensatz zum Verhalten eines absorbieren- 
den, nicht aktiven, isotropen Kérpers, bei welchem eine senkrecht einfallende 
linear polarisierte Welle als linear polarisierte Welle reflektiert wird. 

Setzen wir 


5 = tg er, (429) 
so ist 4 die Phasendifferenz der Lichtvektorkomponenten parallel und senkrecht 
zur Einfallsebene und o das sog. Azimut der wiederhergestellten linearen 
Polarisation, d. h. das Schwingungsazimut der reflektierten Welle, nachdem 
die Phasendifferenz 4A durch irgendeine kompensierende Vorrichtung?) auf- 
gehoben wurde. 

Die Bestimmungsgleichungen fiir 4 und o erhalt man, indem man die 
rechten Seiten der Gleichungen (428) und (429) gleichsetzt und dann den reellen 
und imagindren Teil trennt. 

Ein dem Polarisationswinkel bei nicht absorbierenden, nicht ak- 
tiven Kristallen (Ziff. 47) entsprechender Winkel, bei dem eine einfallende unpo- 
larisierte Welle eine vollstandig (elliptisch) polarisierte Welle liefert, kann bei absor- 
bierenden Kristallen nicht existieren, da die entsprechende Bedingung als Gleichung 
zwischen zwei komplexen GréBen in zwei reelle, nicht gleichzeitig erfiillbare Glei- 
chungen zerfallt. 

Bei gegebener Einfallsebene und gegebenem Schwingungsazimut « der ein- 
fallenden, linear polarisierten Welle 1aBt sich der Einfallswinkel so wahlen, daf 


die Phasendifferenz 4 = = wird, die Hauptachsen der Schwingungsellipse der 
reflektierten Welle somit parallel und senkrecht zur Einfallsebene liegen. Ein 
solcher Einfallswinkel, bei dem das Schwingungsazimut 0 = = ist, heiBt der 


Haupteinfallswinkel der betreffenden Einfallsebene, das zu ihm gehérende 
Azimut der wiederhergestellten linearen Polarisation das Hauptazimut. 
Haupteinfallswinkel und Hauptazimut hangen in hier nicht naher zu er- 
érternder Weise von der kristallographischen Orientierung der Einfallsebene ab’) 
und stehen in bestimmten Beziehungen zu den Hauptbrechungsindizes 1,, %,, M3 
und den Absorptionskonstanten 1/q;, (A, /= 1, 2,3) (Ziff. 127) des Kristalls. 
Diese Beziehungen sind im allgemeinen sehr kompliziert; sie vereinfachen sich 


1) P. DRuDE, Wied. Ann. Bd. 32, S. 624. 1887. 

2) Uber derartige Vorrichtungen vgl. den Abschnitt tiber die Methoden zur Messung 
elliptisch polarisierten Lichtes in Bd. XIX dieses Handbuches. 

3) Diese Abhangigkeit ist schon von H. DE SfNARMONT [Ann. chim. phys. (3) Bd. 20, 
S. 397. 1847] durch Messungen an Antimonit, Quecksilberchloriir und Zinnoxyd experi- 
mentell gefunden worden. Sie wurde spater von P. DrupDE (Wied. Ann. Bd. 32, S. 603. 1887) 
auf Grund der von ihm hergeleiteten Reflexionsgesetze allgemein erklart. 
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aber in dem speziellen Falle, daB (wie bei rhombischen und optisch einachsigen 
Kristallen) die optischen Symmetrieachsen mit den Absorptionsachsen zusammen- 
fallen; bei kubischen Kristallen gehen sie in die bekannten, fiir isotrope, ab- 
sorbierende, nicht aktive Korper geltenden iiber (vgl. Kap. 6 dieses Bandes). 
Wie bei diesen, kénnen jene Beziehungen dazu dienen, aus dem beobachteten 
Haupteinfallswinkel und Hauptazimut die Hauptbrechungs- und Haupt- 
absorptionsindizes zu berechnen. 

Diese Berechnung hat DrupDE?) bei rhombischen Kristallen fiir den Fall 
durchgefiihrt, daB sowohl Einfallsebene als auch reflektierende Begrenzungs- 
ebene optische Symmetrieebenen des Kristalls sind. Die erhaltenen Reflexions- 
formeln hat er dann zur Ermittelung der Hauptbrechungs- und -absorptions- 
indizes von Antimonit benutzt; spater wurde dieses Verfahren auch bei anderen, 
stark absorbierenden, nicht aktiven Kristallen zur Bestimmung ihrer optischen 
Parameter und deren Dispersion verwendet?). 

140. Reflexionsvermogen. a) Metallisches Reflexionsvermégen. 
Fiir das Reflexionsvermégen R, d. h. das Verhaltnis der Intensitat der 
reflektierten Welle zur Intensitat der auffallenden Welle bei senkrechter Inzi- 
denz, hat man bei einem isotropen, absorbierenden, nicht aktiven Kérper be- 
kanntlich die Beziehung 1+ n2(4 + 2) —2n 

~ 4 w(t $2) + 20? (430) 
wobei 2 den Brechungs- und x den Absorptionsindex des isotropen Kérpers be- 
deutet; der namliche Ausdruck gilt offenbar auch fir kubische absorbierende, 
nicht aktive Kristalle. 

Die in Ziff. 139 angedeutete Durchrechnung ergibt ferner, daB (430) auch 
das Reflexionsvermégen bei nicht kubischen absorbierenden, nicht aktiven Kri- 
stallen darstellt, falls die Schwingungsrichtung der im isotropen AuBenmedium 
einfallenden, linear polarisierten Welle parallel zur Hauptachse der einen der beiden 
gekreuzten Schwingungsellipsen liegt, welche bei senkrechter Inzidenz zu den im 
Inneren des Kristalls fortschreitenden Wellen gehéren®) ; diesen beiden méglichen 
Fallen entsprechen in (430) diejenigen Wertepaare von Brechungs- und Absorp- 
tionsindex n=), x= x5 bzw. n=, x = xj, welche zu der im Kristall senk- 
recht zur Begrenzungsflache liegenden Wellennormalenrichtung  gehoren. 
Andert man das Azimut der Schwingungsebene der einfallenden Welle, so andert 
sich daher im allgemeinen auch R 4). 


1) P. DRuDE, Wied. Ann. Bd. 34, S. 489. 1888. 

2) Rhombische Kristalle: E.C. Mtrrer, N. Jahrb. f. Min., Beil. Bd. 17, S. 187. 
190s) (Antimonit) hPa iy bynDAUI Physaeixevie(2)) ode 24ers 175.4023 a (Anti omit) 
Fur das auBerste sichtbare Rot zeigt Antimonit ubrigens keine merkliche Absorption 
(A. Hutcuinson, ZS. f. Krist. Bd. 43. S.461. 1907.) Optisch einachsige Kristalle: 
G. Horn, N. Jahrb. f. Min., Beil. Bd. 12, S. 360. 1899 (Magnesiumplatincyaniir, Zink- 
blende, Wismut, Antimon); C. FORSTERLING, ebenda Beil. Bd. 25, S. 344. 1907 (Eisen- 
glanz); E.P.T.Tynpait, Phys. Rev. (2) Bd. 21, S. 177. 1923 (Molybdanit); G. DewEy 
VAN Dyke, Journ. opt. Soc. Amer. Bd. 6, S. 917. 1922 (Tellur); L. P. Sine, ebenda S. 448 
(Selen); M. E. GRABER, Phys. Rev. (2) Bd. 26, S. 380. 1925 (Magnesium, Zink); R. F. MILLER, 
jour: Optasoc. ame: Bdy (OSS 6216 1625 An Wialip er RP InvGe iN evan(2)miScla2 7S modes 
1926 (Molybdanit; nur ordentlicher Hauptbrechungs- und -absorptionsindex im’ Ultra- 
violetten); F. E, Dix u. L. H. Rowsz, Journ. Opt. Soc. Amer. Bd. 14, S. 304. 1927 (Wis- 
mut; nur ordentlicher Hauptbrechungs- und -absorptionsindex). Kubische Kristalle: 
P. DrupE, Wied. Ann. Bd. 36, S. 548. 1889 (Bleiglanz); P. ZEEMAN, Versl. Kon. Akad. 
Wetcnsch. Amsterdam Bd. 3, S. 230. 1895 (Magnetit); G. Horn, N. Jahrb. f. Min., 
Beil. Bd. 12, S. 329. 1899 (Bleiglanz). 

°) Diese beiden Richtungen gehen bei verschwindender Absorption in die Haupt- 
schwingungsrichtungen tiber [vgl. Ziff. 134b)]. 

*) J. Kocu, Ark. f. Mat., Astron. och Fys. Bd. 7, Nr. 9. 1912. Die Messungen von Kocu 
beziehen sich auf Kalkspat in der Nahe einer ultraroten Eigenfrequenz (A, ca. 6,6 11). 


Ziff. 144, 142. Prismen. Konische Refraktion bei absorbierenden Kristallen. 891 


Bei Metallen rithrt der groBe Wert des Reflexionsvermégens R von dem 
groBen Absorptionsindex x her; nach (430) kann aber auch ein groBer Wert 
des Brechungsindex # einen groBen Wert von R hervorrufen, und dies ist z. B. 
bei den Metalloxyden und -sulfiden (wie Bleiglanz und Eisenglanz) der Fall), 
die weit schwacher absorbieren als die Metalle, infolge ihrer groBen Brechungs- 
indizes aber trotzdem starken Metallglanz zeigen. 

b) Schillerfarben. Wir nehmen jetzt an, daB die Absorptionsindizes 
x und xj, welche zu der senkrecht zur Begrenzungsfliche liegenden Wellen- 
normalenrichtung gehéren, sehr verschieden sind, wie dies bei den pleochroiti- 
schen Kristallen der Fall ist. Ist nur einer der beiden Werte betrichtlich, so 
wird bei einfallendem unpolarisiertem Lichte das reflektierte Licht teilweise 
linear polarisiert sein, da diejenige Lichtvektorkomponente starker reflektiert 
wird, welche parallel zur groBen Achse der Schwingungsellipse der im Kristall 
starker absorbierten Welle liegt. Da nun der Kristall die Welle mit dem kleine- 
ren Absorptionsindex xj nur wenig absorbiert, so kann es vorkommen, da er 
zwar noch ziemlich durchsichtig ist, aber trotzdem Metallglanz zeigt, der 
dann aber teilweise polarisiert sein muB. 

Diese metallischen Schillerfarben treten z. B. bei verschiedenen 
Platincyaniiren auf, bei welchen sie zuerst von HAIDINGER?) beobachtet und 
spater von BEHRENS*) und K6nic#) eingehend untersucht wurden. 

141. Durchgang ebener Wellen durch Prismen. Die Methoden zur Bestim- 
mung der Hauptbrechungsindizes nicht absorbierender Kristalle durch Prismen 
(Abschn. IIb, 6) lassen sich nicht unverandert auf absorbierende Kristalle iiber- 
tragen; sie gelten mit um so gréBerer Annadherung, je geringer die Absorption 
und je kleiner der Prismenwinkel ist. 

Die streng giltigen Prismenformeln ftir absorbierende, nicht aktive Kristalle 
hat Vorct®) hergeleitet und ein darauf gegriindetes Verfahren zur Messung des 
Absorptionskoeffizienten nx angegeben. 

142. Konische Refraktion bei absorbierenden, nicht aktiven Kristallen. 
Der elliptische Polarisationszustand der im Inneren eines schwach absorbierenden 
Kristalls zu einer Wellennormalenrichtung $ gehérenden beiden Wellen weicht 
nach Ziff. 134b) um so staérker von dem linearen ab, je naéher $ an die zu einer 
Refraktionsbinormale (z. B. 6,) gehérenden Windungsachsen heranriickt; es ist 
infolgedessen zu erwarten, daB die Erscheinungen der inneren konischen Re- 
fraktion bei absorbierenden, nicht aktiven Kristallen ein ganz anderes Verhalten 
zeigen als bei nicht absorbierenden. 

Die innere konische Refraktion bei schwach absorbierenden, 
nicht aktiven Kristallen ist von VoictT®) theoretisch behandelt worden; wir 
geben hier nur die Ergebnisse seiner (den in Ziff. 24. besprochenen, analogen) 
Untersuchungen an, welche dahin lauten, dai bei hinreichend kleinem Offnungs- 
winkel des einfallenden Wellennormalenkegels die der Beobachtung zugang- 

1) J. KOENIGSBERGER, Phys. ZS. Bd. 4, S. 495. 1903; J. KOENIGSBERGER u. O. REICHEN- 
HEIM, Centralbl. f. Min. 1905, S. 454. Die Beobachtungen von KOENIGSBERGER beziehen 
sich auf langwellige Warmestrahlen (/, bis 40s); im sichtbaren Spektralbereiche wurde 
spater R in seiner Abhangigkeit von der Frequenz bei mehreren I<ristallen bestimmt; vgl. 
hierzu die Angaben in S. 890, Anm. 

2) W. HarpINceER, Pogg. Ann. | 
1$47-. Ba. 46; 9-99 at. 2904; 16495 = 
Bd. 1 (2), S. 154. 1848; Bd. 1 (4), S.3. 1848; Bd. 2, S. 20. 1849. 

3) H. BEHRENS, Pogg. Ann. Bd. 150, S. 303. 1873. 

) 

) 

) 


o 

SAL IGS. 7 GOe) O46. BG. FO, se 574. ded ae ed, 74) so. Set. 
3d 77) Seo. 1840" Bado-8iS. $72. ASSO. Wiener Ber 
Sie 


4) W. Konic, Wied. Ann, Bd. 19, S. 491. 1883. 
W. Voiat, Géttinger Nachr. 1884, S. 287. 
W. Voter, Ann. d. Phys. Bd. 20, S. 108. 1906. 
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lichen beiden hellen Lichtringe [vgl. Ziff. 36c)] nicht mehr Kreisform, sondern 
lemniskatenférmige Gestalt besitzen miissen. 

Ferner ergibt sich, da8 die Strahlen gleichen Polarisationszustandes, welche 
die zu jenem Wellennormalenkegel gehérenden Strahlenkegel bilden, nicht mehr 
auf denselben Meridianebenen durch die Kegelachse legen. Es befinden sich 
demnach (bei der zu Abb. 9 analogen Darstellung) die Punkte o’ und o” bzw. s’ 
und s’’ nicht mehr auf demselben Durchmesser, sondern es erscheint der Durch- 
messer 0’ o’’ gegen den Durchmesser s’s’’ um einen kleinen Winkel t verdreht; 
t verschwindet fiir die Ebene der Refraktionsbinormalen (positive ¢-Achse der 
Abb. 9) und die dazu senkrechte Meridianebene des Strahlenkegels. 

Diese Resultate haben zur Folge, da8 bei Beobachtung durch einen dreh- 
baren Analysator bei einfallendem linear polarisiertem Lichte im all- 
gemeinen diejenigen Stellen der Lichtringe dunkel sein werden, die nicht auf 
demselben Radius liegen, sondern etwas gegeneinander verschoben sind; bei 
einfallendem zirkular polarisiertem Lichte missen (je nach dem Um- 
laufssinne desselben) auf dem zur positiven ¢-Achse senkrechten Durchmesser 
in den beiden Lichtringen entweder die Stellen o’ und o”, oder die Stellen s’ 
und s’’ geschwachte Intensitat zeigen. 

Diese letztere von der Theorie vorausgesagten Erscheinungen konnte VoIcT 
bei einem Diopsidkristall in der Tat nachweisen; die oben erwahnte Deformation 
der Lichtringe lieB sich jedoch nicht sicher feststellen und war (wegen des ver- 
haltnismaBig schwachen Pleochroismus des Diopsid) héchstens andeutungsweise 
zu bemerken. 


y) Interferenzerscheinungen an Platten absorbierender, nicht aktiver 
Kristalle. 


143. Allgemeines tiber die Interferenzerscheinungen im konvergenten, 
polarisierten Lichte bei schwach absorbierenden, nicht aktiven Kristallen. Wir 
wenden uns den Interferenzerscheinungen zu, welche schwach absorbierende, 
nicht aktive Kristallplatten im durchgehenden konvergenten, pola- 
risierten Lichte zeigen und denken uns dabei die in Ziff. 78 beschriebene 
Anordnung benutzt?). 

Fiir Wellennormalenrichtungen $ im Kristall, die mit den Refraktions- 
binormalen hinreichend groBe Winkel bilden, kann die elliptische Pola- 
risation der zu 8 gehérenden Wellen vernachlassigt und durch 
angenahert lineare Polarisation ersetzt werden |vel. Zitt. 134b)i; 
bei Berechnung der Intensitat des aus dem Analysator austretenden Lichtes 
laBt sich dann das in Ziff. 79 besprochene, fiir nicht absorbierende Kristalle 
geltende Naherungsverfahren verwenden. 

Wir legen das rechtwinklige Rechtssystem x’, y’, z’ so, daB die positive 
2'-Achse mit der Richtung der Wellennormale der auf die Kristallplatte fallenden 
Welle zusammenfallt und die «’- und y’-Achse in derjenigen Plattenebene liegen, 
welche dem Polarisator zugewandt ist; die Lage des x’ y’-Kreuzes soll beliebig 
sein. Wir beziehen sémtliche Azimute auf die positive x’-Achse und bezeichnen 
das Azimut der Schwingungsrichtung des Polarisators mit v, das Azimut der 
Schwingungsrichtung des Analysators mit w; sind ferner nj, »j und nj, xf 
Brechungs- und Absorptionsindizes der beiden Wellen, die im Inneren der 
Kristallplatte in einer bestimmten Wellennormalenrichtung fortschreiten, so soll 


*) Reproduktionen photographischer Aufnahmen der in den folgenden Ziffern zu be- 
sprechenden Interferenzerscheinungen bei H.Hauswatpt, Interferenzerscheinungen im 
polarisierten Lichte, Neue Folge, Taf. 73—80. Magdeburg 1904; Dritte Reihe, Taf. 42—70. 
Magdeburg 1907. 
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die zu nj, x, gehérende Schwingungsrichtung das Azimut 1 (und demnach die 


Pa . . ° m4 . 
zu nj, x gehdrende Schwingungsrichtung das Azimut ++ 5 besitzen. 


Ist D der Lichtvektor der aus dem Polarisator austretenden, linear pola- 
risierten, ebenen, monochromatischen Welle von der Frequenz w, so erhalten wir 
unter Beriicksichtigung von (404) fiir seine nach den Hauptschwingungs- 
richtungen genommenen Komponenten beim Austritt aus der Platte 


eee 
= = ene poe -i(wt - Ay) | 
|D|cos(u—u)e % cosre 
und (431) 
Dr ny «6a . 
—- a —————— = -ti(at ee 4s) 
\D|sin(v—u)e 4% core 


Hierin bedeutet wieder 4, die Wellenlange im Vakuum, d die Plattendicke 
und y den Brechungswinkel?); m9, xj und nj, x beziehen sich auf die beiden 
Wellen, die zu der durch 7 bestimmten Wellennormalenrichtung im Kristall 
gehéren. 4, und 4, sind die Phasendifferenzen, welche diese beiden Wellen beim 
Durchgang durch die Kristallplatte erhalten. 

Setzt man zur Abkiirzung 


bp , (432) 


so gehen die durch (431) gegebenen Ausdriicke fiir die beiden Lichtvektor- 
komponenten iiber in 


, pepe? 
__ 2angd yn _ 2ang a 
AgCosr ’ Ag COSY 


-p'x, -i(ot-A;) 


= =~). — px ~é(wt- Ay) 
D| cos(v — u)e e und [Diicin(u-wale- “¢ 


Vernachlassigt man die durch Reflexionen hervorgerufenen Schwachungen, 
so ist beim Austritt aus dem Analysator die nach dessen Schwingungsrichtung 
genommene Komponente des Lichtvektors 


D, = |D\{cos(v — u) cos(w — u) e~P *oet(4r—#') 
“gala es aia (433) 
+ sin(v — u)sin(w — u) e~P"*0' e422) Ve-tot, | 
wobei die Phasendifferenz e«’ nur von der Entfernung des Analysators von der 
Kristallplatte abhangt. 

Die Intensitéat J der aus dem Analysator austretenden Welle 
erhalt man nach (33), indem man die rechte Seite von (433) mit ihrem konju- 
giert komplexen Werte multipliziert; die Durchrechnung ergibt dann fiir J den 
Ausdruck 


J = Jo{cos?(v — u)cos?(w — u)e-2”'%2 + sin? (v — u)sin®(w — u)e~2P"*0 


Pere: (434) 
+ 2sin(v — u)cos(v — u)sin(w — u)cos(w — u)e~ PtP" *o) cos A}, 
wobel 
Jo = |DP 
die Intensitat der aus dem Polarisator austretenden, linear polarisierten Welle 
bedeutet und unter aay { 
= flg — 4 


die Phasendifferenz zu verstehen ist, um welche die zu nj, xf gehdérende Welle 
gegentiber der zu j, x, gehdrenden Welle beim Austritt aus der Kristallplatte 
zurtickgeblieben ist. 


1) Uber die Berechtigung der naherungsweisen Gleichsetzung der beiden zum selben 
Einfallswinkel gehérenden Brechungswinkel vgl. Ziff. 79. 
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Denkt man sich den Polarisator entfernt, d.h. ist die auf die Kristall- 
platte fallende Welle eine unpolarisierte von der Intensitat 2Jo, so 
kann dieselbe durch zwei linear polarisierte Wellen gleicher Intensitat Jy ersetzt 
werden, die zueinander senkrechte, sonst aber ganz beliebig liegende Schwingungs- 
ebenen besitzen!). Die Intensitat J des aus dem Analysator austretenden Lichtes ist 
gleich der Summe der Intensitaten J’ und J” dieser beiden hindurchgelassenen 
Einzelwellen, und zwar erhalt man J’ bzw. J”, indem man in dem Intensitats- 


ausdruck (434) fur v den Wert v bzw. v + = setzt. Wir erhalten daher 
J =Jy{cos? (w — u) e204 sin? (w — u)e~2P" 0)” (435) 


Wird der Polarisator beibehalten und nur der Analysator entfernt, 
so erhalt man fur J einen Ausdruck, der aus (435) durch Vertauschen von w mit 
v hervorgeht, wie aus (434) durch Bildung des doppelten Mittelwertes wber 
samtliche w (0 = w=) folgt. 

Werden Polarisator und Analysator entfernt, d. h. laBt man eine 
unpolarisierte Welle von der Intensitat 2 /) durch die absorbierende, nicht aktive 
Kristallplatte gehen, so erhalt man aus (435) durch Bildung des doppelten 
Mittelwertes iiber samtliche w 


Ww ee ee (436) 
144. Senkrecht zur optischen Achse geschnittene Platte eines optisch 
einachsigen absorbierenden, nicht aktiven Kristalls. Bei optisch einachsigen, 
absorbierenden, nicht aktiven Kristallen gehéren zu jeder beliebigen Wellen- 
normalenrichtung zwei linear und senkrecht zueinander polarisierte Wellen 
[vgl. Ziff. 132c)]; die in Ziff. 143 tiber den Polarisationszustand gemachte An- 
nahme ist daher hier fiir jede beliebige Wellennormalenrichtung streng giiltig. 
Wir betrachten in dieser Ziffer die Interferenzerscheinungen einer senkrecht 
zur optischen Achse geschnittenen Platte eines solchen Kristalls 
im konvergenten, monochromatischen Lichte?). 
a) Sind Polarisator und Analysator vorhanden, so ist die Intensitat 
des aus dem Analysator austretenden Lichtes durch (434) bestimmt, wobei 
fiir die Absorptionsindizes xj, und xf der beiden Wellen gemaf (424) die Aus- 


drticke 72 2 : 9 
ny (cosy, sinty . 
( qi q3 oD) 


Pilg Wi 
2%) => 2%) = Np 
gelten und die entsprechenden Brechungsindizes j und nf nach (144) und (145) 
durch P cats 
F 1 cos? 7 sin? y 
No = Ny 5) ay ips 2 2 
; Wee n® n> 


(438) 
gegeben sind. 

Im Mittelpunkt des Gesichtsfeldes, d. h. in der Spur der optischen Achse 
(y= 0), folgt aus den Gleichungen (432), (437) und (438) 

p' — Do Ho = 26 » A = O 
und somit nach (434) i= Teco een | | (430) 
hier verhalt sich die Intensitat ebenso wie bei dem entsprechenden Interferenz- 
bilde eines nicht absorbierenden, nicht aktiven, optisch einachsigen Kristalls [vgl. 
Ziff. 86b)], d.h. es ergibt sich bei gekreuzten Polarisatoren voéllige Dunkelheit 
(J = 0), bei parallelen Polarisatoren maximale Helligkeit. 
: 1) Vel. Ree Kap. 4 ds. Bandes. 

2) W. Vorct, Géttinger Nachr. 1884, S. 347; Wied. Ann. Bd. 23, S. 587. 1884; N. Jahrb. 

f. Min. 1885 (1), S. 125. i 
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Wegen der periodischen Anderung von cos mit wachsendem 7 bedingt 
das dritte Glied der rechten Seite von (434) ein System heller und dunkler Ringe 
um die Spur der optischen Achse. Diese Ringe sind die Hauptkurven 
konstanter Phasendifferenz; sie werden aber um so undeutlicher, je starker 
die Absorption der Kristallplatte ist, da dann im Intensitatsausdruck (434) 
das den Faktor cos.t enthaltende Glied gegen eines der beiden anderen Glieder 
sehr klein wird. 

Wir haben nun die beiden Fille getrennt zu behandeln, daB entweder q, 
groB gegen gs ist, oder umgekehrt g, groB gegen g,; in beiden Fallen verhalt 
sich das Interferenzbild verschieden. 

*) gq, groB gegen gs, somit auBerhalb der Umgebung der optischen Achse 
, klein gegen xf. AuBerhalb des Mittelpunktes des Gesichtsfeldes bleibt nach 
(434) nur das Glied J )cos?(v — u) cos? (w — u)e-2P'*6 
von EinfluB, welches fiir v — u = = und w— 4 = = verschwindet. Es treten 


somit zwei dunkle Balken im Gesichtsfelde auf, die senkrecht zu 
den Schwingungsrichtungen von Polarisator und Analysator liegen, 
aber nur dann ganz bis zum Mittelpunkt heranreichen, wenn die beiden Pola- 
=| , da nur in diesem Falle die Mittelpunkts- 
intensitat (439) verschwindet. Bei parallel gestellten Polarisatoren (v = w) 
fallen beide Balken in einen einzigen zusammen, der nach (439) von der 
hellen Stelle im Mittelpunkte des Gesichtsfeldes unterbrochen wird. Ein der- 
artiges Verhalten zeigt Magnesiumplatincyaniir}). 

6) gg gro& gegen g,, somit auBerhalb der Umgebung der optischen Achse 
zi, klein gegen xj. In der Umgebung der optischen Achse, wo die beiden Ab- 
sorptionsindizes nahezu gleich werden, somit naherungsweise ~j = xj gesetzt 
werden kann, sind wegen des groBen xj alle drei Glieder von (434) klein, das 
Gesichtsfeld ist daher im Mittelpunkte stets dunkel. In einiger Ent- 
’ fernung von der optischen Achse nimmt zuerst das zweite Glied von (434) 
merkliche Werte an, auBer jedoch auf den Geraden v — u=0 oder = 2 und 
w—u=0O oder =a; das Gesichtsfeld hellt sich also von der Mitte 
aus nach auBen hin allmdhlich auf, ist aber von zwei dunkeln 
Balken durchzogen, die parallel zu den Schwingungsrichtungen der 
Polarisatoren liegen. Bei parallelen Polarisatoren fallen die beiden Balken 
wieder zu einem einzigen zusammen. Ein Beispiel fiir dieses Verhalten bietet 
der dunkelfarbige Turmalin?). 

b) Ist das auffallende Licht unpolarisiertes von der Intensitat 
2], so ist die Intensitat des Gesichtsfeldes durch (435) gegeben; in Richtung 
der optischen Achse wird daher a (440) 


risatoren gekreuzt sind (v —w= 


Bei den Kristallen von dem unter a) beschriebenen Typus «) sieht man 
einen dunkeln Balken senkrecht zur Schwingungsrichtung des Analysators, der 
gema8 (440) von dem hellen Fleck im Mittelpunkt des Gesichtsfeldes unter- 
brochen wird; bei den Kristallen vom Typus /) liegt ein stetig durch den 
Mittelpunkt des Gesichtsfeldes laufender dunkler Balken parallel zur Schwin- 
gungsrichtung des Analysators. 

c) Sind beide Polarisatoren entfernt, erfolgt also die Beobachtung 
in unpolarisiertem Lichte, so haben wir fiir die Intensitat des Gesichtsfeldes 


2) E. BERTRAND, Bull. soc. minéral. Bd. 2, S. 67. 1879; Journ. de phys. Bd. 8, S. 227. 
4879; E. LomMEL, Wied. Ann. Bd. 9, S. 108. 1880. 
2) Tu. LieBiscu, G6ttinger Nachr. 1888, S. 203. 
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den Ausdruck (436). Bei den Kristallen vom Typus «) ist dann im Mittel- 
punkt des Gesichtsfeldes ein heller Fleck im dunkeln Felde, bei den Kristallen 
vom Typus /) ein dunkler Fleck im hellen Felde zu sehen. 

145. Senkrecht zu einer Refraktionsbinormale geschnittene Platte eines 
optisch zweiachsigen absorbierenden, nicht aktiven Kristalls. Wir be- 
trachten eine senkrecht zu einer Refraktionsbinormale geschnittene 
Platte eines optisch zweiachsigen absorbierenden, nicht aktiven 
Kristalls!) und fassen zunachst nur solche Wellennormalenrichtungen ins 
Auge, die nicht zu kleine Winkel mit jener Refraktionsbinormale bilden; 
dann kénnen wir nach dem in Ziff. 134b) Gesagten die zu einer solchen Wellen- 
normalenrichtung gehérenden Wellen als angenahert linear und senkrecht zu- 
einander polarisiert ansehen und die in Ziff. 143 angegebenen Intensitadtsaus- 
dricke benutzen. 

a) Gekreuzte Polarisatoren. Befindet sich die Kristallplatte zwischen 
gekreuzten Polarisatoren, so wahlen wir das rechtwinklige Rechtssystem 
x’, y’, 2’ wie in Ziff. 145 angegeben und legen die x’-Achse parallel zur Spur der 
Refraktionsbinormalenebene. Ist wy das Azimut der Einfallsebene gegen die 
z’x’-Ebene, so kénnen wir bei kleinem Einfallswinkel in erster Annaherung 
gemaB Ziff. 18 


yp 
u = pee oes 


setzen; es ergibt sich daher aus (434) 
= Je sin?(2v — w) fe-27% + e-2P% — 2e-P(H% + 9) cos A}; (441) 


hierin ist nach (432) Dee 
Sole CR 


cas ia aa 


da fiir Wellennormalenrichtungen, welche von der Refraktionsbinormale nur 
wenig abweichen, der Brechungswinkel 7 nahezu = 0 ist und daher angenahert 
M = No = Ne wird. 

Fir den Mittelpunkt des Gesichtsfeldes gilt der N&herungs- 
ausdruck (441) um so weniger, je naher man sich an die Spuren der 
Windungsachsen heranbegibt, da dort die elliptische Polarisation der 
Wellen merklich wird und nicht mehr vernachlassigt werden darf; trotzdem 
liefert seine Anwendung noch einen angendherten qualitativen Uberblick iiber 
die Interferenzfigur, vermag aber nicht alle beobachteten Erscheinungen wieder- 
zugeben (vgl. Ziff. 146). 

Fiir die Richtung der Refraktionsbinormale selbst kann man wy = 0 setzen 
und erhalt aus (441), da fiir diese Richtung die Phasendifferenz A = 0 sein muB, 
als Intensitatsausdruck im Mittelpunkt des Gesichtsfeldes 


J = Psin?20(e-29% + e-2P%) , (442) 


Hierbei ist % bzw. xj derjenige Wert von x, der zu der senkrecht bzw. 
parallel zur Refraktionsbinormalenebene liegenden Lichtvektorkomponente ge- 
hort; ~) und xj sind aus (423) zu berechnen, indem man die Wellennormalen- 
richtung in die Richtung der Refraktionsbinormale fallen laBt. 

Der Baktor sin®(2v—y) im Intensitatsausdruck (441) liefert eine dunkle 
Hauptisogyre y= 2v; diese wird aber im Mittelpunkte des Gesichts- 
feldes von einem hellen Flecke unterbrochen, welcher der Binormalen- 


1) W. Voict, Géttinger Nachr. 1884, S. 357; Wied. Ann. Bd. 23, S. 597. 1884; N. Jahrb. 
f. Min. 1885 (4), S. 134. 
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spur entspricht und dessen Intensitat durch (442) gegeben ist. Letztere ver- 
schwindet nur in der durch v = 0 und v = = bestimmten sog. Hauptstellung 
der Platte [vgl. Ziff. 85a, £)] und wird am gréBten in der durch v = | bestimm- 


ten sog. Diagonalstellung; bei pleochroitischen Kristallen ist demnach 
die Binormalenspur, entgegen dem Verhalten bei nicht absorbie- 
renden Kristallen, auch bei gekreuzten Polarisatoren aufgehellt}). 

Da sich cos. mit zunehmendem Einfallswinkel periodisch andert, so liefert 
das letzte Ghed in (441) als Hauptkurven konstanter Phasendifferenz 
ein System abwechselnd heller und dunkler Ringe; diese werden aber bei hin-. 
reichend groBer Plattendicke undeutlich und entziehen sich der Beobachtung, 
da in diesem Falle der Faktor e~?(6 +*0) sehr klein wird und der tales (441) 
dann angenahert in 


J= To sin2( 2u — w) (e-2?% + e- 27%) 
ibergeht. 

Um die Intensitatsverteilung im Gesichtsfelde zu erhalten, hat man aus 
(441) den Ausdruck ¢ J [op zu berechnen, wobei zu beachten ist, daB die Ab- 
sorptionsindizes xj und xf ebenfalls von y abhangen, wie sich aus (422) ergibt?). 
Die Durchrechnung zeigt, daB J fir y=0O und y=a ein Maximun,, fiir 


.— > und y = S ein Minimum wird. 


Das Gesichtsfeld zeigt also auBer der dunkeln Hauptisogyre 
noch dunkle Bischel, die senkrecht zur Spur der Refraktionsbinor- 
malenebene liegen. 

b) Unpolarisiertes, konvergentes Licht. Betrachtet man die senk- 
recht zur Refraktionsbinormale geschnittene Platte im unpolarisierten, 
konvergenten Lichte von der Intensitat 27) ohne Analysator, so ist die 
Intensitat des Gesichtsfeldes durch den Intensitaétsausdruck (436) gegeben. Sind 
die Absorptionsindizes xj, und xj betrachtlich verschieden, so wird die eine der 
beiden parallel und senkrecht zur Refraktionsbinormalenebene liegenden Licht- 
vektorkomponenten stark, die andere jedoch nur wenig absorbiert, und es folgt 
aus (436) fiir die Intensitat im Mittelpunkte des Gesichtsfeldes angenahert 


fadoz (443) 


Nach (436) und (443) mu8 man demnach im unpolarisierten Lichte 
dunkle Biischel sehen, die im Mittelpunkte des Gesichtsfeldes von 
einer hellen Stelle unterbrochen sind#); diese Biischel hat schon BREw- 
STER‘) beobachtet, und man kann sie z. B. bei Andalusit und Epidot leicht 
wahrnehmen, indem man durch eine geeignet geschnittene Platte nach dem 
Himmel blickt®). Die Lage dieser Biischel in bezug auf die Spur der Refrak- 
tionsbinormalenebene hangt noch von der Lage des Absorptionsachsensystems 


1) Diese Erscheinung kann bei sehr schwach pleochroitischen Kristallen geradezu zum 
Nachweis des Pleochroismus dienen [W. Voict, Géttinger Nachr. 1884, S. 357; Wied. Ann. 
Bd. 23, S. 598. 1884; N. Jahrb. f. Min. 1885 (1), S. 135; Géttinger Nachr. 1902, S. 84; Ann. 
d. Phys. (4) Bd. 9, S. 408. 1902]. 

2) Man erhalt diese Abhangigkeit, indem man in (422) die Winkel einfiihrt, welche die 
W ellennormalenrichtung mit den Refraktionsbinormalen bildet; vgl. W. Voicr, Gottinger 
Nachr. 1884, S. 352; Wied. Ann. Bd. 23, S. 594. 1884; N. Jahrb. f. Min. 1885 (1), S. 131. 

3).Man nennt zuweilen Kristalle, welche diese Erscheinung zeigen, idiozyklophanisch, 
doch wurde diese Bezeichnung urspriinglich in anderem Sinne gebraucht (vgl. S. 772, Anm. 3). 

4) D. BREwstTeER, Phil. Trans. 1819, S. 11. 

5) Im weiGBen Lichte erscheinen diese Biischel farbig, bei Andalusit z. B. braunrot in 
fast farblosem Felde. 
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gegen das optische Symmetrieachsensystem ab!). Es laBt sich zeigen, daB die 
Biischel bei den Kristallen des rhombischen Systems und denjenigen des mono- 
klinen Systems, deren Refraktionsbinormalenebene parallel zur Spiegelebene 
(bzw. senkrecht zur zweizahligen kristallographischen Symmetrieachse) hegt, 
senkrecht zur Spur der Refraktionsbinormalenebene stehen; bei den Kristallen 
des triklinen Systems und denjenigen des monoklinen Systems, deren Retrak~- 
tionsbinormalenebene senkrecht zur Spiegelebene (bzw. parallel zur zwei- 
zahligen kristallographischen Symmetrieachse) liegt, sind sie zur Spur der 
Binormalenebene geneigt. Dieses Ergebnis der Theorie wird von den Beob- 
achtungen ebenfalls bestatigt; bei dem triklinen Axinit z. B. betragt die Nei- 
gung etwa 20°. 

c) Parallele Polarisatoren; Fehlen des Polarisators oder Analy- 
sators. Liegen die Schwingungsrichtungen der beiden Polarisatoren parallel 
(v= w), so wird nach (434) die Intensitat des Gesichtsfeldes bei denselben 
Annahmen wie unter a) 


T= Je {sin' (» ~— ss e-2P'%) 4 cost (v _ Bs) Bee (444) 


Die Erscheinungen sind im wesentlichen identisch mit denjenigen, die 
man bei Entfernung des Polarisators oder, Analysators erhalt, denn in diesem 
Falle ergibt sich mit Hilfe von (435) 


T= Jojsin®(v — Pe 2p’ x + cost(u — De 2p” “it. 


Dieses Ergebnis hat ebenfalls durch die Beobachtungen seine Bestatigung ge- 
funden. 

Man hat nun zwei Typen von zweiachsigen absorbierenden Kristallen zu 
unterscheiden, je nachdem die senkrecht zur Refraktionsbinormalenebene liegende 
Lichtvektorkomponente die schwacher oder starker absorbierte ist, d. h. je nach- 
dem j klein gegen xj, oder xj klein gegen x ist?). Die Diskussion des Aus- 
druckes (444) fithrt dann zu folgendem Ergebnis: 

Bei Kristallen vom ersten Typ (Epidottyp) erhalt man bei senkrecht 
zur Schwingungsrichtung des Polarisators liegender Refrak- 
tionsbinormalenebene ein dunkles, in der Binormalenspur durch eine 
helle Stelle unterbrochenes Biischel; dieses Biischel liegt bei rhombischen und 
solchen monoklinen Kristallen, deren Refraktionsbinormalenebene parallel zur 
Spiegelebene (bzw. senkrecht zur zweizahligen kristallographischen Symmetrie- 
achse) liegt, senkrecht zur Spur der Refraktionsbinormalenebene. Bei parallel 
zur Schwingungsrichtung des Polarisators liegender Refrak- 
tionsbinormalenebene erhalt man ein méafig dunkles Kreuz, dessen 
Balken parallel und senkrecht zur Spur der Refraktionsbinormalenebene liegen 
und dessen Mittelpunkt dunkel ist. Die Kristalle vom zweiten Typ (Andalusit- 
typ) verhalten sich gerade umgekehrt. r 


*) W. VoretT, Kompend. d. theoret. Phys. Bd. II, S. 728. Leipzig 1896; Géttinger Nachr. 
1896, S. 17; 1902, S. 81; Wied. Ann. Bd. 60, S. 560. 1897; Ann. d. Phys. Bd. 9, S. 404. 1902. 

*) Die beiden Typen wurden zuerst von W. HaIDINGER (Wiener Ber. Bd. 13, S. 316. 1854) 
unterschieden. Die experimentelle Untersuchung ihrer Interferenzerscheinungen erfolgte 
durch A. Bertin (Ann. chim. phys. (5) Bd. 15, S. 396. 1878; Bull. soc. minéral. Ba. 2, S. 54. 
1879; Joun. der phys. Bd. 8, S. 217. 1879]; die theoretische Aufklarung der letzteren ver- 
dankt man W. Votcr [Géttinger Nachr. 1884, S. 358; Wied. Ann. Bd. 23, S. 600. 1884; N. 
Jahrb. f. Min. 1885 (1), S. 137]. 
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Zum ersten Typ gehéren nach Lirpiscu!) Andalusit (rhombisch), Anomit, 
Vivianit, Kobaltbliite, basalt. Hornblende und Titanit (samt. monoklin), zum 
zweiten Typ Cordierit (rhombisch), Epidot, Muscovit, Augit (monoklin) und 
Axinit (triklin). 

146. Einflu8 der elliptischen Polarisation der in einem optisch zwei- 
achsigen, absorbierenden Kristall fortschreitenden Wellen auf das Inter- 
ferenzbild; idiophane Ringe. Die in Ziff. 145 besprochene Naherungsmethode 
gestattet nicht, simtliche bei optisch zweiachsigen absorbierenden, nicht aktiven 
Kristallen im konvergenten Lichte beobachteten Interferenzerscheinungen dar- 
zustellen; dies ist vielmehr nur dann méglich, wenn man bei den im Kristall 
in einer bestimmten Wellennormalenrichtung fortschreitenden 
Wellen den elliptischen Polarisationszustand bericksichtigt, d. h. 
die Elliptizitat dieser Wellen (vgl. Ziff. 128) nicht gleich Null setzt. 

Die vollstandige Theorie der Interferenzerscheinungen im konvergenten 
Lichte bei optisch zweiachsigen, schwach absorbierenden, nicht aktiven Kristallen 
unter Beriicksichtigung der Elliptizitat der im Inneren des Kristalls sich aus- 
breitenden Wellen ist von Vorcr?) entwickelt worden; wir geben in dieser 
Ziffer nur eine Ubersicht tiber die Ergebnisse seiner Untersuchungen. 

Wir betrachten eine senkrecht zu einer Refraktionsbinormale ge- 
schnittene Platte eines schwach absorbierenden, nicht aktiven 
Kristalls im konvergenten, monochromatischen Lichte zwischen 
Polarisator und Analysator und wahlen die Bezeichnungen wie in Ziff. 143, 
wobei aber jetzt « das Azimut der groBen Achse der Schwingungsellipse der im 
Kristall fortschreitenden Welle mit dem Brechungsindex j, dem Absorptions- 
index x, und der Elliptizitat k ist). Beschrankt man sich auf Wellennormalen- 
richtungen, die so weit von den Windungsachsen abliegen, da das Quadrat 
von k gegen 1 vernachlassigt werden kann, so erhalt man, wie VOIGT gezeigt 
hat, fiir die Intensitat J der aus dem Analysator austretenden Welle 


J =Jo{cos? (v — u) cos? (w — u) e~2'%) + sin? (v — u) sin? (w — u) e~ 22% 
+ 2sin(v — u)cos(v — u) sin(w — u) cos(w — u) e (?’%0F?”"*0) cog A (445) 
+ k(sin2(v — u) + sin2(w — u)) sin A e~ (nxt Ro) 
Wird nur der Polarisator entfernt, der Analysator aber beibehalten, so 


folgt fiir die Intensitat des Gesichtsfeldes 


= 0s? (w — u) e~ 2?’ + sin? (w — u) e~ 2?” %o 
tha {cos ( U) € 7 ‘ . ) (446) 
+ 2ksin2(w — u) sind e~ (PtP %0 ye 
wird dagegen der Polarisator beibehalten und der Analysator entfernt, so 
hat man fiir die Intensitat 
T=To {cos? (v — u) e~2P'*o a elie u) e~ 2P" xo | (447) 
+ 2ksin2(v — u) sinde (oat p” %g N | 
Werden Polarisator und Analysator entfernt, d. h. erfolgt die Beobach- 
tung im unpolarisierten Lichte, so gilt 


J = JIgle-2? 0 + e-27"%) (448) 


1) Tu. Lizpiscu, Géttinger Nachr. 1888, S. 205. 

2) W. Vorer, Géttinger Nachr. 1902, S. 73; Ann. d. Phys. Bd. 9, S. 394. 1902. 

3) Die Elliptizitat der Welle mit dem Brechungsindex nj und dem Absorptions- 
index x/’ betragt dann nach (415) 1/k. 
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In (448) tritt itberhaupt kein von der Elliptizitat k abhangiges Glied auf; in 
(445) enthalt nur das eine der beiden von der Phasendifferenzd abhangigen Ghieder k 
als Faktor und ist daher sehr klein gegenitber dem anderen. Bei Beobachtung 
im unpolarisierten Lichte sowie bei Benutzung von Polarisator und 
Analysator besitzt daher die Elliptizitat k bei der vorausgesetzten 
Naherung (k? klein gegen 1) keinen merklichen EinfluB auf das 
Interferenzbild. 

Dagegen tritt in (446) und (447) die Phasendifferenz 4 nur in dem mit der 
Elliptizitat k proportionalen Gliede auf; bei Beobachtung mit Polarisator 
allein oder mit Analysator allein miissen daher abwechselnd helle 
und dunkle Ringe auftreten. Diese Ringe werden in der Tat bei optisch 
zweiachsigen, schwach absorbierenden, nicht aktiven Kristallen im natiirlichen 
Lichte beobachtet und als idiophane Ringe bezeichnet?). 

Es ist zu beachten, daB der Intensitatsausdruck (448) nicht mehr streng 
giltig ist, wenn die Elliptizitat so groB wird, daB k? gegen 1 nicht gestrichen 
werden darf; treibt man die Annaherung noch weiter, indem man die mit k? 
proportionalen Glieder beriicksichtigt, so erhalt man nach VoicT an Stelle von 
(448) die Beziehung 


T= tas M(t + BE (e29% + 0-80") — 418 6 M495) cos A}. 


Da das die Phasendifferenz A enthaltende Glied mit k? proportional ist, so sind 
bei dieser Annaherung auch ohne Polarisator und Analysator im un- 
polarisierten Lichte helle und dunkle Ringe zu erwarten; diese wurden 
in der Tat auch gelegentlich festgestellt 2). 

Auch die Interferenzerscheinungen, welche eine nicht zu dicke, senkrecht 
zur ersten Mittellinie geschnittene Platte eines optisch zweiachsigen, schwach 
absorbierenden, nicht aktiven Kristalls (z. B. aus Yttriumplatincyantir) im 
konvergenten Lichte zeigt, namlich das. Auftreten von vier dunkeln Flecken 
bei Beleuchtung mit unpolarisiertem Lichte ohne Polarisator und Analysator, 
sowie die Deformation der ringférmigen Hauptkurven konstanter Phasendiffe- 
renz bei Beobachtung zwischen gekreuzten Polarisatoren, lassen sich, wie BoGus- 
LAWSKI®) zeigen konnte, durch Beriicksichtigung des elliptischen Polarisations- 
zustandes der im Kristall fortschreitenden Wellen erklaren. 


b) Optik absorbierender, aktiver Kristalle. 


147. Gesetze der Lichtausbreitung in absorbierenden, aktiven Kristallen. 
Wie bei den absorbierenden, nicht aktiven Kristallen (vgl. Ziff. 123), so ist man 
auch bei der Optik absorbierender, aktiver Kristalle vorerst noch auf eine phano- 
menologische Darstellung der Erscheinungen angewiesen; diese erfolgt formal 
analog wie bei ersteren, indem man zu den Feldgleichungen (9), (10), (11) und (12) 


1) Die Bezeichnung stammt von W. VoicrT (Gottinger Nachr. 1902, S. 49 u. 80; Ann. 
d. Phys. Bd. 9, S. 368 u. 403. 1902), der diese Ringe bei Platten “von Epidot, Andalusit 
und Axinit beobachtete; vgl. z. B. die Reproduktionen photographischer Aufnahmen von 
rétlichbraunem Glimmer bei H. Hauswarprt, Interferenzerscheinungen im _polarisierten 
Lichte. Neue Folge, Taf. 80, Abb. 2 u. 3. Magdeburg 1904. 

*) A. Bertin, Ann. chim. phys. (5) Bd. 15, S. 412. 1878; Bull. soc. minéral. Bd. 2, 
S. 54.1879; Journ. de phys. Bd. 8, S. 217. 1879. Die alteren unvollkommenen Erklarungs- 
versuche der Brertinschen Beobachtung nahmen teilweise Polarisation des in die Platte 
eintretenden Lichtes (E. Marrarp, Bull. soc. minéral. Bd. 2, S. 72. 1879) oder mehrfache 
Reflexionen im Inneren der Platte an [W. Voter, Géttinger Nachr. 1884, S. 360; Wied. Ann. 
Bd.,23, 5.602. 1884; N. Jahrb. f...Min. 1885 (4), S. 139]. 

3) S. BocusLtawsk1, Ann. d. Phys. Bd. 44, S. 1087. 1944. 
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eine Verkniipfungsgleichung zwischen © und D hinzufiigt, die formal aus den 
fiir nicht absorbierende, aktive Kristalle geltenden Beziehungen (313) dadurch 
hervorgeht, daB man in diesen die reellen Koeffizienten durch komplexe 
ersetzt. 

Die Durchfiihrung der Theorie ist schon bei optisch einachsigen Kri- 
stallen, bei welchen sie von FORSTERLING!) bewdltigt wurde, auBerordentlich 
kompliziert. Sie ergibt, da®& sich in einer Wellennormalenrichtung 8, die 
unter einem beliebigen Winkel d gegen die optische Achse geneigt ist, zwei ellip- 
tusch polarisierte Wellen ausbreiten, deren Schwingungsellipsen ahnlich sind 
und in entgegengesetztem Sinne umlaufen werden; wahrend aber ihre groBen 
Achsen bei den nicht absorbierenden, aktiven Kristallen mit den Schwingungs- 
richtungen }’ und d’’ zusammenfallen, welche bei fehlender Aktivitat zu 
jener Wellennormalenrichtung gehéren wiirden [vgl. Ziff. 100a)], sind sie bei 
den absorbierenden, aktiven Kristallen aus den Richtungen bd’ und d’’ um den 
gleichen Betrag @ in entgegengesetztem Sinne herausgedreht. Die Elliptizitat 
der beiden Wellen kann bei zunehmendem 6 unter Umstanden verhaltnismaBig 
langsam abnehmen und bei senkrecht zur optischen Achse liegenden Wellen- 
normalenrichtungen noch betrachtlich sein. 

Bei eigentlichen Kristallen, die sowohl absorbierend, als auch aktiv sind, 
lieBen sich diese Ergebnisse der Theorie mangels geeigneten Beobachtungs- 
materials noch nicht nachpriifen; sie konnten aber von STUMPF?) beim nema- 
tisch-cholesterischen Zustande (vgl. Ziff. 7 und Ziff. 1410) von p-Cyanbenzalamino- 
zimtsaure-akt-Amylester nachgewiesen werden, der sehr starken Dichroismus 
und gleichzeitig enorm groBe Aktivitat zeigt und daher als Modell fiir einen 
optisch einachsigen absorbierenden, aktiven Kristall gelten kann. 

In Richtung der optischen Achse geht die elliptische Polarisation 
der beiden Wellen in zirkulare iiber; da aber die Absorptionsindizes der beiden 
Wellen verschieden sind, ‘so besitzen diese beim Austritt in das isotrope 
AuBenmedium nicht mehr gleiche Amplituden. Fallt daher auf eine senkrecht 
zur optischen Achse geschnittene Platte eines optisch einachsigen absorbieren- 
den, aktiven Kristalls eine ebene, linear polarisierte, monochromatische Welle, 
so tritt nicht (wie bei nicht absorbierenden, aktiven Kristallen) eine linear polari- 
sierte Welle mit gedrehter Polarisationsebene [vgl. Ziff. 101 a)], sondern eine 
elliptisch polarisierte Welle aus’), deren groBe Achse im allgemeinen gegen die 
Richtung der auffallenden, linear polarisierten Welle eine Drehung o erfahren hat. 
Man bezeichnet diese Erscheinung als zirkularen Dichroismus%‘), da bei 
Beleuchtung mit weiBem Lichte verschiedene Farben auftreten, je nachdem die 
auffallenden Wellen rechts- oder linkszirkular polarisiert sind. 

HAIDINGER®) und Dove*®) haben den zirkularen Dichroismus bei Amethyst 
gefunden, doch konnten ihre Beobachtungen spater von PERUCCA’) nicht be- 
statigt werden; anscheinend ist die Erscheinung bei diesem Kristall auf die tief- 
blaue Varietat beschrankt. 


1) K. FORSTERLING, GOttinger Nachr. 1912, S. 207. 

2) F. Stumpr, Ann. d. Phys. Bd. 37, 5S. 365. 1912. 

3) Zwei entgegengesetzt zirkular polarisierte Wellen mit verschiedenen Amplituden 
setzen sich zu einer elliptisch -polarisierten Welle zusammen (vgl. Kap. 4 ds. Bandes). 

4) A. Cotton, C. R. Bd. 120, S. 989 u. 1044. 1895; Ann. chim. phys. (7) Bd. 8, S. 347. 
4896; Journ. de phys. (3) Bd. 5, S. 237 u. 290. 1896. Corron hat den zirkularen Dichroismus 
bei Lésungen von Kupfertartrat und Chromtartrat in Kalilauge gefunden; vgl. hierzu ar 12 
ds. Bandes. 

5) W. HaIpINcER, Pogg. Ann. Bd. 70, S. 531. 1847. 

8) H. W. Dove, Pogg. Ann. Bd. 110, S. 284. 1860. 

7) E. Perucca, Ann. d. Phys. Bd. 45, S. 463. 1914. 
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Dagegen zeigt der erwahnte p-Cyanbenzalaminozimtsaure-akt-Amylester 
im nematisch-cholesterischen Zustande den zirkularen Dichroismus nach den 
Beobachtungen von StumpF!) sehr stark ausgepragt. 

148. Dispersionserscheinungen bei absorbierenden, aktiven Kristallen. 
a) Dispersion der optischen Aktivitat in Richtung der optischen 
Achse. Die Gittertheorie der aktiven Kristalle ergibt [vgl. Ziff. 4112], daB 
die Komponenten des Gyrationstensors (und damit auch das Drehungsver- 
moégen in Richtung der optischen Achse bei einem optisch einachsigen Kristall) 
im durchlassigen Spektralbereiche zu beiden Seiten einer Eigen- 
frequenz auBerordentlich groBe Werte annehmen miissen, die unter Um- 
standen (im Gegensatz zu den Brechungsindizes) dasselbe Vorzeichen besitzen 
konnen. 

Um aber das Verhalten im Inneren eines Absorptionsstreifens 
zu iibersehen, mu man die Dampfung der Elektronenbewegung (vgl. Ziff. 125) 
bericksichtigen. Die Durchfiihrung der Rechnung nach dem in Ziff. 136 an- 
gedeuteten Schema ist fiir isotrope absorbierende, aktive Kérper (und damit 
auch fiir absorbierende, aktive kubische Kristalle, sowie fiir absorbierende, 
aktive, optisch einachsige Kristalle in Richtung der optischen Achse) von 
DrubeE?) ausgefiihrt worden; ist , bzw. m, der Brechungsindex der in der 
Richtung der optischen Achse fortschreitenden, links- bzw. rechtszirkular pola- 
risierten Welle, x, bzw. x, der entsprechende Absorptionsindex, ” der Mittelwert 
von m, und n, und g die Komponente des Gyrationstensors in Richtung der 
optischen Achse, so ergibt sich, falls nur eine Elektronengattung angenommen 
wird, 


9 i 45 N 92 Oe = ye \ 
nil — xf) = 1+ ANE OR Te _ pe 4), | 


m 5 
(@* — @?)? + — ow? 


(449) 
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4a Ne aw fale if 
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hierbei bezieht sich das obere Vorzeichen auf den zur linksdrehenden und das 
untere auf den zur rechtsdrehenden Welle gehérenden Wert, der auf der linken 
Seite durch / bzw. y gekennzeichnet ist, wahrend die wbrigen Bezeichnungen 
dieselbe Bedeutung haben wie in Ziff. 136a) bzw. Ziff. 125. 

Ermittelt man analog wie bei Gleichung (343) die Drehung o (vgl. Ziff. 147), 
indem man aus (449) die Differenz m,— mm, berechnet, so ergibt sich, daB @ bei 
Veranderung von w in der Nahe der Eigenfrequenz w ) von sehr groBen posi- 
tiven zu sehr groBen negativen Werten iibergeht; der Vorzeichenwechsel findet 
fiir m = w) statt, fiir welchen Wert o verschwinden muB. 

Die quantitative Priifung dieser Bezichungen konnte bis jetzt bei eigent- 
lichen Kristallen, welche sowohl absorbierend, als auch aktiv sind, mangels 
geeigneten Materials noch nicht durchgefthrt werden?). 

Zu erwahnen sind aber die Beobachtungen, die an einigen Substayzen (z. B. 
p-Cyanbenzalaminozimtsaure-akt-Amylester und Cholesterinzimtsaureester) im 
nematisch-cholesterischen Zustande angestellt worden sind), obgleich die bei dem- 


1) F.Stumpr, Ann. d. Phys. Bd. 37, S. 359. 1912. 

2) P. Drupe, Lehrb. d. Optik, S. 382. Leipzig 1900; 3. Aufl. von E. Grurcxg, S. 405. 
Leipzig 1912; L. Naranson, Krakauer Anzeiger 1908, S. 764; 1909 (1), S.25; Journ. de 
phys. (4) Bd. 8, S. 321. 1909. 

3) Uber die Priifung bei aktiven Lésungen vel. Kap. 12 ds. Bandes, sowie N. WEDE- 
NEEWA, Ann. d. Phys. Bd. 72, S. 122. 1923. 

4) F. Stumpr, Ann. d. Phys. Bd. 37, S. 357. 1912; L. Rover, C. R. Bd. 180, S. 148. 1925. 
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selben auftretende, mit Absorption verbundene Aktivitit nicht eine Erscheinung des 
Gitterbaues, sondern die Folge einer speziellen Schichtstruktur ist (vgl. Ziff. 110), 
durch welche die Eigenschaften der absorbierenden, aktiven Kristalle gewisser- 
maBen nachgeahmt werden. Diese Beobachtungen haben die zweite Formel 
(449) bestatigt und auch gezeigt, dab die Drehung 0 in der Nahe der Eigenfrequenz 
@ das erwaihnte Verhalten besitzt; beim Ubergang von groBen positiven zu 
groBen negativen Werten, der bei © stattfindet, ist aber @ nicht gleich Null, 
wie es bei den eigentlichen absorbierenden, aktiven Kristallen sein miiBte?). 

b) Einflu8 der Dispersion auf den Polarisationszustand fiir 
Wellennormalenrichtungen, die zur optischen Achse geneigt sind. 
Bei optisch einachsigen nicht absorbierenden, aktiven Kristallen besteht die 
Normalenflache aus zwei Rotationssymmetrie aufweisenden Schalen, die in 
Richtung der die Rotationsachse bildenden optischen Achse deformiert sind 
derart, daB die umschlieBende Schale verlangert und die umschlossene abgeplattet 
ist [vgl. Ziff. 108a)]. Bei optisch einachsigen absorbierenden, aktiven Kristallen 
ist nun der Fall méglich, daB sich beide Schalen der Normalenflache in Richtung der 
optischen Achse durchdringen?). Kehrt namlich in einer senkrecht zur optischen 
Achse liegenden Wellennormalenrichtung die Komponente des Gyrationstensors 
und damit die Differenz der Brechungsindizes n, — m, das Vorzeichen bei An- 
derung der Frequenz nicht um, wahrend diese GréBen parallel zur optischen 
Achse beim Durchgang durch die Eigenfrequenz w=) das Vorzeichen 
wechseln, so beginnen die beiden Schalen der Normalenflache sich zu durch- 
dringen, wenn man beim Variieren der Frequenz die Stelle w= pas- 
siert. Die beiden (symmetrisch zur Aquatorebene liegenden) Durchdringungs- 
kurven bestimmen einen Kegel von Wellennormalenrichtungen, der durch die 
vom Flachenmittelpunkt zu den Punkten der Durchdringungskurve weisenden 
Vektoren gebildet wird; in diesen Wellennormalenrichtungen werden sowohl die 
Brechungs- als auch die Absorptionsindizes gleich, d.h. es schreitet in jeder 
solchen Wellennormalenrichtung nur eine Welle im Kristall fort. 

Ein solches Verhalten zeigt der nematisch-cholesterische Zustand des er- 
wahnten #-Cyanbenzalaminozimtsdure-akt-Amylesters*); bei eigentlichen 
absorbierenden aktiven Kristallen ist es noch nicht beobachtet worden. 

149. Interferenzerscheinungen bei absorbierenden, aktiven Kristallen. 
Die Interferenzerscheinungen bei einer senkrecht zur optischen Achse ge- 
schnittenen Platte eines optisch einachsigen, schwach absorbierenden, aktiven 
Kristalls im konvergenten Lichte sind von VoictT*) behandelt worden. Wir 
geben hier nur die Ergebnisse seiner Untersuchungen wieder, die dahin lauten, 
daB bei Beleuchtung mit konvergentem weiBem Lichte zwischen gekreuzten 
Polarisatoren einerseits der erste und dritte Quadrante des Gesichtsfeldes, 
andererseits der zweite und vierte gleich gefarbt sind; man bezeichnet diese 
Erscheinung als ,,Quadrantenfarbung”. 

Wird entweder der Polarisator oder der Analysator entfernt, so bleibt die 
Quadrantenfarbung in beiden Fallen die gleiche, wenn man von gekreuzten 
Polarisatoren ausgeht; dagegen vertauschen die Quadrantenpaare bei nicht zu 
geringer Plattendicke beziiglich der Farbung ihre Rollen, wenn die beiden 
Polarisatoren parallel gestellt waren. 


1) G. FRIEDEL, Ann. de phys. (9) Bd. 18, S. 399. 1922; L. Rover, Go Reba dVAy ond oes 
1922; Bd. 180, S. 148. 1925. 

2) W. Votct, Géttinger Nachr. 1903, S. 166; K. F6rsTERLING, Géttinger Nachr. 1912, 
Se ers 

3) F. Stumpr, Ann. d. Phys. Bd. 37, S. 375. 1912. 

4) W. Vorer, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 14, S. 649. 1912; Géttinger Nachr. 1916, S. 27; 
Phyce Loe sod. ts 5 9231916. 
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Wird nur der Polarisator oder nur der Analysator benutzt, so ergibt sich, 
daB bei Beleuchtung mit konvergentem weiBem Lichte die Farbenfolge bei 
positivem Umlauf um die Spur der optischen Achse im ersteren Falle dieselbe 
ist, wie im letzteren bei negativem Umlauf. 

Diese von VorctT aus der Theorie gefolgerten Erscheinungen waren schon 
vorher bei einigen Substanzen im mesomorphen Aggregatzustande beobachtet 
worden); Beobachtungen an eigentlichen absorbierenden, aktiven Kristallen 
wurden bis jetzt nicht ausgefiihrt. 

150. Einflu8 der Temperatur. Uber den Einflu8 der Temperatur auf 
die optischen Eigenschaften absorbierender, aktiver Kristalle liegen Beobach- 
tungen nur bei dem schwach pleochroitischen Zinnober vor, bei dem RosE?) 
fand, da8 die Temperaturkoeffizienten der Hauptbrechungs- 
indizes stark ansteigen, wenn man sich einer Eigenfrequenz «® nahert. 

Der Einflu8 der Temperatur auf das Drehungsvermégen des 
Zinnobers ist von BECQUEREL’) beobachtet worden. Das bei Annaherung an eine 
Eigenfrequenz w betrachtlich zunehmende Drehungsvermégen verschiebt seinen 
Anstieg bei Anderung der Temperatur gleichzeitig mit der Eigenfrequenz; bei 
bestimmter Frequenz m nimmt das Drehungsvermégen mit Abkithlung auf die 
Temperatur der fliissigen Luft merklich ab. 


1) O. LEHMANN, Ann. d. Phys. Bd. 18,-S. 808. 1905; D. VoRLANDER u. M. E. Huts, 
ZS. f£. phys. Chem. Bd. 75, S. 641. 1911; Bd. 83, S. 723. 1913. 
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Kapitel 12. 


Polarisation und chemische Konstitution. 


Von 
H. Ley, Miinster. 


Mit 11 Abbildungen. 


1. Auf den folgenden Seiten sollen die wichtigeren GesetzmaBigkeiten zusam- 
mengestellt werden, die zwischen dem optischen Drehungsvermégen und 
der Konstitution, d. h. dem Bau des chemischen Molekiils erkannt sind. Be- 
kanntlich lassen sich die Stoffe, die die Fahigkeit besitzen, die Ebene des polari- 
sierten Lichtes zu drehen, in mehrere scharf gesonderte Klassen einteilen: 

1. Stoffe, deren optische Aktivitat lediglich an den kristallisierten Zustand 
gebunden ist. 

2. Stoffe, die im amorphen, flissigen, gasférmigen und gelésten Zustande 
aktiv sind. Sie gehdren fast durchweg den organischen (Kohlenstoff-) Ver- 
bindungen an und werden uns im folgenden fast ausschlieBlich beschaftigen. 

3. Stoffe, die sowohl im kristallisierten als auch amorphen, d. h. geschmol- 
zenen oder gelésten Zustande Drehungsvermégen besitzen. 

Bei den unter 1 genannten Stoffen ist die Zirkularpolarisation eine Eigen- 
schait des Kristallbaues, die Kristalle der links- und rechtsdrehenden Modifi- 
kationen kristallisieren in sog. enantiomorphen Formen, die in allen sechs Kristall- 
systemen vorkommen kénnen. Das bekannteste Beispiel ist der hexagonal 
kristallisierende Quarz; andere dem gleichen System zugehérige aktive Ver- 
bindungen mit Zirkularpolarisation sind Zinnober und Kaliumdithionat. Regular 
kristallisierende drehende Stoffe sind Natriumchlorat und Natriumsulfanti- 
moniat. 

Bei den unter 2 genannten Stoffen — klassische Beispiele sind die Wein- 
sduren, Milchsduren, Zuckerarten, Kampfer u. a. — ist die Zirkularpolarisation 
eine Eigenschaft des chemischen Molekiils und letzten Endes durch die Anord- 
nung der Atome innerhalb desselben bedingt, denn das Drehungsvermégen dieser 
Stoffe bleibt im gelésten und geschmolzenen Zustande erhalten. Von Interesse 
sind hier die Messungen von GERNEZ!), der im AnschluB an dltere Versuche 
von Brot den Nachweis erbrachte, daB optisch aktive Stoffe, wie Terpentin6l 
und Kampfer, auch in Dampfform Rotation besitzen. Da der Dampf des Kampfers 
unimolekular ist und die spezifischen Rotationen (s.5. 1906) der geschmolzenen 
und gasférmigen Stoffe praktisch identisch sind, haben diese Versuche fiir den 
Nachweis, daB das Drehungsvermégen der organischen Verbindungen mit dem 
Aufbau des Molekiils aus den Atomen ursachlich verknipft ist, eine besondere 
Bedeutung. Ahnliche Messungen sind auch von Guye?) angestellt. 

1) D. GERNEZ, Ann. scient. de l’Ecole Norm. Sup. Bd. 1, S.1. 1864. 


2) Pu. A. GuyEe u. P. DE AMAREL, Arch. sc. phys. de Genéve (3) Bd. 33, S. 409 u. 513. 
4894; Wied. Ann. Beibl. 1895, S. 792 u. 894. 
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Die bei den unter 1—3 genannten Stoffen auftretende Erscheinung war 
auch als natiirliche optische Aktivitaét bezeichnet im Gegensatz zu der magne- 
tischen Aktivitat, die nach FAarapAy alle durchsichtigen Stoffe zeigen, falls sie 
dem Einflu8 eines Magnetfeldes ausgesetzt werden. Auch zwischen magnetischer 
Aktivitat und chemischer Konstitution sind Beziehungen vorhanden, die aber 
hier nicht behandelt werden. 

2. Spezifische und molekulare Drehung. Ehe auf die Beziehungen zwischen 
dem chemischen Bau des Molekiils und dem Drehungsvermégen naher einzu- 
gehen ist, sollen ankniipfend an die grundlegenden physikalischen Untersuchungen 
von Brot die MaBe des Drehungsvermégens fliissiger und geléster optisch aktiver 
Stoffe erértert werden. Brot fand fiir diese, daB der Drehungswinkel von der 
Temperatur abhangt, der Lange der durchstrahlten Schicht proportional ist und 
mit der Menge aktiven Substanz zunimmt. Um die Starke der Rotation auszu- 
driicken, benutzt man mit Brot!) den Begriff der spezifischen Drehung [a] 
und versteht darunter den Drehungswinkel, den man beobachten wiirde, falls 
in 1 cm? 1 g aktive Substanz enthalten ist und der Lichtstrahl einen Weg von 
4. dm zuriicklegt. Sind in 1 cm® g gr. aktiver Substanz vorhanden, betragt die 
wirksame Schichtdicke /dm und der unter diesen Bedingungen abgelesene 
Drehungswinkel in Kreisgraden «, so ist: 


a 
[«] = ee 
Ist die drehende Substanz eine homogene Fliissigkeit, deren Dichte, bezogen auf 
Wasser von 4°, d ist, so ist: - 
ee cea (1) 


Bei Lésungen laBt sich g in verschiedener Weise berechnen. 1. Bezeichnet # 
die Gewichtsprozente an aktiver Substanz.und d die Dichte der Lésung, bezogen 
auf Wasser von 4° als Einheit, so ist 


pel Fa oat00 
100 uae elie Taped (2) 


o 
5 


2. Ist c die in 100 cm’ Lésung vorhandene Menge an aktiver Substanz, so ist ent- 


sprechend der Definition: 4100 


[“]J=——. (3) 


C 


Da die spezifische Drehung von der Temperatur und der Wellenlange des polari- 
sierten Lichtes abhangig ist, miissen diese Daten bei der Angabe der Drehung 
vermerkt werden: [a]; etwa [«]#}. Nur bei einer kleinen Gruppe von Stoffen ist 
die spezifische Drehung in weiten Grenzen unabhangig von der Konzentration. 
Bei derartigen Verbindungen (Rohrzucker, Milchzucker u. a.) laBt sich die Kon- 
zentration aus dem abgelesenen Drehungswinkel bei konstantem [a] nach Glei- 
chung (2) oder (3) berechnen; auf dieser Beziehung beruht bekanntlich die 
polarimetrische Analyse, z. B. die Bestimmung des Zuckers (Saccharimetrie). 

Meist erweist sich [a] als konzentrationsvariabel; man kann dann aus zu- 
sammengehérigen Werten der spezifischen Drehung und des Gehaltes der Lésung 
die Abhangigkeit analytisch durch Formeln wie 


[“] =A-+ Bp oder [oJ =A+Bp4+Cp? 


ausdriicken. (f Prozentgehalt an aktiver Substanz, A, B, C Konstanten.) 


*) Siehe besonders Lanporr I; zur Geschichte s. auch WALDEN I; vgl. die Biblio- 
graphie am Schlusse des Artikels. 
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Melekularrotation. Fiir stéchiometrische Zwecke verwendet man in der 
Regel die sog. Molekularrotation und versteht darunter den hundertsten Teil 
des Produktes von spezifischer Rotation und Molekulargewicht M der drehenden 

‘ PP alae ake [a]; 

Substanz: (MM)? = Saas 

3. Allgemeines uber optische Aktivitat und molekularen Bau. a) Optisch 
aktive Kohlenstoffverbindungen. Die ersten Versuche, die physikalische 
Eigenschaft der Rotation mit dem chemischen Bau des Molekiils in Beziehung zu 
setzen, ruhren von PASTEUR!) her, der, ankniipfend an das von ihm aufgestellte 
Prinzip, ,,alle in Lésung aktiven Kérper kristallisieren in gewendeten (enantio- 
morphen) Formen‘, von dem asymmetrischen Aufbau des Kristalls auf einen 
ebenfalls asymmetrischen Aufbau des chemischen Molekiils aus den Atomen 
schloB. Das genannte PASTEURsche Prinzip ist spater wiederholt auf seine all- 
gemeine Giiltigkeit untersucht worden, neuerdings u. a. von JAEGER2). 

Es bedurfte erst des tieferen Ausbaues der Systematik organischer Ver- 
bindungen, bis die PAsTEURschen Anregungen sich weiter entwickeln konnten. 
Bei der weitaus gréBten Zahl] der drehenden Verbindungen beruht die Aktivitat 
aut der Gegenwart eines besonders konfigurierten Kohlenstoffatoms, dessen 
Theorie gleichzeitig von VAN’T HorF und LE BEL gegeben wurde. Die eingehende 
Darlegung derselben gehdrt in das von den beiden Forschern geschaffene Spezial- 
gebiet der allgemeinen Chemie, die Stereochemie; hier kann nur in Kiirze die 
formale Grundlage der Theorie entwickelt und im iibrigen auf die Spezialwerke 
verwiesen werden’), 

vAN'T HoFF zeigte, ankniipfend an die Isomerieverhaltnisse der Kohlenstoff- 
verbindungen im Sinne der Strukturchemie, da samtliche damals bekannte 
optisch aktive Verbindungen mindestens ein 


asymmetrisches Kohlenstoffatom: Cabcd % ae Ge 
enthalten, dessen vier mit dem Zentralatom RZ we) 
verbundene Gruppen abcd strukturverschie- " P 

den sind. Unter der Annahme, daf die vier \ ys 
Valenzen des Kohlenstoffs nach den Ecken I © /, Il 2 be 
eines reguldaren Tetraeders gerichtet sind, in Peet Epoen 


dessen Schwerpunkt das Kohlenstoffatom  Abb.1. Kohlenstoff-Tetraeder nach van 1’ Horr. 
selbst sich befindet, lassen sich fiir Verbin- 

dungen Cahbcd zwei und nur zwei verschiedene raumliche Gruppierungen der vier 
Gruppen abcd vorhersehen im Sinne der obigen tetraedrischen Anordnungen | 
und II. Nun sind bei Verbindungen mit einem asymmetrischen Kohlenstoff- 
atom, z.B. Milchséure C(CH,)H(OH)COOH, zwei optisch aktive Formen be- 
kannt, die bei gleichem Energieinhalt und damit vdlliger Gleichheit ihrer physi- 
kalischen und chemischen Eigenschaften sich lediglich durch ihre optische 
Drehung voneinander unterscheiden — die eine Form (d-Form) dreht eben- 
soviel nach rechts, wie die andere (l-Form) nach links. Zur Erklarung dieser 
TIsomerie hat nun vAN’T Horr die d- und |-Formen auf die obigen beiden Tetra- 


1) L. Pasteur, Uber die Asymmetrie bei natiirlich vorkommenden organischen Ver- 
bindungen (1860), s. Ostwalds Klassiker Nr. 28. 

2) F.M. JAEGER, Rec. d. traveaux chim. Pays-Bas. (3) Bd. 8, S.171. 1919. JAEGER 
hat eine groBe Zahl optisch aktiver WERNERscher Salze des Co, Cr, Fe und anderer Metalle, 
z. B. [Co eng] X; (s.S. 912) mit Riicksicht auf das Pasteursche Prinzip untersucht; er kommt 
zu dem SchluB, daB diese in Lésung aktiven Stoffe prinzipiell stets in enantiomorphen Formen 
kristallisieren, daB aber die Fahigkeit, solche nicht deckbaren Formen zu liefern, haufig 
durch die chemische Ahnlichkeit der um das ,,asymmetrische‘‘ Atom angeordneten Gruppen 
mehr oder weniger unterdriickt wird. 

8) Siehe die Bibliographie S. 953. 
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ederschemata bezogen; das d-Molekiil ist dann das Spiegelbild des 1-Molekiils, 
es kann durch keine irgendwie geartete Drehung mit dem anderen zur Deckung 
gebracht werden. 

Fiir die Theorie spricht vor allem die experimentell ausnahmslos bestatigte 
Tatsache, daB die Aktivitat verschwindet beim Ubergang der asymmetrischen 
Verbindungen Cabcd in die symmetrischen: Ca,be bzw. Ca,b, oder Cagzb. 

Ist die Verbindung mit einem asymmetrischen Kohlenstoffatom optisch 
inaktiv, so stellt sie ein gleich molares Gemenge (d + /-Form) oder eine chemische 
Verbindung der beiden Spiegelbildisomeren (r-, Razemform) dar. 

Was die Form des Tetraeders betrifft, so wird bei gleichen Substituenten 
Ca, von vAN’T Horr das regulire Tetraeder gefordert, jedoch werden bei Verschie- 
denheit der Gruppen allfallige Abweichungen von dieser Form zugelassen wegen 
der gegenseitigen Beeinflussung der Substituenten. Eine Ablenkung der Valenzen 
des Kohlenstoffs aus ihrer Normallage im regularen Tetraeder wird auch von 
v. BAEYER in seiner ,, Spannungstheorie“‘ angenommen, um die Konfiguration und 
das Verhalten von Ringsystemen, vor allem der Verbindungen (CH,),, ” = 2, 3, 
4,5... zu erklaren. 

Die Entwicklungen LE Bets?) sind insofern allgemeiner, als sie nicht von 
bestimmten raumlichen Vorstellungen des Molekilbaues ausgehen, sondern an 
den von PAasTEUR?) geschaffenen Begriff der molekularen Asymmetrie anknipfen. 
Insbesondere abstrahiert Le Bri auch von der einseitigen Anwendung des 
Tetraederschemas; fiir das Molekiil des Methans kénnte z. B. auch eine vier- 
seitige Pyramide in Frage kommen, wo die vier Wasserstoffatome an den Ecken 
der quadratischen Grundflache und das Kohlenstoffatom an der Spitze sich be- 
findet. 

Verbindungen mit zwei asymmetrischen Kohlenstoffatomen und unsym- 
metrischer Struktur Cabc — Cdef mit den Gruppendrehungsvermégen A und 
B far Cabce bzw. Cdef kénnen in vier verschiedenen optischen Isomeren: 


aA =F ay | 
1B oes cis 45 


auftreten, von denen 1 und 2 sowie 3 und 4 gleiches und entgegengesetztes 
Drehungsvermogen besitzen und d + 1 oder r-Formen geben kénnen. Ganz all- 
gemein sind Verbindungen mit 7 asymmetrischen Kohlenstoffatomen 


Clabec — C?de— C3fg... C"nvw 

in 2”-Formen méglich, die optisch aktiv sind. 

Bei symmetrischer Struktur reduziert sich die Zahl der isomeren Formen; 
ist m = 2: Cabc — Cabc, so werden die Gruppendrehungsvermégen 4A und B 
gleich, und von den obigen vier Formelbildern bleiben drei iibrig: 
+A Atel +A 
ae aes Ree a 
1 und 2 stellen Spiegelbildformen dar, die zu inaktiven (@ + / oder v-) Formen 
zusammentreten kénnen; diese durch sog. extramolekulare Kompensation in- 
aktiven Verbindungen sind, wiein allen anderen derartigen Fallen, nach bestimmten, 
schon PASTEUR bekannten Methoden in die Spiegelbildisomeren spaltbar. 3 
stellt hingegen einen neuen Typ, die durch intramolekulare Kompensation 
inaktive und nicht spaltbare Form dar (meso-Form). 


‘le 


1. 


1) J. A. Le Bet, Bull. Soc. Chim. (2) Bd. 22, S. 337. 1874. Weitere Literatur siehe 
Lanpo t I. 

*) L. Pasteur, Uber die Asymmetrie bei natiirlich vorkommenden organischen Ver- 
bindungen (1860). Ostwalds Klassiker Nr. 28. 
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Das bekannteste und im folgenden sehr haufig zu erwahnende Beispiel ist 


die Weinsaure!): CH(OH)COOH. CH(OH)COOH; die drei Formen derselben 
werden durch folgende Projektionsformeln?) veranschaulicht : 


COOH COOH COOH 
H—|—oH HO—|-# H—_Oni 
nO——E H | OH H OH 
COOH COOH COOH 

I. d-Weins&ure II. 1-Weinsaure III. meso-Weinsiure. 


I und IJ treten zu der Razemform, der Traubensiure, einer Verbindung mit 
doppelter MolekulargréBe zusammen’). 

Weiteres uber die Zahl der Isomeren bei Verbindungen mit mehr als zwei 
asymmetrischen Kohlenstoffatomen siehe in den in der Bibliographie genannten 
Schriften. 

In der klassischen Stereochemie spielt das Prinzip der freien Drehbar- 
keit einfach gebundener Kohlenstoffatome eine wichtige Rolle. Das- 
selbe sagt aus, daf man bei Verbindungen mit einfach gebundenen Kohlenstoff- 
atomen (mit einer C-C-Achse) durch eine Drehung um die die Kohlenstoffatome 
verbindende Achse nicht zu verschiedenen existenzfahigen Isomeren kommt. 


H H 
oe 4 aon 
a——H ae H——Cl 


H H 


sind nicht fiir sich existierende Formen, es gibt nur eine Verbindung : CH,Cl- CH,CL. 
Erst neuerdings sind Falle aufgefunden, die eine Durchbrechung des genannten 
Prinzips darstellen (s. weiter unten). 

Es ist schon lange bekannt, daB das asymmetrische Kohlenstoffatom zwar 
eine hinreichende, aber noch keine notwendige Vorbedingung fiir optische Akti- 
vitat darstellt, denn es gibt eine Reihe von optisch aktiven Verbindungen, in 
denen kein asymmetrisches Kohlenstoffatom im Sinne vAN’T HoFrFs vorhanden 
ist. In diesen Fallen mu8 man die Symmetrieverhaltnisse des gesamten Mole- 
kills beriicksichtigen. Um zu entscheiden, ob in gegebenen Fallen optische 
Antipoden méglich sind, bedarf es der Untersuchung, ob durch das Modell oder 
das aus diesem in geeigneter Weise abgeleitete Schema eine Symmetrieebene 
gelegt werden kann oder nicht. Molekile optisch aktiver Verbindungen 
kénnen keine Symmetrieebene besitzen. Zu diesen Verbindungen mit 
Molekiilasymmetrie gehéren u. a. Substitutionsprodukte zyklischer Systeme; 

1) Im folgenden sind die asymmetrischen C-Atome bisweilen durch ein Sternchen 
bezeichnet. 

2) In den Projektionsformeln sind die C-Atome an den Kreuzungspunkten zu denken ; 
die in der Formel oben und unten stehenden COOH-Gruppen befinden sich am Tetraeder- 
modell oberhalb der Papierebene und sind in diese projiziert, die rechts und links befind- 
lichen H- und OH-Gruppen liegen in der Ebene des Papiers. 

3) Die Bezeichnungen d und 1 sollen iibrigens nicht den wirklichen Sinn der Drehung 
wiedergeben, sondern die Zugehorigkeit zu einer konfigurativen Normalsubstanz ; als solche 
dient nach dem Vorschlage von E. FiscuEer d-Glukose, deren relative Ionfiguration durch 
diesen festgelegt ist. Konfigurationsbestimmungen haben augenblicklich in der organischen 
Chemie u. a. mit Riicksicht auf biologische Probleme eine gewisse Bedeutung. Es werden 
hierzu Methoden bevorzugt, die auf dem polarimetrischen Vergleich analoger optisch aktiver 
Verbindungen beruhen und die von C. W. Croucu, C.S. Hupson, K. FREUDENBERG U. a. 
ausgearbeitet sind; zur Literatur s. u.a. K. FREUDENBERG u. L. MARKERT, Chem. Ber. 
Bd. 60, S. 2447. 1927. 
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ein bekanntes Beispiel ist Hexaoxy-cyclohexan: [CH-(OH)],. Von den még- 
lichen Formen gibt es zwei: d- und 1|-Inosit, die sich wie Bild und Spiegelbild 


verhalten. H OH OH H 
es | 
ar OH H rt ae: oH” 
‘< 1eh H 
HY. 7) H ue - yy ‘H 
| i 
OH OH OH OH 


Ein weiterer Fall einer Verbindung mit ,,Molekiilasymmetrie, die kein 
asymmetrisches Kohlenstoffatom enthalt, ist das Spiranderivat 


CH aS CHS 


CoH, \NH-CO’ \CO-NH~ 


Coy ? 
das als Disulfosiure in Form von Spiegelbildisomeren erhalten wurde}). 
Weitere Falle von optischer Isomerie, die sich der klassischen Stereochemie 
vAN’T HorFs nicht ohne weiteres einordnen lassen, sind neuerdings bei einigen 
Derivaten des eae 
Via 2 Yas 
Hy—GHs = 6: ooo so 
aufgefunden. Nach Versuchen von CHRISTIE und KENNER?) sowie von BELL 
und KENnyon?) u. a., die von anderen Seiten‘) bestatigt wurden, gelang es 6, 6’- 
Dinitro-, 6, 6’-Dichlor-, ferner 6-Nitrodiphenséure sowie andere Derivate des 
Diphenyls von der allgemeinen Zusammensetzung: 
R R R Ti 
a) <1 >< > sowie b) <1 >— <i» 
IR R’ R’ 
in Spiegelbildisomere zu zerlegen (Diphensaure = 2, 2’-Diphenyl-dicarbonsaure). 
Die Existenz dieser Isomeren hangt damit zusammen, dafB bei bestimmter Art 
von Substitution im einfachsten Falle wie bei b) die freie Drehbarkeit der beiden 
Benzolkerne aufgehoben ist, wobei die Raumerfillung der Radiale R und R’ 
ausschlaggebend wirkt. 
Tritt namlich bei hinreichender raumlicher Ausdehnung der Substituenten 
Round k’ Berithrung bzw. Uberdeckung derselben ein, so ist damit die Méglich- 
keit gegeben, daB sich die Kerne J und JJ unter Fixierung gewisser Gleichgewichts- 


eS Ry R 
Tee ge yD 
a ee 
R’ \pr RB? 


lagen zueinander senkrecht oder annahernd senkrecht stellen kénnen, womit 

im Sinne des obigen Schemas, siehe c) und d), Molekiilasymmetrie auftreten muB. 

b) Homologe des Kohlenstoffs. Die Darstellung optisch aktiver Ver- 

bindungen des Siliziums ist KipPinc) ae sa z. B. Silicolanhydride wie: 
2 Hs 


Hy Si—O—S 
C,H; - cae OR - CH, 

1) Siehe-H. Leucus u. Mitarbeiter, Chem. Ber. Bd. 55, S. 2134. 1922. 

*) G, H. CHRISTIE u. J. KENNER, Journ. chem. soc. Bd. 121, S. 614. 1922; Bd. 123, 
SE VAS his TUCRESS OBIE TORS, Sy GyAle 

3) F. BELL u. J. KENYON, Journ. chem. soc. 1926, S. 2707. 

4) Siehe J. MEISENHEIMER u. M. HOrinG, Chem. Ber. Bd. 60, S. 1425. 1927; daselbst 
weitere Literatur. 
®) F. St. Krppinc, Proc. Chem. Soc. Bd. 23, S. 9. 1907; Journ. chem. soc. Bd. 91, S. 717. 
1907. : 
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in optisch aktiven Formen gewann, wahrend Pope und Pracury!) optisch 
aktive Verbindungen des vierwertigen Zinns z. B. Methyl-athyl-propyl-zinnjodid : 
CH, - C,H; - CsH,-Sn- J isolierten. 

c) Gruppe des Stickstoffs. Optisch aktive Ammoniumsalze von asym- 
metrischer Struktur: [Nabed]X, X = Anion, sind mit Sicherheit zuerst von POPE 
und PEACHEY?) erhalten, die u. a. Salze des Benzyl-phenyl-allyl-methyl-ammo- 
niums, z.B. das Jodid [N - C,H, - CgH,; - CsH; + CH] J in d- und 1-Formen zer- 
legten. Die Stereochemie dieser Verbindungen ist spaéter von WEDEKIND?) 
weiter geférdert. In ihren Asymmetrieverhiltnissen entsprechen diese Ammo- 
niumsalze bzw. ihre Kationen I, in denen die Koordinationszahl des Stickstoffs 
nach WERNER gleich 4 ist, véllig den asymmetrischen Verbindungen des vier- 
wertigen Kohlenstoffs II: 


I[Nabed|X  I1[Cabcd]. 


SchlieBlich sind Aminoxyde, wie Methyl-Athyl-phenylaminoxyd I sowie daraus 
sich ableitende Salze II und die Base III von MEISENHEIMER®) in aktiven Formen 
gewonnen : 


CH. O Ge! 
\n¢ | I1.| 


sO 
N SNK 
C,H,” C,H, 


CH, . /OH 
C,H” C,H; 


1. 
CH C,H, 


Xx LIT, | OH 
dem auch die Aktivierung analoger Verbindungen des Phosphors gelang§). 

d) Gruppe des Schwefels. Derivate des sog. vierwertigen Schwefels 
und Selens sind von Pope und Mitarbeitern in spiegelbildisomeren Formen ge- 
wonnen. Es geniigt, hier zwei Vertreter dieser Verbindungen zu nennen: 


CH.. CH, - COOH CH Cr OOOH 
Wo" sev? 

C,H,” “Br C,H,“ Br 

Methyl-athyl-thetin-bromid *) Methyl-athyl-selenetin-bromid ”) 


dieselben sind Salze der Kationen von der allgemeinen Zusammensetzung: 
[Rabe}|X, R=S, Se, die hinsichtlich ihrer Symmetrieverhaltnisse nicht ohne 
weiteres mit den Ammoniumsalzen vergleichbar sind, da in den Schwefel- und 
Selenverbindungen das Zentralatom die Koordinationszahl 3 besitzt. Auch in 
diesen Fallen lassen sich die Verbindungen auf den Tetraedertypus beziehen, 
falls man dem Schwefel- bzw. Selenatom eine Ecke des Tetraeders anweist, 
wahrend die Gruppen abc die drei anderen Ecken besetzen (das Anion X ist wie 
bei den Ammoniumsalzen in der a4uBeren Sphare des Komplexes zu denken). 

Von Interesse fiir die Stereochemie des Schwefels ist ein neuer Befund von 
Puitiips§’), da auch Sulfinsdureester, z. B.: 


/OCHs 
C,H, 


Czas 


in optisch aktiven Formen existieren; dieser Fall laBt sich formal dem eben 
behandelten der Thetinsalze unterordnen (S in einer Tetraederecke). PHILLIPS 
bevorzugt folgende Deutung; er nimmt an, daf die S = O-Doppelbindung eine 


1) W. J. Pope u. St. J. PeacHEy, Proc. Chem, Soc. Bd. 16, S. 42. 1900. 

2) W. J. Pore u. Sr. J. PEacnEy, Journ. chem. soc. Bd. 75, S. 1127. 1899. 

3) E. WEDEKIND, Entwicklung der Stereochemie des fiinfwertigen Stickstoffs. Stutt- 
gart 1909. 

4) J. MEISENHEIMER, Chem. Ber. Bd. 41, S. 3966. 1908. 

°) J. MEISENHEIMER u. L. LicHTENSTADT, Chem. Ber. Bd. 44, S. 356. 1911. 

6) W. J. Pope u. St. J. PEacHEy, Journ. chem. soc. Bd. 77, S. 1072. 1900. 

7) W. J. Pope u. A. NEVILLE, Proc. Chem. Soc. Bd. 18, S. 198. 1902. 

8) H, Puitiips, Journ. chem. soc. Bd. 127, S. 2552. 1925. 
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,semipolare“ ist und driickt das durch folgendes Konstitutionsbild des Sulfin- 
saureesters aus: OC.H; 


ey: 
CoH, 

das im Sinne der Oktettheorie von LANGMUIR u. a. unter Beriicksichtigung der 
Elektronenverteilung des Schwefels und der am Schwefel gebundenen Atome 
noch weiter aufgelést werden kann. Damit 1a8t sich die optische Aktivitat zu- 
riickfiihren auf ein Atom, das an drei verschiedene Gruppen gebunden ist und 
eine positive Ladung tragt, d. h. ein Elektron verloren hat. 

e) Gruppe des Bors. SchlieBlich ist auch bei einem Element der 3. Gruppe 
des periodischen Systems, namlich beim Bor, optische Aktivitat aufgefunden. 
BGESEKEN !) hat u. a. Borsalizylsdure in die Spiegelbildisomeren zerlegt, die das 


komplexe Anion: O , 
CH’. - 5 Soap 
\co.07” oS CO” 


enthalten. Es handelt sich hier um ein sog. innerkomplexes Salz, in dem drei- 
wertiges Bor die Koordinationszahl vier besitzt. 
Abseits von den bisher betrachteten Verbindungen stehen die 
f) optisch aktiven WERNERsSchen Salze. Die Existenz dieser Isomeren, 
die bei Derivaten von Komplexen der allgemeinen Formel [Me R,] zuerst von 
1 WERNER aufgefunden sind, bildet den scharfsten Beweis fiir die 
Richtigkeit der von diesem Forscher fiir Komplexe mit der Koordi- 
nationszahl 6 vorgeschlagenen ,,Oktaedertheorie“‘, die sich als 
4% Pendant der fiir Verbindungen mit vierwertigem (bzw. vierzahli- 
gem) Zentralatom giiltigen ,,etraedertheorie“ darstellt. Zur Er- 
klarung aller Isomerieerscheinungen bei Verbindungen mit sechs- 
Abb. 2. Werners 2Z2hligem Zentralatom hat sich folgende Annahme als ausreichend 
Ob agierscheme fas erwiesen: die sechs mit dem Zentralatom verbundenen Gruppen R 
plexe [M-R,]. | Sindsymmetrisch im Raume verteilt und daher in den Ecken eines 
eee regularen_ Oktaeders, s. Abb. 2, anzunehmen, in dessen Schwer- 
* punkte sich das zentrale Metallatom selbst befindet. Spiegel- 
bildisomerie ist nun bei folgenden drei Grundtypen von komplexen Radi- 
kalen beobachtet: 


br, brs 
I [Medr,], I Mee la III |Me ¢ i} 
cis 


by stellt hier ein Molekiil bzw. ein Radikal dar, das gewissermaBen als Briicke 
zwei Ecken des Oktaeders verbindet und damit die Asymmetrie des gesamten 
Molekils pee falls die tibrigen Gruppen 2X bzw. X und Y sich in Kanten- 
oder cis- (1, 2-) Stellung des Oktaeders befinden. Als Briicken fungieren in erster 
Linie Athylendiamin NH,- CH,-CH,-NH, = en und Amanat Diamine wie 
NH CH(CH.)i- CH. NH = pn fae der Rest der Oxalsdure'O-CO-CO-O 
und anderer zweibasischer Saéuren. Wie leicht zu erkennen, ist jedes der obigen 
komplexen Radikale I bis III, das-sowohl Kation als Anion 


([Cr em] Cls , [Cr(C,04)3/” Ks) 


sein kann, in zwei Spiegelbildisomeren (d- und ]-Form) denkbar, die sich zuein- 
ander wie ein Gegenstand zu seinem nicht deckbaren Spiegelbild verhalten 


1) J. BOESEKEN, s. Chem. Ber. Bd. 58, S. 268. 1925, woselbst weitere Literatur. 


Ziff. 3. Allgemeines tber optische Aktivitat und molekularen Bau, 013 


(s. Abb. 3). Die ersten Komplexe, bei denen Aktivierung gelang, waren solche 
mit ,,asymmetrischem Kobaltatom‘‘!). 


1Cl plete 
, Co en,| X. und Coen,| X 
2H;N a) “h2 2NH; 2| <9 
1-Chloro-2-ammin-diithylendiamin- 1 Bromo-2-ammin-diathylendiamin- 
cobaltsalze, cobaltsalze. 


Von interessanten optisch aktiven Komplexen seien noch folgende genannt: 


[Coens]X,,  [Co(C,0,),JMe,,  [Fe(C,0,),]Mey, Colo COONS) 4) 


dy 


Manche Komplexe sind durch sehr hohes Drehungsvermégen ausgezeichnet, so 
ist (M);~597 fir [Coens|Brz; ~ 3100 noch hdéhere Rotationen kommen bei 
gewissen mehrkernigen Komplexen wie Dodekammin-hexoltetrakobaltibromid ?) 


f (Fo Co(NHs) , Br, vor, fiir diesen voéllig 


3) “+ 
kohlenstofffreien Komplex ist 
[o]560 = — 4500 und [M]s60 = —47610°. LAs NX 
AuBer Co-, Cr-, Fe-Komplexen sind nochdiejeni- & of 
gen des Platins, Iridiums, Rhodiums und neuer- : . 
dings auch des Aluminiums ([Al(C,04)3](NH,)3) 3) \ 
aktiviert worden. 4 im 
x = of 
Von verschiedenen Seiten, unter anderen 4 
von WALDEN), ist darauf hingewiesen, daB man ~ 
sich das VAN ’T Horrsche Kohlenstofftetraeder sy <¢ 
nicht als starres Modell vorzustellen hat. Die 2 c 
Auffassung der Valenzen des Kohlenstoffs als 
(nach den Ecken eines Tetraeders) gerichteter Hi 4 
Einzelkrafte fihrt zu vielfachen Widerspriichen & of 
mit der Erfahrung; so ist es nicht méglich, mit d-Formen |-Formen 


Hilfe dieser Vorstellung die Umwandlungs- 4? 3. Ee ee Wirmaepecke 
erscheinungen optischer Antipoden, vor allem 

die Razemisation, d. h. die Umlagerung der optisch aktiven Formen in die in- 
aktiven d— A (d—A-+1—A)<1—A wu erklaren, die bisweilen als Auto- 
razemisation ohne jeden katalytischen EinfluB vonstatten geht. Die Vorstellung 
starrer Valenzkrafte ist ferner ungeeignet zur Erklarung der gegenseitigen Um- 
wandlung optischer Antipoden ohne vorherige Razemisation, d. h. der WALDEN- 
schen Umkehrung. Man versteht darunter die Méglichkeit, aus einer optisch 
aktiven Verbindung etwa d — Cabcd vermittels einer chemischen Reaktion I ein 
Derivat der entgegengesetzt drehenden Form /— Cabd'c darzustellen, das dann 
mit Hilfe einer zweiten Reaktion II in den optischen Antipoden der urspriing- 
lichen Verbindung iibergefiihrt wird: 


Ee hago = Cabdeo b= Cand te 


Es hat nicht an Versuchen gefehlt, die urspriingliche vAN’r Horrsche Theorie 
zu erweitern, so daB auch eine teilweise Erklarung der erwahnten dynamischen 


1) A. WERNER, Chem. Ber. Bd. 44, S. 1887, 2445 u. 3132. 1911; weitere Literatur 
s. WERNER-PFEIFFER, Neuere Anschauungen auf dem Gebiete der anorganischen Chemie. 

2) A. WERNER, Chem. Ber. Bd. 47, S. 3087. 1914. 

3) W. WaHL, Chem. Ber. Bd. 60, S. 399. 1927. 

4) P. WALDEN, Optische Umkehrungserscheinungen. Braunschweig 1919; s. auch 
WALDEN II. 
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Verhaltnisse des asymmetrischen Kohlenstoffatoms méglich erscheint. Es sei in 
diesem Zusammenhang an die Versuche WERNERs!) erinnert, der unter Aufgabe 
der Vorstellung der Valenz als gerichteter Einzelkraft und unter Beriicksichtigung 
der intramolekularen Bewegungen der vier Gruppen eine Erklarung der Razemi- 
sationserscheinungen anstrebte. Von den vielen Erklarungsversuchen der 
Watpenschen Umkehrung seien nur die von FIscHER®?) und v. WEINBERG®) 
genannt. Ferner hat STARK*) versucht, auf Grund seiner elektroatomistischen 
Auffassung der Valenz die Erscheinungen der WaALpENschen Umkehrung zu 
deuten. 

AbschlieBend ist noch auf Bestrebungen hinzuweisen, die eine fundamentale 
Umgestaltung der klassischen Stereochemie zum Ziele haben. WEISSENBERG 
hat die von SCHONFLIESS®) u. a. geschaffene kristallographische Symmetrielehre 
auf die chemischen Systeme iibertragen, um so bestimmte Aussagen tiber die 
Stabilitatsverhaltnisse gegebener Atomanordnungen im kristallisierten Zustande 
zu machen. Diese neue ,,geometrische Stereochemie’’ WEISSENBERGs stellt eine 
Systematik aller im Kristallzustande denkbaren Atomanordnungen dar. 

4. EinfluB des Losungsmittels auf das Drehungsvermogen. Die Empfindlich- 
keit der Rotation gegeniitber physiko-chemischen Faktoren auBert sich besonders 
deutlich in der Tatsache, da8 in vielen Fallen das Drehungsvermégen stark mit 
dem Lésungsmittel variiert wie aus Versuchen von FREUNDLER, LANDOLT, 
TOLLENS u. a. hervorgeht®). Diese Lésungsmitteleinfliisse kénnen in der Regel 
nicht auf eine Verschiedenheit im Assoziationsgrade des gelésten Stoffes in dem 
betreffenden Medium zuriickgeftthrt werden. Von neueren Beispielen sei das 
Verhalten des Apfelsaurediathylesters’) (Tabelle 1) aufgefiihrt, der in verschie- 
denen Lésungsmitteln, in denen er monomolekular gelést ist, folgende spez. 
Rotationen unter vergleichbaren Bedingungen aufweist: 


Tabelle4. 
Os oS- = - | - } 
oe Aceton | Chloroform cae | Atbylacetat | Benzol | homogen 
[oly — 13,24 | — 5,39 | — 10,68 | — 11,98 | —9,5 | — 10,2 


Wertvolles Material zu der Frage des Lésungsmitteleinflusses verdankt man ferner 
PATTERSON’). Es ist charakteristisch, daB dieser Effekt besonders bei Stoffen 
mit anomaler Rotationsdispersion angetroffen wird (vgl. Ziff. 13). , 

WALDEN?) hat wberzeugend dargetan, daB die Lésungsmitteleffekte in vielen 
Fallen auf eine chemische Beteiligung des Solvens hinweisen: ,,wenn bei einer 
optisch aktiven Substanz GréBe und Sinn der Drehung durch auBere Faktoren, 
wie Lésungsmittel u.a., sich meBbar andern, so haben diese Faktoren in dem 
gegebenen System der aktiven Molekel chemische Reaktionen ausgelést und neue 
Gleichgewichte herbeigefithrt™. 


1) A. WERNER, Vierteljschr. d. naturf. Ges. Ziirich Bd. 36, S. 1. 1891; s. auch E. Biocu, 
Werners Theorie des Kohlenstoffatoms. Wien 1903. 

*) E. FiscHer, Lieb. Ann. Bd. 402, S. 364. 1914. 

3) A. v. WEINBERG, Kinetische Stereochemie. Braunschweig 1914. 

4) J. Stark, Prinzipien der Atomdynamik Bd. III. 1915. . 

5) Von wichtigerer Literatur sei genannt: K. WEISSENBERG, ZS. f. Krist. Bd. 62, S. 13 u. 
52.1925; Bd. 63, S. 221. 1926; Chem. Ber. Bd. 59, S. 1526. 1926; H. Mark u. K. WEISSEN- 
BERG, ZS. f. Phys. Bd. 17, S. 301. 1923; F. R1icHTER, Naturwissensch. Bd. 14, S. 889. 1926; 
W. HUCKEL, Chem. Ber. Bd. 59, S. 2826. 1926; A. SCHLEEDE u. A. Hetticu, ZS. f. anorg. 
Chem); Bd 1725) 5512441928. 

6) Die altere Literatur s. bei Lanpott I. 

?) P. WALDEN, Chem. Ber. Bd. 38, S. 389. 1905; Bd. 40, S. 2463. 1907. 

8) T.S. Patrerson, Literatur s. S. 948. 

9) P. WALDEN I. 
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Man wird allerdings auch beriicksichtigen miissen — was von chemischer 
Seite bis jetzt nicht geniigend geschehen — dab die Beteiligung des Lésungs- 
mittels keine eigentliche chemische zu sein braucht (Bildung von Solvaten nach 
stéchiometrischen Gesetzen), sondern in vielen Fallen auch auf einer gegen- 
seitigen elektrostatischen Wechselwirkung zwischen den optisch aktiven und 
Lésungsmittelmolekiilen beruhen kann. In der Mehrzahl der Fille (Alkohole, 
Ester, Sduren, Amine) sind die drehenden Molekiile solche mit ausgesprochenem 
Dipolcharakter; sind diese in der Lésung ebenfalls von Dipolmolekiilen des 
Solvens umgeben, so sind gegenseitige Beeinflussungen vorherzusehen, die zu 
Drehungsainderungen fiihren miissen. 

5. Abhangigkeit des Drehungsvermégens von der Temperatur. Bei allen 
Stoffen beobachtet man eine mehr oder weniger groBe Abhangigkeit der [a]- 
Werte von der Temperatur; relativ gering ist diese bei Rohrzuckerlésungen, 
1 Grad Temperaturerhéhung erniedrigt [a] nur um etwa 0,04.% 1). Der Temperatur- 
einfluB wird durch Formeln wie [a] = a + bt oder 


[aj’'—a+t bt+ ct? (1) 

u. a. Zum Ausdruck gebracht. In der aus (1) durch Umformung hervorgehenden 
Formel: ; ; 

[a] = a, + 0, (¢ — ty) (2) 


mit 3 Konstanten bedeutet ¢, die Temperatur eines allfalligen Drehungsmaxi- 
mums, @, ist die spezifische Drehung bei der Maximaltemperatur, 5, ist der eigent- 
liche Temperaturkoeffizient, der fiir die verschiedenen Farben und fiir die Glieder 
zusammengehGriger Reihen die Vergleichung des Temperatureinflusses ermég- 
licht. Der TemperatureinfluB auf die Drehung der Weinsaéure und ihrer Ester 
ist sehr eingehend von WINTHER?) untersucht, ¢) ist hier bei ein und demselben 
Stoff fiir alle Farben gleich. Legt man die Formel (1) zugrunde, so sind in manchen 
Fallen die Verhdltnisse b : a und c:a fiir alle Farben gleich, fiir Quarz steigt 
b:a mit der Brechbarkeit, weit gr6Bere Effekte dieser Art sind bei Weinsaure 
beobachtet?). 

6. Die Abhangigkeit des Drehungsvermogens von der Konzentration ist 
ebenso von Fall zu Fall verschieden, sie kann vielfach durch Formeln wie 
[a] = A + Bq + Cq@? oder seltener durch eine lineare Beziehung: [a] = A + Bg 
ausgedriickt werden, wo g den Prozentgehalt an inaktivem |dsungsmittel be- 
deutet. Eine lineare Anderung der Drehung von der Konzentration zeigt z. B. 
Nikotin in alkoholischer Lésung: 


[a] = 160,83 — 0,2224q. 


Die Anderung der spezifischen Drehung bei zunehmender Verdiinnung mit in- 
aktiver Substanz erfolgt ganz allmahlich, so daf sich aus dem Drehungsvermégen 
einer Anzahl von Lésungen dasjenige der geldsten fliissigen aktiven Substanz 
rechnerisch mit mehr oder weniger groBer Genauigkeit ermitteln laBt. In einigen 
Fallen durchlauft die Kurve, die die Abhaingigkeit der spez. Drehung von der 
Konzentration ausdriickt, ein Minimum, ein solches tritt in verdiinnten wasserigen 
Nikotinlésungen auf; Kampfer in Isovaleriansaure zeigt bei 38,55% Kampfer 
ein flaches Minimum der spez. Drehung. Bei anderen Stoffen duBert sich die 
Konzentrationsvariation sogar in einem Drehungswechsel, so bei wasserigen 
Lésungen von Apfelsdure, die oberhalb 36,7% Saure rechtsdrehend, unterhalb 
36,7 % linksdrehend sind ; auch in Lésungen einiger Malate (Natriummalat, Natrium- 


1) Die altere Literatur s. bei Lanport I, 
2) Cur. WINTHER, ZS. f. phys. Chem. Bd. 41, S. 161. 1902; Bd. 45, S. 331. 1903. 
3) Literatur s. bei CHR. WINTHER, yer 
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hydromalat u. a.) tritt bei bestimmten Konzentrationen Vorzeichenwechsel 
ein, Strenge Konstanz der spez. Drehung ist bei keinem Stoff vorhanden und auch 
theoretisch unwahrscheinlich. Selbst Verbindungen wie Rohrzucker und andere 
Zuckerarten, auf deren Konstanz der [a]-Werte die exakte quantitative Bestim- 
mung dieser Stoffe beruht (polarimetrische Analyse) zeigen innerhalb 
gréBerer Konzentrationsbereiche merkliche Anderungen der [a]-Werte. Fiir 
Rohrzucker leitete Torrens folgende Formel aus seinen Beobachtungen ab; 


[a]? = 66,386 + 0,015035  — 0,0003986 #2 


(p Prozentgehalt an Rohrzucker, giiltig zwischen p = 3,8 und 69,2%). 

7. Drehungsdnderung durch inaktive Stoffe. Bisweilen vermégen auch 
scheinbar indifferente Zusatze das Drehungsvermégen wesentlich zu andern. 
Schon Brot beobachtete die starke Erhéhung der Rotation der Weinsaure, die 
diese auf Zusatz von Borsaure erleidet. Bekannt ist ferner seit langem die drehungs- 
steigernde Wirkung des Borax auf Mannit und Verbindungen der Mannitgruppe. 
Uber den drehungssteigernden EinfluB der molybdansauren, wolfram- und 
uransauren Salze auf Weinsaure legen dltere Arbeiten von GERNEZ?) vor. Die 
Beeinflussung der Rotation der Glukose und Lavulose durch anorganische Salze 
(Th, Ce, Zr, Zn, Cd, Stannate, Arseniate u. a.) wurde in groBem Umfange von 
RirwpacH und WEBER?) untersucht. Eingehende Messungen des Drehungs- 
vermégens bei Salzen vom Typus des Brechweinsteins (C,H,O,) SbO.K der Bor- 
weinsaurekomplexe verdankt man vor allem Darmors?), der auch den Einflu8 der 
Molybdansaure und ihrer Salze auf die Drehung der Apfelsdure und der Apfelsaure- 
ester studierte?). Rotationsmessungen an wasserigen Lésungen der Bor-Weinsaure 
im Ultraviolett bei verschiedenen Wellenlangen sind von DEscAmps®) ausgefihrt. 

In der Mehrzahl der Falle handelt es sich um die Bildung neuer Komplexe 
(mit den zugesetzten Salzen) von wesentlich anderem Drehungsvermégen, die 
bisweilen auch durch andere Methoden nachgewiesen werden konnten®), ver- 
einzelt gelang es auch, die Zusammensetzung der Komplexe aus den optischen 
Daten festzustellen. 

Diesen meist erheblichen auf einer wesentlichen Veranderung der aktiven 
Molekel beruhenden Effekten stehen die meist geringfiigigen Drehungsvariationen 
gegentiber, die durch neutrale Salze der Alkalien und Erdalkalien auf aktive 
Stoffe ausgelést werden. So wird nach FARNSTEINER’) die spezifische Drehung 
des Rohrzuckers durch die Chloride des Kk, Na, Li, Ba, Sr, Ca, Mg merklich er- 
niedrigt. Eine befriedigende Erklarung fir diese Effekte hat TAMMANN®) gegeben, 
sie hangen gréBtenteils mit der Zunahme des inneren Druckes der Lésung in- 
folge des Salzzusatzes zusammen, denn es ist durch Versuche®) erwiesen, daB auch 
durch auBeren Druck die Drehung der Rohrzuckerlésung im entsprechenden 
Sinne verandert wird. 

1) Siehe die altere Literatur bei Lanpotrt I, 


> 


2) E. RIMBACH u. O. WEBER, ZS. f. phys. Chem. Bd. 54, S. 473. 1905. 

3) E. Darmots, Bull. Soc. Chim. Belg. Bd. 36, S. 64. 1927; Journ. chim, phys. Bd. 23, 
S. 649 u. 130. 1926. 

4) E. Darmots, Journ. de Phys. et Rad. (6) Bd. 4, S. 49. 1923; C.r. Bd. 176, S. 1140. 
1923. Siehe auch C. r. Bd. 177, S.49. 1923. 

SK: DescAMes, C, RK. Bd: 184, S. 453 u- 876. 1927. 

8) Siehe z. B. G. MAGNANINI, ZS. f. phys. Chem, Bd. 6, S. 58. 1890; Bd. 9, S. 230. 1892; 
Bde44> S7281.710935) ve VAN D HORR A  S.00s 

Dee FARNSTEINER, Chem, Ber. Bd. 23, S. 3570. 1890. 

*) G. TamMMANN, Uber die Beziehungen zwischen den inneren Kraften und Eigen- 
schaften der Lésungen. 1907. 

®) L. K. Stertsema, Arch. Néerland. (2) Bd. 3, S. 79. 1899. 
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8. Drehungsvermogen der Elektrolyte. Nach Versuchen von OUDEMANS, 
LANDOLT u. a.) besitzen die Salze optisch aktiver Basen mit inaktiven Sauren 
sowie aktiver Sauren mit inaktiven Basen Drehungsvermogen, die in hinreichender 
Verdiinnung unabhangig sind von der Natur des inaktiven Bestandteils. So liegt 
die spez. Drehung der Chinasdure in den Chinaten Me -C,H,,0, (Me = K, Na, 
NHy, Ba/2, Sr/2, Ca/2, Mg/2) bei 2,6 g Chinasdure in 100 ccm Wasser zwischen 
46,6 und 48,9°. 

Jenes Gesetz von OUDEMANS-LANDOLT ist eine selbstverstaindliche Forderung 
der Theorie der elektrolytischen Dissoziation®). 

Starke Sauren wie a-Bromkampfersulfonsdure C,,H,,BrO -SO3H und ihre 
Salze besitzen bei gleichen Konzentrationen annahernd gleiches Drehungsver- 
mogen*). Der hier haufig gemachte Befund, daB mit zunehmender Verdiinnung 
die Molrotation sich nur wenig andert, kann im Sinne der neueren Theorie der 
starken Elektrolyte so gedeutet werden, daB derartige Salze véllig dissoziiert sind. 

Bei schwachen und mittelstarken Elektrolyten und ihren Ionen, besonders 
mehrbasischen Saéuren (Weinsaure und Tartrationen: H,-C,H,O,, H+ C,H,04, 
C,H,O”) sind in der Regel groBe Unterschiede in der Drehung vorhanden. 

Sind Kation und Anion aktiv, so ist die Drehung des Salzes ungefahr gleich 
der algebraischen Summe der Drehungen der Einzelionen wie WALDEN am brom- 
kampfersulfonsauren Morphin nachwies, dessen [M]p fiir v = 301 —100° betrug, 
wahrend die Drehung des Morphinions —370° und die des Anions +270° ist. 

Eingehende Untersuchungen iiber die Drehung des Tartrations C,H,O/¢ 
verdankt man neuerdings DArmots*). Um gewisse Drehungsanomalien der Wein- 
sdure zu erklaren, hat man angenommen, dai die Drehung des Tartrations unter 
allen Umstanden konstant ist. DARMots zeigte, daB das bei Gegenwart von 
Salzen nicht der Fall ist, setzt man z. B. Kalziumchlorid zu Natriumtartrat- 
lésungen, so wird die Rechtsdrehung geringer als in reinem Wasser, zwischen 
3 und 4 m. CaCl, Null und in noch konzentrierterer Lésung negativ. Von ahn- 
licher GréBe ist der Effekt bei Strontium- und Bariumchlorid, geringer ist er 
bei Kalziumnitrat. Ganz besonders gro ist die rotationsvermindernde Wirkung 
auf Zusatz von Salzen der dreiwertigen seltenen Erden wie La(NOs), und Ce(NOs3)3, 
hier tritt der Effekt schon bei geringer Konzentration des Zusatzes auf. Auch 
Thoriumnitrat Th(NO,), auBert eine sehr groBe Wirkung, die aber in entgegen- 
gesetzter Richtung liegt. 

Die Abhiangigkeit des Drehungsvermégens schwacher Basen und Sauren 
von der Wasserstoffionenkonzentration, aus der u.a. die Dissoziationskonstanten 
der schwachen Elektrolyte berechenbar sind, haben LiguiER®), VLES und 
VELLINGER®) u. a. gemessen. 

9. Zur Theorie der Verdnderlichkeit des Drehungsvermogens. Versuche, 
die Abhangigkeit der optischen Drehung von den genannten Faktoren, vor allem 
der Konzentration, Temperatur und Lésungsmittel dem Verstandnis naher zu 
bringen, sind sehr zahlreich. So hat man Bildung von Assoziationsprodukten, 
Verbindungen mit dem Lésungsmittel u. a. als Ursachen angenommen’). 

a) Wie besonders PatreRsoN8) hervorhob, sind einfache Beziehungen all- 
gemeiner Art zwischen Drehungsvermégen und Molekulargewicht der aktiven 


) Siehe LaAnvbo tt I. 

) H. Ha&pricu, ZS. f. phys. Chem. Bd. 12, 5. 476. 1893. 
) P. WaLpEN, ZS. f. phys. Chem. Bd. 15, S. 196. 1894. 
) 
) 
) 


1 
2 
4 
6 
7) Siehe besonders LANpDottT I u. P. WALDEN I. 

8) T. S. Patterson, Chem. Ber. Bd. 38, S. 4090. 1905; Bd. 40, S. 1243. 1907. 


E. Darmois, C. R.. Bd. 184, S. 1239 u. 1438. 1927. 
J. Liguter, Ann. de phys. (10) Bd. 8, .S. 121. 1927. 
F. Vues u. E. VELLINGER, Arch. de phys. biol. Bd. 5, S. 31, 37. 1927. 
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Substanz in einem gegebenen Lésungsmittel nicht vorhanden. So finden wir in 
manchen Fallen, wo sich das osmotisch ermittelte Molekulargewicht sehr stark 
mit der Konzentration andert, nur geringen Einflu8 auf die Drehung; als Bei- 
spiel sei Athyltartrat in Benzol angefiihrt!): 


Prozentgehalt . . . 4,99 10,00 24,98 
Memperavute meen ss 50,2 53,6 
Oa so on Se ou HORNO 10,55 10,80 


Das Drehungsvermégen bleibt praktisch konstant, wahrend das kryoskopisch 
ermittelte Molekulargewicht im Bereiche # = 11,2 — 1,17% sich von 387 bis 
224 andert. Die wasserigen Lésungen des Athyltartrats zeigen gerade entgegen- 
gesetztes Verhalten: das Molekulargewicht andert sich mit der Konzentration 
nicht, wahrend das Drehungsvermégen betrachtlich mit der Konzentration 
wechselt?). 

b) Von systematischen Versuchen, die zu einer Theorie des optischen Drehungs- 
vermoégens hinzielen, seien zuerst die Arbeiten PATTERSONs genannt, der das 
Molvolumen bzw. das molare Lésungsvolumen zur Erklarung heranzog. 
Ubersichtliche Verhdltnisse fand PATTERSON?) bei Athyltartrat, wo mit Er- 

hoéhung des mol. Lésungsvolu- 


Re We cea mens die spezifische Drehung 
Pi ee | Mol: Lésungs- os abnimmt. In der Tabelle 2 
Seunigsmutte Miia ep Lalp sind Volumina und spezifische 
— Drehungen auf  unendliche 
Wasser. - ss te se 160,1 26,85 Verdiinnungen berechnet. Ab- 
Meth lalikohol an -6lcwer 15943 AMS) 
Gere ee he 163.3 10,57 gesehen von der Ausnahme- 
Athylalkohel .... . .-. 164 90,13 stellung des Wassers tritt der 
n-Propylalkohol . ... . 167,5 7,40 Parallelismus deutlich hervor 
iButylalkohol. . . . . . 170,3 6,53 (s. Tabelle 2); auch in anderen 
sec-Oktylalkohol. ... . 174,3 5,24 s : . . 
Bo ee en en 175.1 Cn Fallen sind Beziehungen zwi- 
OlUOLM Rte ee ane 174,8 4,6 schen Rotation und Molvolu- 
ONylol yt a hee 176,8 2,7 men aufgefunden. 
ee re ae 17 18 PATTERSON ist der An- 
PrMOVvlOly Maes cals 4 Oey oe ll 176,1 0,7 : 5 5 
Morea en ek wee | 177.4 — 3.0 sicht, da der EinfluG einer 
Ciillowonemin 5 o 6 o « ote! 178 == 29) Volumanderung auf die Dre- 


hung eines bestimmten Mole- 
kills davon abhangt, ob sich die Symmetrie des Molekiils erhéht oder erniedrigt, 
was von Fall zu Fall verschieden und dazu noch schwer nachweisbar sein wird. 
c) WINTHER®) hat die Drehungsanderungen zu zwei gleichzeitig verlaufenden 
molekularen Anderungen in Beziehung gesetzt, nadmlich dem Molvolumen und 
dem Molekulargewicht. ) In den Fallen, wo das Molekulargewicht ohne Ein- 
fluB ist, wird die Drehung durch die Anderung des Molvolumens oder des mol. 
Loésungsvolumens MV bedingt; es gilt dann: 


A{(M|=k, AMV baw. = Ala] =k, Av 


v spezifisches Volumen (spez. Lésungsvol.) k, ist eine Konstante, die in der Regel 
fur denselben Stoff im homogenen und gelésten Zustande ungefahr gleich ist, 


1) T.S. PATTERSON, Journ. chem. soc. Bd. 81, S. 1145. 1902. 
2) T.S. PaTTrERSoN, Journ. chem. soc. Bd. 79, S. 182. 1901; Bd. 85, S. 1130. 1904. 
3) T.S. PATTERSON, Journ, chem. soc. Bd. 79, S. 167 u. 477. 1901; Bd. 87, S. 313. 1905 
sowie die vorhergehenden Arbeiten im Journ. chem. Soc.; s. auch Chem. Ber. Bd. 38, S. 4101. 
1905. 
4) Cur. WINTHER, ZS. f. phys. Chem. Bd. 55, S. 257. 1905; s. auch T. S. PATTERSON, 
ebenda Bd. 56, S. 366. 1906. 
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sofern keine Verbindungen zwischen aktivem Stoff und Solvens vorhanden sind. 
So ergab sich bei Nikotin') in reinem Zustande und in Azetonlésung k, = 70 
bzw. 76, wahrend die Lésungen in Wasser, Athyl- und Propylalkohol k, Werte 
von anderer GréBenordnung namlich 1536, 629 und 634 lieferten, was mit Solvat- 
bildung gedeutet wird. In diese Gruppe gehért ferner Kampfer sowie die von 
FRANKLAND und Mitarbeitern*) untersuchten Glyzerinsdureester. 

Pp) Fir den Fall, daB das Molekulargewicht die Drehung mitbestimmt, 
wird den einfachen und doppelten Molekiilen eine bestimmte konstante Drehung 
beigelegt und deren Abhiangigkeit von der Temperatur beriicksichtigt. Unter 
Festlegung einer Reihe vereinfachender Annahmen wird fiir diesen Fall folgende 


Formel abgeleitet : Ala] = Am, K + AvK. 
= 1 1? 


m, ist die Konzentration der Einzelmolekiile in der Volumeinheit, dv die Ande- 
rung des spezifischen bzw. Molvolumens, K 4, sind empirisch bestimmbare 
Konstanten. Fir die homogenen Stoffe laBt sich die Temperaturabhangigkeit 
von [a] ermitteln, indem die Temperaturabhangigkeit von m, durch eine empi- 


rische Formel: 
Atte R ae 
TEAL 


uf 
TT, absolute Temperaturen, k Temperaturkoeffizient der Assoziation) dar- 


( 
gestellt wird. Die vollstandige Formel ist 
[Ip = [a], + KRAG + Ky Av. 
1 
Fir Diathyltartrat wird z. B. 


is 4 T — 273 87 87 
&lyp = + 5,19 + - 10? ae , 
ip ai 389 159-40 273 T T3054 1,2254 — 0,001 013 (IT — 273) 


sf be 


Zwischen 11° und 89° stimmen die beobachteten und berechneten [a]-Werte gut 
iiberein, ebenso fiir andere Weinsdureester. 

Ahnliche Rechnungen werden auch fiir Lésungen durchgefiihrt unter Zu- 
grundelegung der Messungen PATTERSONs an den Weinsaureestern’). 

d) Nach TAMMANN?4) ist die Volumanderung bei der Bildung einer Lésung 
ein sehr komplizierter Vorgang, auch ist das unter der sicher nicht zutreffenden 
Annahme, das Volumen des Lésungsmittels erfahre bei der Bildung der Lésung 
keine Verdnderung, berechnete Lésungsvolumen nur in Ausnahmefallen zu 
einem Vergleich mit den Drehungswerten geeignet. In spateren Arbeiten ver- 
sucht WINTHER®) fiir eine allgemeine Theorie der optischen Drehung die be- 
sonders von TAMMANN studierte GréBe des Binnendrucks heranzuziehen, die 
unter anderem aus der Gleichung von VAN DER WAALS berechenbar ist ; er nimmt 
an, daB die Anderungen der spezifischen Drehungen den Anderungen der Binnen- 
drucke proportional sind. Statt des bisher benutzten spez. oder mol. Lésungs- 
volumens definiert WINTHER das wirkliche spezifische Volumen in der Lésung 
(gy) als dasjenige, das der reine Stoff einnehmen wiirde, wenn er einer Druck- 
anderung unterworfen wiirde, die gleich der Differenz zwischen dem Binnendruck 
der Lésung und dem des reinen Stoffes ist. Als Basis seiner Theorie stellt WINTHER 
drei Grundsitze auf. 1. Isotherme Volumanderungen in homogenen Systemen 


1) Siehe Lanpott, Ann. d. Chem. Bd. 189, S. 319. 1877; Lanpbort I, vgl. HEIN, 
Ing.-Dissert. Berlin 1896. 

2) P, F. FRANKLAND, F. M. WHARTON u. H. Aston, Journ. chem. soc. Bd. 79 oe 20. TOON: 
P. F. FRANKLAND u. J. McCraz, ebenda Bd. 73, S. 307. 1898 sowie altere Arbeiten ebenda. 

3) T. S, PatTERSON, Journ. chem. soc. Bd. 79, S. 167 u. 477. 1901; Bd. 87, S. 313. 1905; 
Bd. 85, S. 1116 u. 1153. 1904; Bd. 81, 5.1097 u. 1134. 1902. 

4) Siehe z. B. ZS. f. phys. Chem. Bd. 21, S. 529. 1896. 

5) Cur. W1NTHER, ZS. f. phys. Chem. Bd. 60, S. 590, 644 u. 685. 1907. 
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k6nnen entweder durch Anderung des inneren oder 4uBeren Druckes oder durch 
Anderung des Assoziations-, Dissoziations- oder Verbindungsgrades oder durch 
gleichzeitige Anderungen dieser GréBen bedingt werden. 2. Jede Anderung der 
Drehung eines optisch aktiven Stoffes ist ursachlich mit einer Volumanderung 
verkniipft. 3. Jede Volumanderung, die ausschlieBlich durch eine Druckanderung 
verursacht wird, ohne daB sich der Assoziations- oder Verbindungsgrad dabei 
andert, ist von einer damit proportionalen Drehungsanderung begleitet. Nach 
3 ist: d[a] = kAg; — ist das wirkliche spez. Lésungsvolumen. 

Fir Lésungsvorgange bei konstanter Temperatur werden drei Falle unter- 
schieden. 

A. Die Lésung enthalt nur einen aktiven Stoff, der aber in einfachen und 
Doppelmolekiilen auftreten kann; es wird ferner die vereinfachende Annahme 
gemacht, da8 Volumanderungen durch Anderung des Assoziationsgrades aus- 
geschlossen sind und daB sich der geléste Stoff nicht mit dem Solvens verbindet. 
In diesem Falle ergibt die Rechnung, daB auch zwischen der Anderung des be- 
rechneten Lésungsvolumens und der Rotation Proportionalitat bestehen muf, 
d. h. daB die schon friiher er6rterte Beziehung: A[a] = k, Av besteht; es 1aBt 
sich zeigen, dab die Relation um so genauer gilt, je weniger die Binnendrucke 
der Bestandteile der Lésung voneinander abweichen. Die friiheren Beispiele 
werden noch durch folgende erganzt: Nikotin in Wasser nach Messungen von 
PRIBRAM und GLtcKSMANN!), Nikotin in Formamid und Methylalkohol nach 
WINTHER®), Kampter in verschiedenen Lésungsmitteln und kampfersaure Salze 
nach Beobachtungen von HARTMANN?). Als Beispiel diene Nikotin in Methyl- 
alkohol. 


p [a] | Atel | 2 | 4» | hy 
100 | 163,91 | | 0,9901 | | 
8,17 | 0,0130 | 628 
$1,233 155,74 | 0,9774 | 
14,77 | | 0,0229 | 645 
65,111 | 149,14] | 0,9672 | | 
| | 20,74 | 0,0330 | 628 
47,611 | 143,17 | 0,9574 | 
27,89 | | 0,0442 | 631 
25,213 | 136,02 | | 0,9459 | | 
S35 ts | 0,0544 | 614 
12,066 | 132,56 0,9390 | 
32,94 0,0566 | 582 
6,034 130,97 0,9335 
| 33,46 0,0580 | 577 
3,444 | 130,48 | 0,9321 


Mit Kenntnis der GréBe & ist man imstande, das wirkliche Volumen der ak- 
tiven Substanz in der Lésung zu berechnen. Ferner laBt sich beweisen, da8 
innerhalb nicht zu groBer Druckbereiche die Anderung der Drehung annahernd 
der Anderung des Binnendrucks der Lésung proportional ist: A{a«] = k’AR, 
eine Beziehung, die z. B. fiir einige Nikotinlésungen erfiillt ist: : 


I Il 

Nikotin in: [ox]? RK 
Athylenbromid eae ne en 8S 2114 
BenZzol es oars eee — 163,5 1792 
AZETON: Py. es ey oe Tee — 162,6 1790 
ACHerar Cat Nee oe en — 161,0 1220 


R. PRiBRAM u. K. GLUCKSMANN, Wiener Ber. Bd. 106 II, S. 314. 1897. 
*) CHR. WINTHER, ZS. f. phys. Chem. Bd. 60, S. 55, 69 u. 568. 1907. 
3) W. HarTMANN, Chem. Ber. Bd. 21, S. 224. 1888. 
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Unter I stehen die auf unendliche Verdiinnung extrapolierten spez. Drehungen, 
unter IIT die von WINTHER berechneten Binnendrucke fiir die reinen Lésungs- 
mittel. Mit Erhéhung der Drucke wird die negative Drehung des Nikotins 
gréBer. Anders verhalten sich die Lésungsmittel Formamid, Wasser, Methyl- 
und Athylalkohol. 


I It 

Nikotin in: [a] 3? RK 
RQEPG RING og lin Sk! bn tse — 70 SS. Bwasnes 
ESCA Oc Bal eau 5” cea ck — 77,4 4900 
Methylalkohol ...... — 129,7 2420 
AthylaleohOl ys ss 4 4. = 140)4 2030 


Gegen die Erwartung werden in Formamid und Wasser die niedrigsten 
Drehungen beobachtet, was sich wahrscheinlich dadurch erklart, daB Nikotin 
in diesen Medien Verbindungen bildet, deren Menge auch vom Binnendruck der 
Lésung abhangig ist. 

B. Die Lésung enthalt zwei aktive Stoffe; es werden zwei Falle diskutiert, 
1. der aktive Stoff bildet Einzel- und Doppelmolekiile von verschiedenem 
Drehungsvermégen, 2. der aktive Stoff, dessen Einzel- und Doppelmolekiile 
gleiche Drehung haben, geht mit dem Lésungsmittel eine Verbindung mit anderem 
Drehwert ein. 1. Ist im Falle der einfachen Mischung ohne Bildung einer Ver- 
bindung das spezifische Volumen abhangig vom Assoziationsgrade (im Gegen- 
satz zu A), so miissen Einzel- und Doppelmolekile verschiedene spez. Volumina 
und damit auch verschiedene spez. Drehungen besitzen. Die Rechnung zeigt 
nun, daB auch in diesem Falle Proportionalitat zwischen A[a] und 4q besteht, 
daB aber diese Beziehung nicht fiir die 4v-Werte gilt. 

Eine Ausnahme macht hier Diathyltartrat, bei dem, besonders nach PATTER- 
sons Messungen, die Anderungen der Drehungen und der Lésungsvolumina bei 


unendlich verdiinnten Lésun- Tanelie s. 
eG es Se ra a eT a CRT 
hier liegt aber insofern ein Leeungemittel (a]p a 
singularer Fall vor, BP CIe Pormania” . =. 2. |" aoe a 
Volumen in sehr hohem MaBe Wasser. .......+/ £42-+26,85 4900 
i C ssoziationsgrade Methylalkohol. .... + 11,50 2420 
mit dem  Assoziationsgra Aethy! ee) 
variiert, in diesem Falle muB CAyweH op te ace > |) re 10,57 3493 
ae ; if Athylalkohol .... . | + 9,13 2030 
auch umgekehrt die Bezie- n-Propylalkohol . . . . | + 7,40 1900 
hung: A/a] = k, Av gelten. Benzol Pee ean mek Sao 1792 
Die Tabelle 3 enthalt die ceaee POS eM (eras 1638 
ss pe ee -- Chloroform ee — 3,2 1680 
fiir unendliche Verdiinnung Athylenbromid | — 19,0 2114 


berechneten spez. Drehungen 
des Diathyltartrats in verschiedenen Medien zugleich mit den Werten der 
Binnendrucke §¢ nach den Berechnungen WINTHERs. Normale Anderungen 
von § und [4] findet man bei Lésungen in Wasser, den Alkoholen und 
Chloroform, Ausnahmen in Glyzerin und Athylenbromid; auch die Lésungen 
in aromatischen Kohlenwasserstoffen nehmen eine Sonderstellung ein. Aus 
der Tatsache, daB die Proportionalitat zwischen A[a] und Av fiir alle Lésun- 
gen des Diathyltartrats in Methylalkohol gilt, wird weiter gefolgert, daB 
beide Stoffe nahezu den gleichen Binnendruck besitzen; denn der Theorie ent- 
sprechend gilt die genannte Proportionalitét bei einem Lésungsmittel, dessen 
Molekulargewichtsanderungen von Volumanderungen begleitet, nur dann, wenn 
die Binnendrucke von Lésungsmittel und geléstem Stoff gleich sind. Die Aus- 
nahmestellung des Glyzerins und Athylenbromids erklart sich wahrscheinlich 
durch Bildung von Solvaten, die besondere Stellung der Lésungen in aromatischen 
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Kohlenwasserstoffen durch starke Polymerisation des Diathyltartrats in diesen 
Medien (dreifache und héhere Molekilaggregate), 

2. Wenn der wie bei A konstituierte aktive Stoff mit dem Lésungsmittel 
eine oder mehrere Verbindungen von konstanter Zusammensetzung bildet, haben 
samtliche in der Lésung vorhandene Stoffe unabhangig von ihrer relativen 
Menge konstante Binnendrucke und damit konstante Lésungsvolumina und 
Drehungen; die Mischungsregel gilt hier exakt. Die Bildung der Verbindung ist 
in der Regel von einer Volumanderung begleitet, deshalb miissen die anwesenden 
beiden aktiven Stoffe, die freie aktive Verbindung und das Solvat verschiedene 
Drehungen besitzen. In diesem Falle ist [a] nicht allein dem wahren, sondern 
auch dem berechneten Lésungsvolumen proportional; das ist z. B. der Fall 
fiir Lésungen des Nikotins in Wasser, Methyl- und Athylalkohol, und zwar stim- 
men hier die k,-Werte wesentlich besser als im Falle des Kampfers, wo kein 
Solvat angenommen wird. Einen besonderen Fall stellt die Lésung des Nikotin- 
azetats in Wasser dar: bei 76,2% zeigen spez. Drehung, Losungsvolumen und 
spez. Gewicht eine pl6tzliche und sprunghafte Anderung, eine fiir ein homogenes 
System sehr ungewoéhnliche Erscheinung, sie wird mit dem Auftreten eines neuen 
Hydrates innerhalb eines engen Konzentrationsbereichs gedeutet. 

C. Enthalt die Lésung mehr als zwei aktive Stoffe, so werden die Verhalt- 
nisse auBerst kompliziert, und die Beziehung Ala) = kAq@ scheint weder fir 
den Fall der einfachen Lésung ohne Bildung einer Verbindung zu gelten, noch 
fiir den Fall, daB zwischen aktivem Stoff und Lésungsmittel Verbindungen 
entstehen. 

10. Asymmetrieprodukt. Von alteren Versuchen quantitative Beziehungen 
zwischen der Asymmetrie des Molekiils und dem Drehungsvermégen autzufinden, 
sel an die Arbeiten von GuyYE!) und Crum Brown?) erinnert. GUYE glaubte, 
daB fiir die Gr6Be des Drehungsvermégens das sog. Asymmetrieprodukt maBb- 
gebend sei, das ,,dem Produkt der sechs vom Sake anit eines tetraedrischen 
Sy hennec auf die sechs urspriinglichen Symmetrieebenen des regularen Tetra- 
eders gehenden Senkrechten“ entsprechen sollte. Befinden sich die Gruppen 
genau in den Ecken des regularen Tetraeders, so hangt das Asymmetrieprodukt 
allein von den Massen m, bis m, der vier Gruppen ab, und die Molrotation sollte 
in folgender Weise dargestellt werden kénnen: 


f (my, — mg) (my — Ms) (My — M4) (Mg — Mz) (My — M4) (Mz — M4) 
(m, + Mz + mz + m,)8 : 


wo / einen universellen Proportionalitatsfaktor bedeutet. Dieser Ausdruck paBt 
sich theoretisch den Asymmetrieverhaltnissen in ausgezeichneter Weise an, 
denn 1. wird das Produkt = 0, falls zwei oder mehrere der GréBen m einander 
gleich werden — in diesem Falle verschwindet die Asymmetrie und damit gleich- 
zeitig die Drehung; 2. das Produkt bleibt gleich, andert aber sein Vorzeichen, | 
falls zwei Werte von m miteinander vertauscht werden; dem wiirde der Ubergang 
der Rechtsform in die Linksform entsprechen. Weiter, verlangt die Theorie, daB 
den bei der Variation der Massen m, bis m, entsprechenden Anderyngen des 
Produktes Anderungen des Drehungsvermégens parallel gehen. 

EKingehende Priifungen besonders durch WALDEN’) und FRANKLAND*) 
zeigten aber, dab die Forderungen der Theorie durch die Beobachtung in wesent- 


1) Pu, A. Guys, C. R. Bd. 110, S. 714. 1890; Studie tiber die molekulare Dissymmetrie, 
Thése. Paris 1891. Weitere Literatur s. bei P. WALDEN, ZS. f. phys. Chem. Bd. 15, S. 638. 
1894; Lanpott I. 

2) CruM Brown, Proc. Roy. Soc. Edinburgh Bd. 17, S. 181. 1890. 

8) P. WALDEN, ZS. f: phys. Chem. Bd. 15, S:. 638. 1894; Bd. 47, S.245 u. 705, 1895. 

4) S. u. a. P. FRANKLAND u. J. McGreEGor, Journ. chem. soc. Bd. 63, S. 1419. 1893. 
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lichen Punkten nicht bestatigt werden. So besitzen Verbindungen, bei denen 
zwei Substituenten gleiches Molekulargewicht haben, haufig starkes Drehungs- 
vermégen; als Beispiel sei angefiihrt: 


lalp 
Azetyl-apfelsaure-dimethylester: © C(CH,COOCH3)(COOCH,)(OC,H,0,)H . . . . — 22,9° 
73 59 ASS) 1 
Azetyl-mandelsaure-methylester: C(CsH;)(COOCH;)(OC,H,O,)H . .... . . —146,1° 
77 59 59 1 


Der von der Theorie geforderte Drehungswechsel durch Vertauschung der 
Reihenfolge der Gruppengewichte bleibt haufig aus, als Beispiel unter anderen: 


Reihenfolge der Drehungssinn der Vorzeichen des 
Gruppengewichte: Substanz: Asymmetrieprodukts 
Mandelsaure: 
C(C,H;)(COOH)(OH)H abed ee fe 
77 45 » OF al 
Mandelsaureamylester: 
C(C,H;)(COOC,;H,,)(OH)H bacd 4 = 


E. Bose?) hat spater versucht, die Lehre vom Asymmetrieprodukt zu er- 
weitern, in dem er von den Massen als Bestimmungsstiicken fiir [MM] absieht und 
an Stelle derselben allgemeine noch von der Temperatur und Wellenlange ab- 
hangige Konstanten c, bis c, einfiihrt ohne irgendwelche Annahmen iber einen 
Zusammenhang mit anderen GréBen. Als Asymmetriefunktion benutzt er den 
vereinfachten Ausdruck: 

(M] = f (cy — 2) (Cy — €s) (C, — C4) (Cz — Cs) (C2 — Ca) (C3 — Ca), 
doch ist man auch auf diesem Wege nicht wesentlich weitergekommen?). 

Auf Grund dieser Untersuchungen ist der SchluB berechtigt, daB ein Ein- 
flu8 der Massen der mit dem asymmetrischen Kohlenstoffatom verbundenen 
Gruppen — falls er iberhaupt besteht — nur von geringer Bedeutung sein kann 
und von rein chemischen Faktoren iiberdeckt wird?). 

Neuerdings hat man versucht, an Stelle der mechanischen elektrostatische 
Momente zur Erklarung der Drehungsdnderungen heranzuziehen. RULE‘) 
bringt die Drehungsdnderungen durch Einfiihrung von Substituenten in ein 
optisch aktives System mit den relativen Polaritaten der Gruppen in Zusammen- 
hang. Diese Betrachtungen hangen eng mit Vorstellungen von THOMSON®) zu- 
sammen, der die Anderungen der chemischen Eigenschaften eines Molekiils in- 
folge Substitution auf die Anderung der elektrostatischen Momente zurickfuhrt, 
die das Molekiil durch den Substitutionsvorgang erleidet. RULE versucht, die 
verschiedenen Substituenten nach ihrer relativen Polaritéat in eine Reihe ein- 
zuordnen ), 

Auch zu den Atomdimensionen sind die Drehungswerte in Beziehung gesetzt : 
Brauns’) hat gelegentlich der Untersuchung von Fluor-, Chlor-, Brom- und Jod- 
tetraazetylverbindungen der Glukose, Xylose, Fruktose u. a. gefunden, dab die 
Differenzen der spezifischen Rotationen der einzelnen Halogenderivate parallel 
gehen den Differenzen der von BRAGG ermittelten Atomdurchmesser. 

1) E. Bost, ZS. f. phys. Chem. Bd. 65, S. 695. 1909; Phys. ZS. Bd. 9, S. 860. 1908; 
E. Bose u. Fr. A. WitiERs, ZS. f. phys. Chem. Bd. 65, 5S. 702. 1909. 

2) J. W. WALKER, Journ. phys. chem. Bd. 13, S. 574. 1909. 

8) S. hierzu H. Kaurrmann I, S. 238. 

4) He Gskure, Co R.Bd. 178; Ss. 1647.. 1924. 

5) J. J. THomson, Phil. Mag. (6) Bd. 46, S. 497. 1923. 

8) Siehe hierzu D. R. Boyp, Chem. a. Ind. Bd. 43, S. 851. 1924. 

7) D. H. Brauns, Journ. Amer. Chem. Soc. Bd. 45, S. 238. 1923; Bd. 46, S. 1484. 1924; 
Bd. 47, S. 1280. 1925. 
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11. Optische Superposition. Bei einer Verbindung mit mehreren asym- 
metrischen Kohlenstoffatomen soll nach einem von vAN ’T HorF?) aufgestellten 
Satze das totale Drehungsvermégen gleich sein der Summe der den einzelnen 
asymmetrischen Atomen bzw. den einzelnen asymmetrischen Gruppen zukom- 
menden Teildrehungsvermégen. Das wiirde also bedeuten, dai sich die Asym- 
metriezentren im Molekiil gegenseitig nicht beeinflussen. Dieses Prinzip glaubten 
GuYE?) und WALDEN?) durch Untersuchung aktiver Ester, die aus aktivem und 
razemischem Amylalkohol sowie aktiven und razemischen Sauren (Milch- und 
Mandelsdure) bereitet waren, bewiesen zu haben, jedoch wurden von ROSANOFF*) 
und PATTERSON®) gegen die Beweisfithrung Einwande erhoben. PATTERSON 
hat die Drehungen der beiden Dimenthyl-diazetylester der beiden optisch aktiven 
Weinsduren sowie der durch intramolekulare Kompensation inaktiven Wein- 


CH,CO’; On Co #COOC,.Hi 
| 
CH.CO.. 0 - © 4H COOC,, Hy, 
sdure miteinander verglichen. Ist +M die jedem der beiden Menthyle zu- 
kommende Partialdrehung und +A die Gruppendrehung, die den asymmetrischen 
Kohlenstoffatomen in den Weinsauren entspricht, so miiBte, falls das Super- 
positionsprinzip giiltig ist, die Drehung betragen: 
fir den d-Weinsdureester: [M,] = 24 + 2M, 
1-Weinsaureester: [M,] = —2A + 2M, 
i-Weinsdureester: [M,] = +A —A+2M = 2M, 


woraus folgt: [M,] = ((447,] + [M,])/2. 
Tatsachlich ergab sich folgendes (s. Tabelle 4): 


Tabelle 4: 


[My ]beob | [Me]beob 


[Malbeob ([M,]+[4,))/2 


homogen (20°) : == 2X6) | — 360 — 274 — 308 

Lésung in C,H;OH — 268 | — 367 | —292 | — 317,5 
spre rieha cg wae — 285 | — 313 — 248 — — 299 
»» CgligNO; | — 238 | — 355 | —244 | = 296 


Eine ahnliche Abweichung machte sich bei der Untersuchung der d-sec- 
Octylester der d-, ]- und Mesoweinsaure®) bemerkbar; die Rotation des Esters 
der Mesoform war wesentlich kleiner als die des Mittels aus den Estern der aktiven 
Sauren. Der Ansicht von PATTERSON, da8 das Prinzip mit den Tatsachen nicht 
in Ubereinstimmung ist, schlieBt sich auch Lowry’) an. Im Anschluf an seine 
Arbeiten iiber anomale Rotationsdispersion hat TSCHUGAEFF’) die Frage der Giil- 
tigkeit des Prinzips in ahnlicher Weise wie PATTERSON untersucht. Es wurden 
unter anderen die Menthylurethane der d-, l- und Mesoweinsdureester bei ver- 


1) J. H. van’t Horr, s. u.a. Bull. Soc. Chim. (2) Bd. 23, S. 298. 1875; vaNn’t Horr I, 


2) Pu. GuYE u. M. GauTier, C. R. Bd. 119, S. 953. 1894; Pu. Guys, ebenda Bd. 121, 
S. 827.4895. 

2) PaVWALDEN @Z0.sde phys Chem Bde tijpuomi25-0 1605: 

4) M. A. Rosanorr, ZS. f. phys. Chem. Bd. 56, S. 565. 1906. 

5) T.S. PATTERSON u. J. Kaye, Journ. chem. soc. Bd. 89, S. 1884. 1906; Bd. 91, S. 705. 
1907. 

8) T.S. PATTERSON u. CH. BUCHANAN, Journ. chem. soc. Bd. 125, S. 1475. 1924. 

”) TH. M. Lowry, Journ. chem. soc. Bd. 89, S. 1039. 1906. 

8) L. TscHUGAEFF u. A. GLEBKO, Chem. Ber. Bd. 46, S. 2752. 1914. 
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schiedenen Wellenlangen gemessen, Die 1-Menthylurethane in Azetonlésung 
(c = 7,80,% ¢ = 22° C-Linie) lieferten folgendes Resultat; 


Urethan der d-Weinsaiure 1-Weinsiure Mesoweinsdure } 
» ; gefunden _ berechnet 4 
[aes = 58,31° —31,04° —45,14° —44,68° 0,46 


Die Abweichungen betragen bei anderen Wellenlingen bis 2,2%; in erster An- 
naherung stimmen jedenfalls die Messungen TscHUGAEFFs mit den Forderungen 
des Prinzips itberein. Wenn diesem somit auch keine allgemeine und strenge 
Giltigkeit zukommt, so ist doch der SchluB berechtigt, daB in vielen Fallen die 
asymmetrischen Kohlenstoffatome innerhalb desselben Molekiils weitgehend 
voneinander unabhangig sind, so daB dem Prinzip der optischen Superposition 
jedenfalls eine angenaherte Giiltigkeit zukommt. Von praktischer Bedeutung 
ist das Prinzip fiir die Zwecke der Konfigurationsbestimmung; unter andern ist 
es in der Zuckergruppe von verschiedenen Autoren mit Erfolg verwendet. 

12. Spezielle konstitutive Einfliisse. Die Untersuchungen der Beziehungen 
zwischen dem chemischen Bau und der optischen Drehung sind besonders bei 
den asymmetrischen Kohlenstoffverbindungen durchgefihrt und sollen auch 
nur bei diesen eingehender dargelegt werden. 

A. Einflu8B von Substituenten. Jeder Ersatz eines Wasserstoffatoms 
oder einer Gruppe durch einen anderen Substituenten wirkt mehr oder weniger 
drehungsverandernd. Dabei ist jedoch zu beachten, da unter Umstanden beim 
Ersatz von X in einer asymmetrischen Verbindung I durch die Gruppen Y oder Z 


R, R, R 1 Ry 
ee oe R;—C—Y R,-C_Y R,—C-Z 

R; R, R; R 

I SS a II 


Umlagerungen stattfinden kénnen entweder im Sinne einer vdlligen oder teil- 
weisen Razemisation, derart, daB R,R,R,CY entsprechend II voéllig oder teil- 
weise inaktiv wird oder im Sinne einer sog. ,, WALDENschen Umkehrung“ derart, 
daB R,R,R,CZ entsprechend III ‘sich von dem optischen Antipoden von I 
ableitet. Durch das Bestehen derartiger Umwandlungen wird die Auffindung 
von Beziehungen zwischen der chemischen Natur der Substituenten und den 
[x]- oder [M -Werten bisweilen erschwert. Auch bei Abwesenheit derartiger 
Stérungen ist die Ausbeute an exakteren zahlenmaBigen Beziehungen genannter 
Art nicht sehr erheblich. 

Die Frage, ob fiir stéchiometrische Vergleiche die spezifischen oder Mol- 
rotationen zugrunde gelegt werden sollen, ist unter anderen von RuPE?) und 
HILpitcH?2) untersucht. Benutzt man die [J/|-Werte, so tritt haufig der EinfluB 
des Molekulargewichts zu stark hervor, so beim Vergleich der polarimetrischen 
Effekte einer Methyl- mit einer Phenyl- oder ahnlichen héhermolekularen Gruppe ; 
die Molrotationen sind besonders brauchbar, wenn es sich um Vergleiche in homo- 
logen Reihen handelt. 

Ausschlaggebend fiir die GréBe des Substitutionseffektes scheint nach 
TscHUGAEFF?) und Guyer?) in erster Annaherung die Entfernung des Substitu- 
enten vom asymmetrischen Atom zu sein. ,,Je naher ein inaktiver Substituent 
zu einem asymmetrischen Komplex sich befindet, desto bedeutender ist seine 

1) H. Rupe, Lieb. Ann. Bd. 395, S. 129. 1912. 

2) Tu. P. Hiztpircu, Trans. Faraday Soc, Bd. 10, S. 79. 1945. 

3) L. TscHuGAEFF, Chem. Ber. Bd. 31, 5.1777. 1898. 


4) Pu. Guy, Arch, sc. phys. et nat. Geneve (4) Bd. 7, S.114. 1899; Pu. GUYE u. 
M. Gautier, ZS. f. phys. Chem. Bd. 58, S. 660. 1907. 
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optische Wirkung. Mit allmahlicher Entfernung wird dieselbe stufenweise ab- 

eeschwacht, um schlieBlich ganz zu verschwinden.“‘ Die Priifung dieses Satzes ist 

unter anderem an Derivaten des Menthols ausgefithrt. Werden die verschiedenen 
CH, CH; 


| | 
H.C =CH— CH, H,C—CH—CH, 


I | | Il | | 
HC Cota xX HC —CH-- CHO. CO 9CH 
| | 
CH(CH3). CH(CH;), 


Substituenten direkt in das Menthylradikal an Stelle von X entsprechend I ein- 
gefiigt, so resultieren Verbindungen von unter sich meist sehr verschiedenem 
Drehungsvermégen; geschieht die Substitution unter Zwischenschaltung einer 
anderen Gruppe, z. B. OCOCH,X entsprechend II, so weichen die Drehungen 
meist weniger voneinander ab, wie die folgenden Molrotationen substituierter 
Fettséurementhylester erkennen lassen‘). 


Baby 
lnesigseiinacsuar (CaglsbaoOoOOoCl 2 soo geo oo == THE 
MonochloressigsAureester C,)Hi,-O-CO-+CH,-Cl . . . —174,6 
Monobromessigsaureester CyjH,9°O+CO-CH,:- Br... — 169,7 
Monojodessigsaureester C,jH,,*O-COCH,* J . . . . = 4153;7 
Nitroessigsaureester CjH4j,~ O- CO~ CH= NO, 9... 3 = 462,7 


Es ist allerdings zu beachten, daB dieses ,,Prinzip der geringsten Wirkung 
entfernter Substitutionen“ nur beschrankter Anwendung fahig ist; wir werden 
bald Ausnahmen kennenlernen. 

B. Drehungsvermégen in homologen Reihen. Die ersten Unter- 
suchungen sind von GuyYE?) und TscHuUGAEFF%) an den normalen Fettsaure- 
estern des aktiven Amylalkohols bzw. des Menthols ausgefithrt. Die Gesetz- 
maBigkeiten auBern sich besonders deutlich, wenn man die Molrotationen zu- 
grunde legt, wie aus der Betrachtung der folgenden Tabelle 5 (TSCHUGAEFF) 
hervorgeht. 


Tabelle 5. 

Homogene Menthylester der [«?° | [420° 
Ameisensaure H-CO,*C,;)Hiy : . = f2)52 — 146,3 
Essigsaure CH,- CO,-CypHyg .« - — 79,42 | —157,3 
Propionsaure C,H; +CO,-CigHy9 - = sysnl || == Go 
Buttersaune | Catni ma © Opn Cy ail acme — 69,52 | —156,9 
Valeriansaure C,H, - CO,- Ci pHi, . [OS == ASS 
Kapronsaure C,H,, - CO, ° CypHig - — 62,07 = Ss 7/ 
Heptylsaure CgH,,-CO,+-CipHiy . == 5y8),(635) == tl Sia 
Kaprylsaure C,H,.:CO,*CyHyi - == 525 == 155.08 


Wahrend die [a|-Werte ziemlich stark schwanken, erreichen die [W/|-Werte 
meist schon in den niederen Gliedern der Reihe einen Grenzwert, um haufig bis 
zu hohen Gliedern herauf konstant zu bleiben (Regel von TSCHUGAEFF). 

In der obigen homologen Reihe wird der Grenzwert der Molrotation schon 
beim Essigsdureester erreicht; das Mittel der [/7]-Werte vom Essig- bis zum 
Kaprylsaureester betragt 157,8°. 

Sehr eingehende Messungen in homologen Reihen sind spater von PICKARD 
und Kenyon?) ausgefiihrt, die unter anderem normale Ester der Karbinole, 
z. B. Karbonsaureester des d-f-Butylalkohols: 

* 


Chey HC. CH,.'0..COeR “(R= CH Ci, Ciene) 


1) Siehe z. B. J. B. ConeN, Journ. chem. soc. Bd. 99, S.1061. 1911 und KauFFMANN I. 
) Po. GuyEe u. M. CHavanne, C. R. Bd. 119, S. 906. 1894. 
3) L. TSCHUGAEFF, Chem. Ber. Bd. 31, S..363. 1898. 
4) R. H. Pickard u. J. Kenyon, Journ. chem. soc. Bd. 105, S. 830. 1914; andere Bei- 
spiele s. ebenda Bd. 101, S. 620. 1912; Bd. 105, S. 2262. 1914. , 


2 


aa 
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untersuchten. In diesem Falle wird der Grenzwert etwa beim Valeriansaureester 
erreicht ; es gilt auch hier die Regel von TscuuGAEFF. Sehr einfache asymmetrische 
Systeme liegen in den normalen sec. Alkoholen: 


CH,-CH(OH)R, C,H,-CH(OH)R (R= CHy, C,H,.-.) 


vor'), auch hier erreichen die [/|-Werte eine obere Grenze. 

In einigen Fallen kommt es innerhalb einer homologen Reihe zur Ausbildung 
eines Maximums, was wohl zuerst von ReITrer2) fiir die Azylderivate des 
1-Apfelsaureesters: 


CH(OR)(CH,COOC,H,)COOC,H; (R = CH,CO, C,H,CO . ..) 


exakt festgestellt wurde. Hier steigen die Molrotationen zuerst an, erreichen fiir 
R = C,H, ein Maximum, fallen dann wieder etwas ab, um in den héheren Glie- 
dern konstant zu werden. Nach neueren Messungen’) gehen auch bei den nor- 
malen Estern der ]-Milchsaure: 


CH,CH(OH)COOR, R= CH, bis C,Hy, 


die Molrotationen durch ein Maximum hindurch, das zwischen 4 = 0,44 und 
0,66 « beim Hexylester liegt, ausgenommen bei niederen Temperaturen, wo die 
Rotationen beim Ubergang vom Hexyl- zum Heptylester schwach ansteigen. 
Weiteres iiber die Giiltigkeit der TscuuGAEFFschen Regel siehe bei WALDEN I 
sowie HILDITCH?*). 

Interessanten Erscheinungen sind PIcKARD und KrEnyon ) in der Reihe 


C,H,CH(OH)R (R=CH;, C,H,...) 


begegnet. Die Molrotationen der homogenen Alkohole nehmen mit wachsendem R 
langsam zu und zeigen an den Stellen, wo R = C,H,,(C,H,3) sowie Cy9H»,(C,, Hos) 
und C,.H,, ist, eine deutliche Exaltation, die noch ausgesprochener in alkoho- 
lischer und benzolischer Lésung hervortritt. 

Derartige Stérungserscheinungen in homologen Reihen sind 
neuerdings in gréBerem Umfange untersucht. Die Anomalie zeigt sich darin, 
daB der regelmaBige Verlauf der Rotationswerte in homologen Reihen an _ be- 
stimmten Stellen der Kohlenstoff- (bzw. Kohlenstoff-Sauerstoff-) Kette durch- 
brochen wird, und zwar nach Verlauf von 5 und einem Multiplum von 5 Gliedern 
der Kette; manchmal tritt die UnregelmaBigkeit erst beim 6., 14. bzw. 
16. Gliede auf. In einer Zusammenstellung werden die frither studierten Ano- 
malien dieser Art aufgezahlt®). 

Zur Erklarung dieser eigenartigen Erscheinungen kniipfen PicKARD und 
KENYON an eine Vorstellung von FRANKLAND’) an; nach diesem sind in den 
Kohlenstoffketten die Kohlenstoffatome in Spiralen angeordnet, und es laBt sich 
an Hand der Molekiilmodelle feststellen, dafi jedesmal nach Verlauf von 5 Glie- 
dern eine Windung der Spirale geschlossen wird. FRANKLAND hat zuerst darauf 
aufmerksam gemacht, da innerhalb homologer Reihen bei Verbindungen mit 


1) R. H. Pickarp u. J. Kenyon, Journ. chem. soc. Bd. 99, 5. 49. 1911; Bd. 105, S. 1115. 
1914. 

2) H. ReitTer, ZS. f. phys. Chem. Bd. 36, S. 129. 1901. 

3) Cu. E. Woop, J. E.SucH u. F.Scarr, Journ. chem. soc. Bd Ags S160) eiozee 

4) Tu. P. Hitpitcu, Journ. of chem. soc. Bd. 101, S. 192. 1912. 
) R.H. Pickarp u. J. Kenyon, Journ. chem. soc. Bd. 103, S. 1923. 1913. 
6) R. H. Pickarp, J. KENyon u. H. HUNTER, Journ. ¢hem: soc. Bd. 123, 5.4) 1923); 
Tu. P. Hitpitcu, ebenda Bd. 95, S. 1581. 1909; Bd. 101, S. 199. 1912; vgl. K. INGOLD u. 
Mitarbeiter, ebenda Bd. 119, S. 305. 1921. 

7) P. FRANKLAND, Journ. chem. soc. Bd. 75, S. 368. 1899. 
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5 bzw. m+ 5 Kettengliedern Anomalien gewisser physikalischer Konstanten zu 
erwarten seien!), Da die Rotation in besonders empfindlicher Weise auf kon- 
stitutive Faktoren reagiert, zeigte sich hier auch der Einflu® der Spiralanordnung 
besonders deutlich. Die FRANKLANDsche Auffassung hat zu einer gréBeren Reihe 
von Versuchen Veranlassung gegeben, von denen nur wenige genannt werden 
sollen?). In der Reihe der homogenen Methyl-n-Alkyl-carbinole: C,Hop+1 
- CH(OH)CH, ist die Rotation der Propylverbindung abnorm hoch; werden die 
Stoffe in benzolischer oder alkoholischer Lésung untersucht, so treten auBer bei 
der Propylverbindung (7 = 3) noch bei dem Amyl-, Oktyl- und Decylderivat 
(n = 5, 8,10) Anomalien auf. Ist » = 5 oder ein Multiplum von 5, so erstreckt 
sich die Bildung der Spiralen lediglich auf die dem asymmetrischen Kohlen- 
stoffatom angegliederte Kette, ist andererseits » = 3 oder ein Multiplum, so 
ist die gesamte Kohlenstoffkette an der Spiralbildung beteiligt. 

Sehr deutlich sind diese UnregelmaBigkeiten bei den homologen Athyl- 
alkyl-carbinolen ausgebildet, ein anderes Beispiel ist das der Ester des 1I-Iso- 
pulegols, wobei auch sehr auffallige Temperatur- und Lésungsmitteleffekte 
beobachtet wurden. 

In der Reihe der normalen Ester optisch aktiver sec. Alkohole (d-Benzyl- 
methyl-karbinol, d-f-Oktanol) zeigen sich abnorme Werte der  spezifischen 
Rotation beim Propionat, n-Valerianat, Oktoat, Dekoat und Undekoat; diese 
Anomalien werden darauf zuriickgefithrt, daB ein derartiger Molekilbau die 
Moglichkeit zur Bildung mehrerer Kettentypen und damit mehrerer Spiral- 
anordnungen vorhersehen laBt, je nachdem 


al 
a) a CHO COciRe b) 


RN cH O° CO R 
Ref; 7: ae 


Rv 
a) das Anfangsglied der Kette beim asymmetrischen Kohlenstoffatom 1, oder b) 
beim Karbonyl-Kohlenstoffatom 2 liegt. Fiir den Typ a) sind die Spiralwindungen 
vollendet, falls die Kohlenstoffzahlen in R: 2, 7 und 12, fiir den Typ b) falls die 
entsprechenden Zahlen 4,9 und 14 sind. Tatsachlich sind auch bei der Mehrzahl 
der Verbindungen Rotationen beobachtet, die von den normal zu erwartenden?) 
abweichen. SchlieBlich ist auch noch eine Kette und damit eine Spiralbildung 
denkbar, die sich durch das gesamte Molekiil hindurchzieht. Eine derartige drei- 
fache Spiralbildung, nehmen KENyoNn und McNicor?’) bei Athern des d-f-Ok- 
tanols an: a - 


| == 

C,H CHO R= Chine CAH. oe 
| 
CH, 


die auch bei verschiedenen Wellenlangen untersucht wurden. Die Resultate 
einiger Messungen sind in Abb. 4 wiedergegeben. Die gestrichelte Kurve bei 
A zeigt den ungefahren Verlauf der Rotation, der sich bei Abwesenheit von 
Stérungen ergeben wiirde, charakteristisch ist, daB fast durchweg auBer dem 


1) Vgl. Journ. chem. soc. Bd. 101, S. 637 u. 1430. 1912; Bd. 117, S. 1248. 1920 (Mole- 
kularrefraktion in homologen Reihen). 4 : 

*) Literatur s. Journ. chem. soc. Bd. 123, S. 1. 1923. Von Pickarp wird bei dieser 
Gelegenheit auf folgendes interessante stereochemische Problem hingewiesen. Falls die 
Spiralform einer Verbindung mit gerader Kohlenstoffkette wirklich existenzfahig ist, ware die 
Méglichkeit eer Molektilasymmetrie gegeben insofern, als die Verbindung (etwa ein Kohlen- 
wasserstoff wie Hexan, ein Alkohol wie Dodecylalkohol u. a.) in enantiomorphen Formen als 
d- und 1-Spiralformen auftreten kénnten. Falls diese Formen nicht existenzfahig sind, dirfte 
das damit zusammenhangen, daf sich die aktiven Spiralformen iiber die ,,gestreckte‘‘ Form 
mit linearer Kohlenstoffanordnung auBerst leicht ineinander umwandelten. 

+) J. Kenyon u. R. A. Mc. Nico, Journ, chem. soc. Bd. 123, Si 44. 1023, 
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Propyl- der AmylL-, Hexyl- und Oktylather aus der Reihe herausfallen; drei der 
méglichen Spiralbildungen sind in der obigen Formel angedeutet?), 
Die Rotationen der Di-d-f-Oktylester zweibasischer Sauren: 


R(CO-.0- CH(CH,)C,H,,), R=0, CH,, C,H... 


von der Oxal- bis zur Undekandikarbonsdure sind von HALL?) gemessen; einen 
besonders groBen Drehwert weist der Oxalsiureester R—0O auf, was mit 
der Nachbarstellung der beiden CO- 
Gruppen zusammenhangt?®), wahrend 
dem Bernsteinsdureester R = C,H, 
+30 eine starke Depression in [a] eigen 
ist (Abb. 5). 


= 
Ss 
s 
3 
<= 
& 
zS 
Pn! ] 
= 
8 
& 
AS SMT UE MA UD Gi 
Se ee A ee Zah/ der CH Gruppen (7) 
LZah/ der C-Atome in R 
Abb. 4, Ather des d-#-Oktanols. A. [a],,,, im 5 proz. Abb. 5. d-f-Oktylester zweibasischer Sauren 
20 (CH,)n(COOH),. 


Lésung des CS,. B. [a]|39, homogen. C. [a]?},, homogen. 
D. (%]54, in 5 proz. alkohol. Lésung. 


(5 proz. Lésung in CS,.) 

Die Rotationswerte der héheren Glieder sind abwechselnd hoch und niedrig, 
was besonders in den Werten fiir die 5 proz. Losung in Schwefelkohlenstoff zum 
Ausdruck kommt und vielleicht so gedeutet werden kann, da’ abwechselnd Cis- 
und Transkonfigurationen vorliegen. Bekanntlich zeigt sich eine derartige 
alternierende Zu- und Abnahme auch bei anderen physikalischen Konstanten in 
homologen Reihen (Schmelzpunkte zweibasischer Sduren). 

C. EinfluB des Sattigungsgrades. Wie zuerst von WALDEN‘) nach- 
gewiesen wurde, iibt der Sattigungszustand der mit dem asymmetrischen Kohlen- 
stoffatom verbundenen Gruppen einen entscheidenden EinfluB auf den Drehwert 
der Verbindung aus, wie aus der folgenden Zusammenstellung ohne weiteres er- 
sichtlich ist (s. Tabelle 6). 

Rupe®) benutzt als aktiven Komplex die Menthylgruppe und vergleicht 
die Menthylester einiger gesattigter und ungesattigter Sauren in ca. 9proz. 
alkoholischer Lésung (s. Tabelle 7). 

Die Wirkung der Doppelbindung ist um so starker, je naher sich diese dem 
asymmetrischen Komplex befindet, doch gilt diese Beziehung nur bis zu einer 


1) Andere Beispiele s. bei H. PHILIPs, Journ, chem. soc. Bd. 123, 5:22; 1923. 
2) j.. Harr, Journ. chem. soc. Bd. 123, S. 32. 1923. 
) Vgl. Tu. P. Hirpircn, Journ. chem. soc. Bd. 95, S. 1581. 1909. 
4) P. WaLvEN, ZS. f. phys. Chem. Bd. 20, S. 569. 1896; A. W. STEWART, Proc. Chem. 
Soc. Bd. 23, S. 8. 1907; Journ. chem. soc. Bd. 91, S. 199. 1907. 
5) H. Rupe, Ann. d. Chem. Bd. 327, S. 157. 1903. 
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Tabelle 6. 


Amylester der [7° 
Buttersaure CH, - CH, - CH, -COOH 4,43 | 
Krotonsaure CH,;CH: CH - COOH . 6,62 J 
Bernsteinsaure HOOC - CH, - CH, : COOH 9,71 | © 46 
Fumarsaure HOOC - CH: CH - COOH 15,17 : 
Chlorbernsteinsaure HOOC - CHCl: CH, - COOH 10,98 5,80 
Chlorfumarsaure HOOC : CCl: CH - COOH 16,78 i 
Hydrozimtsaure C,H, - CH, - CH, - COOH 4,98 41,38 
Zimotssure: C,H, CH: CH «COOH 2 2G; 16,36 | a 
Phenylpropiolsaure C,H;-C:iC-+-COOH . 12705 


gewissen Grenze, die im Falle der ungesattigten Sduren die y-d-Stellung ist, denn 
die spezifische Rotation des y-d-Hexensaure-menthylesters (10) ist annahernd 
die gleiche wie die der 6-e-Verbindung (11). 


Marbreliew7% 

Menthylester der | lop (Mp 
jlo, Jeunes (Clal olay 9 Cloaks MCOOlst , 6 6 a 6 2 5 Ber o | = 2,9 eal all OAnys, 
2. Krotonsaure CH,CH = CH» COOH = St Se eee — 90,67 | — 203,1 
3. Valeriansaure CH, - CH, - CH, - CH, - COOH & WOU ees — 69,05 | — 165,7 
4. a-$-Pentensaure CH, AO, 3H = CH: COOH Ma Pe te — 74,44 | — 177,14 
Ho Payletcmusnepeds (Clalyo(Clal = (lal o(Ginh, o(C(OYOISL 4 6 5 6 a 6 6 = 72,54. AF 205 
6. y-d-Pentensaure CH= =2(Clal oC lal, RGH: COOP ees in bee OS OO; 
jc Iegoronerbit: lal, (lal, oCleh, oClat, o(Clal, o(COWlst 2 ¢ «5 5 4 — 64,86 | — 164,7 
Se GHpsakesdoeiouge (Chal, oCisl, als; Cll == Clal COOisl 5 5 6 6 a — 68,38 | — 172,4 
O; firialalesdemseybine (lal, 7 Clat, oat —=(Clal (Cla, o(COOal 4 a 6 5 = SO syilt || —— 4IGAi 4 

MO, GOsisledisahrere: (lal (Cial == ClaloCishyo(Clal, (COIS! 5 6 5 5 6 « = 00,90 N alo Sao 
iil, orealslscbeymide (lal, == (Clal als, oCisl, Clas, 6 4 4 ote — 61,25 | — 154,4 
12, Somnimeryrne Cink, o(Clst s= Cisho(ll = ClaloWlOOleh 6 5 5 6 @ ¢ == RS 1933 | = DOG 


In der o-f-Stellung ist der Effekt am gréBten (1,2) (3,4) (7,8), kleiner in der f-y- 
Stellung (3,5), (7,9), in der y-d-Stellung ist der Effekt negativ insofern, als der 
y-o-Saureester schwacher dreht als die Ester der gesattigten Sauren (3,6) (7,10). 
Die erheblich exaltierende Wirkung in der «-/-Stellung ist jedenfalls mitbedingt 
durch die Konjugation der Athylen- mit der Karbonylgruppe: CH = C — C = O; 
das geht vor allem daraus hervor, daB durch die Herstellung einer ecient 
konjugierten Bindung im Molekiil der «-f-Hexensaure, aueahoiee die Sorbinsaure 
(12) hervorgeht, die Rotation weiter betrachtlich ansteigt (7, 8, 12). 

Auch die Menthylester einiger ungesattigten hydrozyklischen Karbonsauren 
sind von RUPE gemessen: 


Menthylester der: 


COOH 
YAN ¢ 
Benzoesaure — 83,53 (1) 


COOH 
C 
H,C/ SCH 
| 
H,C\ cH, 
CH, 


A1-Tetrahydrobenzoesaure — 74,64 (2) 
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COOH 
CH 


H,C/ \CH 
HCl Ness 
CH, 


A*-Tetrahydrobenzoesaure = 59;44: (3) 


COOH 
CH 


Hexahydrob he 

exahydrobenzoesaure — 59,41 at 

e HAC Hy 59 (4) 
CH, 


Je nach der Lage der Doppelbindung ist der EinfluB verschieden. Die rein 
aromatische Verbindung (1) besitzt die stiarkste Drehung, mit dem Eintritt 
von Wasserstoffatomen nimmt der EinfluB ab (2,3) und erreicht in der vollstandig 
hydrierten Verbindung den kleinsten Wert. Ahnliches wurde bei den hydrierten 
Naphthoesaureestern beobachtet. 

Bemerkenswert sind die polarimetrischen Konstanten der Amylester der 
Hydrozimtsaure, Zimtsaure und Phenylpropiolsdure (s. Tabelle 6). Der Effekt 
der dreifachen Bindung erweist sich hier geringer als der der Doppelbindung ; 
analoges wurde auch bei der Absorption im Ultraviolett beobachtet?); die Zimt- 
saure absorbiert merklich starker als die Phenylpropiolsdure; auch hinsichtlich 
der Molrefraktion und der Verbrennungswarme itbertrifft haufig der Effekt 
der doppelten den der dreifachen Bindung. 

Andere Beispiele, daB die Verbindung mit C : C-Gruppe einen niederen 
Drehwert besitzt als diejenige mit C:C-Bindung, haben Rupe und GLENz?) 
erbracht. Daf hier jedoch keine durchweg giiltige Regel vorliegt, zeigten Mes- 
sungen von PickaRD und KENnyon$) an Estern des optisch aktiven Methyl-n- 
hexylkarbinols: CH,CH(C,H,3)OR 


(aI GAs cr Gad CEST Glo} [x]p' = + 50,80 
R= C,H,-CH:CH+CO = + 40,19 
R = 0,H,-CH,-CH,-CO , = + 12,19 


Besonders einfach konstituierte ungesattigte Verbindungen liegen in denVinyl- 
karbinolen I vor, deren vier erste Glieder von KENYON und SNELLGROVE4) ge- 
messen und mit den entsprechenden gesattigten Karbinolen verglichen wurden 


ICH, CH. CH(OR)R, DOr CH Co Ori, 
Auch hier ergaben sich in beiden Reihen erhebliche Unterschiede, z. B.: 
I-n-Butyl-vinyl-karbinol l-n-Butyl-athylkarbinol 
CH, : CH - CH(OH)C,H, CH, : CH, - CH(OH)C,H, 
[ox ]?9°; — 25° Lote s 844i 


D. EinfluB der Ringbildung auf die Drehung. Eine betrichtliche 
Steigerung erfahrt die Rotation einer Verbindung bisweilen dadurch, daB aus 
ihr eine andere mit ringférmigem Bau hervorgeht, worauf besonders VAN’T HOFF 
hingewiesen hat. Eine derartige Ringbildung ist z. B. die Entstehung eines 
Laktons II, aus einer Oxysdure 1°), wie die in Tabelle 8 folgenden von vAN ’t HOFF 
gegebenen Beispiele zeigen®). 

1) H. Ley u. K.v. ENcerwarnpt, ZS. f. phys. Chem. Bd. 74, S. 1. 1910. 


2) H. Rupe u. K. Grenz, Ann. d. Chem. Bd. 436, S. 184. 1924. 

) R, H. Pickarp u. J. Kenyon, Journ. chem. soc. Bd. 99, S. 46. 1911. 
) 

) 


me © 


J. Kenyon u. D. R. SNELLGROVE, Journ. chem. soc. Bd. 127, S. 1169: 1925. 


5) Siehe van’t Horr I. 
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Tabelle 8. 
| Drehung der Oxysaure I Drehung des Laktons II 
Aeaponshiite.. oa. a a) Pe ere < — 3,5 == BS} 
PeVMloERS. GG Ss Gn bo > 3 Ee —7 ae) ik 
Wilghonsyorkeeere 56 6 o o 6 6 -o 3 a || schwach SSNS 
IMignanYoyA el SRR 5 5 5 6 6 4 6 | schwach + 201,8 (Doppellakton) 


Weitere Beispiele, die zeigen, daB die Ringverbindung IT gegeniiber der 
nichtzyklischen I eine erheblich héhere Drehungsrotation besitzt, sind folgende’) : 


Tabelle 9. 


Drehung der nichtzyklischen 


Verbindung I Drehung der Ringverbindung 


| 
| [a]D 


[a]D 
MIGNNEHIREY A oe gk bala 6 + 2°— + 3° . — 86° (Esteranhydride, Gemisch) 
Mannit.. . nes schwach drehend ee 94° (Doppelanhydrid) 
Hexahydrophthalsaure Sash e, + 18,2° | — 76° 


Auch die teilweise enorm drehungssteigernde Wirkung, die Borsaure aut 
mehrwertige Alkohole (Mannit, Arabit u.a.), ferner antimonige Sdure auf Oxy- 
sduren (Weinsdure, Brechweinstein) ausiibt, fiihrt van ’r Horr auf Ringbildung 


etwa im Sinne der zyklischen Anordnung d 9 BIOH) Zuruck*), 

E. Aromatische Verbindungen. Optisch aktive einkernige Verbin- 
dungen des Benzols mit Substituenten, die kein asymmetrisches Kohlenstoff- 
atom enthalten, sind nicht bekannt. Optische Aktivitat tritt erst bei gewissen 
mehrkernigen Verbindungen auf, wo die Orientierung der Ringebene des Benzol- 
kerns Veranlassung zur molekularen Asymmetrie geben kann (s. 910). 

Die Phenylgruppe als Substituent wirkt haufig drehungserhohend, falls sie, 
wie zuerst TSCHUGAEFF?) erkannte, dem asymmetrischen Komplex benachbart 
ist. Das geht aus dem Vergleich der Menthylester der Benzoesdure, Phenyl- 
essigsaure ml Hydrozimtsaure hervor (s. Tabelle 10), in der letzten Verbindung 
wird etwa der normale Wert fir die aliphatischen Ester erreicht. 


Tabelle 10. 


Menthylester der Tea | [Myz° 


Benzoesaure C,H,*CO+OC,)Hig . . s 5) = OAS | = 220.0 
Plea yie re re lal erClsls, 0 (Oye Co So fe (teh 740) | — FI 
Hydrozimtsaure C, a - CH, ACs CON OCoFis — 56,21 | — 161,9 
Normalwert der aliphatischen Saureester . . == 57,5 


Die Wirkung des Phenyls ist aber in manchen Fallen wesentlich kompli- 
zierter, wie RUPE‘) bei Menthylestern substituierter Zimtséuren und ihren Reduk- 
tionsprodukten beobachtete (s. Tabelle 11). 

Die Ester der Zimtsaure und a-Methyl-zimtsaure besitzen gegeniiber ihren 
Hydrierungsprodukten, wie zu erwarten, gréBere Drehungsvermégeén, anomal 
verhalt sich /-Methyl-zimtsdure und ihr Reduktionsprodukt, was wahrscheinlich 
dem Einflu8 des bei der Hydrierung neu entstehenden zweiten asymmetrischen 
Kohleustoffatoms zuzuschreiben ist. Bei den Estern der Phenylzimtsaéuren 


1) S. u. a. A. WERNER I. 

*) Wahrscheinlicher ist hier die Bildung von Innerkomplexsalzen. 

8) L. TScHUGAEFF, Chem. Ber. Bd. 31, S. 1778. 1898; J. B. Conen u. H.. W. DuDLEY, 
Journ. chem. soc. Bd. 97, S. 1732. 1910; s. auch Kaurrmann I. 

4) HI. Rupr, Ann. d. ‘Chem: Bd 369; S: 314-1900: 
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Tabelle 44. 


Menthylester der Menthylester der Lo?” 

Zimtsaure | Hydrozimtsaure 

C,H,CH:CH - COOH 76,95 C.H, - CH, - CH, - COOH | — 58,48 
a-Methyl-zimtsaure a-Methyl-hydrozimtsaure 

C,H;CH:C(CH,)COOH 62,60 C,H, «CH, - CH(CH,)- COOH | — 50,73 
p-Methyl-zimtsaure /-Methyl-hydrozimtsaure 

C,H,C(CH;):CH - COOH - 65,89 C,H,;C(CH,) - CH, - COOH | — 76,23 
a-Phenyl-zimtsaure a-Phenyl-hydrozimtsaure 

C,H;,CH:C(C,H;)COOH - 53,44 C,H, - CH, - CH(C,H,)\COOM | — 86,04, 
/-Phenylzimtsaure p- sets -hydrozimtsaure 

SsH;C(C,H;): CH - COOH — 37,92 5° CH(C,H;) + CH, COOH | 64, 72) 


steht man der merkwiirdigen Tatsache gegeniiber, da} die Ester der hydrierten 
Sauren erheblich starker drehen als die ungesattigten Verbindungen, was sich 
zum Teil ebenfalls durch den Einflu8 der neugebildeten Asymmetriezentren er- 
klaren diirfte; daneben kommt aber jedenfalls noch ein anderer Effekt in Be- 
tracht, der mit der Haufung negativer Gruppen, hier der Phenyle, in den un- 
gesadttigten Sauren in Beziehung steht. Auffallig tritt dieser Effekt bei den 
Menthylestern phenyl-substituierter Essigsduren zutage. Wahrend die Ester 
der Sasi dal und Diphenyl- essigsduren nach RuPE in 10proz. benzolischer Lésung 
(a]§'-Werte von —67,57 bzw. 66,70 zeigen, besitzt der Menthylester der Tri- 
phenyl-essigsaure sehr viel kleinere Drehungen, die auBerdem, wie TSCHUGAEFF 
und GLININ 1) fanden, sehr stark vom Lésungsmittel beeinfluBt werden. 

Ersatz des Methyls durch Phenyl in den ungesittigten Sduren hat, wie 
Rupe an folgenden Menthylestern (Tabelle 12) feststellte, einen Riickgang der 
Drehung im Gefolge. 


Davelhe 12; 
<<< $< 
Menthylester der | | eda 
| 
BaepOnengie ne ee ee GH, - Chi CH JCOOE — 91,06 
Zimtsaure. . . Coin See ade C,H, CH:CH - COOH — 76,95 
a-Methylakry Isaure. SE A ee CH, :C(CH3)COOH — 94,76 
x- -Phenylakry IBABS Jes Ge ers CH,:C(C,H,) COOH — 63,06 
p-Dimethylakrylsaure .... . (CH): CH = COOH — 88,60 
f-Methyl-zimtsaure. ..... . C,H, - C(CH,):CH - COOH — 65,89 
f-Phenyl-zimtsaure. ..... . C,H,;C(C,H;):CH - COOH - 37,92 


SchlieBlich ist noch folgende Zusammenstellung (s. Tabelle 13) RupEs von 
Interesse, die den polarimetrischen Effekt des Ersatzes von Methy! durch Phenyl 
in den gesattigten Fettsauren darstellt. 


Tabelle 13. 


Menthylester der 


Propionsaure CH, «CH, * COOH | 75,54 am & 04 
Phenyl-essigsaure C,H, > CH, - COOH 69,57 ee 
n-Buttersaure . CH, . CH, - CH, - COOH 70,46 \ 11,98 
Hydrozimtsaure . C,H, - CH, - CH, - COOH 58,48 | s 
Kapronsaure : CH, - CH, i i - CH, + CH, -COOn! 64,86 || 54.00 
5-Phenyl- valeriansaure G er -CH, »"CH,-CH,-COOH | — 33,86 |J >’ 


CH, - ae EAU) 
C,H; - COOH 90,90 


Essigsaure 
Benzoesaure . 


1) L. TSCHUGAEFF u. G. GLININ, Chem. Ber. Bd. 45, S. 2759. 1912. 
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Sie fiihrt zu der Konsequenz, daB die frither erwahnte Regel von TsCHUGAEFE- 
GUYE unter Umstanden vollig versagt. Nach den Genannten sollte die Wirkung 
beim Ersatz von Methyl durch Phenyl in einer gewissen Entfernung vom Asym- 
metriezentrum gleich Null werden. Tatsachlich wird aber der durch die Sub- 
stitution bewirkte Effekt mit der Entfernung vom asymmetrischen Kohlen- 
stoffatom gréBer, wie die J-Werte erkennen lassen. Die Differenz ist am gréBten 
zwischen der Kapron- und 6-Phenyl-valeriansaure. Rupr erklart diesen Effekt 
als einen solchen der Masse beim Austausch des Methyls durch das fiinfmal 
schwerere Phenyl. AuBer der polaren Wirkung ,die stets erhéhend wirkt, unter- 
scheidet er noch eine Art Hebelwirkung; sie wird um so gréBer, je gréBer die Ent- 
fernung vom asymmetrischen Kohlenstoffatom, d. h. je groBer der Hebelarm 
wird. Je naher der ungesattigte Komplex (Phenyl) dem aktiven Rest steht, 
desto mehr wird die Schwerewirkung durch den polaren EinfluB verdeckt (Essig- 
saure- und Benzoeséurementhylester) (s. Tabelle 13). Wahrend die Kohlenstoff- 
doppelbindung vorwiegend nur polar wirkt (vgl. Tabelle. 7), kommt dem Phenyl 
auch noch eine Schwerewirkung zu. Der eigenartige Effekt der Phenylgruppe 
(0-Phenylvaleriansaure u. a.) kénnte aber auch mit dem spiraligen Bau des 
Molekiils in Beziehung stehen?). 

Stellungsisomere Benzolderivate sind unter anderen von CoHEN und Mit- 
arbeitern®) auf ihre Rotation untersucht, als Objekte dienten neben anderen 
Menthylester substituierter Benzoeséuren. In der Regel haben die Orthoderivate 
ein von den m- und p-Verbindungen verschiedenes Drehungsvermégen, wahrend 
letztere beiden ungefahr gleiche und von dem Benzoesdurementhylester nicht 
wesentlich abweichende Drehung besitzen, z. B. Menthylester der o-, m-, p- 
CsH,(OCH,)COOH, C,H,- F- COOH, C,H,: Cl- COOH, C,H,- Br- COOH, Cran 
- NO, - COOH. Eine Ausnahme macht C,H,- J - COOH, deren drei isomere Ester 
sich in bezug auf die Rotation gleich verhalten. Beziehungen allgemeiner Art 
lassen sich nicht ableiten. 

F. Konjugierte Bindungen. Zwei Athylenbindungen verstarken sich 
in ihrer Wirkung auf das asymmetrische Atom in der Regel, wenn sie zueinander 
konjugiert sind, das gleiche trifft fiir andere Konjugationen wie C = C—C =O 
zu; es gelten hier ahnliche Verhiltnisse wie fiir Absorption und Refraktion. 
Der Einflu8 der Konjugation auBert sich deutlich in dem groBen Drehungs- 
vermogen des Menthylesters der Sorbinsdure im Vergleich mit dem der Hexen- 
sduren (s. Tabelle 7). 

Andere konjugierte Systeme sind von Hitpitcu?) in den Menthylestern 
der Muconsaure und Piperinsdure gemessen und mit ihren Reduktionsprodukten 
verglichen; eine Ubersicht gibt Tabelle 14. 


da belle 442 
Dimenthylester der [o}}?° 

dee Muconsaunes an) hae ne HO (CO: CH ICH CH: CH - CO: OH | — 93,40 
2. «-f-Dihydro-muconsaure . HO. + CO -CH:CH - CH,- CH, -CO--0H lL ==88.78 
3. P-y-Dibydro-muconsiure . HO: CO- CH, - CH:CH -: CH, -CO- OH ;— 80,78 
4 PACIpinsauTesss ss) a HO; COv'CH, CH, CH, =CH, »CO™ OF | — 83,60 
5. Menthylester der Piperin- | 

SQUPO or eles a eee (CH,O,)C,H, - CH:CH - CH:CH - CO- OF — 53,02 
6. der a-f-Hydro-piperinsaure (CH,O,)CgH, - CH, - CH, :CH:CH - CO}. OH | — 45,92 
7. der ($-y-Hydro-piperinsdure (CH,O,)C,H; - CH, -CH:CH-CH,-CO-OH | — 42,22 


1) TH. P. HirpitcH, Journ. chem. soc. Bd. 95, S. 1581. 1909; vgl. Bd. 101, S. 199. 1912. 

*) J. B. Conen u. Mitarbeiter, Journ. chem. soc. Bd. 99, S. HOSS OAS ceO7eeO Ate os 
1910 und vorhergehende Arbeiten; s. auch KAUFFMANN I. 

*) Tu. P. Hizprrcu, Journ. chem. soc. Bd. 95, S. 1570. 1909. 
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Es ist zu beachten, da in der Mucon- und Sorbinsaure wegen der Beteiligung 
der Karbonylgruppe mehrfache Konjugationen vorliegen: 


O:C-.CH:CH-CH:CH-C:0 bzw. O:C-CH:CH. CH:CH, 


in der Piperinsaure ist letzteres System in Konjugation mit dem Benzolkern. 

Sehr deutlich (s. Tabelle 15) pragt sich der EinfluB der mehrfachen Kon- 
jugation in den von Rupe!) gemessenen Menthylestern der Zinnamenylacrylsaure 
(3) sowie ihren Reduktionsprodukten (1,2) aus. In (3), wo das konjugierte 
System CH:CH-CH:CH-C:O in direkter Bindung mit dem Benzolkern an- 
geordnet ist, ist der Drehwert am héchsten, in der vollstandig reduzierten Sdure (1) 
am niedrigsten; die Stoffe wurden in 40proz. benzolischer Lésung untersucht. 


Tabelle 4's. 
Menthylester der lea 
i. d-Phenylvaleriansdure. . . . .| C,H;:CH,-CH,+CH,-CH,+COOH = 135500 
2. 6-Phenyl-f-y-pentensaure .. . C,H, > CH, > CH:CH - CH, - COOH — 47,54 
3. Zinnamenyl-acrylsaure .... C;H,* CH :CH « CH:CH -COOH | — 75,14 


Einfachere Systeme liegen in den zuerst von KLAGEs und SAvTTER?) stu- 
dierten optisch aktiven Kohlenwasserstoffen vor (s. Tabelle 16), die den asym- 
metrischen Amylrest enthalten. 


Tabelle 16. 


- > 
4. C,H; - CH:CH - CH(CH,)C,H; . 


* 
2. C,H,CH, - CH, - CH(CH,)C,H, . . . 17,2 27,9 14,5 
* 
3. C,H, -C,H, * CH:CH - CH(CH,)C.H, 41,9 84,7 | 16 
* 
Be oC, Cr, CH, + CHICH,)C.H 15,9 32,5 15,5 


zeigen gegeniiber 2 und 4 wieder wesentlich héhere Drehungswerte. 

Ist die ungesattigte Gruppe vom Benzolkern durch einen gesattigten Kom- 
plex etwa eine CH,-Gruppe getrennt, also die Konjugation aufgehoben, so sinkt 
die Rotation, wie etwa 

I. H- CO- OC,H,,+ CO» OCsH,(OCH,)CH, - CH:CH, [a]2#° = 32,7 
II. H- CO: OC,H,,+ CO + OC,H,(OCH,)CH:CH - CH, [a]28° = 38,6 


die sauren Kampfersdureester des Eugenols I und Isoeugenols II zeigen’). 
SchlieBlich kann auch die meist sehr erhebliche Rotationssteigerung beim 

Ubergang der Merkaptane bzw. Sulfide I in die Disulfide II einer Art von Kon- 

jugation in letzteren Verbindungen zugeschrieben werden, insofern als die beiden 


I [Mp 3 (Mp 
d-Camphyl-merkaptan d-Camphyl-disulfid 
(Cy9H,;0)SH +14 (CypHy50) oS. — 355 
]-Amyl-sulfid (C,H,,)95 ..... .—42,7 lAmyl-disulfid (C;H,,).S, .... .—149 
a-Thiopropionsaure a«-Dithiopropionsaure 
(CH, - CH - COOH),S 190 (CH, +» CH - COOH),s, — 429 


ungesdttigten S-Atome in direkter Bindung miteinander stehen; auch der sym- 
metrische Bau der Molekiile II diirfte, worauf Hi_pircu hinweist, zu der Drehungs- 
verstarkung beitragen. 

1) H. Rupe, Ann. d. Chem. Bd. 369, S. 311. 1909. 


2) A. KracEs u. R. SauTTER, Chem. Ber. Bd. 37, S. 649. 1904; Bd. 38, S. 2313. 1905. 
3) Tu. P. Hitpircu, Journ. chem. soc. Bd. 95, S. 331. 1909. 
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Sehr eingehend wurde von Rupe?) das in den Methylenkampfern vorliegende 
CH=CH == C= can 
| 
ne 


CH =C/CH =O 6 


System untersucht, in dem die konjugierte Bindung O = C-C = CHR direkt 
mit den beiden asymmetrischen Kohlenstoffatomen verkniipit ist (s. Tabelle 17). 


Tabelle 17. 
Derivate des Methylenkampfers (720° 20° 
Ea genes Lésungen in Benzol | ta) (Mp 
C:CHCH, | Sf 1 ZOO oder 
1. Methyl-methylenkampfer . | C,H,, | 
©20) 
/E:CHCHs | + 426,55] + 1023,6 
2. Phenyl-methylenkampfer . Ca | 
C:O | 
3. a-Naphthyl- ae /©:CHC oH; | AE Se (|| Ls ORNS 
UNAM ONES “Ga tore Ceo. | 
CO | 
/E:C(CoHs)2 | + 242,90] + 785,9 
4. Diphenyl-methylenkampfer | CgHy,C | 
SCEO 
5. Phenylathyl-methylen- /C CH (lel, o Claly o Cagle lee ANSTO! Sm" SHS): 
Kea pteti. miles thn ae CgHyiC | 
‘C:O 
/C:CH - CH, - CH, - CH, | + 149,32) + 307,7 
6. Propyl-methylenkampfer . | CgHy4< | 
NCA. 


Auf die Einfiihrung verschiedener Substituenten R reagiert die Rotation 
in auBerst empfindlicher Weise. Geht man von (1) als Grundsubstanz aus (siehe 
Tabelle 17), so zeigt sich in (2) der enorme EinfluB8 des Phenyls (Konjugation 
des Phenyls mit der konjugierten Doppelbindung im Ring). Von ungefahr gleicher 
GréBenordnung ist der EinfluB der Naphtylgruppe (3). Auffallig ist zunachst, 
da8 durch Einfiihrung eines zweiten Phenyls (4) die Rotation verglichen mit (2) 
betrachtlich gesunken ist, es liegt hier wieder ein Beispiel vor, daB durch Hau- 
fung negativer Gruppen die Rotation geschwacht wird. Ist der Phenylrest durch 
Methylengruppen getrennt (5), so ist der Effekt schwacher als bei der rein ali- 
phatischen Verbindung (6). 

13. Rotationsdispersion?). A. Einleitendes, Dispersionsformeln. In 
friheren Arbeiten wurden die Rotationswerte meist auf die D-Linie bezogen. 
Diese Beschrankung auf eine einzige Wellenlange bedeutet jedoch eine bedenk- 
liche Einseitigkeit, da mit Riicksicht auf den verschiedenartigen Verlauf der 
[ax|-Werte mit der Wellenlange nie vorherzusehen ist, ob die bei einer einzigen 
Farbe ermittelten Rotationen wirklich vergleichbar sind. Spater wurden dann 
auch fiir konstitutionschemische Zwecke Drehungsmessungen bei verschiedenen 
Wellenlangen zunachst des sichtbaren Spektrums ausgefithrt und neuerdings 
auch auf das Ultraviolett ausgedehnt?). 


1) H. Rupe, Ann. d. Chem. Bd. 409, S. 327. 1915; s. auch A. HALLER u. Mitarbeiter. 
Lit. s. bei H. Rurw (1. c.). ; 

2) Siehe den Artikel Polarimetrie von ScHONROCK, Hdb. d. Phys. Bd. 19, S. 716. 

3) T. M. Lowry, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 81, S.472. 1908; A. CoTTron wu. 
IR DEscamps, ©. ik, Bd 4827S) 22) 10267 dneviedsoptemlodaib s+ S00 1026. 


_- 
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Bei der Mehrzahl der farblosen Stoffe nehmen die Rotationen mit abneh- 
mender Wellenlange zu; man nannte diese Erscheinung friither allgemein normale 
Rotationsdispersion. Zur vorliufigen Charakterisierung des Wellenlingen- 
einflusses kann man bestimmte empirische Beziehungen benutzen, so den Dis- 
persionskoeffizienten und die relative Rotationsdispersion, man bezeichnet: 


[e],/[o], 2 B. [a)p/[ale 
als Dispersionskoeffizient (Di.C), den Quotienten: 
(Loli, —[ola)/lole 2B. ([o]e—[e]o)/[o]p 
als relative Rotationsdispersion (r. R.D). Gelegentlich ist auch die Differenz 
[ola — [o],, BTR. [aly — [a] 


als spezifische (totale) Rotationsdispersion (R.D) fiir Vergleichszwecke benutzt. 

Ausgedehnte Untersuchungen iiber die Zahlenwerte dieser GréBen verdankt 
man vor allem WALDEN!). Fiir homogene aktive Verbindungen gilt unter anderem 
folgendes : 

Die Di.C und r. R.D sind von der Temperatur nahezu unabhangig, die R.D 
zeigen sich in der Regel als temperaturvariabel. Die Glieder einer homologen 
Reihe besitzen ungefahr gleiche Di.C und r. R.D; allerdings verhalten sich die 
ersten Glieder bisweilen abweichend. 

GroBe Di.C bzw. R.D gehen in der Regel parallel groBen, meist negativen 
Temperaturkoeffizienten. Verbindungen mit groBer R.D besitzen meist groBe 
optische Dispersion fiir dasselbe Wellenlangengebiet. Fiir Losungen gilt unter 
anderem nach WALDEN?!) folgendes: 

Die Di.C, die relativen und spezifischen R.D eines gelésten aktiven Stoffes 
sind bei allen Konzentrationen eines gegebenen Lésungsmittels konstant. Fur 
viele Lésungsmittel sind die R.D der gelésten aktiven Stoffe praktisch gleich 
und identisch mit den an den freien fliissigen Stoffen ermittelten R.D. Verschie- 
denheiten in den R.D treten bei Verwendung von Lésungsmitteln auf, die hin- 

sichtlich der Konstitution und der optischen Eigenschaften stark differieren. 
Die D.C und r. R.D entfernen sich um so mehr vom Mittelwert, je gréBer die 
Eigendispersion des Lésungsmittels ist. 

Unter Umstanden treten aber Stérungen auf, derart, daB der geléste Stoft 
durch den Lésungsvorgang eine erhebliche Anderung seiner R.D erleidet oder 
die R.D anomal wird (l-Apfelséuredimethylester). 

Bei den meisten farblosen normal dispergierenden Verbindungen (s. Ziff. 13 C) 
sind die Di.C [{«]p/(a]- wenig verschieden, nach WALDEN betragt der Koeffizient 
im Mittel 1,95, doch kénnen nach Messungen von TscnuGAEFF, RUPE u. a. auch 
wesentlich héhere und niedrigere Werte auftreten. Dem Normalwert nahe- 
liegende Koeffizienten fand TscnuGAEFF?) bei aktiven Kohlenwasserstoffen und 
Alkoholen der Kampfer und Terpenreihe und anderen zyklischen Verbindungen 
(Kohlenwasserstoffe: ]-Pinen, Kampfer, d-Menthen, d-Limonen, Cholestan u. a. 
— Alkohole: l-Menthol, d-Borneol, Methylcyclohexanol, Fenchylalkohol, Chole- 
sterin u. a.). Wesentlich héhere Werte fand TscuucaerF bei zyklischen Ketonen 
(d-Kampfer: 2,75, Pulegon: 2,76, Methylcyclohexanon: 3,50, Dihydrokarvon: 
3,30). Einigen dieser zuletzt genannten Stoffe wie d-Kampfer werden wir bei 
der Untersuchung der anomalen R.D (Cottoneffekt) wieder begegnen. 


1) P. WALDEN, ZS. f. phys. Chem. Bd. 55, S. 1. 1906; daselbst weitere Literatur, ferner 
WALDEN I; s. auch CHR. WINTHER, ZS. f. phys. Chem. Bd. 52, S. 200. 1905. 
2) L. TscuucarErrF, ZS. f. phys. Chem. Bd. 76, S. 469. 1911. 
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Um die zahlenmaBige Abhangigkeit der [a]-Werte von der Wellenlange 
darzustellen, sind eine Reihe von Formeln vorgeschlagen. So hat STEFAN?) 
versucht, durch Hinzunahme einer zweiten Konstanten A zu der zuerst von BioT?) 
vorgeschlagenen Formel: [aw] = B/A? einen besseren AnschluB an die Beobach- 
tungen zu erzielen. In einigen Fallen vermag die STEFANsche Gleichung: 
[~] = A + B/d?, deren graphische Darstellung eine Parabel ergibt, die Ver- 
suchsergebnisse befriedigend wiederzugeben, eine allgemeine Anwendbarkeit 
kommt ihr jedoch nicht zu. Wesentlich mehr leistet in der Regel die ebenfalls 
zweikonstantige Formel von BoLTzMANN®): [a] = A/A? + B/a*. 

Auf die von DrupDE*) aufgestellte Formel, die zuerst von Lowry und DIck- 
son mit Erfolg auf organische aktive Verbindungen in homogenem und geléstem 
Zustande angewendet wurde, wird spater noch einzugehen sein. 

Von HAGENBACH sind die Formeln von STEFAN und BOLTZMANN auf die 
Glieder homologer Reihen mit normaler Dispersion angewendet; dabei hat sich 
folgende GesetzmaBigkeit ergeben: Stellt die allgemeine Funktion: 


[a] = (i) 
die Abhangigkeit der Rotation von der Wellenlange fiir ein Glied der Reihe dar, 
so sind die Dispersionen der anderen Glieder der Reihe darstellbar durch: 

[oJ= Cp), [a= Cp), — [a]”= CX)... 


die C-Werte, die sog. spezifischen Faktoren sind von einem Glied zum anderen 
verschieden, aber unabhangig von der Wellenlange. Sie sind gewissermaBen 
die Gr6éBen, die die Dispersionskurven einer homologen Reihe miteinander ver- 
binden und stellen die Quotienten zweier beliebiger [a ]|-Werte der Reihe fiir eine 
und dieselbe Wellenlange dar. Also: 


Conia Ze1B: [orl /Lor], 
C’= [aay /[a,] Za Bs [on] /lor]... 


Fur die gleich noch naher zu besprechenden Methylenkampferderivate er- 
geben sich folgende in Tabelle 18 Kolumne 1 und 2 verzeichnete Konstanten 
A und B der STEFANschen Gleichung: 


[AA Bots (= A 


zur Berechnung sind die [a]-Werte fiir die Wellenlangen dc, Ap, Ag und Ay benutzt. 


Tabelle 148. 


1 2 3 | 4 5 

| ae ae ca 

A | B 104 A’ Z BAN 
| A aveanveniea B anfangsglied [a] aie) 

Phenyl-Methylenkampfer . . .. . | — 186,90} 21660 1 1 4 
Phenathyl- eo hee. Va GPRS 6033 0,2809 0,2785 | 0,2764 
Benzyl- “3 (ae ers S52 ALS, 5936 0,2790 0,2740 | 0,2719 
Phenylpropyl- ,, o<: + oe = “46,59 5468 0,2503 0,2524 4 0,2532 
Methyl- s eee ae Bakes = HPS 28863 | 0,3882 0,4091 | 0.4475 
Athyl- is ioe a et alli 09568 8037 0,3728 0,3710 | 0,3699 
Propyl- S es gl as 71,40 7804 0,3820 0,3603 0,3513 
Isobuty!- if Bak el | 66,00} 7445 0,35314 0,3437 | 0,3400 


1) E. STEFAN, Wiener Ber. Bd. 50 II, S. 88. 1864. 

*) J.B. Bror, Mém. de Acad. Bd. 2, S. 41 u. 91. 1817; Ann. chim. phys. (2) Bd. 10, 
». 63. 1819. 

3) L. BortzMann, Pogg. Ann. Jubelbd., S. 128. 1874. 

4) Siehe P. DRupE, Lehrb. d. Optik, 3. Aufl. 1912. 
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Nun gilt fir irgendein Glied der homologen Reihe die Beziehung: A’/A = B’/B = C, 
wo C den spezifischen Faktor bedeutet. In der 3. und 4. Kolumne sind die Quo- 
tienten A’/A snfangsgtiea UNA B’/Bantangsieaw Gegeben, wo A’ und B’ sich auf das 
betreffende Glied der Reihe, A \ntangsstiead UNA Bantangsmiea Sich auf Phenylmethylen- 
kampfer beziehen. Tatsachlich sind diese Quotienten praktisch identisch mit den 
spezifischen Faktoren (Kolumne 5), die sich aus den [a]-Werten der Tabelle 19 
berechnen lassen und Mittelwerte fiir die vier genannten Wellenlangen 
darstellen. Analoge Rechnungen lassen sich auch unter Benutzung der BoLtz- 
MANNschen Formel fiir homologe bzw. zusammengehirige optisch aktive Ver- 
bindungen anstellen. 

B. Charakteristische Wellenlange. Der von GuyE, WALDEN u. a. 
aufgefundenen GesetzmaBigkeit, daB die r. R.D z. B. ([a]p — [a]c)/[a]p inner- 
halb zusammengehériger Reihen konstant ist, hat HAGENBACH!) auf Grund von 
Beobachtungen Rupes eine etwas andere Form gegeben. Aus der Konstanz der 
Di.C folgt, daB in einer zusammengehdérigen Reihe analoger Stoffe die Quotienten 
zweier [a] fiir die gleiche Farbe konstant sind [a]}/[a«], = C’. Bezeichnet man 
die R.D [a]y —[a]c mit [a], und gehért zu [a], die Wellenzahl »,(y = 1/4), 
so kann man statt der r. R.D z. B. im Sinne WALDENs auch die zu [co], gehérige 
Wellenzahl », aufsuchen, fiir die ([a]7 — [a]¢)/[a], = 1 ist; die entsprechende 
Wellenlange 4, = 1/y, wird als charakteristische bezeichnet. Zur Berechnung 
derselben muB man zur Festlegung der Kriimmung der Dispersionskurven eine 
bestimmte Funktion [a] = f(A) z. B. [a] = A + By? annehmen. Sind die [a] 
bei vier Wellenlangen entsprechend C, D, E, F ermittelt, so ist: 


v= vt, + F (v2, — v3), wo F= aa 
[a]o — [“]z = [ole ; (1) 


[|p — [e]o 


va = 53,3507 — 0,5579 


Tabelle 19. Derivate des Methylenkampfers toproz. Lésung in Benzol. 


[ale [*lp | [ole | [oly | [olry—[ole 


1. Phenyl- . 322,48 | 426,55 | 530,40 | 741,87] 419,39 2,293 | 1,066 
2. Phenathyl- 89,32 | 117,70 | 145,52 | 206,69] 117,37 | 2,314] 0,992 
3. Benzyl-. . . . | 87,78] 145,72 | 143,39 | 203,38] 115,60 | 2,317| 1,074 
3. Phenylpropyl- . 82,01 | 108,03 | 133,26 | 188,59] 106,58 | 2,299| 1,025 
5. Methyl- . : 136,37 178,58 219,31 | 308,49) 172,12 | 2,261 1,070 
6. Athyl- . 119,07 | 157,44 | 195,25 | 276,96| 157,89 | 2,326) 0,974 
7. Propyl- . 112,57 | 149,32 | 185,40 | 264,75] 152,18 | 2,354} 0,901 
8. Isobutyl- 109,55 | 145,04 | 179,05 | 254,14 144,59 2,320 | 0,971 


| 1,007 Mittel von F 


In der vorstehenden Tabelle sind die zur Berechnung von 2, notwendigen Daten 
fiir die Methylenkampfer nach Rupr enthalten. Man erkennt die Konstanz 
von [&]p/[«]¢ (auch [«],/[&]p u. a. sind konstant), ferner sieht man, daB in diesem 
Falle [«]p —[&]¢ ungefabr gleich [a]p ist. Mit / berechnet sich nach 1 die 
charakteristische Wellenlange zu 598.8 mu. 

Von Rupe mit AKERMANN®) und KAcr1*) sind die 4,-Werte fiir eine groBe 
Zahl zusammengehoriger Stoffe gemessen. In der Reihe der Menthylester (Benzoe- 
sdure, Zimtsdure, substituierte Zimtsaduren) ist 4, weiter nach Rot verschoben 


1) A. Hacrenpacnu, ZS. f. phys. Chem. Bd. 89, S-583. 1915. 
2) H. Rupe u. A. AKERMANN, Ann. d. Chem. Bd. 420, S:4. 4949. 
3) H, Rupe u. H. KA, Ann. d. Chem. Bd. 420, S. 33. 1919. 
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und liegt bei etwa 684 my. Mit 4, laBt sich in erster Annaéherung der Verlautf 
der Dispersionskurve, d.h. ihre Steigerung und Kriimmung zwischen dg und Ap 
charakterisieren; je flacher die Kurve verlauft, desto mehr verschiebt sich ae 
nach Rot. 

C. Normaler und anomaler Verlauf der Dispersionskurve, Tem- 
peraturabhangigkeit. Von der Regel, daB mit abnehmender Wellenlange 
die [x]-Werte wachsen, weicht eine groBe Zahl von Stoffen ab. Bei manchen 
steigt die Dispersionskurve /(A, [«}) mit zunehmender Brechbarkeit nicht regel- 
maBig an, sondern durchlauft bei bestimmmter Wellenlange ein Maximum oder 
Minimum oder es findet Vorzeichenwechsel statt, oder schlieBlich die Rotationen 
erweisen sich innerhalb eines bestimmten Gebietes als unabhangig von der Wellen- 
lange. 

Derartige Anomalien waren schon Brot bekannt, der sie an Weinsdaure- 
lésungen auffand, spater wurden sie hier von ARNDTSEN, KRECKE1), WENDELL?) 
u.a., in neuerer Zeit unter anderen von WINTHER?) und GROSSMANN und WRESCH- 
NER‘) studiert. Die waBrigen Lésungen sind rechtsdrehend und weisen ein 
Maximum auf, das in verdiinnten Lésungen in Blau liegt und sich mit Erhoéhung 
der Konzentration nach langeren Wellen verschiebt. Vom Maximum an nimmt 
die Rechtsdrehung mit der Brechbarkeit der Strahlen ab und geht in 70proz. 
Lésung sogar in Linksdrehung iiber. Feste geschmolzene Weinsaure zeigt, wie 
BRUHAT®) in Fortsetzung alterer Versuche von Biot fand, von 560mm ab mit 
abnehmender Wellenlange zunehmende Linksdrehung. 

Auch die anomale R.D der Apfelsdure ist eingehend bearbeitet®), die ihrer 
Ester u. a. von GROSSMANN und LANDAU’). 

Die starke BeeinfluBbarkeit der Rotation einer typisch anomalen Verbindung 
durch Lésungsmittel zeigt Abb. 6, wo nach Messungen von Lowry und ABRAM§) 
die Dispersionskurven des Methyltartrats wiedergegeben sind. Die Lésung 
in Athylenchlorid zeigt scheinbar normales Verhalten, ein Maximum im Sicht- 
baren weist der homogene Ester (100°) sowie die Lésung in Formamid und 
Azeton auf, ein Wendepunkt ist bei der Kurve in Wasser, Vorzeichenwechsel 
bei der Lésung in Chinolin sowie dem homogenen Ester bei 20° zu erkennen. 
Bei anomal dispergierenden Verbindungen ist die Dispersion in der Regel stark 
temperaturvariabel. Messungen des Temperatureinflusses auf die Dispersion 
der Weinsaureester (Methyl-, Athyl-, Propyltartrat) sind von WINTHER®) an- 
gestellt. Der TemperatureinfluB kann durch die Gleichung [a0] = a — b(t — 149)? 
dargestellt werden. Alle drei Ester besitzen die maximalen Drehungen fir alle 
Wellenlangen im Sichtbaren bei der gleichen Temperatur (etwa 149°). 

In diesem Zusammenhange ist noch darauf aufmerksam zu machen, dak 
der S. 937 fiir Verbindungen mit normaler R.D definierte Di.C z. B. [a]p/[a]¢ fur 
anomal dispergierende Stoffe, wie leicht einzusehen, vollig versagen mu8. Fiir 
diese definiert WINTHER unter Beriicksichtigung des Temperatureinflusses auf 
die Rotation eine andere Funktion, den rationalen Di.C, der gleich dem Verhaltnis 
der GréBen b in der obigen Temperaturgleichung: 6;,/b;, ist. Die Temperaturen 
werden dann nicht von 0°, sondern von der Maximaltemperatur aus gerechnet ; 


Die altere Literatur s. bei LANDoLT I, GROSSMANN u.. WRESCHNER I. 

G. Ve WENDELL, Ann. d. Phys. Bd-66, S. 1149. 1898. 

Cur. WINTHER, ZS. f. physik. Chem. Bd. 41, S. 207. 1902; Bd. 45, S. 331. 1903. 
H. GROSSMANN u. M. WRESCHNER, Journ. f. prakt. Chem. (2) Bd. 96, S. 125. 1918. 
Bruuwat, Trans. Faraday Soc. Bd. 101, S. 42. 19144. 

Literatur s. bei GROSSMANN u. WRESCHNER I. 

H. GROSSMANN u. B. Lanpau, ZS. f. phys. Chem. Bd. 75, S. 129. 1910. 

Tu. M. Lowry u. H. H. Apram, Journ. chem. soc. Bd. 107, S. 1187. 1915. 

Cur. WINTHER, ZS. i. phys. Chem. Bd. 414, S. 207. 1902; Bd. 45, S. 367.. 1903. 
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die rationalen Di.C werden somit von der Temperatur unabhingig. Praktisch 
berechnet sich der rationale Di.C als der Quotient aus der Differenz der spez. 
Drehungen fiir zwei Wellenlingen bei zwei verschiedenen Temperaturen: 


[alf, — (ol 


lols, — (oly, 

wobei vorausgesetzt wird, dal} die Maximaltemperaturen auch wirklich fiir alle 
Farben gleich sind. Wie WINTHER an den Estern der Weinsdure feststellte, ist 
der rationale Di.C von der Temperatur und Konzentration unabhangig und ebenso 
von der GréBe des Molekulargewichtes in der homologen Reihe, er stellt fiir diese 
somit eine charakteristische Kon- 

stante dar. * Spezitische Rotation des Methy/-Tartrats 

D. Einfache und kom- 6800 6300 5800 5300 800 4300 3800 3300 

plexe Rotationsdispersion. 
Zu einem besseren Einblick in das 
Wesen der Dispersionsanomalien 
auch nach der konstitutions-chemi- 
schen Seite gelangte man durch 
Verwendung einer von DRUDE auf- 
gestellten Beziehung zwischen 
Rotation und Wellenlange. Wie 
Lowry und DicKkson!) gezeigt 
haben, ist man imstande, an der 
Hand der theoretisch begriindeten 
Dispersionsformel von DRUDE?). 


; hy 
[«] = >’ Z_—2 


— 


Mabstab f Pyridin/s. 


das normale und nichtnormale 


Verhalten der Stoffe hinsichtlich aS 
der R.D exakt zu charakterisieren. S 
Fir eine groBe Zahl von Verbin- g& 
dungen laBt sich die R.D durch Sy 
e . . ° = Ss 
eine eingliedrige Formel: S5 
fh k 8 
[o| == S 
i Ae — Aj Se 
> 4 . ‘ a = .6. Spezifische Rotation des Methyl-Tartrats. 
wiedergeben, 4 ist die variable Se ee ene cet 
. a 49° y a homogener Ester 20°; e Lésung in Anisol 20% ; F 
W ellenlange, k und Ao sind Kon- a’ homogener Ester 100°; / Lésung in Athylenchlorid 25% ; 
b Lésung in Aceton 25%; g Loésung in Wasser 25%; 


stanten, erstere wird als Rotations-, ¢ Lésung in Chinolin 21,5%; A Lésung in Formamid 25%. 
letztere als Dispersionskonstante 4 Lésung in Pyridin 20%; 
bezeichnet (Lowry). 7 
Die physikalische Bedeutung von A, ist die der Wellenlainge einer Kigen- 
schwingung einer bestimmten Elektronengattung (s. S. 943). Die graphische 
Darstellung /(A?, [x)) ergibt eine gleichseitige Hyperbel. 
Diesen Typus nennen Lowry und Dickson eintfache Rotationsdis- 
persion und geben dafiir ein einfaches Kriterium: wird 1/| a] in Abhangigkeit 
von 42 graphisch dargestellt, so ist die Kurve eine Gerade, der Schnittpunkt mit 
der Wellenlingenachse gibt den Wert fiir die Di persionskonstante 4). 


1) Tu. M. Lowry u. Tu. W. Dickson, Journ. chem. soc. Bd. 103, S. 1068. 1913; Bd. 107, 
S. 1173. 1915; s. hierzu jedoch H. HUNTER, ebenda Bd. 125, S. 1198. 1924. 
s. auch Cur. WiNTHER, ZS. f. phys. Chem. Bd. 41, 5. 188. 1902. 

2) Siehe XVIII u. XX ds. Hard. 
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Alle Falle, bei denen die einfache Formel versagt, werden als solche kom- 
plexer Rotationsdispersion bezeichnet. In der Regel kommt man dann mit 
einer zweigliedrigen Formel: 


1 
[Xl] jae ot eas 
aus. 

Im Falle der komplexen R.D kommt somit die Dispersionskurve durch 
Superposition zweier Hyperbeln zustande. Wenn die Rotationskonstanten in 
dieser Formel dasselbe Vorzeichen haben und die Dispersionskonstanten sich 
auf Wellenlangen beziehen, die 
kiirzer als die beobachteten sind, 
wird die Kurve der komplexen 
R.D sich nicht wesentlich von der 
der einfachen R.D unterscheiden 
und kann als normal bezeichnet 
werden; zum Unterschied von der 
einfachen R.D gibt aber /(1/[a], 27) 
keine gerade, sondern eine mehr 
oder weniger gekrimmte bzw. 
zickzackformige Linie. 

Wenn aber die beiden Rota- 
tionskonstanten entgegengesetzte 
Vorzeichen haben, und das Glied 
mit der gréBeren Rotationskon- 
stanten die kleinere Dispersions- 
konstante besitzt, so hat die Kurve 
alle auBeren Merkmale, die man 
frither als fir anomale R.D charak- 
teristisch ansah. Die Kurve ist 
dann durch einen Wendepunkt 
sowie ein Maximum ausgezeichnet 
und [a] erleidet einen Zeichen- 
wechsel. Um diese charakteristi- 
schen Merkmale der Kurve zu 
beobachten, ist es allerdings haufig 


KaOF OF WB OS OF O32 G2 OF 


2 


006 


— Asymptote A? 


Jnfrarot Sichtbar U-violett 


Abb. 7. Einfache und komplexe Rotationsdispersion. 


1) +B; 2) +4; 5) 0,6 A—O,4 B; 8) 0,3 A—O,7 B; : : é 
3) 0,8 A—0,2 B; 6) 0,5 A—0,5 B. 9) 0,1 A—0.9 B: notwendig , . die Beobachtungen 
4) 0,7 A—0,3 B; 7) 0,4 A—0,6 B; 10) —B. uber beide Seiten des sichtbaren 


Spektrums auszudehnen. 
Um diese Verhaltnisse allgemeiner wbersehen zu kénnen, sind in der Abb. 7 
eine Reihe von Kurven entsprechend der zweigliedrigen Formel: 


; k 7 1 ce k 
22 — 0,03 2? — 0,06 


ie 


zur Darstellung gebracht; der Einfachheit halber ist die Summe der Rotations- 
konstanten = 1 gesetzt. Die Kurven entsprechen den Gleichungen: 


[a] =nA+(1—n)B, 


wo A = 1/(4? — 0,03) und B= 1/(d2 — 0,06) ist. Die drei oberen und unteren 
Grenzkurven [~] = +B, +A, —B (Kurve 1, 2 und 10) sind rechtwinklige Hy- 
perbeln, sie verkérpern die einfache Rotationsdispersion (positive und negative). 
Die tbrigen sieben Kurven sind simtlich komplex. Man kann sie aber in zwei 
Gruppen teilen: die unteren Kurven (6 bis 10), die ohne Zeichenwechsel zwischen 
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den beiden Asymptoten und hyperbelahnlich verlaufen, werden als komplex und 
normal, die oberen Kurven (3 bis 5), die eine der Achsen schneiden, als komplex 
und anomal bezeichnet. Die Punkte W, M und Z bezeichnen Wendepunkt, 
Maximum und Vorzeichenwechsel. 

Damit ist aber die Zahl der charakteristischen Kurven der R.D noch nicht 
erschépit, es ware méglich, dab die Kurven zu beiden Seiten einer Asymptote 
verlaufen, was bei Anwesenheit eines intensiven Absorptionsbandes im mittleren 
Spektrum eintreten wiirde; auch ein Absorptionsband im nahen Infrarot kann 
einen besonderen Typus der R.D-Kurve hervorrufen. 

AuBerst exakte Messungen der komplexen R.D des Athyl- und Methyltartrats 
bei verschiedenen Temperaturen verdankt man Drxon und Lowry!) bzw. 
Lowry und AsrAM?). Fir Athyltartrat gelten z. B. die Formeln: 


oe ae Lr) 2 

lei J2— 0,030 22—0,055 (20°), 
ein that 17,670 

[x] = Se (615) 


4° — 0,030 2? — 0,057 


Der folgende Ausschnitt aus einer Versuchsserie (Athyltartrat bei 20°) erlautert 
die sehr gute Ubereinstimmung zwischen den beobachteten und nach der DRUDE- 
schen Formel berechneten Werten: 


d 6708 5893 5086 4358 4191 3879 
[X]ueob 6,69 7,45 6,96 1,62 —41,38 —141,22 
[o]ber 6,75 7,45 6,94 1,70 Se i ae let} 


SchlieBlich ist noch darauf hinzuweisen, da8 BUrxr?) ausgehend von der Glei- 
chung von DrubeE die Beziehung zwischen Rotation und Wellenlinge in Form 
einer Exponentialgleichung dargestellt hat: 


[a] = a © os ee 
C und / sind Konstanten. 
Aiea, 
=" jie -4; 


wo y>1, jedoch nicht sehr von 1 verschieden ist. Durch die Exponential- 
formel wird besonders der Tatsache Rechnung getragen, daB Stoffe mit groBem 
Drehungsvermégen in der Regel auch groBe Rotationsdispersion aufweisen*). 

Auf Grund der letzten Gleichung 14Bt sich noch ein weiteres Kriterium fir 
normaldispergierende Stoffe ableiten, es mu namlich logd?{a] eine lineare 
Funktion des Quadrats der Wellenzahl v = 1/4 sein, was BURKI an verschiedenen 
Stoffen gepriift hat u. a. an Lésungen von Kampfer in Benzol und Alkohol auf 
Grund von Messungen von GuMPRICH®), erstere Lésung wies bei hohen Konzen- 
trationen eine schwache Anomalie auf; vgl. Cottonphanomen S. 950. 

E. Die Wellenlange der Eigenschwingung d,. Fir die Wellenlange 
der der aktiven Elektronengattung zugehdrigen Eigenschwingung berechnen 
sich aus den Rotationsdispersionen nach der DrupDEschen Formel Werte, die 
z. B. fiir Athyltartrat in der Nahe von 1600 A.-E. liegen, d. h. in einem Gebiet, 
das mit Hilfe der iiblichen absorptionsspektroskopischen Methoden schwer zu- 


1) Tu. W. Dixon u. Tu. M. Lowry, Journ. chem: soc. Bd. 107, 1S. 1473: 1915. 

2) Tuo. M. Lowry u. H. H. Apram, Journ. chem. soc. Bd. 107, S. 1187. 1915. 

3) F, BUrxk1, Helv. Chim. Acta Bd. 7, S. 163. 1924. 

4) Siehe P. WALDEN, ZS. f. phys. Chem. Bd. 55, S. 62. 1906; R.H. Pickarp u. J. Ken- 
YON, Journ. chem. soc. Bd. 105, S. 830. 1914. 

5) A. GumpRiIcH, Phys. ZS. Bd. 24, S. 434. 1923. 
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ganglich ist. Es ist deshalb von Interesse, daB PickARD und HUNTER?) in dem 
d-y-Nonylnitrit, dem Nitrit des d-Athyl-n-hexylkarbinols C,H,,-C(C,H;)-H-O-NO 
eine fiir die direkte Messung des Absorptionsbandes geeignete Substanz gefunden 
haben. Diese, eine gelbe Fliissigkeit, zeigt in homogenem Zustande komplexe 
Rotationsdispersion, die sich durch die zweigliedrige DRupEsche Formel 


By 0,705 a O43 
= ones ee 


(« bezogen auf 100 mm, 2 in Mikrons) berechnen laBt. Nach der Formel sollte 
das Absorptionsmaximum bei Ay = 0,135 = 3680 A.-E. liegen. 

Die direkte Messung der Absorption, die in sehr diinnen Schichten der homo- 
genen Substanz vorgenommen wurde, ergab in Ubereinstimmung damit ein 
zwischen 3670 und 3720 A. E. liegendes breites Band. Auch unter Benutzung 
der SELLMEIERschen Formel fiir den Refraktionsindex berechnet sich ein dem 
vorigen naheliegender Wert fiir 2) (3700 A.-E.). 

Die Frage der Beziehungen zwischen optischer Absorption und anomaler 
Rotationsdispersion farbloser Verbindungen ist auch von Rupe?) und Mitarbeitern 
untersucht, insbesondere mit Riicksicht auf die Erscheinung der relativ anomalen 
R.D (s. S. 953); ein, Parallelismus zwischen anomaler R.D und selektiver Absorp- 
tion war nicht deutlich ersichtlich’). 

F. Beziehungen zur Konstitution. Nach Messungen von Lowry, 
HUNTER u. a. bestehen gewisse Beziehungen zwischen der Fahigkeit der Ver- 
bindung komplex zu dispergieren und ihrer Konstitution, derart, da komplexe 
R.D besonders bei Verbindungen mit doppelt gebundenem Sauerstoff angetroffen 
wird. Beispiele fir komplexe R.D‘): Weinsdure, Apfelsdure, ihre Ester. d-f- 
Oktylester der Karbonsduren R’(C:O)OR, R’= n-Alkyl, KR = CH,CH(C;Hj3): 
Normale Ester der Milchsaure®) (komplexe Rk.D, normaler Typ) d-f-Oktylester 
zweibasischer Karbonsauren®). Oktylnitrit?) CH,CH(C,H,;)0-N:O. Die Ro- 
tationsdispersion der Ester ist fast durchwegs stark abhangig von der Konzen- 
tration, dem Lésungsmittel und der Temperatur. DaB geringfiigige Anderungen 
in der Konstitution der Verbindungen den Charakter ihrer R.D véllig zu ver- 
andern vermégen, beweist unter anderem die Tatsache, da der linksdrehende 
Methylenester der Weinsaure (in Gegensatz zum Dimethylester) einfache, durch 
eine eingliedrige DrupeEsche Formel ausdriickbare R.D besitzt7). 

Demgegeniiber zeigen sehr viele aktive Alkohole’) sowie Ather, in denen der 
Sauerstoff in anderer Bindungsart vorhanden ist, einfache R.D, so die Ather des 
sec. d-Oktylalkohols®), des Benzylmethylkarbinols?®). 


1) R.A. PickaArp uw. H. HuNTER, Journ. chem. soc. Bd. 123, S. 434. 11923% s) auom 
H. HunTER, ebenda Bd. 123, S. 1671. 1923. 

2) H. Rupe, A. KRETHLOW u. K. LANGBEIN, Liebigs Ann. Bd. 423, S. 324. 1921. 

8) Was z.T. damit zusammenhangen kann, daB die qualitativen Grenzabsorptions- 
messungen der Verbindungen (Derivate des Camphers, Menthylester u.a.) in Benzol als 
Lésungsmittel ausgeftthrt wurden, das wegen seiner Eigenabsorption kurzwelligere Absorp- 
tionsbanden nicht erkennen 1la8t. Es ware immerhin méglich, da® unter Mitwirkang be- 
stimmter konstitutiver Faktoren auch ein’ im mittleren Ultraviolett befindliches Absorp- 
tionsband die Rotationsdispersion im sichtbaren Gebiet beeinfluBt, s. auch Cottoneffekt S.950. 

4) Siehe u. a. J. KENYON u. TH. W. BARNES, Journ. chem. soc. Bd. 125, S. 1395. 1924 
sowie die friiheren Arbeiten der Serie. 

5) Ca. E. Woop, J. E. Sucu, F. Scarr, Journ. chem. soc. Bd. 123, S. 600. 1923: 

OV Ibe lelMew, |Kownan, ony Soc, JeCl Ws), GS, 3. O2s. 

*) P.C. Austin u. V. A. CARPENTER, Journ. chem. soc. Bd. 125, S. 1939. 1924. 

8) Tu. M. Lowry, R. H. Pickarp, J. KENyon, Journ. chem. soc. Bd. 105, S. 94. 1914. 
®) J. Kenyon u. R.A. McNicor, Journ. chem. soc. Bd. 123, S. 14. 1923. 
WOW Isls ietsnniemess, \orouin, Clieram, Sore, Weick, toy, So), wens}. 
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Diese Regeln sind aber nicht ohne Ausnahmen: die Di-l-menthylester der 
zweibasischen Sauren (Malonsaure u. a.) besitzen meist einfache R.D1), Die 
gleiche Form der R.D beobachtete man bei den Karbonaten und Sulfiten: 
RO-C:0-+OR und RO-S:0- OR (R = f-Oktyl), was mit der symmetrischen 
Verknipfung der aktiven Gruppen mit den C:O und S:O-Resten in Beziehung 
gesetzt wird*), Andererseits sind einfache Ather aliphatischer Alkohole (Alkyl- 
ather des d-y-Nonanols) bekannt*), deren R.D sich nicht durch die eintermige 
Drubesche Formel darstellen laBt, bei denen also optische Heterogenitat nicht 
einer entsprechenden chemischen parallel geht; die chemische Einfachheit der 
Verbindung schlieSt die Annahme von Isomerie oder Tautomerie aus. 

SchlieBlich ist noch zu berichten, da auch sehr komplizierte zyklische 
Verbindungen mit 2 und 3 asymmetrischen Kohlenstoffatomen in ihrer Rotations- 
dispersion sich der eingliedrigen DrupEschen Formel anpassen. Es sind das 
die schon friither genannten Methylenkampfer, Menthol und Ester desselben, 
Kampfer, Karvon u. a. wie Lowry und ABRAM‘) aus den Messungen RuPEs 
abgeleitet haben. Durchsichtige chemische Beziehungen existieren somit nicht; 
vgl. hierzu HUNTER®). 

Neuerdings ist die Frage wiederholt untersucht worden, ob die Stoffe, deren 
R.D sich durch eine zweitermige DrupEsche Formel wiedergeben l4Bt, auch 
chemisch heterogen sind und etwa Gleichgewichts- oder dynamisch-isomere 
Formen darstellen, die verschiedenes Rotations- und Dispersionsvermégen be- 
sitzen. Lowry und CuTTER®) kommen z. B. fiir die Ester der Weinsdure zu dem 
SchluB, da&B tatsachlich zwei Formen der aktiven Ester existieren. 

Uber die Heterogenitét der d-Weinsaure sind Versuche und Uberlegungen 
von LONGCHAMBON’) und VELLINGERS§) angestellt; nach ersterem enthalten die 
Weinsadurelésungen zwei Komponenten, die eine, linksdrehende, ist identisch 
mit der im Kristall enthaltenen Form, die andere, rechtsdrehende Komponente, 
bildet sich auf Kosten der ersteren bei hGherer Temperatur oder durch Verdiinnen 
der Lésungen. In Ubereinstimmung damit stehen Versuche von DrEscamps)), 
der die Rotationsdispersion von Weinsdurelésungen verschiedener Konzentration 
im Ultraviolett gemessen und festgestellt hat, da hier auch die verdiinnten 
Lésungen sehr erhebliche Linksdrehung besitzen ; die Versuche sind bis 4 = 0,254 u 
durchgefiihrt; fiir Weinsdure 1,1 g in 100 cm* Wasser war [4]j<o,2s44 = — 8506. 

In diesem Zusammenhange ist noch auf eine Arbeit von BRUHAT und PaAu- 
THENIER hinzuweisen, die) die Ursache fiir die anomale R.D der Weinsaure 
nicht in einer chemischen Komplexitat des Molekils erblicken, sondern in einer 
Art von optischen Superposition (s. S. 949); die linksdrehende Anordnung der 
Molekiile soll durch die spontane Orientierung und die elektrostatische Anziehung 
der Molekiile, die mit steigender Konzentration gréBer wird, begiinstigt werden. 
Die gleichen Autoren??) fanden ferner, daB die Rotationsdispersion der Wein- 
sdure auch in stark verdiinnter Lésung anomal bleibt. 

1) L. Hatt, Journ. chem. soc. Bd. 123, S. 105. 1923. 
2) H. Hunter, Journ. chem. soc. Bd. 125, S. 1389. 1924; daselbst weitere Literatur. 
3) J. Kenyon u. Tu. W. Barnes, Journ. chem, soc. Bd. 125, S. 1395. 1924. 
4) Tu. M. Lowry u. H. H. Apram, Journ. chem, soc. Bd. 115, 5. 300. 1919. 
*) H. Hunter, Journ. chem. soc. Ba, 123, s,41070. 19235 Bd. 12155, Sy 1198. 1924. 
6) T. M. Lowry u. J. O. Cutrer, Journ. chem. soc, Bd. 125, S. 1465. 1924. Die Autoren 
lehnen eine von W. T. AstBury (Proc. Roy. Soc. London Bd. 102, S. 506. 1923) aufgestellte 
| Theorie tiber die Struktur der d-Weinsaure ab. ; 
7) L. LoNGCHAMBON, C. R. Bd. 178, S. 951. 1924; Bd. 183, 5. 958. 1926. 
8) E. VELLINGER, C. R. Bd. 183, S. 741. 1926. 
9) R. Descamps, C. R. Bd. 184, S. 1543. 1927. 
10) G. BruwaT u. M. PAUTHENIER, Journ. de phys. et le Radium (6) Bd. 8, S. 153. 1927. 
11) G. BruwaAT u. M. PauTHeEnier, C. R. Bd. 182, S. 1024. 1926. 
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G. Produkt der Rotationsdispersion. Spater haben auch RuPE?) und 
AKERMANN die DrupEsche eingliedrige Formel bei ihren Untersuchungen benutzt 
und geben Methoden zur graphischen und analytischen Festlegung der Kon- 
stanten k und 2%. 

[a] = ZR 


stellt ja die Asymptotengleichung einer gleichseitigen Hyperbel dar, die eine 
Asymptote fallt mit der x(A?)-Achse zusammen, die andere ist im. Abstande 
x = A? parallel zur y[a]-Achse. Die GréBe 2G ist somit ein MaB fiir die Verschie- 
bung der Hyperbel langs der x-Achse. Aus 4 bei dg, Ap, Ay und Ay beobachteten 
[a]-Werten berechnen sich die Konstanten 45 und kp zu: 


ae Nig [Olay + Ae [x] e — (Ab [ao + Ad [o]n) 
, [o]ag + Loxley — ([4]o + [e]p) 


k=1([2 [alg + Ab [o]p + 1h, [Olay + 4% Lole — 45 (Lolo + [&]p + [o]ng + [o]7)] 


42 wird im Verein mit der frither erérterten Konstanten 4, zur Charakteristik 
normal dispergierender Verbindungen benutzt und diese Konstanten fir eine 
groBe Zahl von aktiven Verbindungen berechnet?). Es ist namlich hervorzuheben, 
daB die charakteristische Wellenlange, die den ungefahren Verlauf der Dispersions- 
kurve kennzeichnet, nicht zu der Feststellung gentgt, ob ein Stoff anomal dis- 
pergiert, fiir anomale Dispersion sind starke Verschiebungen von d, notwendig, 
aber nicht hinreichend. Sowohl 4? als auch & sind von konstitutiven Faktoren 
abhangig, wie RuPpE und AKERMANN an einem groBen Beobachtungsmaterial 
nachwiesen. Vergleicht man ein aktives Substitutionsprodukt mit seiner aktiven 
Grundsubstanz, so scheint es, als ob #2 keine Anderung erleidet, falls durch die 
Substitution der asymmetrische Komplex nicht in Mitleidenschaft gezogen wird; 
bisweilen erweisen sich die 4?-Werte als sehr empfindlich und schwanken nicht 
nur von einer Stoffklasse zur anderen, sondern auch innerhalb der Glieder einer 
homologen Reihe. Auch fiir k,,, d. h. den auf die Molrotation bezogenen k-Wert 
haben sich GesetzmaBigkeiten ergeben. 

In der folgenden Tabelle sind einige k,,-Werte fiir zusammengehorige Stoffe 
gegeben: Ist der in eine optisch aktive Verbindung eingefihrte Rest ein gesattigtes 
Alkyl, so bleibt k,, in homologen Reihen annahernd konstant. Diese Regel gilt 


Methylenkampfer-Derivate. 


km Rm 
Methyl-methylenkampfer . . . . . 84,4 Phenyl-methylenkampfer ... . 264,7 
Athyl- $5 ese ee eee Ot Diphenyl $5 Lan oOo 
Propyl- ete are ce CR a-Naphthyl- 5 us oi ee 25a 
Isobutyl- i eae te pole 
Benzyl- a n St on JAOKO) 

Myrtenol-Derivate. 

km km 
WKBRESRO 5 fA He Bs 6 bs 2255 Krotonsaure-myrtenylester 28,1 
n-Buttersaure-myrtenylester . 23,8 Sorbinsaure- i ee 28,5 
Kapronsaure- as D307, Benzoesaure- in ts 29,4 

22,0 


Phenylessigsaure- __,, 


1) H. Rupe u. A, AKERMANN, Ann. d. Chem. Bd. 420, S.1. 1919. 


2) Neuerdings benutzt Rupe zur Berechnung von 4? auch eine andere von ihm ,,End- 
gliederformel genannte, bei der nur die rote und blaue Linie benutzt wird: 


22 = (ddip — A0)[(d — 1) wo d = [x] p/[o]¢ 
ist. Wenn die Verbindung normal dispergiert, stimmt der nach dieser mit dem nach der 


obigen Formel berechneten /§-Wert tiberein. (Nach freundlicher privater Mitteilung von 
Herrn Rupe.) 


—_ | 


"=4 
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auch fiir aromatische Reste, vorausgesetzt, daB dieselben durch Zwischenschal- 
tung einer oder mehrerer Methylengruppen (Benzyl u. a.) aus der direkten Wir- 
kungssphére der asymmetrischen Gruppe geriickt sind. VergréBerungen der 
Rm-Werte werden unter anderem bewirkt 41. durch Athylenbindungen (Kroton- 
sdure-myrtenylester u. a.), 2. dadurch, da8 ein aromatischer Rest direkt an das 
asymmetrische Kohlenstoffatom angegliedert wird (Phenyl-methylenkampferu-.f.)+) 

Wie Rupe fand?), sind A, und zB einander umgekehrt proportional und das 
Produkt: 29+ 4g = P.R.D. erweist sich fiir normaldispergierende Verbindungen 
innerhalb zusammengehériger Reihen als konstant (fiir negative Werte von 
4; wird das Produkt natiirlich imaginar). Nach Rupe lat sich mit Hilfe der 
Zahlenwerte P.R.D., 4, und 2 entscheiden, ob eine zu einer bestimmten 
Stoffklasse gehérige Verbindung normal dispergiert oder nicht. In der folgenden 
Tabelle sind fiir einige aktive Stoffklassen von normaler Dispersion die P.R.D.- 
Werte sowie die Abweichungen nach oben und unten verzeichnet. 


Tabelle 20. 


Abweichuugen 
in Prozenten 

Menthylester, aliphatische . 

aromatische . 14707 eA ANG 
Le von Ketosauren . 97,0 | +6,8, —5,1 | reine Ketoformen 
AS 119,4 | +5, —11  Gleichgewichtsformen 

Methylenkampfer : : 179,3 + 3,8, —4,4 

Methylkampfer, Camphy Ikarbinol 188,3 +6,5, —4,2 

Camphokarbonsaure und davon sich | 

ableitende Ketone 170,4 tae 3 


Differieren die tatsachlich gefundenen Produkte stark von jenen Normalwerten, 
so liegt anomale R.D vor; einige Beispiele sind in der folgenden Tabelle 21 der 


Menthylester enthalten: 
Tabelle 21. 


PRD: PrR.De 


Menthylester der gefunden normal 


a-Methyl-zimtsaure?)......... 86,9 At a7, 
Brenztraubensaure*) . . Mate tot aes 140,9 | 97,0 
Benzalbrenztraubensaure*) Paice. ta yee oes 139,8 97,0 
Diphenylmethylenkampfer®). . ... . 81,09 179,3 


DaB bisweilen innerhalb einer Gruppe ahnlich gebauter Verbindungen erhebliche 
Differenzen in den P.R.D.-Werten auftreten, zeigen folgende Derivate des Bor- 


CH . . . 
neols CS mit normaler Rotationsdispersion : 
C(OH)R 
R= («Jp ha ne P.R.D. 
1. C:C- C,H; — 27,37 573,3 0,1014 182,5 
Des tGre Cake — 101,7 579,8 0,0962 179,8 
3. CH, -CH,-C,H, — 25,45 634,9 0,0536 146,9 


Die gesattigte Verbindung 3 fallt hier mit einem wesentlich zu groBem 4,- und 
abnorm kleinem /?-Wert vollig aus der Reihe heraus’). 


1) Siehe hierzu auch die Arbeit von J. Kenyon u. D. R. SNELLGROVE, Journ. chem. soc. 
Bd. 127, S. 1169. 1925. 
a) EL ey Ann. d. Chem. Bd. 428, 5S. 188. 1922. 
3) Ann. d. Chem. Bd. 369, S. 355. 1909; Bd. 409, S. 340. 1915. 
4) Ann. i Chem. Bd. 420, S. 33. 1919. 
5) Ann. d. Chem. Bd. 409, SMe hls Beh ie : 
6) H. Rupe u. K. Grenz, Ann. d. Chem, Bd. 436, S. 184. 1924. 
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Stark anomal dispergierenden Verbindungen sind Rupe und JAGcI") bei 

Derivaten des optisch aktiven Tri- und Tetramethylcyclopentans z. B.: 

CH CH =k 

Cy. CCH, 

CH. C(ChMeaRs 
begegnet. Normal verhalt sich das Methyl- und Athylketon (R, = CH, R, = 
COCH, bzw. R, = CH;, R, = COC,H,). ,Ganz erhebliche Stérungen treten auf, 
wenn R, = CO-C,H, ist, sie diirften damit zusammenhangen, da8 die Substitution 
der reaktiven Gruppe direkt am asymmetrischen Kohlenstoffatom erfolgt ist. 
Auch hier driickt sich die Stérung in den ganz abnormen Werten der P.R.D. 
aus, sowie des Di.C., die zugleich mit den anderen Konstanten in der folgenden 
Tabelle 22 gegeben sind (B bedeutet Benzol, k,, ist der auf die Molrotation be- 
zogene Wert von k. 


Mabie dlem22% 

Lésungs- 20° iis a es .R.D. | k k { re 
CH /Eus — | + 63,67 | slatensl |) W/aen7 _ | — + 22,09 | + 37,16 (eeraae 
Pa CO-CH8 |» W53,80 4080117 34,410 pg ce 1040s 7 ee 
pee ces — $63.15} 1,86 | 708,3 0,009 70,76) + 21,3 | +388 
*™NCO-C;C5] B | + 54,83 | 1,83 | 713,4|0,0085] 35,95) + 189 | + 34,4 : 
oe JEUs - ics AGA | | 0,43 ie 0,99 | Kurve 
8 t\CO.C,H;, |B | |) = 11,47 (24,36 | 440,60.2322| 201.6) 0/99) | eo oe eee 


Méglicherweise ist die zuletztgenannte Verbindung hinsichtlich ihrer Anomalie 
mit dem Menthylester der Triphenylessigsaure?) (s. Tabelle 23) vergleichbar, der 
einen auBerst stark ausgepragten Lésungsmitteleffekt und z. B. in Azeton besonders 


Tabelle 23. Losungen des Triphenylessigsaure-l-menthylesters. 


Lésungsmittel oie | [alg | [aly [oli [ale | on 

| 
Schwefelkohlenstoff .. . 19,22 | + 9,94 | + 13,79 | + 19,65 | + 25,97 | 2,61 
AWG “Se KS ee Ate AXON || = SOK || > St BOY | => G3} 1,20 
NGS RY (a tah Se pec tee 12,89 | SA 1yS8 0 = 1,58 \- 11,28" | = Os onmenar es 


kleine Werte des Di.C. aufweist. Die Anomalie hangt zweifellos mit der Gegen- 
wart der Gruppe (C,H,;),C-CO zusammen’), ihre einwandfreie Erklarung von 
rein chemischen Gesichtspunkten ist aber wie in anderen Fallen schwierig. 

Weitere Anomalien, die sich unter anderem in abnormen Werten der P.R.D. 
auBern, sind bei einer Reihe von Ketonen in der Kampfergruppe und ahnlichen 
cyclischen Systemen beobachtet?*). 

Bisweilen haben geringe Anderungen in der Konstitution erheblichen Ein- 
fluB auf die Art der Anomalie. Aus der groBen Zahl der von Rupe pnd Kopp 
dargebotenen Beispiele seien zwei genannt: 


CH - CO. CH, Ve - CO - C,H, 
I CoH | II OOS) 
CH, CH, 
1) H. Rupe u. A. JAcor, Ann. d. Chem. Bd. 428, S. 164. 1922. 
2) L. TSCHUGAEFF u. G. GLININ, Chem. Ber. Bd. 45, S. 2760. 1912. 
3) S. auch KAUFFMANN I. 


) 
4) H. Rupe u. E. Kopp, Ann. d. Chem. Bd. 440, S. 215. 1924. 
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Methylkamphanketon I besitzt eine ,,totale’ Anomalie der Rotationsdispersion, 
die Kurve geht iiber ein Maximum, beim Athylderivat II fehlt dieses Maximum, 
die R.D. ist aber auch anomal, 4j ist negativ. Dieser sehr auffallige Unterschied 
zwischen Methyl- und Athyl wird mit der gréBeren Haftfestigkeit) des ersteren 
Radikals im Gegensatz zum Athyl in Beziehung gesetzt und zeigt, daB unter 
Umstanden schon Differenzen in der Valenzbeanspruchung von Atomen innerhalb 
des asymmetrischen Systems die Dispersion wesentlich beeinflussen kénnen. 

Weitere Anwendungen der Konstanten P.R.D., 2, und 22 siehe in den Ar- 
beiten Rupes tiber optisch aktive Verbindungen mit dreifacher Bindung?). 

Uber Lésungsmitteleinfliisse auf die Dispersion siche unter anderen H. RUPE’) 
H. Rupe und A. KAcr‘), R. H. Pickarp und J. Kenyon’), 

H. Andere Einteilung der Dispersionsanomalien. Cottonpha- 
nomen. AbschlieBend soll noch eine andere Einteilung der verschiedenen Falle 
anomaler Rotationsdispersion gegeben werden, die zum Teil von TscHUGAEFF 
herrihrt. 

I. Biorscher Typus der extramolekularen Dispersionsanomalie. 
Derselbe tritt bei Gemischen von zwei optisch aktiven Stoffen auf, die entgegen- 
gesetztes Drehungsvermégen und verschiedene Dispersion besitzen. Durch 
Mischen geeigneter Stoffe kann man, wie Biot, v. Wyss, GENNARI u. a. zeigten®), 
diese Art der Rotationsanomalie kiinstlich hervorrufen; sie zeigt sich z. B. in 
einer essigsauren Lésung von linksdrehendem Terpentinél und rechtsdrehendem 
Kampfer. Auf diesen Typus 1a4Bt sich zunachst formal die anomale R.D. der 
Weinsaure, Apfelsdure sowie ihrer Ester und anderer friiher genannter Stoffe 
zuriickfiihren, auf die die zweigliedrige DRUDEsche Formel anwendbar ist (LOWRY), 
dabei ist allerdings zu bedenken, dai der exakte Beweis fiir die Existenz zweier 
Formen mit den verlangten optischen Eigenschaften nur in den wenigsten Fallen 
mit einiger Sicherheit erbracht ist. Andere Beispiele von anomaler Rotations- 
dispersion s. in der Zusammenstellung von GROSSMANN und WRESCHNER, 1n 
der besonders die Arbeiten tiber Weinsdure und Apfelsaéure sowie ihre Derivate 
eingehend behandelt sind. 

Il. TscHuGAaEFFscher Typus der intramolekularen Dispersions- 
anomalie. Dieser steht mit dem Prinzip der optischen Superposition in Zu- 
sammenhang. Eine Verbindung enthalte zwei asymmetrische Kohlenstoff- 
atome, deren Partialdrehungen +R, —R, entgegengesetztes Vorzeichen haben, 
dann wird in erster Annaherung die Rotation der Verbindung gleich der Summe 
der Partialdrehungen sein, sind ferner fiir die beiden Partialdrehungen die Dis- 
persionskoeffizienten: [R,|p/[Ry]o = k, und [R»\p/[Rylo = ky verschieden, etwa 
ky > k,, so ist auch bei einem derartigen einheitlichen Stoffe anomale R.D, zu 
erwarten. Ein Beispiel fand TscHuGAEFr’) im d-$-Kampfersulfonsdure-l-Menthyl- 
ester. Vorlaufige Versuche ergaben folgendes: die aliphatischen und aromatischen 
Menthylester inaktiver Sduren drehen bei normaler Dispersion ((]p/[a]¢ zwischen 
1,94 und 2,00) nach links, die Ester der d-f-Kampfersulfonséure mit inaktiven 
Alkoholen drehen nach rechts und besitzen wesentlich gréBere Dispersion 
([&]z/[~]e ca. 2,4). Danach war fiir den obengenannten Ester des 1-Menthols 


am 


1) S. u.a. A. MeEeRWEIN, Ann. d. Chem. Bd. 419, S. 121. 1919. 

2) H. Rupe u. R. RINDERKNECHT, Ann. d. Chem. Bd. 442, S. 61. 1925; H. Rupe u. 
F. VONAESCH, ebenda S. 74. 

3) H. Rupe, Ann. d. Chem. Bd. 428, S. 164. 1922. 

4) H. Rupe u. A. KAcr, Ann. d. Chem. Bd. 420, S. 33. 1919. 

5) R. H. Pickarp u. J. Kenyon, Journ. chem. soc. Bd. 103, S. 1923. 1913. 

8) Literatur s. Lanport, H. GrossMANN u. M. WRESCHNER I. 

7) L. TscHuGAEFF, Chem. Ber. Bd. 44, S. 2023. 1911. 
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eine Anomalie zu erwarten, was der Versuch in der Tat bestatigte (s. Abb. 8 IT). 
Die Verbindung zeigt schwache Linksdrehung und ein Maximum der R.D -Kurve 
in der Nahe von E(527 uu), wahrend 1-$-Kampfersulfonsdure-l-Menthylester 
stark nach links dreht und normal dispergiert (Abb. 8 I), weder die spez. Rotation 
noch die Dispersion werden merklich vom Lésungsmittel beeinfluBt, beim 
d-f8-Kampfersulfonsaure-l-Menthylester ist hingegen wie bei vielen anomal 
dispergierenden Verbindungen ein starker Lésungsmitteleffekt gefunden. 

Ein sehr interessanter Fall von intramolekularer Dispersionsanomalie ist 
von Rupe und Kopp!) beim Methylkamphanketon eingehend untersucht. Die 
Verbindung (s. FormelI S. 948) kommt in zwei Formen vor, die eine weist totale 
Anomalie der R.D. auf, das andere Isomere dispergiert normal. Die Autoren 
zeigen, da zwei Umstande zusammen wirken miissen, um diese Effekte zu er- 
zielen, 1. die Wirkung mehrerer asymmetrischer Kohlenstoffatome im Sinne 
TSCHUGAEFFs, 2. eine spezifische Wirkung der an einem der asymmetrischen 
Atome befindlichen CO - CH,-Gruppe. 

Ubrigens fiihrt TscHUGAEFF auch das anomale Verhalten des Triphenyl- 
essigsdurementhylesters (s. S. 948) auf eine Art von intramolekularer Disper- 
sionsanomalie zuriick, indem er annimmt, dab die Anwesenheit der Gruppe 
CO - C(C,H;), die den drei asymmetrischen Kohlenstoffatomen in der Menthyl- 
gruppe entsprechenden Partialdrehungen und Dispersionskoeffizienten in un- 
gleicher Weise beeinflussen kann. 


III. Cotronscher Typus bei absorbierenden Verbindungen. Aus 
k 


A—R 
wird, falls die Wellenlange 4 in der Nahe der Eigenwellenlange A, der aktiven 
Elektronengattung liegt; die Theorie von DrubE lat weiter fiir diesen Fall des 
Bestehens einer Absorptionsbande Zirkulardichroismus und anomale Rotations- 
dispersion voraussehen. Diese Forderungen der Theorie wurden von CoTTon?) 
verifiziert, der an den farbigen Loésungen von Kupfertartrat und Chromtartrat 
in Kalilauge Zirkulardichroismus und anomale Rotationsdispersion erstmalig 
auffand. In der alkalischen Lésung von Kupfertartrat liegt das Rotations- 
maximum im Gelbgriin, wahrend sich das Absorptionsmaximum im Rot befindet. 
Die Untersuchungen von Cotton wurden von McDowELL?) und GRossMANN‘) 
an ahnlichen Lésungen bestatigt und erganzt. Ferner ist von VoLK5) an den 
farbigen Lésungen des Kupfer-, Nickel- und Kobalt-d-laktats, die wahrscheinlich 
innerkomplexe Salze dieser Saure enthalten, der Cottoneffekt nachgewiesen. 
Die ersten Beobachtungen sind an chemisch wenig definierten Verbindungen 
angestellt; es war deshalb von Interesse, dai TscHuGAEFF®) eingehende Unter- 
suchungen tiber den Cottoneffekt an einheitlichen farbigen Stoffen unternommen 
hat. Es handelt sich um Xanthogenderivate der optisch aktiven Terpenalkohole 
Menthol C,)H,,OH, Borneol C,)H,,OH und Fenchol C,,H,,OH. Besonders ge- 
eignet erwiesen sich die Thiourethane der Zusammensetzung 


der friiher erwahnten Gleichung [a] = 


folet, daB die Drehung sehr groB 


R 
Ri (ec. Sj) Ne Pee eeacie 
1—(C: S) CC: 8)OR, (Imido-xanthide). 4 


1) H. Rupe u. E. Kopp, Ann. d. Chem. Bd. 440, S. 215. 1924. 
2) A. Cotton, Ann. chim. phys. (7) Bd. 8, S. 347. 1896. 
3) McDowELL, Phys. Rev. Bd. 20, S. 163. 1905. 
) H. Grossmann u. A. LoesB, ZS. f. phys. Chem. Bd. 72, S. 93. 1910. 
) PH. Vou, Chem Ber, Bday iss 3744. 1012. 
L. TSCHUGAEFF, Chem. Ber. Bd. 42, S. 2244. 1909; L. TscuuGAaEFF u. A. OGORODNI- 
KOFF, ZS. f. phys. Chem. Bd. 74, S. 503. 1910; Bd. 79, S. 471. 1912; Ann. chim. phys. (8) 
Bd. 22, S. 137. 19414. ie 


a 


a 
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R, und Ry sind aromatische Reste, R, ist der Rest eines der Terpenalkohole 
z. B. CypHyg. AuBerdem wurden noch Xanthogensdureester z. B. 


R,0 - (C:S) SCH, 


(Rs bedeutet wieder den optisch aktiven Rest), sowie ahnliche Verbindungen 
untersucht. 

In der Abb. 9 sind die Kurven des Phenyl-o-tolyl-d-bornylimidoxanthids: 
CsH;(C : S)-N(CgHy + CHs)(C:S)OC,,H,, dargestellt, das in azetonischer und 
toluolischer Lésung gemessen wurde. Das Maximum der Dispersionskurve 
liegt im Gelb und zwar in Azeton bei langeren Wellen (574 uu) als in Toluol 
(582 uu); einen analogen Verlauf nehmen die Absorptionskurven, die gegeniiber 
den Dispersionskurven um etwa 70 ws nach Violett verschoben sind. Der Lésungs- — 
mitteleffekt ist somit in Dispersion und Absorption der gleiche; fiir die Substanz 


-8 


—> [a] fir I 


—> [a] firl 


Cc D E F 660 620 580 540 500 Y60<A 


Abb. 8. TscuuGarerrscher Typus der intramoleku- Abb. 9. Cottoneffekt bei 1-Phenyl-2-o-tolyl-d-bornyl-imido- 
laren Dispersionsanomalie. xanthid. R,R, Rotationskurven, A,A, Absorptionskurven. 

I) i-Kampfersulfonsaure-/-Menthylester ] in Toluol Die ausgezogenen Kurven: Toluollésungen (0,1390 g in 100 cm). 
II) d-Kampfersulfonsaure-/-Menthylester f : Die gestrichelten Kurven: Acetonlésungen (0,1424 g in 100 cm‘). 


gilt iibrigens die KircHHorFsche Regel. In der Figur bedeutet k die Molar- 
extinktion definiert durch J = J,-e~-*°- J, ist die Intensitaét des durch die 
4cm dicke Schicht der Lésung, / die Intensitat des durch das Lésungsmittel 
von gleicher Schichtdicke hindurchgegangenen Lichtes, C bedeutet Mole geldéster 
Substanz. 

Es wurde iibrigens noch besonders festgestellt, daB der Charakter der Rota- 
tionsdispersionskurve durch das Lésungsmittel keine prinzipielle Anderung 
erleidet, denn die geschmolzenen und unterkiithlten Substanzen lieferten ganz 
analoge Kurven. 

Einen Cottoneffekt im ultravioletten Absorptionsgebiete hat DARmots?) 
an d-Kampfer aufgefunden, die Verbindung hat ein schwaches Absorptionsband 
bei etwa 290 uu?). Durch diese Beobachtung ist auch der abnorm hohe Di.C, des 
Kampfers, auf den frither S.937 hingewiesen wurde, erklart, die Dispersionskurve 
verlauft im Blau und Violett sehr steil, um im Ultraviolett ein Maximum zu 
erreichen; auch bei den anderen durch hohe Di.C. ausgezeichneten zyklischen 
Ketonen diirfte der Cottoneffekt ohne Schwierigkeit nachweisbar sein. 

Ein weites Feld zur Beobachtung von Cottoneffekten stellen die zuerst 
von WERNER erhaltenen optisch aktiven Komplexsalze des Kobalts, Chroms und 
anderer Metalle dar, bei denen die optische Aktivitat durch die Asymmetrie 
des gesamten Komplexes (Metallatom + koordinativ gebundene Gruppen) be- 
dingt wird (s. S. 912). Neuerdings ist die Rotationsdispersion derartiger 


1) E. Darmots, Thése de Doctorat. Paris 1910. 
2) S. z.B. Tu. M. Lowry u. C.H. Descu, Journ. chem.. soc. Bd. 95, S. 807. 1909. 
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WerneErscher Komplexe in Abhiangigkeit von der Konfiguration in umfassen- 
der Weise von JAEGER!) studiert. Einfache in bezug auf die Dispersion genauer 
untersuchte Falle stellen die Salze des Triathylendiaminkobalts dar?). 


[Coens] X3(X = Cl, Br, NO, usw., en = NH,- CH,- CH,- NH,). 


Das d- und ]-Bromid weist ein Maximum bzw. Minimum in der Kurve der Ro- 
tationsdispersion (s. Abb. 10) bei A ca. 522 uu auf, dem die betrachtliche Molar- 
rotation von 3100 entspricht; der Umkehrpunkt liegt bei 2 = 492 uu. 

Ganz analog verlaufen die Kurven der d-Kobalt-d-propylendiamin- und 
]-Kobalt-l-propylendiaminsalze z. B. d{Cod-p | Br, und 1-[Col-pms3]| Brg, hier be- 


finden sich im Komplex die aktiven Amine d- bzw. l-fb1 = NH,:CH,:CH(CH3)NHg, 
deren Drehungen sich zu denen der aktiven Kobaltkomplexe addieren (s. Abb. 10). 
Da die aktiven Propylendiaminmolekile als Kom- 
ponenten eines Komplexes immer entgegengesetzte 
Drehungsvermégen besitzen®), so dreht der Propy- 
lendiaminkomplex fiir Wellenlangen, die kleiner 
als ~ 643 wu sind, geringer als der Athylendiamin- 
komplex, die jeweiligen Rotationen setzen sich 
ungefahr aus der Komplexdrehung vermindert um 
die entgegengesetzte Diamindrehung zusammen, 
der Nullpunkt im kurzwelligen Gebiet legt bei 
504 um. 

Eingehend sind die Rotationsdispersionen bei 
den Dinitro-athylendiamin-propylendiaminkobalt- 
salzen von WERNER studiert?*): 


NO, en 
Ro: a pn 


Diese Verbindungen, die wie die vorigen intensiv 
farbig sind, weisen sehr interessante Isomerie- 
erscheinungen auf, sie existieren in einer cis- (1,2 
oder Flavo-) und einer trans- (1,6 oder Croceo-)reihe, 


|x. 


Hy662 626 «589 560 537 517 ¥92 


Abb. 10. Rotationsdispersionskurven. 
d-[Co d — pn,]Br; + 2 H,O 


atl und die Theorie sieht 8 optisch aktive Flavosalze 
sole hast eee uC voraus, die auch samtlich erhalt ind und i 
Re Sate eo: : sdmtlich erhalten sind und in aus- 
a-[Co en,|Br, + 2H,0 gesprochener W cae anomale R.D. zeigen, 
und 1 Coen, [Bry +2H,0 he Schon DRUDE ) hat darauf hingewiesen, dah 
(ees iehelt Kaley), nicht jeder aktive Stoff, der selektive Absorption 


besitzt, die Erscheinung der anomalen Rotations- 
dispersion zeigt, dazu ist notwendig, daB die gleichen Elektronenarten, die die Ab- 
sorption veranlassen, auch Trager der Aktivitat sind. Bei den Salzen des Kobaltitri- 
propylendiamins ist das Band bei 522 wu in der Dispersionskurve Elektronen des 
Kobalts zuzuordnen, denn auch der Athylendiaminkomplex, dessen Aktivitat 
nur auf das ,,asymmetrische*‘ Metallatom zuriickgefithrt werden kann, zeigt das 
Maximum in der Cottonkurve bei der gleichen Wellenlange, dem ein Maximum 
jn der Absorptionskurve bei etwa 470 entspricht. In Anlehnung an DRUDE 


1) S. u.a. F. M. JAEGER und H. B. Brumenpar. ZS. f. anorgan. Chem. Bd. 175, 
S. 161. 1928. Daselbst weitere Lit. 

2) A. SmrrNnorFF, Helv. Chim. Acta Bd. 3, S. 177. 1920; J. Lirscurtz u. E. RoSENBOHM, 
ZS. f. wiss. Photogr. Bd. 19, S. 209. 1920. 

3) L. TSCHUGAEFF u. W. SOKOLOFF, Chem. Ber. Bd. 40, S. 3464. 1907; Bd. 42, S. 57. 1909. 

4) A. WERNER, Helv.’ Chim. Acta Bd. 1, S. 5. 1918. 

5) P. DRuUDE, Optik, 3.,Aufl., S. 407. 1942. 
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hat neuerdings Lirscuitz!) die Beziehungen zwischen Cottoneffekt und Absorp- 
tionsspektrum auf stereochemische und optisch-chemische Probleme angewendet. 
Ist z. B. der Chromophor einer Bande aus anderweitigen Erfahrungen bekannt 2), 
so kann das Auftreten oder Fehlen eines Cottoneffektes in der Bande Auskunft 
geben uber Lage und Art des Aktivitatszentrums. Ist anderseits der Sitz der 
Aktivitat im Molekiil bekannt, so kann das polarimetrische Verhalten innerhalb 
der Bande iiber die Art des Chromophors unterrichten. Zur Illustration sind in 
Abb. 11. die Dispersionskurven von drei Bromiden des Dinitro-athylendiamin- 
propylendiaminkobalts nach Messungen WERNERs wiedergegeben, von denen 
nur @ und 6 den Cottoneffekt geben. Saimtliche Salze zeigen im sichtbaren Ge- 
biet tibereinstimmende selektive Absorption’). Aus der Tatsache, daB bei c der 
Cottoneffekt fehlt, wird man schlieBen, daB hier kein ,,kobaltaktiver‘‘ Komplex 
vorliegt, sondern daB die im sichtbaren normale Rotationsdispersion lediglich durch 
das im Komplex eingebaute ,,kohlenstoffaktive Amin om 
NH, - CH, - CH(CH,)NH, verursacht wird, dessen Ab- & 
sorptionsgebiet im Ultraviolett liegt. Bei a und b — 30 
hingegen zeigt der Cottoneffekt das Vorliegen ,,kobalt- 

aktiver‘’ Komplexe an. 200 


AbschlieBend ist darauf hinzuweisen, daB Rupe‘) fog 
noch einen weiteren Anomalietypus aufgestellt hat, 
den der relativ anomalen Rotationsdispersion. Die g 
Stoffe, die diesem Typ entsprechen, weisen zwar mit 


zunehmender Brechbarkeit steigende spezifische Rota- — eu 

tionen auf, ihre charakteristische Wellenlange ist aber Ay hs 

betrachtlich verschoben um ca. 15 wu von dem fiir C50 600 550 500 py 
diese betreffende Stoffklasse giltigen 2,-Wert. Zu den bb. 11. Rotationsdispersionen 
optisch aktiven Verbindungen mit relativer Disper- der Salze [(NO,),Cop} |Br. 
sionsanomalie rechnet RUPE u. a. /-Phenylzimtsdure- a d-Co, rac-pn; 
menthylester und Diphenylmethylenkampfer. Auch Sede my 


nach BUrxK1I®) verhalten sich diese Stoffe anomal, 

logia]- 4? in Abhangigkeit von y® gibt fiir /-Phenylzimtsdurementhylester eine 
schwach gekriimmte Kurve von entgegengesetzter Neigung wie das «-Derivat'), 
wahrend das von Lowry angegebene Kriterium /(A?, 1/[a]) fiir beide Verbin- 
dungen Gerade ergibt und keine Anomalien erkennen 1aBt. Lowry und ABRAM’) 
lehnen die Realitat dieser von Rupr aufgestellten Anomalie ab. 
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